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Introduccion

Este texto, aun en versidn preliminar, ha sido escrito por el equipo de académicos del Depar-
tamento de Matematica y Estadistica de la Universidad de La Frontera que dicta el curso
de Fundamentos de la Matemdtica. Se trata del primer curso de matematica que rinden
los estudiantes que ingresan a las carreras de ingenieria y pretende, por una parte, nivelar
conocimiento previo y por otra, permitir a los estudiantes adquirir el nivel de razonamiento
abstracto necesario para cursar con éxito las asignaturas siguientes.

El principal objetivo de quienes hemos escrito este libro es entregar al estudiante que re-
cién se integra a nuestra universidad un texto guia especialmente disefiado para esta primera
asignatura. El texto esta compuesto por 4 capitulos. En el capitulo 1 revisamos la operatoria
basica de nimeros racionales y reales, sin entrar en detalles ni formalizaciones. El capitulo 2
contiene elementos basicos de Légica y Teoria de conjuntos, el lenguaje de la matematica.
En el capitulo 3 hacemos un pequeno recorrido por los conjuntos numéricos elementales y
nos detenemos en la estructura de cuerpo ordenado completo de los niimeros reales. Final-
mente, en el capitulo 4 veremos algunos elementos de Trigonometria y Geometria analitica.
Cada capitulo contiene un nimero importante de problemas resueltos y propuestos que es-
peramos sirvan de guia al estudiante para enfrentar problemas por si mismo. Los contenidos
se presentan en el nivel de profundizacién que se requiere en este nivel, por lo que muchas
veces, en vez de una demostracién formal se dard un esquema intuitivo.

Sin duda, aldn quedan muchos errores, y te invitamos a ser parte activa en la correccidn y
mejoras de este texto, aportando tus opiniones e ideas para que la versidn definitiva de este
texto resulte ser un verdadero apoyo para los futuros estudiantes de ingenieria de nuestra
facultad. No podemos dejar de agradecer a todos quienes de distintas formas aportaron a
la elaboracién de este libro: los profesores César Burgueiio, Maria Teresa Alcalde, Herminia
Ochsenius, José Labrin, Hernan Burgos, Luis Sandoval y a Camila Guzman por la revisidn
del texto final.

Verano de 2013.
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Capitulo 1

Algebra elemental

1.1. Numeros racionales

Cuenta la leyenda, sobre la tumba de Diofanto!, gran amante de los nimeros en la Antigiiedad,
se dejé el siguiente epitafio: «Diofanto pasé una sexta parte de su vida en la nifez, una do-
ceava parte en la juventud y una séptima parte soltero. Cinco afos después de su matrimonio
nacié un nifio que murid cuatro anos antes que su padre cumpliera la mitad de su edad».

El epitafio anterior utiliza fracciones dentro de las frases que la componen, nosotros lla-
maremos a estos nlimeros, numeros racionales. El término racional alude a fraccién o
parte de un todo. Formalmente la definicién es:

Definicion 1.1.1 (Nameros racionales) Definimos el conjunto de los niimeros racionales,
simbolizado por QQ, como:

Q:{% |a,beZ,b7é0}.

, . a ., .,
Este ndmero racional de la forma 7 es también llamado fraccién, donde a y b se llaman

numerador y denominador respectivamente.

A pesar de que se ha definido a los niimeros racionales como aquellos niimeros que se pueden

a , )
expresar como 7 con a,b € Z,b # 0, se acostumbra a representar a los nimeros racionales
con denominador positivo, es decir,

a —a

T b

Matemético Griego, que vivié en Alejandria, Egipto, en el siglo III de la era cristiana. Su trabajo fue
de enorme importancia para el desarrollo del dlgebra y tuvo una gran influencia sobre los matematicos
europeos del siglo XVIII.



1.1 Numeros racionales

Definicion 1.1.2 (Namero Decimal) Diremos que la representacion decimal del niimero

racional %, es el resultado de la division de a por b.
Ejemplo 1.1.3 La expresion decimal de:

3 ..
"5 0,375 (Corresponde a un niimero decimal finito).

1 .. .
] 3= 0, 333... (Corresponde a un nimero decimal infinito periddico).
19 . . e e
] 90 = 0,2111... (Corresponde a un nimero decimal infinito semiperiédico).

Transformacion de decimal a fraccion

Como ya vimos, toda fraccién puede ser representada como un nimero decimal finito, infini-
to periddico o semiperiddico. Generalmente cuando utilicemos decimales infinitos periddicos
o semiperiédicos nos referiremos a ellos sélo como decimales periddicos o semiperiédicos.
Ahora mostraremos los métodos para transformar un nimero decimal a fraccién. Existen
tres casos posibles:

Decimal finito a fraccion.
Consideremos el siguiente ejemplo: sea x = 4,4713 y transformemos este niimero decimal
a fraccién, para ello multiplicamos x por 10000 y obtenemos 10000z = 44713. Despejando
x obtenemos lo buscado:

44713

— 44713 = =2
T = 44713 = 755050

Podemos resumir el procedimiento de transformar un nimero decimal finito a fraccién en
la siguiente regla: el nimero decimal queda expresado como la fraccién cuyo numerador
estd formado por todo el nimero sin la coma decimal y el denominador por la potencia de
10 que tiene tantos ceros como cifras decimales existan.

Ejemplo 1.1.4

123 213 31
a) 0,123 = —. b) 2,13 = —. c) -3,1=——.
) 0. 1000 ) 2, 100 ) ’ 10
Decimal periédico a fraccion.
Consideremos el siguiente ejemplo: sea x = 1,7 y transformemos este nimero decimal a
fraccién, para ello multiplicamos z por 10 (una potencia de 10 con tantos ceros como cifras

tiene el periodo), para luego restar x al resultado. Quedando:

10 —2z=17,7-1,7

2 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



1.1 Numeros racionales

r=17=—.

Podemos resumir el procedimiento de transformar un nimero decimal periddico a fraccién
en la siguiente regla: el numerador de la fraccidn resultante estd formado por la diferencia
entre el ndmero completo, sin la coma decimal, y la parte entera del ndmero decimal (todo
lo que no esta en el periodo). El denominador corresponde a un niimero entero formado por
tantos nueves como cifras tenga el periodo.

Ejemplo 1.1.5

134—1 133
99 99’

Decimal semiperiédico a fraccién.

Consideremos el siguiente ejemplo: sea = = 12,237 y transformemos este niimero decimal
a fraccién, para ello multiplicamos x por 100 (una potencia de 10 con tantos ceros como
cifras tiene la parte decimal no periddica) obteniendo:

100z = 1223,7 (1.1)

2321—-2 2319

1,34 =
2) 1,3 999 999

b) —2,327 — —

con lo cual obtenemos un ndmero peridédico, el cual multiplicamos por 10 (una potencia de
10 con tantos ceros como cifras tiene el periodo) resultando:

1000z = 12237, 7 (1.2)

luego al restar (1.1) de (1.2), nos queda:
1000z — 100x = 12237,7 — 1223,7

900z = 11014,
de donde obtenemos el resultado despejando x:
- 11014
=12,237 = ——.
e 900

Podemos resumir el procedimiento de transformar un nimero decimal semiperiddico a frac-
cién en la siguiente regla: el numerador de la fraccién resultante estd formado por la diferen-
cia entre el nimero completo sin la coma decimal y la parte del nimero que no pertenece
al periodo (sin la coma decimal) y el denominador estd formado por tantos nueves como
digitos tiene el periodo, seguido por tantos ceros como niimeros hay entre la coma decimal
y el periodo (anteperiodo).

Ejemplo 1.1.6

Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera. 3



1.1 Numeros racionales

421 —42 379
900 900"
Definicién 1.1.7 (Fracciones equivalentes)

1568 —15 1553

a) 0,421 = 990~ 990"

b) —1,568 =

. ., a . ., C . . . .
Diremos que la fraccion 7 es equivalente a la fraccion p si ambas fracciones tienen la misma

representacion decimal.
Proposicion 1.1.8 (Caracterizacion de fracciones equivalentes)
La fraccion % es equivalente a la fraccion cfl siysolosia-d=c-b
Ejemplo 1.1.9

> ) 5
La fraccion T es equivalente a 20 pues 7-20 = 140 = 5 - 28.

a

b

c e a ¢ a c ,
—, lo cual nos indica de que — > — o — < — segln corresponda.

Si ad # bc entonces 7' b d b o d

£

Amplificaciéon y simplificacion

Los procesos de amplificacién y simplificaciéon son de mucha utilidad cuando se quiere igualar
el denominador de dos o mas fracciones que se estan sumando.

: . : - 3 7
Por ejemplo, si queremos realizar la siguiente suma: 1 + 6 3 debemos darnos cuenta
que todas las fracciones involucradas pueden escribirse como fracciones equivalentes con

denominador 12, de esta manera:
3 3-3 9 5 5-2 10 T T7-4 28

4 4.3 12 6 6-2 12 3 3.4 12
Con lo cual la suma de fracciones inicial quedard escrita de la siguiente forma:
3 5 7 9 10 28 9

13T TR 2T
Definicién 1.1.10 (Amplificacidon)

La amplificacién corresponde al proceso mediante el cual una fraccion se transforma en otra
equivalente multiplicando el numerador y denominador por un mismo niimero no nulo.

Observacién 1.1.11 (Fraccién irreducible)

Diremos que una fraccion es irreducible si e/l maximo comdn divisor entre el numerador y el
denominador es 1.

Definicién 1.1.12 (Simplificacion)

La simplificacién corresponde al proceso mediante el cual una fraccion se transforma en otra
equivalente dividiendo numerador y denominador por un mismo nimero natural no nulo.

. .18
Ejemplo 1.1.13 Si queremos simplificar la fraccion 21 lo podemos hacer por 2, 3 o por

6. Lo mds conveniente en este caso es simplificar inmediatamente por 6 obteniéndose 7 la

cual es una fraccion irreducible.
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1.1 Numeros racionales

Comparacion de fracciones
Al comparar dos 0 mas fracciones, tenemos dos casos posibles:
Todas las fracciones tienen el mismo denominador. En este caso sélo debemos com-

parar los numeradores y ordenar las fracciones segln estos, es decir, a mayor numerador
mayor sera la fraccién.

Fracciones con distinto denominador. Para compararlas debemos transformarlas a frac-
ciones con denominador comun a través de la amplificacién y luego proceder como el caso

anterior.

Otra forma de comparar dos fracciones es:

a c . :
0 < - < = siysolosiad < be.
b d
. . . 32 5 )
Ejemplo 1.1.14 Ordenemos de menor a mayor las siguientes fracciones: 31 Primero
escribamos cada fraccion como su fraccion equivalente, con denominador 24 que es el minimo

comun multiplo entre 3,8 y 12,

3 9 2 16 5 10
P:—:— = —_- = — = — = —,
8 247 @ 3 247 i 12 24
Comparando los numeradores de las fracciones equivalentes, se tiene que, P es menor que

R y R es menor que Q).

El ejemplo anterior nos da indicios de que podemos ordenar los elementos de Q, lo cual
formalizaremos mas adelante.

Operatoria
Al sumar dos o mas fracciones, tenemos dos casos posibles:

Todas las fracciones tienen el mismo denominador. En este caso solo debemos sumar
los numeradores y conservar el denominador.

Fracciones con distinto denominador. Para sumarlas debemos transformarlas a frac-
ciones con denominador comun a través de la amplificacién y luego proceder como el caso
anterior.

Ejemplo 1.1.15

9 10+—28_9+10—28__9_
12 12 12 12 12

3
1
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1.1 Numeros racionales

En la multiplicacién de fracciones, la fraccion resultante es la que tiene en el numerador
el producto de todos los numeradores de las fracciones involucradas y en su denominador el
producto de todos los denominadores de las mismas fracciones involucradas, esto es:

a; Qa9 das (07% ay; - Aag - ag - ... Qp

by by by b, by-by-bg-..-b,

Ejemplo 1.1.16

Razones y proporciones

Definicion 1.1.17 (Razén)
Se llama razén entre dos cantidades cualesquiera a y b, a la comparacion por cuociente

de ellas. La razén entre a y b se puede escribir como 7 o a : b, donde a se denomina

antecedente y b consecuente y se lee “a es a b"”.
, a . . . . .a
Toda razén 7 tiene asociado un cuociente k llamado valor de la razdn, es decir, 7 =k.

Ejemplo 1.1.18 E/ ancho y el largo de un rectangulo miden 10 cm y 30 cm respectiva-
ancho 10cm 1

= =—,6s
largo 30em 3

mente. Luego, la razon de la medida del ancho y el largo es de

decir, el ancho es un tercio del largo.

Definicién 1.1.19 (Proporcién)
Se define proporcion como la igualdad de dos razones, es decir, % = 2 se lee ‘a esab

comocesad”.
Los términos a y d se llaman extremos, ¢ y b se llaman medios.

Proposicion 1.1.20 En toda proporcion, el producto de los términos medios es igual al
producto de los términos extremos.

Definicién 1.1.21 (Proporcionalidad directa e inversa) Dos variables a y b son:

» Directamente proporcionales si y solo si la razon entre ellas es constante, es decir,
. a .
existe una constante k tal que 7= k o biena =k -b.

= Inversamente proporcionales si y solo si el producto entre ellas es constante, es

decir, existe una constante k tal que a-b =k o bien a = 7

6 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



1.1 Numeros racionales

Una caracteristica de las proporciones directas es que si una de las variables aumenta o
disminuye la otra variable sigue el mismo comportamiento, en cambio, en la proporcionalidad
inversa si una variable aumenta o disminuye la otra tiene un comportamiento inverso.

Ejemplo 1.1.22 Un libro tiene 75 paginas de 40 lineas cada una. Una nueva edicion del
libro tendra 50 lineas por cada pagina y se quiere saber con cuantas paginas quedara el
nuevo libro.

Solucién:

Como es una proporcién inversa (pues al aumentar la cantidad de lineas por pégina, la
cantidad de paginas en la nueva edicién disminuye), se calcula el producto de las cantidades

en razén (lineas y paginas del libro) para obtener la constante de proporcionalidad. Asi,

300
k =75 -40 = 300 entonces el niimero de paginas necesarias es de = - 60.

Definicién 1.1.23 (Porcentaje)
Un porcentaje es un caso particular de razon, en la cual el consecuente es 100. Para el
calculo de porcentajes se puede plantear la proporcion:

a . &
b 100
donde, a es parte del total, b es el total, ¢ porcentaje del total al cual equivale a.

60 20
Ejemplo 1.1.24 E/20% de 300 corresponde a 60, ya que 300 — 100°

Un porcentaje también se puede expresar como un nimero decimal transformando la ex-
presion 100 a su expresién decimal equivalente, por ejemplo, el 40 % equivale a tomar 40

partes de un total de 100 partes iguales. Esto se puede expresar como 100 0 0,4.

Numeros irracionales

Definicién 1.1.25 (Numeros irracionales)
Un nudmero irracional, es aquel que no puede expresarse como el cuociente de dos enteros.
El conjunto de los niimeros irracionales sera simbolizado por: 1.

Ejemplos de numeros irracionales son: \/5, e, \3/5, —v11, .

Definicién 1.1.26 (Numeros reales)
Se define al conjunto de los nimeros reales que se denota por R, como la unién del conjunto
de los niimeros racionales con el conjunto de los nidmeros irracionales. En simbolos R = QUIL.

Notemos que si x € R y x no es un nimero racional, entonces x es un nimero irracional.

Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera. 7



1.2 Potencias

1.2,

Potencias

Definicién 1.2.1 (Potencias)

Para todo numero real a y natural n, se define la n-ésima potencia de a, que se escribe a"
y se lee a elevado a n, como la multiplicacion iterada (repetida) del nimero a por si mismo
n veces, es decir:

at*=a-a-a-... q
N—— ——

n veces

el nimero a se llama base y n se llama exponente.

Ejemplo 1.2.2 [a escritura como potencia de:

Toda potencia de exponente 1 es igual a la base, es decir, a' = a.

Teorema 1.2.3
Seam,n € N, a,b € R se tiene:

1

Multiplicacién de potencias de igual base: se conserva la base y se suman los
exponentes,

Division de potencias de igual base: se conserva la base y se resta al exponente
del dividendo el exponente del divisor,

Multiplicacion de potencias de igual exponente: se multiplican las bases y se

conserva el exponente,
a-b" = (a-b)".

Division de potencias de igual exponente: se dividen las bases y se conserva el
exponente,

=)

b b/
Potencia de potencias: se conserva la base y se multiplican los exponentes,

(an)m — a’wm

Potencia de exponente 0: todo real no nulo elevado a cero, da como resultado 1,

a® =1, a#0.

Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



1.2 Potencias

7. Potencia de exponente negativo: /a expresion equivalente a una potencia con
exponente negativo es el reciproco de la base elevado al inverso aditivo del exponente
original,

8. Igualdad de potencias con misma base:
a"=a"=>n=m, a#0, a#l.

Observacion 1.2.4 Una aplicacion de las potencias es en el sistema decimal actual, las
cantidades se representan utilizando como base el nimero 10. Es un sistema de numeracion
posicional donde el valor del digito depende de la posicion dentro del nimero. Asi, por
ejemplo,

32,321=3-10"+2-10°+3-107'+2-1072+1-1073.

Raices

Supongamos que el suelo de una habitacién cuadrada tiene 144 baldosas cuadradas de 20
cm. cada una jCudles son las medidas de la habitacién?

Para resolver este problema, primero debemos encontrar un niimero que elevado al cuadrado
sea 144, dado que al ser una habitacién cuadrada hay la misma cantidad de baldosas tanto
en el largo como en el ancho. De lo anterior, es facil notar que este niumero es 12 y co-
mo la dimensién de cada baldosa es 20 cm., se tiene que la habitacién mide 240 cm. por lado.

Este procedimiento guarda relacién con el concepto de raiz de un nimero, de forma mas
precisa, raiz cuadrada de 144.

A continuacién definiremos la raiz n—ésima de a.

Definicién 1.2.5 (Raiz)
Sean n un entero positivo mayor que 1 y a un nidmero real.

1. Sia =0, entonces V/a = 0.
2. Sia >0, entonces {/a es el nimero real positivo b tal que b" = a.

3. a) Sia <0 yn esimpar, entonces {/a es el nimero real negativo b tal que b" = a.
b) Sia <0 yn es par, entonces {/a no es un nimero real.

tnico real positivo b, tal que b™ = a se llama raiz n—ésima de a.

Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera. 9



1.2 Potencias

En los casos anteriores denotamos: /a = b, donde a se llama cantidad subradical o radi-
cando y n recibe el nombre de indice de la raiz. Si el indice n es 2, normalmente se omite.

Ejemplo 1.2.6

1. /81 = 3, porque 3* = 81.

2. /=125 = —5, porque (—5)% = —125.
Definicién 1.2.7 (Potencia de exponente racional)

: . m
Toda potencia de exponente racional de la forma —, con n y m € N\ {0}, corresponde a

n

la raiz n—ésima de la m—ésima potencia de a. Asi:

m n
n

ar = vVam.
Ejemplo 1.2.8
a) 25 =22 =4 b) 85 = /3
Teorema 1.2.9 Sean a,b reales no negativos, n,k,p € 7Z tales que n, k > 1
L (Ya) = V@ —a. 4. 3/a=Ya= a
2. 3fa- /b= a-b, 5 Var = (Ya).
6. Vark = {/ar.
3.{7?:§/%, b # 0. 7. a- Vb= Vaor,

Ejemplo 1.2.10
1 (V1) =17

2.
3.

¥/2000 &3/2000 ,
. = ¢/ = Y1000 = 10
5 7 5 N
s [15 _ VI _ Vi
V196 V196 1

10 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



1.2 Potencias

8. V272 = (V27)?=32=9
9. V81 =82 =/64=14

Observacion 1.2.11 Si el indice radical es impar entonces las propiedades del Teorema
1.2.9 son verdaderas para todo numero real.

Ejemplo 1.2.12

1. (/-8)* = -8
2 3.y —9=/"3.-0=+:27T=3
V=250 /=250 ., ——
3. 7B 5 =y/—125=-5
4. /=64 =/ V=6d= /6= §/(—4) = V4
5. Y/(243)* = (V-243)* = (=3)° = —27

Suma de raices

La adicién entre raices n—ésimas se puede efectuar, solo si ellas tienen igual indice y cantidad
subradical.

Ejemplo 1.2.13
1. 3V2+4V2 =172
2. 6¢/5—8V5=—-2v5
3. VI8 +3v8— V32 =3V2+6V2—4V2 =52

En general cuando una expresién racional tiene un denominador con radicales, se amplifica
de tal forma, que su denominador se transforme a un ndmero racional. Este proceso se
conoce como racionalizacién de denominadores.

Ejemplo 1.2.14

1_£.£:_14\/7:2\/7
Vi

6 V21 6v2!

V23 2t 2

2 12 347 123 7

3 - BV 1264V _oa

3—VT 3—-VT7 3+VT7 9—7

= 3v/16

N
_ Sle 5
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1.3 A]gebra

1.3. Algebra

Lenguaje algebraico

La importancia del dlgebra radica en que constituye el cimiento de la matematica y la inge-
nieria, ademds de ser una poderosa herramienta para desarrollar el pensamiento analitico.
Con la ayuda del lenguaje algebraico podemos modelar tanto situaciones de indole practico
como tedrico.

Tomemos como ejemplo el epitafio de Diofanto mencionado en la Seccién 1.1:

«Diofanto pasé una sexta parte de su vida en la ninez, una doceava parte en la juven-
tud y una séptima parte soltero. Cinco afios después de su matrimonio nacié un nifio que
murid cuatro afios antes que su padre cumpliera la mitad de su edad».

Si x representa la edad de Diofanto al morir, el epitafio puede ser escrito en términos de

., X - x . X ;
la edad = en la que fallecié, donde 5 representa la nifez, T2 la juventud, - la solteria
y 5+ — + 4 la expresién que corresponde al periodo entre el matrimonio y la muerte de

Diofanto. Quedando todo lo anterior plasmado en la siguiente ecuacion:

24 4 —
6+12+7+5+2+ x.

Ejemplo 1.3.1 A continuacion se representan en lenguaje algebraico algunos enunciados:

Lenguaje Cotidiano Lenguaje Algebraico
La mitad de un ntimero a §a

El triple de a, aumentado en el doble de b 3a + 2b

El doble del cuociente entre a y b 2 - %

El cubo de la diferencia entre a y b (a — b)?

La diferencia entre los cubos de a y b a’ —v?

La suma de tres nimeros enteros consecutivos a+ (a+1)+ (a+2)

La suma de tres nimeros impares consecutivos | (2a + 1) + (2a + 3) + (2a + 5)
La cuarta parte del producto entre el I, e

cuadrado de a y el cubo de b 4 @

Estableceremos algunos conceptos algebraicos basicos, los cuales nos ayudaran en la com-
prensién y desarrollo del tema.

Definicién 1.3.2 (Término algebraico, grado)
Se denomina término algebraico al producto de un factor numérico por una o mas variables
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1.3 A]gebra

literales. En cada término algebraico se distingue el coeficiente numérico (que incluye el
signo y constantes) y el factor literal (que incluye las variables con sus respectivos expo-

nentes).

El grado de un término algebraico es la suma de los exponentes de las variables que

componen cada factor literal.

Ejemplo 1.3.3
| Término algebraico | Coeficiente numérico | Parte literal | Grado

a’be 1 a’be 5+141=7
3..,T 3 T -1
—bh?= = b= = b? 241 —-1)=2
77 7 » Ty +1+(-1)

-2, Txy -2,7 Ty 1+1=2
3 3
1777'3 Z__[ﬂ- r3 3

9128, 4, a 9128 mina Ata

Definicion 1.3.4 (Expresiones Algebraicas)

Una expresion algebraica es la suma de términos algebraicos. De acuerdo con el nimero de
términos que componen la expresion algebraica, éstas se clasifican en:

= Monomio: Expresion algebraica de un término.

= Binomio: Expresién algebraica de dos términos.

= Trinomio: Expresidn algebraica de tres términos.

= Polinomio: Expresién algebraica que puede tener uno o mas términos y donde los
exponentes de la parte literal son todos enteros positivos.

Ejemplo 1.3.5

1. 3xy?® + 4oy — g es un trinomio.

2. 3xy? + 4xy es un binomio.

3. 32° + 5a* — 3a® + 222 + 5 es un polinomio.

Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.
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1.3 A]gebra

Definicién 1.3.6 (Grado de una expresion algebraica)
El grado de una expresién algebraica corresponde al mayor de los grados de los términos
que la componen.

14
Ejemplo 1.3.7 Los términos de la expresién z3y°2° — 322yz" + % — yt + 100239228
2

tienen grados 17,10,13,4 y 13 respectivamente, luego el grado de la expresion algebraica
anterior es 17.

Valorizacion de expresiones algebraicas

Valorar una expresidn algebraica, consiste en asignar un valor numérico a cada variable que
aparece en la expresion y resolver las operaciones aritméticas que correspondan para obtener
el valor numérico final de la expresion.

Ejemplo 1.3.8 Dados los valoresx = 2,y = —1 y z = —3, el valor numérico de 5xy* — 22,
es

5.2 (=1 = (=3)>’=5-2-1-9=1.

Reduccién de términos semejantes

Definicién 1.3.9 (Términos semejantes) Dos o mds términos de una expresion alge-
braica se dicen semejantes si tienen el mismo factor literal.

Ejemplo 1.3.10

1. En la expresion algebraica 2a*b — ab — v/3a?b, los términos 2a*b y —v/3ab son
semejantes.

2. En la expresién algebraica —0,2m3n — 0, lmn® — 6mn? + m>n, hay dos pares de
términos semejantes:—0, 2m3n con m*n y —0, 1mn? con —6mn?

Para reducir términos sumamos los coeficientes numéricos de los términos semejantes y
conservamos el factor literal.

Ejemplo 1.3.11

dxy +x +y— 3xy + 2 — 3y = 3r — 2y + 2xy.
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1.3 A]gebra

Multiplicacién algebraica

La multiplicacién algebraica, los productos notables y la completacién de cuadrados son ele-
mentos escenciales en muchos desarrollos matematicos, constituyen la base para problemas
mds complejos y son un conocimiento previo que necesitas adquirir para las materias que
siguen.

En la multiplicacién de dos expresiones algebraicas se pueden considerar los siguientes dos

Casos:

1. Monomio por monomio: Usando la propiedad conmutativa se multiplican los coe-
ficientes numéricos entre si y sus factores literales utilizando las propiedades de po-
tencias.

2. Multiplicacién de polinomios: Se multiplica cada término del primer polinomio por
todos los términos del segundo, para posteriormente reducir los términos semejantes.

Ejemplo 1.3.12

a) bry? - —6zy’z = (5- —26)§xy2 - xy2)
= —30z%y°z.

b) 323 - (dzy — 2* +2y%) = 32® - 4wy — 323 - 2t + 32° - 297
= 122%y — 327 + 623>,

2z - (22 — 3zy + ) + 3y(2? — 3zy + 1?)
= 223 — 622y + 22y + 3yx® — 9xy® + 3yt
= 22% — 32%y — 9xy® + 22y + 3yt

c) (2x + 3y)(z? — 3zy + )

Para multiplicar expresiones algebraicas cuya parte literal tenga exponentes racionales, se
procede igual al caso anterior, considerando las propiedades de las potencias.
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1.3 A]gebra

Observacion 1.3.13 E/ uso de paréntesis es frecuente en matematica, pues sirve para
separar expresiones algebraicas. Para eliminarlo se procede de acuerdo a:

» S/ estad precedido de un signo +, entonces se elimina sin hacer ningtin cambio a los
términos que se encuentran al interior del paréntesis.

» Si estd precedido de un signo — se elimina después de cambiar todos los signos de los
términos que se encuentran al interior del paréntesis. Es importante hacer notar que
al eliminar el paréntesis también se elimina el signo que lo antecede.

Ejemplo 1.3.14

1
—(a+b—c¢)—(-a—b+c)+(a—b+c¢) = —a—b+c+a+b—c+a—b+c
= a—b+ec
2.
2ab — [3a — (—2ab+ 3a) — ab] = 2ab — [3a + 2ab — 3a — ab]
= 2ab — [ab]
= 2ab—ab
= ab.

Productos notables

Dentro de la multiplicacién algebraica existen algunos productos que pueden ser desarrolla-
dos directamente.

1. Cuadrado del Binomio:

(x+y)2 = 2 4 2zy + 2.

En efecto,
(x+y)? = (z+y) (x+y) Definicién de Potencia
= (¢+y)-z+(x+y) -y Propiedad Distributiva
= 2?2 +yx +ay + > Propiedad Distributiva y Multiplicacién
= 2%+ 2zy + 1 Reduccién Términos Semejantes
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1.3 Algebra

Yy zy 12
Area = (2 + y)?
=22 + 22y + o?
T ry
e y
Ejemplo 1.3.15
1, (22 +3y*)? = (22)*+2-2z-3y* + (3y?)?
= 42% + 122y + 9y*.
gy (P —9)F = (%) —2 307 y*+ ()’
= 925 — 62392 + y*.
2. Suma por diferencia:
(z+y)(e—y) =2 -y’
En efecto,
(z+y)(x—y) = (x+y)-z—(x+y)-y Propiedad Distributiva
= 2?2+ yx —ay — y? Propiedad Distributiva y Multiplicacién
= 22— 9> Reduccién Términos Semejantes

(z+y)
Area = (z +y)(z —y) = 22 — 12

17
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1.3 A]gebra

Ejemplo 1.3.16

) G -G 4y = (300 - ()

91’6 y4
g (P2 =2t 4yt = (207 — ()
_ 41,8 _ y6
2 2 3 2y 22\ ° 2y 2
- _ =< — 4 = —_ - _ | =£
3) <y2 562) <y2 562) (y2) <x2)
4,

3. Producto de dos binomios con un término comuin
(x+a)(x+b)=2°+ (a+b)x +ab

En efecto,

(x+a) - (x+b) = (x+a)-x+(x+a)-b Propiedad Distributiva
r? + ax + xb + ab Propiedad Distributiva y Multiplicacién
= 22+ (a+b)z +ab Reduccién Términos Semejantes

Ejemplo 1.3.17

(z+2)(x—12) = 2242+ (-12)z+2--12

1) = 2% — 10z — 24.
2) (22 4+5)(z*—=3) = (@*)?*+ B+ (-3)2*+5--3
= 24222 - 15.
3 (32 +2y)(32° — 3y) = (32%)* + (2y + (=3y))32* + 2y - (—3y)
= 9z* — 32%y — 62

4. Cubo del binomio:
(z +y)? =2+ 32%y + 3ay* +9°

(x —y)® = 2° — 32y + 3wy® — o

18 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



1.3 A]gebra

Ejemplo 1.3.18

) Brt 3y)* = (22)°+3-(22)” 3y +3-2z- (3y)* + (3y)’
= 823 + 3622y + Hday?® + 2713,

2 < 3 2 3 272 2 $2 .
, (E-v) = (8) -3 (5) v+ g 070
) _ 2 9_§x4y_3+§xzy_6
823 4 22 2 '

5. Sumas o diferencia de cubos:
2y = (x+y) (2 —ay+ 97
2* =y = (x—y)(@® +ay + )

Ejemplo 1.3.19

1) 2 —8=(z —2)(2* +2x +4)
2) 8x3 4 27y% = (21)3 + (3y?)? = (2z + 3y?)(42? — 6zy* + 9y?)

Factorizacion.

La factorizacidon de una expresién algebraica consiste en convertirla en producto de expre-
siones mas simples. Para llevarla a cabo se debe buscar un factor comdn, pues la factorizacién
es el proceso inverso de aplicar la propiedad distributiva y los productos notables.

Factor comin (monomio y polinomio)

En este caso todos los términos de la expresion algebraica presentan un factor comin, que
puede ser un monomio o polinomio, por el cual se factoriza.

Ejemplo 1.3.20 Factoricemos
1. axr +ay —az =a(r +y — z), donde a es el factor comiin.
2. 3zy? — 1523y° + 24xty? = 3ay?(1 — 5ay® + 823y?), el factor comiin es 3xy?
3 alxr+y)+blr+y) =(r+y)(a+b), donde x+y es el binomio comiin.

4. 2%(a®> = b?) —y(a —b) = 2*(a + b)(a — b) — y(a — b) = (a — b)(z*(a + b) — y), el
factor comtin es el binomio a — b
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Factorizacién por agrupacion de términos

En este caso todos los términos de la expresion algebraica no presentan un Gnico factor
comdn, pero se pueden factorizar por grupos.

Ejemplo 1.3.21 Factoricemos:

L
ar +ay —br —by = alz+y)—blx+y)

2.
3 = 32%y + 3wy? — 9y® = 2%(x — 3y) + 3y*(x — 3y)
= (v = 3y)(«* + 3y%)

En el caso que la expresidn algebraica corresponda al desarrollo de un producto notable para
factorizar se utilizan las mismas férmulas pero de manera inversa.

Ejemplo 1.3.22 Factoricemos
» a® — 16b*> = (a + 4b)(a — 4b) diferencia de cuadrados.

4a? — 12zy + 9y* = (22)* —2- 2z -3y + (3y)* desarrollo de un cuadrado perfecto
= (2z—3y)?

» 2?2 —5x+6 = (x — 3)(z — 2) (dos nidmeros cuya suma sea —5 y su producto 6 ).

Completacion de Cuadrados

La completacion de cuadrado es una técnica en la cual se utilizan operaciones algebraicas
para expresar un trinomio de la forma ax?+bx+c donde a, b, c € R, a # 0 en una expresién
equivalente que contenga un cuadrado de binomio mds otros términos.

Ejemplo 1.3.23

» Escribiremos la expresion x> +4x de tal manera que aparezca un cuadrado de binomio:
Sumando 0 a la expresion original:

x? 4+ 4z 4 0.
Como debe aparecer una expresion de la forma a* + 2 - a - b+ b? se tiene
4 +0=2>+2-z-[2]+0.

Nos damos cuenta que el término que falta es 4, luego la expresion anterior puede ser
escrita en la forma:

22 +2.2-240=2+4x+ 22— 22
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1.3 A]gebra

Finalmente la expresion original queda escrita como:

2?4+ dr = (v +2)* -4

42?4242+ 3y%+24y. En este caso podemos factorizar por 4 los dos primeros términos
y por 3 los dos ultimos términos.

4(x® + 62) + 3(y* + Sy),

sumamos un cero conveniente en ambas expresiones dentro de los respectivos parénte-
SIS .

Aa? +6x+9—9)+3(1y° +8y+16—16) = 4((x +3)* —=9) +3((y +4)* — 16),

que finalmente queda,
4(x+3)°+3(y+4)° — 84

222 4+ 8z Lo primero que se puede hacer es factorizar por 2 obteniendo:
2(x% + 4x),
ahora sumamos 0 dentro del paréntesis como 4 — 4,
2@’ +4z+4—-4)=2((z+2)°—4),
finalmente podemos escribirlo como:

2(z +2)* - 8.

222 — 62 — 4y? + 24y
Procederemos de manera analoga a los anteriores, primero factorizamos por 2 las
expresiones con x y luego factorizamos por —4 las expresiones con y.

2(x* — 3x) — 4(y* — 6y),

las expresiones con 1y la factorizamos por —4 debido a que el nimero que acompana a
y? debe ser siempre positivo para llevar a cabo la completacién de cuadrados, ahora,
seguimos como antes:
9 9
2(x2—3x+1—1)—4(y2—6y+9—9)
3 9
=2z - 5P =)~ 4y -3 - 9)

3\ 2 , 63
= —Z) —A(y— e
(x 2) (y—3)"+ 5
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Fracciones Algebraicas

El cuociente de dos expresiones algebraicas lo denominaremos fracciones algebraicas. Para
la operatoria asumiremos que estas fracciones estan definidas, es decir, sus denominadores
son distintos de cero.

Ejemplo 1.3.24 Las siguientes expresiones son fracciones algebraicas:

r+y
IW’ a,b?éo.
Sxy? — 3z + vy
e T
r—=y

La operatoria de estas fracciones es andloga a la utilizada en los nlimeros racionales, tenien-
do presente que el numerador y el denominador son expresiones algebraicas. En el caso de
la suma, serd conveniente determinar el minimo comdn multiplo de los denominadores para
evitar calculos engorrosos. La siguiente tabla muestra algunos ejemplos:

Polinomios Factores M.C.M.
2 2.2,
9$’Z 37 y4 92.32. g5 . g
6y 2:3-x-y 36504
122°y 22.3.2° -y 4
? 4+ 5r + 6 (x +2)(x + 3)
2 4 62 +9 (z + 3)? 5
z? + 3z +2 (x+2)(z+1) (z+2)(z+3)% = +1)
x+2 (x +2)
a—b (=1)(b—a)
3b —3a 3(b—a) —1-3-5(b—a)(b+a)
a’ — b? (a —b)(a+Db) —15- (b* — a?)
—5a — 5b (—1)5(a +b)
62° — 6y° 3:2-(x —y)(a? + zy +y?)
) _ 2 2
2%+ oy + o 2% + oy + o 3-2(z 623?{;;9"‘(@)
2(x —y) 2-(x—y)
Ejemplo 1.3.25 Veamos las operatorias mas comunes:
1. Simplificacién
?—=3x+2 (z—2)(z—1)
2—1  (v+1)(z—1)
r—2
= +1.
1 T 7
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1.3 A]gebra

2. Multiplicacidn

SRl . (r —y)ry
a b-—c a(b— c)
2, 2
e A
ab — ac
b) -y ab (x—y)(x+y)ab
ra r+y ra(x +y)
_ (=g
x
b—yb
- 2= z, a#0, z#—y.
x
3. Suma
5> 4 5 4 T —y
22—y wty (ety)le-y) r+y v-y
B 5) _ dor — 4y
(@+y)z—y) (@+y)(z-y)
5 —(dz — 4y)
(z+y)(z —y)
S —dr+4y

PR x # +y.

Ejemplo 1.3.26 Reduzcamos las siguientes expresiones algebraicas.

1
1 N 2 r—1 Wz +5)+2(r—3)—(r—1)
r—3 x+5 22+20-—-15 (x —3)(x+5)
4S5+ 2r—6—x+1
N (z —3)(z +5)
22 4314 -5
= y €T > —J.
(x —3)(x+5)
2 _ 7 412 — 4)(x — .
P Tr + :(:r; )(x 3)::c 3’ v 44l
2 — 16 (x+4)(z—4) x+4
-1 (z—1) (2 +2+1)
: = =z — 1
2+ +1 (2 +24+1)
242 152z — 1 2 —2
4 3¢ + 2y 15z —10y z(3x + 2y) 5(3z y):§7 v £2y, x40,
922 — 4y? 2x (3x + 2y)(3z — 2y) 2z 2

Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera. 23



1.4 Ecuaciones

5.
m? —5m + 6 m3 —m m + 21
m2—9 m3+2m2 —8m Tm?2 -7
_ (m=3)(m—=2) m(m+1)(m—1) 7(m + 3)
 m+3)(m—=3) mim+4)(m—-2) T(m+1)(m—1)
= 1 é{:l:3:l:1 402}
- m+47 X 9 9 Y .

1.4. Ecuaciones

Si p 'y q son expresiones algebraicas en una variable z, entonces una proposicién de la forma
p = q se llama una ecuacién algebraica en x. Si se obtiene una afirmacién verdadera
cuando x es reemplazada por alglin nimero real a, entonces a a se le llama una solucién de
la ecuacién. El conjunto solucién esta formado por todos los valores reales que satisfacen
la ecuacién.

Resolver una ecuacién consiste en determinar su conjunto solucién.
Cuando p = ¢ se cumple para cualquier valor de la incégnita, ésta igualdad se denomina
identidad.

Ejemplo 1.4.1
a) 322 =3z +1=0
b) 3t —16 =4t — 5

c) (x+1)? —dx = (v —1)>2

El grado de una ecuaciodn, corresponde al valor del mayor exponente que tiene la incégnita
una vez que se han reducido todos los términos semejantes.

Ecuacion de Primer Grado

Definicién 1.4.2 (Ecuacién de Primer Grado)
Una ecuacion de primer grado o lineal es aquella que se puede reducir a la forma

ar+b=0, a,beR, a+#0.

Es facil notar que esta ecuacién tiene como unica solucién z = ——.
a
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Ejemplo 1.4.3 Resolvamos la ecuacion 6x — 10 = 2(4x — 6) + 10

Solucién

Pasos a seguir:

» Utilizando la propiedad distributiva se tiene

6z — 10 = 8x — 12 + 10

= Sumamos el inverso aditivo de 8x y —10 y reduciendo términos semejante se obtiene

—2r =&

1
» Multiplicando por —5 ambas partes de la igualdad se obtiene
T =—4

Ejemplo 1.4.4 Pagué $87 por un libro, un traje y un sombrero. El sombrero costé $5 mds
que el libro y $20 menos que el traje. ; Cudnto pagué por cada articulo?

Solucién

Es importante recalcar que la asignacion de la incognita con una letra nos permite llevar
a una expresion matematica el enunciado del problema a resolver. Una buena definicion de
esta, simplifica las expresiones que componen la ecuacion.

Sea x := el precio pagado libro, entonces

= Como el sombrero costé $5 mds que el libro, el precio pagado por el sombrero es x:+5.

= E/ sombrero costé $20 menos que el traje, entonces el precio pagado por el traje es
r+5+20=x+25

= Como todo costé $87; la suma de los precios del libro, del sombrero y el traje tiene
que ser igual a $87, de aqui tenemos la ecuacion:

x4 (x+5)+ (x+25) =87 (1.3)
De donde obtenemos:
3xr + 30 =87
Despejando x:
=19

Por lo tanto, el precio del libro es $19 (valor de x), el precio del sombrero $24 (valor de
x+5) y el precio del traje $44 (valor de x +25). Verificando el resultado con las condiciones
iniciales, tenemos que 19 + 24 + 44 = 87.
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Ejemplo 1.4.5 Resolvamos la ecuacion planteada en la subseccion anterior y que nos en-
tregara como solucion la edad a la que murié Diofanto:

L 245+
— _ —_ — =
6 12 7 2

Solucién

Sumando cada fraccion algebraica:
14x + 7o + 122 + 420 + 427 + 336

84 v
Reduciendo términos semejantes
wzx = 75z +756 =84z = Oz = 756

cuya solucion es x = 84 y por lo tanto podemos concluir que Diofanto fallecio a los 84 anos.

En algunos casos un problema que a simple vista no es una ecuacién de primer grado, puede
ser reducida a una de este tipo, el siguiente ejemplo muestra una de estas situaciones.
r—1 x+3 7?2 -3

—_ — , C
r+2 x—-5 22-3x—-10

Ejemplo 1.4.6 Resolvamos la ecuacion fraccionaria on

r#—-2yx#H

Factorizando los denominadores y multiplicando por el MCM que es: (z+2)(x—5) obtenemos

2z —1)(z—5)—(x+3)(z+2) = 2°-3
22 —10x—z+5—22-5x—6 = 22—3

—16r = —3-5+4+6
—2
r = —
—16
1
T = =
8

Ecuaciones cuadraticas

Definicién 1.4.7 (Ecuacién cuadratica)
Una ecuacion cuadrdtica o de segundo grado con una incégnita, es una ecuacion de la forma

ar’ +br+c=0

donde a, b y ¢ son niimeros reales y a # 0.
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Ejemplo 1.4.8 Las siguientes ecuaciones son cuadraticas:

a)3z? —5x+6=0 b) 22* +3x =0 c)z*—4=0.

Una ecuacién cuadratica no siempre tiene soluciones reales, cuestién que abordaremos mas
adelante, un ejemplo de ello es la ecuacién 22 +1 = 0. Ahora bien, si la ecuacién cuadrética
esta incompleta, es decir, sib = 0 o ¢ = 0, la ecuacién cuadrética tiene la formao az?+c = 0
o ax? + bz = 0 respectivamente. En tal caso resolverla es bastante simple, solo debemos
factorizar y/o despejar la incégnita.

Ejemplo 1.4.9 Resolvamos las ecuaciones:
1. 22 +52 =0
2.22-3=0

Solucién.

a) Factorizando obtenemos x(x + 5) = 0 y como cada factor representa un nimero real
obtenemos que x = 0 o x + 5 = 0. Por tanto, las soluciones de la ecuacion son: x1 = 0,
Tog = —H.

b) Podemos considerar la ecuacién x> —3 = 0 como una diferencia de niimeros al cuadrado
Yy entonces factorizar como (x — \/§)(x + \/5) = 0, por tanto, las soluciones son x = \/§

v = /3,

Si generalizamos este Ultimo ejemplo, podemos ver una caracteristica importante de las
ecuaciones cuadraticas: si £ > 0 entonces la ecuacién 22 — k = 0 tiene dos soluciones
reales z = V'k, © = —Vk. En efecto, si 22 — k = 0 entonces factorizando obtenemos que
(x — Vk)(x + VE) = 0y por tanto las soluciones son z = vk y # = —/k. Ahora, si
k = 0 la ecuacién tiene como tnica soluciéon = = 0. Por tltimo, cuando k£ < 0 la ecuacién
2?2 = k no tiene soluciones reales, pues todo niimero real al cuadrado es mayor o igual a cero.

Ahora consideremos una ecuacidn cuadratica completa. Podemos resolver esta ecuacién
completando cuadrados. En efecto, a partir de az? + bx + ¢ = 0 llegamos a:

x2+—x+i = —f+i
a 4a? a 4a?
b\ B b? — 4dac
(x—l— %) a 4a?
b b? — 4ac
T 2a + 4a?
b . Vb2 —4dac
r = —*—-——
2a 2a
. —b+Vb? — dac
2a
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Esta dltima expresion es conocida como la férmula cuadratica y nos entrega una regla de
célculo para las soluciones de la ecuacién az? + bz + ¢ = 0 que depende de los valores de
a, by c.

Ejemplo 1.4.10

1. Resolvamos la ecuacion x> — 3x + 2 = 0 utilizando la férmula cuadratica.

Comoa=1,b=-3yc=2:

3Ev9—-4-1-2

xr =

2-1
3++v9—38
r=———

2

3+1

T = ——

2

3—1
xng

Luego la ecuacion tiene dos soluciones reales: x1 = 2, x5 = 1.

Note que factorizando podemos escribir la ecuacién como (x — 1)(z —2) = 0.

2. Resolvamos la ecuacion 22> — x + 1 = 0. Usando la férmula cuadratica obtenemos

—(—) /(=1 —4-2-1
2.2
1i\/_7
4

Tr =

T =

Por tanto, no tiene soluciones reales, pues la raiz cuadrada no esta definida para los
numeros negativos.

3. Resolvamos la ecuacién x2 + 4x + 4 = 0. De la formula cuadratica obtenemos que:

—4+/42—-4-1-4

Tr =

2-1
—444/0
r = ———
2
y por tanto la ecuacion tiene como tnica solucion a x = —2. En este caso, la ecuacion

se puede escribir como (x + 2)* = 0.
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Tomando como punto de partida el Gltimo ejemplo, nos damos cuenta que la expresién
b> — 4ac en la férmula cuadrética juega un papel fundamental al momento de decidir si la
ecuacion tiene dos soluciones reales, tiene sélo una solucién o no tiene soluciones reales. Para
formalizar este hecho, llamaremos discriminante de la ecuacién cuadrética az? +bx +c =0
al niimero real b? — 4ac y lo denotaremos por A.

Podemos resumir el andlisis anterior en el teorema siguiente:

Teorema 1.4.11 (Férmula cuadratica)
Sean a, b y ¢ niimeros reales, con a # 0. Las soluciones de la ecuacién cuadratica ax® +
bx +c =0 son:

_ —b+ Vb —dac —b —/b? — 4dac

2a y ¥ = 2a

€

Dependiendo del discriminante de la ecuacion cuadratica, la naturaleza de las soluciones
puede clasificarse segtin lo siguiente:

s Si A > 0, existen dos soluciones reales distintas.
= Si A =0, existe una tinica solucién real de multiplicidad dos.

s Si A <0, no existe solucién real.

Ejemplo 1.4.12 Sea k un ndmero real. Utilicemos el discriminante para determinar los
valores de k que permiten que la ecuacion x> — 3x + 2k = 0

a) tenga dos soluciones reales distintas,
b) tenga una solucién real de multiplicidad 2,
¢) no tenga solucidn real.

Solucién

El discriminante de la ecuacion es A = 9 — 8k, por tanto:

a) Para que tenga dos soluciones reales distintas A > 0, es decir, 9— 8k > 0 y por tanto

k< —.
8

b) La ecuacion tendrd solo una solucién real cuando A = 0, luego si 9 — 8k = 0 entonces

F=2
8

9
c) No tendrd soluciones reales si A < 0. Si 9 — 8k < 0 entonces k > 3
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Ahora que sabemos como resolver una ecuacion cuadrética estudiemos el proceso inverso,
es decir, si conocemos las soluciones de una ecuacién cuadratica j Podemos reconstruir tal
ecuacién? Si sabemos que 1 y x5 son las soluciones de az? + bz + ¢ = 0 entonces

_—b+\/62—4acy _ —b—Vb* —4ac
- 2a 2a '

€ To =

Sumando las soluciones de la ecuacién cuadratica

—b+Vb?% — 4ac N —b—b*—4dac  —b
2a N

X1+ To = %a 4

Por otra parte, multiplicando las soluciones de la ecuacién cuadratica:

—b+Vb?2 —4dac —b— Vb —4ac

Tt = 2a 2a
_(=b)* — (b* — 4ac)
N 4a?
V=0 +4ac
N 4a?

a
Ahora bien, si 1 y x5 son las soluciones de la ecuacién cuadrética, sabemos que ésta puede

escribirse de la forma
(x —z1)(x —29) =0

y al resolver este producto encontramos la forma general de la ecuacién correspondiente:

22— (21 +T9)x + 1129 =0

, C . - .
Ademas sabemos que x; + x93 = —— y x1 - x5 = —. Sustituyendo en la dltima igualdad
a a

obtenemos:

b
x2+—x+220
a a

luego, multiplicando por a obtenemos la forma general de la ecuacién cuadrética. Podemos
resumir esta propiedad de las soluciones en el siguiente teorema:

Teorema 1.4.13 (Propiedades de las soluciones de una ecuacién cuadratica)
Sean x y 5 las soluciones de la ecuacidn cuadrdtica ax® + bx +c = 0, entonces se cumple
que:

—b

c
Ty +@Ty=— y T1 Ty=—
a a
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Ejemplo 1.4.14

. . > .. 8
Sabiendo que las soluciones de una ecuacion cuadratica suman 3 y que su producto es —3

determine una ecuacién que cumpla con las condiciones dadas.

Solucién

Si xy y x5 son las soluciones, entonces la ecuacion cuadrética es (v — x1)(z — x9) = 0.
Multiplicando obtenemos 2 — (x1+x2)x+2129 = 0 y al reemplazar los datos del enunciado
obtenemos la ecuacion cuadratica

522 — 8xr — 15 = 0.

Ejemplo 1.4.15

Determinemos la ecuacion cuadratica que tiene por soluciones x1 = 1 V2= "5

2
Solucién

(oD (ee ) <o
4z —3) 2z +1) = 0

8r? +4xr —6x —3 =
82 —2x —3 =

Ecuaciones literales

Consideremos el ejemplo siguiente. Si a y b son las medidas de los catetos y ¢ la medida
de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo, por el teorema de Pitdgoras sabemos que se
cumple la relacién

a’ 4 b* = 2.
Sic=7y b= 3, entonces

a? 432 =72

la cual es una ecuacién cuadratica donde la incégnita a representa la medida del cateto des-
conocido. Para determinar la solucién de ésta, solo debemos resolver la ecuacién despejando
a.

a’> = 49-9
a = +2V10
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en este caso sélo consideramos el valor positivo de la raiz, pues a representa una medida,
luego la solucién es a = 2+/10.

Ahora cambiemos los datos iniciales, si ¢ = 6 y b = 5 obtenemos la ecuacién cuadratica
a® + 5% = 62. Resolviendo

a> = 36-—25
a = +V11

Luego, en este caso la medida del otro cateto serd a = V11,

Note que al cambiar la medida de b y c se resolvié de manera analoga la ecuacién cuadratica
resultante. Para distintos valores de estos datos no es necesario que hagamos el mismo
procedimiento una y otra vez, mas bien, podemos despejar a manteniendo b y ¢ de forma
genérica, para finalmente reemplazarlos por sus valores conocidos.

a> = A -1

a = +£vVc2-—102.

Vemos que la solucién queda en funcién de by c. La incdgnita de la ecuacién es a mientras
que las cantidades conocidas b y ¢ reciben el nombre de parametros de la ecuacién y se
suponen constantes. Este tipo de ecuaciones en donde ademas de la incégnita se incluyen
parametros para representar sus coeficientes se le denomina ecuaciones literales.

Para resolver las ecuaciones literales, se utilizan los mismos procedimientos que para ecua-
ciones comunes, pero es fundamental identificar claramente cual es la incégnita de la
ecuacién y cudles son los pardametros. Generalmente, la solucién quedard expresada en fun-
cién de los pardmetros.

Ejemplo 1.4.16

Ta + 4b
a) La solucion de la ecuacion bz — 4b = Ta es v = % al considerar x como la

incognita.
b) Encuentre la o las soluciones de la ecuacion: z* — (a® + b*)x + a*b* = 0.
S

Factorizando se tiene:
(x —a*)(x —b*) =0

Luego las soluciones son:

x1=a%yxy = b
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. g . . r+a 1
c) Encuentre la o las soluciones de la ecuacién fraccionaria: = — con v # —b.

r+b 2

Multiplicando por 2(x + b) obtenemos,

20x+a)=ax+b

20 +2a=x+0b
z=b-—2a

Problemas de planteo

En la vida cotidiana existen problemas que pueden ser modelados usando ecuaciones. Re-
solver un problema de éste tipo consiste en encontrar la o las soluciones que satisfacen las
ecuaciones involucradas, teniendo presente que dicha solucién debe ser una respuesta légica
al problema.

Estrategias para resolver problemas de planteamiento

1. Lea el problema haciendo una lista de la informacién disponible.

2. Teniendo claro qué se debe determinar, introduzca una incégnita y defina lo que
representa, indicando unidades si es necesario.

3. Formule una ecuacién para la situacién descrita en el problema.
4. Resuelva la ecuacién.
5. Verifique que las soluciones sean pertinentes al contexto del problema.

6. Describa la solucion obtenida.

Ejemplo 1.4.17

a) En una actividad de finalizacion de afio organizada por una empresa asistié el doble
de mujeres que hombres (adultos) y el triple de nifios que hombres y mujeres juntos,
si el total de personas es de 156. ; Cuantos nifios, mujeres y hombres asistieron?

Solucién

Sea x el nimero de hombres, 2z el nimero de mujeres y 9x el nimero de nifios. Como
la suma de hombres, mujeres y nifos es 156, entonces
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b)

rz+2x+9x = 156
12z = 156
r = 13.

Por tanto, habian 13 hombres, 26 mujeres y 117 nifios que en total suman 156.

Si dos nidmeros suman 11 y su producto entre ellos es 18. ;j Cudles son los niimeros?

Solucién

Sea x uno de los niimeros, como la suma de ambos es 11 el otro niimero serd 11 — x.
Luego se tiene la ecuacion

- (11 —z) = 18
1z —2* = 18
0 = 22 —1lz+18
0 = (z—9)(z—2)

Por lo tanto, los nimeros son 2 y 9.

Un automovil sale de cierta ciudad a mediodia y se dirige hacia el este a 40 Km/h.
A las 13 hrs. sale de la ciudad otro automdvil que viaja en la misma direccion a
una velocidad de 50 Km/h. ;jCudntas horas tarda el segundo vehiculo en alcanzar al
primero?

Sea x la cantidad de horas que demora el segundo vehiculo en alcanzar al primero.
Como éste viaja a 50 K'm/h la distancia recorrida hasta alcanzar al primer automévil
sera 50 - x.

Ahora bien, como el primer vehiculo lleva una hora mas de viaje a una velocidad
de 40 K M/h, la distancia que recorrié hasta ser alcanzado por el segundo vehiculo
serd 40 - (x + 1)

Al igualar las distancias llegamos a la ecuacion
502 =40 (x +1)

Resolviendo esta ecuacion lineal obtenemos que x = 4, es decir, el segundo vehiculo
alcanza al primero 4 horas después de salir de la ciudad.

34
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d) Angélica tiene un salario base de $250000 semanales. Ademads recibe una comision del
12% de lo que venda. La semana anterior, sus ingresos totales fueron de $520000.
¢/ Cudles fueron sus ventas totales durante esa semana?

Solucién

Sea x sus ventas totales de la semana. Luego, la comision que obtuvo la semana
anterior fue 0,12 - x (12% de x). Estableciendo la igualdad

250000 + 0,12z = 520000.

Resolviendo esta ecuacion obtenemos que x = 2250000 y por tanto Angélica vendid un
total de $2250000 /a semana anterior.

Ecuaciones irracionales

Definicion 1.4.18 (Ecuacion irracional) Una ecuacion irracional es aquella donde la
incognita se encuentra presente en la cantidad subradical de alguna de las raices involucradas
en la igualdad.

Para resolver una ecuacién irracional se debe elevar cada miembro de ella una o mas veces
a las potencias que correspondan para eliminar sucesivamente las raices que contienen a la
incégnita. Luego se debe ver la pertinencia de los valores encontrados y serdn soluciones
aquellas que satisfagan la ecuacién original.

Ejemplo 1.4.19 Resolvamos la ecuacion \/2x —5 =T.

Solucién

Elevando al cuadrado

(\/2x — 5)2 = 7?

2 —5 = 49
2r = b4
x = 27

Comprobacion: \/2 - 27 — 5 = /54 — 5 = /49 = 7, finalmente
Sol: {27}
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Ejemplo 1.4.20 Resolvamos la ecuacion \/x + 2 + v/2x = /18 — .

Solucion

Resolviendo:
2
(\/x+2+\/2:c) — (VI3 —a)?
2
(\/$+2) FoVTF2- V2 4+ (V22! = (VIS — 1)
r+2+2y/2x+2)x+2x = 18—z
2y/2(x+2)z = 16 —4x
2 +2)xr = 8—2
20° + 42 = (8 —2x)
20 + 4o = 64 — 32z + 42?
202 —36x+64 = 0
2 —182+32 = 0
(x—16)(z—2) = 0
r=16, v =2
Verificando:
» Conxz =16
V16+2+v16-2 = V18— 16
V1I8+132 = V2
3V2+4V2 = V2

V2 = \/5 contradiccion.

Por lo tanto, x = 16 no es solucion.

» Conx =2

V24+2+V2-2 18 -2
Va4 4 V16
242 = 4

Por lo tanto, x = 2 es solucidn.

Sistemas de ecuaciones lineales

Definicién 1.4.21 (Sistemas de ecuaciones lineales)
Un sistema de ecuaciones lineales es aquel que esta formado por dos o mas ecuaciones de
primer grado con una o mas incognitas.
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Resolver un sistema de este tipo consiste en determinar el o los valores de las incégnitas
involucradas que satisfacen todas las ecuaciones que lo conforman. Si existe al menos una
solucién, entonces el sistema se denomina compatible, en caso contrario se dird incompati-
ble, pues no tendra solucion.

A continuacién veremos los métodos mas utilizados para resolver sistemas de ecuaciones
lineales con dos incégnitas.

Método de reduccion

1. Amplificar o simplificar cada ecuacién, para obtener en una de las incégnitas coefi-
cientes que difieran sélo en el signo.

2. Sumar las ecuaciones con el fin de eliminar una de las incégnitas.
3. Resolver la ecuacién de la incégnita resultante.

4. Calcular el valor de la otra incégnita reemplazando en una de las ecuaciones originales
o en alguna de las ecuaciones equivalentes de las que se hayan obtenido en el proceso.

Ejemplo 1.4.22 Resolver el sistema:

20 — 3y =
dSr+2y = 4

\)

Solucién

Para eliminar la variable y multiplicamos la primera ecuacion por 2 y la segunda por 3,
obteniendo:

dor —6y = 4

15z +6y = 12

Sumando ambas ecuaciones se tiene:

16
192 =16 = 2= —
! T 19
Para encontrar el valor de y reemplazamos el valor de x en alguna de las ecuaciones, por

ejemplo, en la primera:

2-%-3;,:2 /19
32 — 57y =38
2
Y79
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Método de sustitucion

1. Despejar una de las incégnitas en funcién de la otra, en una de las ecuaciones.

2. La expresién obtenida se sustituye en la otra ecuacién, obteniendo una ecuacién de
primer grado con una incégnita.

3. Resolver la ecuacién con una incégnita.

4. Determinar el valor de la otra incégnita reemplazando en una de las ecuaciones origi-
nales o en alguna de las ecuaciones equivalentes de las que se hayan obtenido en el
proceso.

Ejemplo 1.4.23 Resolver el sistema:

20 =3y = 2
dSr+2y = 4
) .. . . 2+ 3y
Desde la primera ecuacion despejamos x, obteniendo v = . Reemplazando esta
expresion en la segunda ecuacion obtenemos:
2+3
5 ( y> + oy = 4.
2
Resolviendo esta ecuacion de primer grado se obtiene que y = o y reemplazando en la
. > 16
primera ecuacion llegamos a que x = To"

Ejemplo 1.4.24 Resolver el sistema:

3xr—y+z = 2
r+2y+2z = 11
2e+y+z = 7

Solucién

Reduciremos una incégnita de modo de llegar a un sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas. Al sumar la primera ecuacion con la tercera se elimina la incégnita y, resultando la
ecuacion 5r+2z = 9. Para obtener otra ecuacion con las mismas incégnitas, amplificaremos
la primera por 2 y luego sumamos con la segunda, quedando la ecuacion Tx + 4z = 15. El
nuevo sistema de dos ecuaciones y dos incognitas formado es:

Sr+2z = 9
Te+4z = 15
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Que se resuelve de forma similar al primer ejemplo. Luego de obtener la solucién la reem-
plazaremos en cualquiera de las ecuaciones originales del sistema de orden 3 y encontraremos
el valor de la tercera incégnita, de esta manera obtenemos que x = 1y z = 2, estos valores
reemplados en cualesquiera de las tres ecuaciones originales nos da el valor de y = 3.

Ejemplo 1.4.25

Resolver el sistema de ecuaciones para las incognitas x e y considerando a m como parame-
tro.

mr+y = 2
r+my = 2

Solucién

Para resolver este sistema se utilizara el método de reduccion, para esto la primera ecuacion
la multiplicaremos por m y la segunda por —1, obteniendo el sistema:

m?x+my = 2m
—r—my = —2
sumando ambas ecuaciones
2(m —1
m2x—x:2m—2:>(mQ—l)x:2(m—1):>x:¥
m? — 1
2(m —1
luego © = (m ) , por tanto x = ——, con m # +1.
(m+1)(m—1) +1

Reemplazando esta expresion de x obtenida en cualquiera de las ecuaciones originales se
obtiene:

mr+y = 2
2 + 2
m- —— =
m—+1 Y
B 2
YT ety
> . 2 2
entonces una solucion al sistema esta dada por (z,y) = | ——, ——— |.
m+1 m+1
Analicemos los casos donde m = 1 y m = —1, reemplacemos la primera condicion en el
sistema original:
r+y = 2
r+y = 2
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podemos observar que el sistema se reduce a una sola ecuacion con dos variables y tiene

infinitas soluciones de la forma (x,y) = (t,2 —t) cont € R. Y en el caso de que m = —1
tenemos:
—r+y = 2
rT—y = 2

sumando ambas ecuaciones se tiene 0 = 4 lo que es una contradiccion y luego el sistema
no tiene solucion.

Otro método utilizado para resolver éste tipo de sistemas es el método de igualacion el
cual consiste en despejar de ambas ecuaciones la misma incégnita para luego igualar las
expresiones resultantes. De esta manera se reduce el problema a una ecuacién de primer
grado con una incégnita.

1.5. Logaritmos

A partir del siglo XVI, debido principalmente a la expansiéon comercial y al perfeccionamiento
de las técnicas de navegacion, los calculos que se precisaban, eran de tal magnitud que surge
la necesidad de encontrar algoritmos menos laboriosos para las operatorias de multiplicacidn,
division, etc. que los utilizados hasta entonces.

El desarrollo de los logaritmos no se produjo aisladamente por un tinico proceso. Dos caminos
condujeron a su hallazgo: los célculos trigonométricos para las investigaciones astronémicas
aplicables a la navegacion y el célculo de las riquezas acumuladas en lo que se refiere a las
reglas de interés compuesto. Ambos caminos inspiraron respectivamente a John Napier y a
Henry Briggs® en el desarrollo de los logaritmos.

Definicién 1.5.1 (Logaritmo)
Seaa € RT, a+# 1. Siz € R, entonces el tinico exponente y tal que a¥ = = se denomina
el logaritmo de x en base a. Se denota por log,, x.

Observacion 1.5.2
1. Solamente se puede calcular logaritmo de nimeros reales positivos.

2. Si la base es 10, se llama logaritmo decimal o logaritmo de Briggs y se denota por
log, omitiendo la escritura de la base.

3. Sila base es e ~ 2,7172, se llama logaritmo natural o logaritmo neperiano (en honor
a Napier) y se denota por In.

2John Napier, matematico escocés (1550 — 1617); Henry Briggs, matematico inglés (1561 — 1630)
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Propiedades de los logaritmos

A continuacién presentamos las propiedades de uso mas comin y que utilizaremos para
resolver ecuaciones donde la incégnita se encuentra en la base o en el argumento del loga-
ritmo.

1. log,1=0 6. log, vy = log, ¥ + log, y
2. log,a” ==z 7. log, I log, v —log, y
3. a8t =y ’ log, x
4. log,a=1 8. log, v = log:a
5. logaxk:krlogax 9. log,z=log,y=z=y

Probaremos algunas de las propiedades, utilizando la definicién de logaritmo:

— . 1
5) Sea y = log, 2* por definicién tenemos que a¥ = x*, elevando esta igualdad a z

obtenemos:
at

)
=x & = =log, z,
2 8a
multiplicando por k se tiene que y = klog, z.
6) Tomando z = log, zy, p = log, x y ¢ = log, y, se tiene que:

a*=uxy, v=a’ e y=al,

de donde

a® =af - a? = aPt,
por lo tanto z = p + q.

8) Sea p =log,x y q = log, a, entonces b’ = x y b? = a, de donde:

log, x = plog, b y log,a = qlog, b,
efectuando el cuociente de estas dos tltimas igualdades, obtenemos:

log,b _p
log, v = —— = ~-.

7 qlog,b ¢

9) Basta con reemplazar z = y en la propiedad 7) y el resultado se tiene de la propiedad
1).

Esta dltima propiedad es una de las mas tiles para resolver ecuaciones logaritmicas.
Para familiarizarnos mas con estas propiedades consideremos los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 1.5.3
1. Calcula los siguientes logaritmos:

a) log, 128 = log, 2" = 7.

3 -3 3
b) log1 /27 = log, 32 = log (3)2=-2.
c) log, b+ log, § =log,b- 3 =log, 1 =0.

2. Escribamos como un solo logaritmo la expresion:

1 1 1
§loga— Elogb— §logc.

Solucién

Comenzamos factorizando

1 1 1 1
§loga—§10gb—§logc = §(loga—logb—logc)
1
= 3 (loga — (logb + logc))
1
=5 (log a — log be)
— e
2 %

Il
—
9]

0

(“ >1
C '

Solucion

En este problema aplicamos la propiedad 8), escribiendo todos los logaritmos en térmi-
nos de una sola base, escogemos arbitrariamente la base a.

log,c log,a

log,b-1 -1 =log, b -
08, U - 108, € - 108, a = 10g, log. b log,c

4. Determina la base del sistema de logaritmos en que el logaritmo de 567 excede al
logaritmo de 7 en 4 unidades.

Solucion

Definimos x como la base del logaritmo:

42 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



1.5 Logaritmos

log, 567 —log, 7 = 4

967
log, — = 4
log, 81 = 4.

Luego, x = 3, pues 3* = 81.

Ecuaciones logaritmicas

Son aquellas ecuaciones en las que al menos una de las incégnitas se encuentra en el
argumento o en la base del logaritmo. Para resolverlas utilizamos las propiedades de los
logaritmos vistas anteriormente.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.5.4 Resuelva las siguientes ecuaciones:

1. log(2x +4) —log(x — 1) =1

Solucién

Como es una resta de logaritmos, podemos utilizar la propiedad 7) y la propiedad 4):

2(z +2) 20 +4

log =1=log = log 10
r—1

rz—1
Utilizando la propiedad 9), obtenemos:

2 4
x 4+ — 10

z—1

Cuya solucion es: x = 1

2. log(3z + 5) + log(2z — 1) = log z*

Solucion

En este problema, reescribiremos el lado izquierdo utilizando la propiedad 6):
log(3z +5)(2z — 1) = log(62® + 10z — 3z — 5) = log *.
Y ahora, el problema se reduce a una ecuacién cuadratica al aplicar la propiedad 9):

62> +7r—5 = 2°
522+ Tr—5 = 0
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3.

4.

utilizando la férmula cuadratica obtenemos las siguientes soluciones:

_ —TE V149
B 10

—7+ 149 —7 —+/149
con lo cual obtenemos: ©; = T ~ 052 yxy= T
La solucion negativa en este caso debemos descartarla, pues al ser reemplazada
en la ecuacion original, nos queda argumento negativo en el logaritmo, lo cual no
estd definido.

T

2log x = log(10 — 3x)

Solucién

Comenzamos utilizando la propiedad 4) al lado izquierdo, lo que nos permite llevar la
ecuacién a la forma de la propiedad 9):

logz® = log(10 — 3z)
2 = 10— 3z
?+3z—-10 = 0.

Las soluciones de la cuadratica son:

—3+7
T
con lo cual obtenemos: x1 = —5 y x9 = 2.
Descartaremos la solucion x1 = —5, pues indefine la ecuacion original, al quedar

argumento negativo en el logaritmo.

(logz)* +logz — 2 =0.

Esta ecuacion se reduce a resolver una ecuacién cuadratica, mediante la sustitucion
u = logx:
wWHu—2=0

Ahora tenemos una ecuacion de segundo grado, cuyas soluciones son:
Uy = —2 Y Uz = 1.
Es decir,

1
logr =—2=>1r=107%= —
ogx x 100

logx =1 =2 =10.

44
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1.6.

Ejercicios propuestos

1. Transforme de nimero decimal a fraccidn:

a)
b)

2. Real

a)

b)

c)

—0,23 c) 1,1 e) 1,13
3,563 d) 3,356 f) 3,563
ice operaciones y simplifique:
3 7 = 2 2
- +--0,1441,3— = g) 24+ ———
5 6 3 5 2

3 L
0,564+ -—-1,84+1,13 2+ -

5 5
32 - 4 - 31 2 1
——=1,08—-1-+0,6 T I
9 (3 > " <2 173 4)

()
GEGD-ET G

3. Usando fracciones resuelva los siguientes problemas:

a)

b)

Hace unos anos Pedro tenia 24 anos, que representan los % de su edad actual
i Qué edad tiene Pedro?

Un padre reparte entre sus hijos 1.800 pesos. Al mayor le da g de esa cantidad,
al mediano % y al menor el resto j Qué cantidad recibié cada uno? ;j Qué fraccién
del dinero recibié el tercero?

Maria gana como secretaria $240.000 liquido. Gasta la cuarta parte en alimen-
tarse; = del resto en arriendo, 3 de lo que sobra lo gasta en pasajes y vestuario,
el resto lo gasta en pago de deudas ; Cudnto dinero gasta en cada item?

El estanque de un auto esta lleno de bencina al empezar el viaje. Al terminar
la primera etapa le quedan los % del estanque. En la segunda etapa ha gastado
la mitad de lo que le quedaba. Le quedan atn 15 litros j Cual es la mitad de la
capacidad del estanque? j Cuantos litros gast6 en cada etapa?.

Jorge compré una calculadora con los % del dinero que tenia. Con la mitad de lo
que le quedaba compré un diccionario de bolsillo. Tiene todavia $1.250 j Cudnto
dinero tenia antes de sus compras?
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4.

10.

11.

12.

f) En las elecciones locales celebradas en un pueblo, 13—1 de los votos fueron para

el partido A, 13—0 para el partido B, 15—4 para C y el resto para el partido D. El
total de votos ha sido de 15400. Determine el niimero de votos obtenidos por
cada partido y el nimero de abstenciones si se sabe que el nimero de votantes
representa % del censo electoral.

g) Una piscina contiene 1.200 litros de agua cuando estd llena hasta ide su capaci-
dad.

i) ¢Cudl es la capacidad total de la piscina?
ii) ¢ Cudntos litros le faltan para llenarla?

El almanaque del ano 2000 menciona que en Chile hay 15.000.000 de habitantes,
3.000.000 de televisores y 2.000.000 de teléfonos.

a) iQué Conclusién puedes sacar al realizar el cuociente entre la cantidad de habi-
tantes y el nimero de televisores?

b) Pablo afirma que observando la razén entre el nimero de habitantes y el nimero
de teléfonos, se puede concluir que en Chile hay aproximadamente un teléfono
por cada 7 a 8 habitantes ; Cudl es tu opinién?

En un campeonato deportivo, la razén de partidos ganados a partidos perdidos del
equipo favorito es 6:4. Si en total se jugaron 20 partidos y no hubo empates j Cuantos
partido gané? j Cudntos perdid?.

Las edades de un padre y su hijo estan en la razén 10 : 3. Si entre ambos tienen 78
anos jCudntos afios mas tiene el padre que el hijo?

Los angulos interiores de un tridngulo estan en la razén 4 : 9 : 2 jCual es la medida
de cada uno?

La diferencia entre las edades de dos hermanos es de 12 afos. Si la razén entre ambas
edades es de 5 : 3 jQué edad tiene cada hermano?

Las edades de cinco hermanos estadn en la razén de 2 : 3 : 5: 7 : 9. Si sabemos que
la suma de las edades de los cinco hermanos es 208 ; Qué edad tiene cada hermano?

Un vehiculo gasta 12 litros de bencina en recorrer 124 K'm ;Cudntos K'm. recorre si
tiene 9 litros de bencina?

Dos socios logran al finalizar el afio una ganancia de $2.000.000. Se repartiran el
dinero en forma proporcional al capital inicial de cada uno. El primero colocé como
capital inicial $120.000 y el segundo colocé un capital inicial de $ 70.000 j Cudnto
dinero recibe cada uno de los socios?

Cinco personas se demoran 12 horas en limpiar un terreno de 60 metros cuadrados
i Cudntas horas se demorardn en limpiar este mismo terreno 8 personas?

46
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Diez llaves llenan un estanque de ocho mil litros en cuatro horas jCuantas horas se
demorardn ocho llaves en llenar el estanque de ocho mil litros? ;jCuantas horas se
demoraran en llenar ocho llaves un estanque de 12 mil litros?

Un afortunado caballero gané $450.000 en el Kino, pero por compromiso tiene que
darle el 7% al amigo que lo acompafié a comprar el boleto jCon cudnto dinero se
quedara élI?

A todos los trabajadores se les descuenta el 7% de su sueldo para Salud y un 12%
para la AFP, si Luis gana $183.000 mensuales j Cuanto le queda de sueldo después de
los descuentos?

Escriba cada expresién como una sola potencia.

a) 26.36 c) 2°.35.5° e) (—8)*- 10
b) 4*- (—5)* d) 22 (-3)" - 6° f) (=5)°-5° (=5)°

Calcule el valor de cada expresion.

_ 7
a) 3°-37° d) 10°-10
10°-10- 102
7.7
b) — o 283
3.920
(112)2 - 116 ’ 23 ,
) 1 ) (=17)"- (=17)
4
(—=17)" - (=17)

Resuelva las siguientes adiciones y sustracciones de potencias:

a) 22+ 3% — 22 d) 62 —5%+572 462
b) 23 — 7>+ 23+ 7° 423423 e) 3¥+5—7*—-35+53
c) 3*+ 3%+ 3+ + 3t + 3¢ f) 62+ 5%+ 108 — 10® + 5* + 62

Reduzca las siguientes expresiones:

a) 2a*b(3ab® — bab + 8a?b) d) 3 .2p3 Z _ —a‘2b+ Ea—zb
3 7 3 9
b) (Za—l—Zb) (0,56 — a) e) (2a—3)*(a+3y—>5z2)(a+3y—4z)
1
a2 02 f) 303: y>(0,52 — 0,3y + 0,22y +
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20. Usando propiedades de las potencias exprese en la forma mas simple.

a) g2at3b . go=5b  ;2b-30 ) 4a*b° 2
9 5112 9c* " 27a?b?
b) [(—2ab) (2_33 b)] m®—3y T2 . PO
12 ((l b) g) p7y79 ’ miv—zpz—7

7 5%q1 -3 22b=3 -2 o
C) b2 ) : ('C_1a2> 162+ . (é) . (i)y*%c
h)

Tr—3 | p:c—f—l . pl—Sx ety . 39—y

pa: 3 pm 1 1 2y—z
_9 272w—3y =
(") : (9) L
3)4 I) 81z+y . 27z —y : (1)21—32,{
3

a) (y—3)2 J) (= +3y)(z — 3y)

b) (8n — 5p)? k) (4a —b)(4a +b)

¢) (u—4,5)? ) (2% —6)(z* +6)

d) (4y — 7z2)* m) (uv + 1)(uv — 1)

YA n) (b—8)(b-9)

) <y 2) ) (c+6)(c—3)

f) (=7a+6b)* 0) (2m +5)(2m — 1)

g) (20~ ) ) (pa+3)(ps )

h) (—2z — 3y)? q; Eagx —|—)2(a2x)— 2)
1 1 \?2 r) ©+x)3+x

i <§e—|—§f) s) (m% —mn)(m? + Tmn)

22. Resuelva las operaciones indicadas y reduzca los términos semejantes:

a) (x—1)(z—06)+ (z+7)(z—3) 1L . 3.2, ’

b) 2(a+1)> —3(a+1)(a—1) g)(2 32 (2 3)

¢) 2 +5)(x—4)—3Q2r+4)2r=3) (1—3:5) +<1+3I) (1—355)
3 3 3

d) 3(z —y)? — 22z + 3y)? _ \ ,

) )+ 3y) — 30(35 + 4y) i) (0,1z —0,2y)* — (0,2z + 0,4y)

0 (5 5) (59) 3G 1 st e
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I) 3xy(z® — 2xy 4 y) — 22y(22 — 3y) ) (23: _ 3)2_ (Ex _ 3) (Zx _ 2)

m) (3z—5)(3z—4) — (2x+4)(2z — 6)

n) (3a—4)2 — (3a —4)(3a +4)

3 3 3

1 (ha-3) +1(as)

23. Realice los pasos necesarios para escribir las siguientes expresiones de tal manera que

aparezca uno o dos cuadrados de binomio:

a
b

) u? —u

) 4a® + b*
c) a*z* + bx
d) 4p® — 28pq
e) 16y* + 5y?
f)
g)
h)

2y — 8z — 2?
922 + T2z + 24y + 16
3y — 9y — b — 2

24. Agrupe segln factor comin:

a) 3(z?)° —a®

b) A(a?)’x (2@2 ’
¢) a*r + ax® — 4a’x

d) 3az? 2?2 + 6a323
e) 4ab’c 8a2b3

25. Factorice los siguientes productos notables:

L

) a*b?

b) a —|—2a2b2—|—b4

c) 9— 2%+ 2xy — 92

d) p*+8+6p*+ 12p

e) 16m? — 8mn + n* — 49

26. Exprese en la forma mds simple:

412 + 9y? + 322 — 18y + 37
—62% + 4y? — 36z + 16y + 46
922 — 4y% — 362 4 32y + 8
4% — 9y? + 322 + 36y + 64
922 — 16y> — 36z — 32y — 124

Talxy® — 14a’x%y?

(a+2b)(c+ 3d) — (2a — b)(c + 3d)

(4a 3b)a—(4a—3b)a*+(4a—3b)a®
2+ ab+ac+be

a’+3b—ab— 3a

f)
g)
h)
i) a
)

J

) +22—x—1

)
g) ¥ =51 —x+5
h) z* — 32% + 42? — 62 + 4
) (3z—6)(z*—1) — (5x —10)(z —1)?
) 2

2723 — 1

1

J
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22m+3 -3 (2m)2
3 (2m+1)2 — 92m+1
y 242yt 422
rly=2 4 g2y 1

a)

b)

xy 2 —x

-1

y72 + :L.flyfl

3

y o —a

3

LL'_2y_3 _ ZE_?’y_Q

27. Compruebe en cada caso si las fracciones dadas son equivalentes.

T+ 2 1

) 37573

»?+r z+1

y
2 T

b)

28. Realice las siguientes operaciones:

) 1 3 1
a R —_— — —
3r 2x
2 1 3
b) —— =+ —

29. Descomponga en factores y simplifique:

2% — 3z
2r — 6
2 —1
(e =17
) 2 +4x + 4
22 —4
) 2x2—16
x? 4+ 8x + 16

a)

b)

30. Opere y simplifique:

3z

3

c)

d)

2 —x
3z —3

y

r— 2
1

922 -9

31. Realice las operaciones indicadas y simplifique:

Y 3: -3
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32. Opere y simplifique

a’+6a+9 a®+9

)~ 9 @sl
16 — z*

b - (32 — 82
) Gy 82787
36 3x
T+ T+
C) 6y: ly

x—y x%—19y>

33. Simplifique:
142

Y
a
) ot

Ty — y?

2% — 3z — 10 x?—4

b) 23— 202 —4r +8 -5
r+2 6z — 222
3—1 22— 4x

d) 1 . 1 _ r—1
r—1 x-—3 22—4x+3
1 3 r+1
x—|—2+x—1_x2+m—2
T 3 r—1
22—1—-2 z+1 22—3x+2
T 3 x+2

g) 22 x4+1 2242-—2

1 +2y+1 Y
-y y-1 y+1

g)
y2

xt — 323

x4 — 623 + 922

23:—|—6_ T+5 +x—1
22 -3z x22—4x+3 2z —6

r—1 T 1
24+2x+1 z+1 z-1

k) T n 1 +x—1
22—z -1 22-1

r—1 3(x—1) 2z
- +
>+ x r+1
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94 6z + 2% 322 —2°

) 9— 22  3g2 4 o3
2x—4‘2$2—8x+8
3 2 T —2

4 8

2+6x+5 x—2 23—22

d )

) 2 —bxr+4 x2—4+x2—4x
2?2 +2r+1 42?2 —4dx

) 1'2—1 l"{‘l

222 + 14z + 20 ' T —5
23 — 50 + 222 — 252~ 223 — 2023 + 50z
2 —1 222 — 8 — 10
f) 224+ 2z +1 z—1

2 + 2 ‘ r+1
24+r—2 13 —422 —Tx+ 10

(:L‘3—6.CI32—|—11£U—6 x2+2x—3>' 2 4+x—2
)

2 -9 2—3x+2) x24+4rx+4
g 222 —2r 322+ 121 + 12
3224+ 3x — 6 21
+:U—3 r+3 x+3
3—x .7:+3_1
3z r—3
W [P+ 2?62 x2—9 22 =5 +6
i - :
2+ 3 4+ 622 + 9z 2+

a?—1 a*+1
N a2+1 at—1 [(d*+1 a*—2a+1
Y] a+1'< a m_32>
a+1 a-—1

34. Resuelva las siguientes ecuaciones lineales con una incégnita:
a) 2(x+2)—52x—-3)=3 c) 6z—(2x—1)(2z+1) = 2—(3+2z)?

b) 32z —(5hx+2)]+1=32—-9(x—3) d) (x—7)*—(1+=x)* =23z —4)
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e) 8—13x_3(8+4x)+4:5_ g) (x—22—(x+1)(z—-1)=5

5 2
6x — 7
. h) 2—(y+1)* = 5-3[y—(5y+9)] -
e —4 3x—2 6x — 3
f) SR +2= 1 i) (w+3)?+4=(w—2)%+5w—2

35. Resuelva los problemas de planteo sobre ecuaciones de primer grado con una incégnita:

a) Un nimero multiplicado por 5 sumado con el mismo nimero multiplicado por 6
da 55. jCudl es el nimero?

b) Tres nimeros impares consecutivos suman 81. j Cudles son los nimeros?

c) El doble de un niimero mis el triple de su sucesor, mas el doble del sucesor de
éste es 147. Hallar el nimero.

d) Si el lado de un cuadrado se duplica, su perimetro aumenta 40m. Calcular la
medida del lado del cuadrado.

e) La suma de las edades de tres personas es 88 afios. La mayor tiene 20 afios mas
que la menor y la del medio 18 afios menos que la mayor. Hallar las respectivas
edades.

f) Dividir 1080 en dos partes tales que la mayor disminuida en 132 equivalga a la
menor aumentada en 100.

g) Silvia compra un pafiuelo, una falda, y un abrigo en 5.050 pesos. Calcula los
precios respectivos, si la falda vale 25 veces mas que el panuelo, y el abrigo, el
triple de la falda.

h) iQué nimero debe sumarse al numerador y al denominador de Ia fraccién 13 y
simultdneamente restarse del numerador y del denominador de para que las
fracciones resultantes sean equivalentes?

36. Resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales:

Z; <+3;i _ (()am oy ) G) | (2) s

1 3z+1
- . 2a:—4 —
I (1)

d) (0,25)+! = (0,125
e) (25773)0 ; (12523

~—

r—1

— = 00|
>
\_/\_/\_/\_/
S~
S
8
+
w
Il
N

2 =625 j) V10247 = /100+1

a) Calcule las siguientes raices:

\/_\/W\/G_\/—_?Q,“&,\/ﬁ.

81 s/1 af1 s/ 125
4 27! 625" 216°
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b) Usando propiedades de las raices exprese en la forma mds simple.

1 V27a7b12 \/7
S f
2) /3x2yz - /20222

o=z

3) 2z—1 [ 3/ 5(;,;1:5 b203:|

8) V-2 VI + 2

3v128a4
5) “ovous 9 \/2y2v2v2

c¢) Transforme las raices que sean necesarias y reduzca a términos semejantes

1) vV2+2v8+3V18 12v/20 — 18v/45
3)
6v/5
2) 2v/5 — 13v/20 + 5v/45 4) 3v/84+2v/32+7v/50—6v/162+9v/98
d) Racionalice los denominadores.
1 V24 ¢

1) ﬂ 3) 5) 7/a3b2
V5 —1 V24+V3-V56
8 4 r+y

2) —— 4) — 6) — <

v ) % T

e) Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones:

1) 3r—2y =13 6) ar+y=>0
2v+4y =3 —3r+by=a
r+y=28 Sr+ay=a+b

2){2x—y:4 7){ r—by=a
2y — —
Ttl=—x mx +ny = 2

3){31,-_;,__% 8){m+my:

5) Tr—2y=1 9) ar —y=">b/(a+0)
8r+4y =6 br +y=ua/(a+Db)

5) 3r+2y=a+1 10) pr+qy=p+2q

ar —y =1 T—2y=p

) Reduzca los siguientes sistemas a lineales y resuelvalos:
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z+4 _ 2z—1 2x—y _ y+1

22— a2r  J + T = —<2 =

y—1 2y—4 3 2

3 { 32 — by = 0 2 { e

5 (x—2)2=(z—1)2 -3+ 6y 6) (z+3)*=(z+2)*—3y
5(x—1)—3(z+2) =3y

g) Plantee y resuelva los sistemas de ecuaciones que resuelven los siguientes prob-
lemas:

1) La edad de Carla es el doble que la edad de Macarena. Hace diez afios la
suma de las edades era igual a la edad que tiene hoy Carla j Cudl es la edad
de cada una en la actualidad?

2) Un granjero cuenta con un determinado nimero de jaulas para sus conejos.
Si introduce 6 conejos en cada jaula quedan cuatro plazas libres en una jaula.
Si introduce 5 conejos en cada jaula quedan dos conejos libres j Cudntos
conejos y jaulas hay?

3) Se quieren mezclar vino de 6000 pesos con otro de 3500 pesos, de modo
que resulte vino con un precio de 5000 pesos el litro j Cuantos litros de cada
clase deben mezclarse para obtener 200 litros de la mezcla?

4) Al comenzar los estudios de universidad se les hace un test a los estudiantes
con 30 cuestiones sobre Matemdticas. Por cada pregunta contestada correc-
tamente se le dan 5 puntos y por cada pregunta incorrecta o no contestada
se le quitan 2 puntos. Un alumno obtuvo en total 94 puntos ;j Cudntas pre-
guntas respondié correctamente?

5) El dia del estreno de una pelicula se vendieron 600 entradas y se recaudaron
1.962.500 pesos. Si los adultos pagaban 4000 pesos y los nifios 1500 pesos
i Cudl es el nimero de adultos y nifos que acudieron?

6) Halla dos niimeros tales que si se dividen el primero por 3y el segundo por
4 la suma es 15; mientras que si se multiplica el primero por 2 y el segundo
por 5 la suma es 174.

7) Juan y Roberto comentan: Juan: Si yo te tomo 2 monedas, tendré tantas
como ti Roberto: Si, pero si yo te tomo 4, entonces tendré 4 veces mas que
tu. j Cuantas monedas tienen cada uno?

8) Mi abuelo quiso repartir entre sus nietos cierta cantidad de dinero. Si nos
daba 300000 pesos a cada uno le sobraba 600.000 pesos y si no daba
500.000 pesos le faltaba 1.000.000 pesos ; Cuantos nietos tiene? jQué can-
tidad queria repartir?

37. Resuelva las siguientes ecuaciones cuadrdticas:
a) 12 —25=0 c) 322 +2x =3+ 2z

b) 2z +1)2 =4z +1
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222 —1 -1 1—2x 2r 3 13
— — h) —+ —=—
1\ 2 5 I) x—i—4_m—i—2_i
e) (395_5) —|—3sz r+5 z+3 24
S5 — 8 Tr —4
f)£+§:£ 12 J) — =
3 2z 12 2 T T+ 2
32" 49
g) 3: =10

38. Determine las condiciones de k en la ecuacidn cuadratica:

a) 922 + (8 + k)x + k = 0 para que las soluciones sean iguales
b) x* — (k+ 7)z + (7Tk — 1) = 0) para que el producto de sus soluciones sea 48
¢) bz(x + 2) = k para que carezca de soluciones reales
d) 3z% + 5z + k* — 5k + 6 = 0 para que una de sus soluciones sea cero
e) 22+ kx + 12 = 0 para que una de las soluciones sea el triple de la otra.
)

f) 2* + kx — (7 + k) = 0 para que las soluciones sean —2 y —3.
39. Determine la ecuacién cuadratica que satisface:

a) 2y —5 son sus soluciones.

. 3 1
b) La suma de sus soluciones es 6 y su producto es 6

d) Sus soluciones con 24+ /5y 2 — /5

)
)
c) Tiene una solucién de multiplicidad 2 que es v/6
)
) Sus soluciones son —1y 0.

e

40. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones de segundo grado:

20 +y =4 2?4+ 2% =72
a){x2+y2—5 e){xz—y2—60
b) 2r +y = —1 f) 2% — 3y? = 194

r—1y>=-8 3z + y* = —60
<) - g) v

2zy = —40 Y =95

3z —2y=6 2?2+ 1% =20
d){2x2—y2:23 h){ Ty =

41. Resuelva los problemas de planteo que involucran ecuaciones cuadraticas:
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a)

El drea de una cancha rectangular de fitbol es 1600 metros cuadrados. Si el
largo de la cancha es de 60 metros mas que el ancho ;Cual es el ancho de la
misma?

Dentro de 11 afios la edad de Pedro serd la mitad del cuadrado de la edad que
tenia hace 13 anos. Calcula la edad de Pedro.

Los tres lados de un tridngulo rectdngulo son proporcionales a los niimeros 3,
4 y 5. Halla la longitud de cada lado sabiendo que el drea del tridngulo es 24
metros cuadrados.

Dos niimeros naturales se diferencian en dos unidades y la suma de sus cuadrados
es 580 ;jCudles son esos nlimeros?

Halle un ndmero entero sabiendo que la suma con su inverso es fraccion =

Los lados de un triangulo rectangulo tienen por medidas en centimetros tres
ndmeros pares consecutivos. Halle los valores de dichos lados. (Utilice el Teorema
de Pitdgoras)

Un terreno rectangular mide 15 metros de largo y 8 metros de ancho j En cudntos
metros habria que disminuir, simultdneamente, el largo y el ancho para que la
diagonal sea 4 metros menor?.

El numerador de una fraccién tiene una unidad menos que el denominador.
Aumentando el numerador en 14 y el denominador en 4, el valor de la fraccién
se duplica j Cudl es la fraccién?.

42. Resuelva las siguientes ecuaciones irracionales

a)

e)
f)

g)

V2r+Vr+3=2 h) \/$—|—6:\/x+3
Vr+3 Vo +1

vVr+2=2 -
Vie+1)24 (x—1)2=2 i)\/x—+——\/521
V5 +2Vr [20% — 2z
5_—2\/5_2 i) 2 22 +5:x

1246r—1=4 k)1+ﬁ_1

Ve+d—yr—-3=1 l—z
m NEREIT

RN — _ 2 =
3 AV 100 X 3 _ 3/27$

43. Resuelva las siguientes ecuaciones utilizando incégnitas auxiliares
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a) 427t —3.47 =10
b) 3* +3% =2

4
€) oy =4+ 27— 63
d) 6" —9-67 +8=0

32 4 37 4+ 37 4+ 3771 =120
32@+) —18.37 49 =10

3. 5%~ =550

227 _10-2" 424 =0

e

f.’

g 52:c+1

)
)
)
h)

44. Calcule el valor de cada una de las siguientes expresiones:

a) log, 64 + log 1,000 + log; 125

b) log: s - logs 12 4+ log 10,000

c) 2log; 25 — 3log; 49 + 4logg 4,096
d) 21log 100,000 —2log, 256+ 4 log, 32

45. Reduzca cada una de las siguientes expresiones a un solo logaritmo.

a) 2log, 3 + 3log, 2

b) 3log,c— 6log,a

c) log, (v +3) — 4log,(x — 2).
d) 2log,c+ 2log,a — 1

e) 3log,a—3log, c—2log, d+3log, e
f) log,
)
)

log,, a— 210gmb+logmc—§10gmd
g) log,(z*+1)+log,(z+1)+log,(x—1)

h) $log,(z+y+z) —4log,(zx —y—2)

46. Silog;2 = A, logs3 = By log; b = C, exprese en términos de A, By C.

a) logg 5,400
b) logg 90

c) logs 216

1,080
d) logg 32,400

47. Resuelva las siguientes ecuaciones logaritmicas.

a) 6logx —10g64+10g4

b) log 2=%_ =1

2x+10

Llog(z + 5) = log 2

¢) s

d) logx +2logx + logx® —5logx = 2
logg (logs(5z +2)) =1

)
)
)
)
)
f) log, (log, (52 + 6)) = 2
) 1
)
)
)
)
)

0}
€) 1o

og(logz®) = —1

g
h log, (z2+8) __
log, (z+3)

i) log; Vo +1=1log; z

J) log(z —4) +logx =logh

k) 2log(2x — 1) — 2 = —2log(3z — 4)
1) logs(bx — 4)

[\D

—logs (22 —7) =2

m) log (g — :U)

= log% —logx

n) logv2x —3 + logv/z —5 + 1 =
log 30

i) log, x + log, 6 = log, 30 — log, 5

0) log(z+3)+log(x—5) = 2log(x—6)

p) log(3x — 4) — logx + logh =
log(15z + 2) — log(x + 2)

q) log, (log, (logy (22 —8))) =0

r) log; (log; (logs(z +25))) = 0

s) log(6z+5)+log(2x+7) = log(3z+
4) + log(z +5)

t) log(z + 7) — log(z + 5) = log(x* +
10 + 25)
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1.6 Ejercicios propuestos

48. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones:

2) 2% = 16 loga: +y?) =2 —logh
log(2? — 5x +5) =0 log(x + ) + log(x —y) =log1,2 + 1
b) 3t ta=2 — ] log, x +log,y = 1+ log, 9
log(2 —z) +logz =0 r+y—20=0
o) 25% — 3051 +5=0 -9 =81
log(120 — 4z) = 2 log(y + 7)? —logz = 2log 3
d) logz — 4 logyzlr—i—logxy—
(logz)? —loga®+2 =0 Ty =27
log, x +log, y =2 . x -y =40
e) { x2—y:20 J) xlogy:4

49. Los quimicos miden el pH de una solucién (condicién de dcido o base) mediante la
férmula: pH = —log[H+], donde [H+] es la concentracién de iones de hidrégeno en
moles por litro.

a) Muchas soluciones tienen un rango de pH que fluctda entre 1y 14. ; Qué valores
de H+ estdn asociados a esos valores extremos?

b) Encuentra el pH aproximado de:
1) Cerveza, [H+] =6,31-10""
2) Sangre, [H+] =3,98-107%
3) Vinagre, [H+] =6,3-107°

c¢) Si el huevo tiene un pH = 7,79, una manzana un pH = 3,0 y el agua pura un
pH = 7,0, encuentra [H+] en cada caso.

50. Una famosa escala para medir la cantidad de energia liberada por un sismo es la
escala de Richter, representada por la ecuacién: log E = 1,5R + 11,8 donde E:
energia liberada medida en ergios; R: magnitud del sismo en grados de la escala
Richter.

a) Calcule la cantidad de energia liberada en un sismo de grado 6 y en un sismo de
grado 7.
b) iQué relacién numérica existe entre ambos valores?

c) iQué aumento representa en la cantidad de energia liberada, el aumento de un
grado en la escala Richter? Si el aumento fuera de dos grados, j cémo aumenta
la energia liberada?
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1.6 Ejercicios propuestos

d) El terremoto de mayor magnitud registrado corresponde al ocurrido en 1960 en
la ciudad de Valdivia, el cual fue de 9,5 grados Richter ;Cudl fue la energia
liberada por este sismo?
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Capitulo 2'

Elementos de légica y teoria de
conjuntos

En un lejano reino de oriente, habia una vez un raja que tenia una unica hija. Habia
también un malvado visir que queria apoderarse del trono y aprovechando una gran
sequia que hubo en el reino dijo al raja: “Esta noche me he comunicado con los dio-
ses y ellos piden que tu hija se sacrifique por su pueblo. Sin embargo, los dioses son
benévolos y le dan la oportunidad de decir una unica frase antes de morir. Si lo que
ella dice es verdadero, el verdugo cortard su cabeza, y si lo que dice la princesa es falso,
serd quemada en la hoguera”. FEl raja creyo que todo estaba perdido, pero su hija ya
habia encontrado una solucion que impediria su ejecucion. Te desafio a que ti también
encuentres una solucion para salvar a la princesa.

2.1. Loégica proposicional

Antes de iniciar nuestro estudio formal de la matemdtica como ciencia exacta, resulta in-
dispensable conocer algunos aspectos del lenguaje matematico. La matematica estudia las
propiedades de ciertos objetos como los nimeros, los conjuntos y las operaciones. La ma-
yoria de las veces, estas propiedades no son evidentes y necesitan de una argumentacién
para establecer su verdad. El lenguaje matematico nos permite expresar estas propiedades
y argumentos.

Por su riqueza y complejidad, nuestro lenguaje habitual nos lleva a menudo a contradic-
ciones, por lo que solo usaremos una parte de él. Por ejemplo,

“Esta frase es falsa’

es una afirmacién del lenguaje natural de la cual no podemos decidir que es verdadera, y
tampoco que es falsa, pues de cualquier manera llegamos a una contradiccion.

61



2.1 Logica proposicional

El lenguaje matematico esta formado por una parte del lenguaje natural mas un conjunto
de variables y simbolos légicos que nos ayudan a simplificar la escritura. El lenguaje na-
tural permitido consiste en todas las afirmaciones sobre las cuales se puede decidir si son
verdaderas o falsas, alin cuando nosotros no tengamos la respuesta. Por ejemplo,

“Hay vida en otros planetas’

es una afirmaciéon que no sabemos si es verdadera o falsa, pero aun asi esta frase es o
verdadera, o falsa. Estas afirmaciones del lenguaje natural las llamamos proposiciones
simples. Asi, toda proposicion simple tiene asociado un valor de verdad, que puede ser
V, si es verdadera, o F si es falsa. En general, usaremos las letras p, ¢, r para simbolizar
proposiciones.

Ejemplo 2.1.1 Veamos algunos ejemplos:

a) “La semana tiene siete dias”, es una proposicion verdadera.
b) 34 2 = 8 es una proposicion falsa.

¢) 7 — 2 no es una proposicion.

d) 15 — 7 < 28 es una proposicion verdadera.

e) “La frase entre comillas es falsa” no es una proposicion.

A partir de proposiciones simples podemos formar proposiciones mas complejas introducien-
do ciertos simbolos légicos que llamaremos conectivos. A este tipo de proposiciones las
[lamaremos compuestas y su valor de verdad dependera del valor de verdad de las proposi-
ciones simples que la componen y de los conectivos involucrados.

Conectivos léogicos

Negaciéon. Simbolo: —
Si p es una proposicién, entonces —p, la negacién de p es también una proposicién y su
valor de verdad es siempre el contrario del de p.

Ejemplo 2.1.2 Algunos ejemplos:

i) Sip es a la proposicion “Hoy llueve”, —p corresponde a la proposicion “Es falso que hoy
llueve” o simplemente “Hoy no llueve”.

ii) La negacion de “3 es menor que 7", =(3 < 7), se representa habitualmente por 3 £ 7
(que sabemos equivale a3 > 7).

iii) Escribiremos 7 # 3 en vez de —(7 = 3).

Conjuncién. Simbolo: A
La expresion p A q se lee “p y ¢" es verdadera (inicamente en el caso en que ambas, p y ¢
son verdaderas.
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Ejemplo 2.1.3 Notemos que el simbolo N\ corresponde exactamente a la conjuncion 'y del
lenguaje cotidiano:

i) La proposicion “Estd nublado y hace mucho frio” es verdadera tinicamente si ambas
proposiciones, p : “Esta nublado” y q : "Hace mucho frio” son verdaderas.

i) "6 es divisible por 3 y por 2". Aqui, p es la proposicion “6 es divisible por 3", y q es
“6 es divisible por 2", luego p A q es una proposicion verdadera.

iii) “3 es menor que 0, pero mayor que 1”. Escribimos 3 < 0 A 3 > 1 o también en forma
abreviada, 1 < 3 < 0, es claramente falsa.

Disyuncién. Simbolo: Vv

La proposicién p V g se lee “p o ¢, pero en la préctica viene a significar y/o. Es decir,
la proposicion p V q es verdadera si al menos una de las dos, p o ¢, es una proposicién
verdadera.

Ejemplo 2.1.4 Notemos que la dnica posibilidad de que esta proposicion compuesta sea
falsa es que las dos proposiciones componentes lo sean:

()3 <7V 7< 3 es una proposicién verdadera.

i) 1# 2V 1+#3 es verdadera.

iii) 3 >7Vv 3> 10 es falsa.

Implicacién. Simbolo: =

La implicaciéon o condicional es una de las mas importantes construcciones en matematica.
Quiere rescatar la idea intuitiva de que a partir de una afirmacién verdadera, necesariamente
se obtienen conclusiones verdaderas. Sin embargo, a menudo produce problemas pues algu-
nas implicaciones verdaderas son muy poco intuitivas.

En simbolos, escribimos: p = ¢, que leemos, Si p, entonces q, o simplemente, Si p, q.
También se utilizan otras expresiones tipicas de la matematica, que no estamos acostum-
brados a utilizar en el lenguaje natural. Las mas comunes son p implica q, Una condicion
necesaria para p es q, Una condicion suficiente para q es p.

Ejemplo 2.1.5 Sean las siguientes proposiciones:
p: Llueve durante una hora en Temuco.

q: Las calles se inundan.

3.1 Las siguientes frases se expresan en la forma p = q:

a) Sillueve durante una hora en Temuco, las calles se inundan.
b) Basta (es suficiente) que llueva una hora en Temuco para que se inunden las calles.

c) Las calles de Temuco se inundan siempre que llueve durante una hora.
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3.2 Las siguientes frases se expresan en la forma q = p:
a) En Temuco, es necesario que llueva durante una hora para que se inunden las
calles.

b) Si las calles de Temuco se inundan es porque llueve durante una hora.

Esta proposicion es falsa Ginicamente cuando el antecedente es verdadero y el consecuente,
falso. Cuando un teorema se expresa en la forma p = ¢, decimos que p es la(s) hipétesis y
q, la conclusién. Su tabla de verdad es la siguiente:

plalp=gq
VIV V
VIF| F
FIV] V
FIF| V

Ejemplo 2.1.6 Las siguientes proposiciones son verdaderas:
a) 2 <3 =4 <5 (antecedente y consecuente verdaderos).
b) 2 > 3 = 4 < 5 (antecedente falso, no importa si el consecuente es verdadero o falso).
c) 2> 3= 4> 5 (antecedente falso).

d) Si ti eres Napoledn, yo soy telépata. (Esta frase es falsa tnicamente si td eres
Napoledn, pues te aseguro que no soy telépata).

Ejemplo 2.1.7 La siguiente proposicion es falsa, pues el antecedente es verdadero y el
consecuente, falso:
2<3=4>5

Doble implicacién (bicondicional). Simbolo <

La proposicién p < ¢ es verdadera solo en aquellos casos en que p y ¢ tienen el mismo
valor de verdad. Se lee p si y solo si ¢ o bien p es condicién necesaria y suficiente para ¢. La
doble implicacién podemos entenderla como una manera abreviada de escribir la expresién

(p=q) N(g=Dp)

Ejemplo 2.1.8 Analicemos los siguientes ejemplos:
()3 <7< T7<3 es falsa, pues 3 < 7 es verdadera y 7 < 3, falsa.

i) 1 # 2 << 1 # 3 es verdadera, pues ambas proposiciones lo son.

iii) 7 < 3 < 3 > 10 es verdadera, pues ambas proposiciones son falsas.
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Podemos resumir los valores de verdad en la siguiente tabla.

P |4 | 7P| PNqg PV |P=q|P=(
VIV IF |V V V V
VIF|F | F v F F
FlVIV | F V V F
FlF\V | F F V V

Las tablas de verdad nos permiten decidir el valor de verdad de una proposicién compuesta
a partir del valor de verdad de las proposiciones simples que la componen. Una tabla de
verdad contiene todas las combinaciones posibles de valores de verdad de las proposiciones
componentes.

Ejemplo 2.1.9 Construya la tabla de verdad de la proposicion:

[(pA=q) V] (g=T1)

pla|r |~ pAq|(pA=g)Vr|g=71|[PA-gVT]E (¢=T)
VIVIVIF]| F % % %
VIVIF|F| F F F 1%
VIFIVIV] V % % 1%
VIFIF[V] V % % %
FIVIV|IF| F % % v
FIVIF|F| F F F v
FIFIV|V] F % % 1%
FIF[F|V]| F F 1% F

Observacion 2.1.10 Intentaremos no abusar de los paréntesis. En una proposicion com-
puesta sin paréntesis, se aplica primero el simbolo —, luego los simbolos <> y =, y finalmente
los simbolos A\ y \/. Por ejemplo —p A q = r significa (—p) A (¢ = r). En cambiopV q Ar
NO es proposicion, pues no sabemos si corresponde a (pV q) Ar oapV (¢ A1)y ambas
proposiciones tiene tablas de verdad diferentes.

Teoremas de la logica.

Construyamos la tabla de verdad de la proposiciéon —p V q.

plqg|p|PVg
VIV ]| F |4
VIF|F F
FIV |V |4
FI\F |V |4
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Podemos notar que la tabla de verdad es exactamente igual a la de la proposicién p = gq.
Es decir, desde el punto de vista légico estas dos proposiciones no se diferencian entre si.
Su diferencia es solo formal. Cuando esto ocurre, decimos que ambas proposiciones son
légicamente equivalentes, o simplemente equivalentes. Usamos la notacién p = ¢ para
decir que p y ¢ son proposiciones equivalentes. La palabra equivalente se usa en matematica
para expresar que dos objetos dados son practicamente iguales.

Ahora bien, existen proposiciones que son siempre verdaderas no importando el valor de ver-
dad de las proposiciones componentes. Por ejemplo, la proposicién p = p es una proposicién
siempre verdadera no importa si p es verdadera o falsa. A este tipo de proposiciones las lla-
mamos tautologias o teoremas légicos. Si p es una tautologia escribiremos p = V. Si
—p =V, es decir la proposicion p es siempre falsa, independiente de las proposiciones com-
ponentes, diremos que p es una contradiccién y escribiremos p = F'. A veces se usa la
palabra contingencia para hablar de una proposicidon que no es tautologia ni contradiccion.

Ejemplo 2.1.11 La proposicion p VV —p es una tautologia, pues sabemos que exactamente
una de las dos proposiciones, p o —p es necesariamente verdadera, y la disyuncion es ver-
dadera en ese caso. Justamente esta tautologia recibe el nombre de Ley del tercero excluido,
en el sentido que no hay una tercera alternativa.

Ejemplo 2.1.12 [a mds famosa -y mas simple- de las contradicciones es p A —p. Es claro
que el resultado es siempre falso, independiente del valor de verdad de p.

Los teoremas logicos nos ayudardn a trabajar algebraicamente con las proposiciones,
pues nos permitirdn transformarlas, via equivalencia légica, en proposiciones mas simples.
Aqui enunciamos los teoremas légicos fundamentales.

Teorema 2.1.13 Sean p, q,r proposiciones. Entonces:

(a) Ley del tercero excluido: —=pV p=1V.
Notemos que la negacion de esta tautologia (siempre verdadera) es la contradiccion
(siempre falsa) —-p Ap = F.

(b) Involucion: ——p = p

pVqg = qVp
(c) Conmutatividad:  pAq = qAp
pP=q = q<=p
pV(gvr) = (pVgVvr
(d) Asociatividad: ¢ pA(gAr) = (pAg) AT
pelger) = peger
e [ PV (gAT) = (pVg) A(pVrT)
(e) Distributividad.: { pAGVT) = (pAQ)V (pAT)
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f) Leyes de De Morgan: (p
(1) Ley ¢ {ﬁ(p\/q) = A
. pVp = p
Idempotencia:
(g) Idemp {p/\p _
., Vg)Ap = p
h) Absorcién (p
() {(p/\q)vp = p
pVV =V
. . . pVE = p
(i) Leyes de identidad DAV = p
pANF = F
() p=>q = —pVgq
peqg = (p=9AN(q@=Dp)

Todos los teoremas anteriores se verifican ficilmente usando tablas de verdad.

Ejemplo 2.1.14 Usemos los teoremas Iogicos para encontrar una proposicion equivalente
mads simple que —~(qV —r) V q.

=(qV -r)Vyg (mg A—=(=1)) Vg (leyes de De Morgan)

(mgAT)Vq (involucién)

(=g Vq)A(rVgq) (distributividad)

VA(rvy) (ley del tercero excluido)
(

rVq leyes de identidad)

2.2. Nociones basicas de conjuntos

Intuitivamente, un conjunto es una coleccidn arbitraria de objetos. Aunque se sabe que este
concepto tan arbitrario es basicamente incorrecto, pues conduce a inconsistencias légicas, no
ahondaremos en el tema. En general, pensaremos en un conjunto lo bastante grande como
para que contenga todos los conjuntos con que trabajaremos, al que llamamos universo
referencial y representamos por la letra U.

Usaremos letras maytsculas, A, B, C,... para designar conjuntos. Los objetos de un con-
junto se llaman elementos y usaremos letras mindsculas, a, b, ¢, ... para denotarlos. Es-
cribiremos @ € A (a pertenece a A) para expresar que a es un elemento del conjunto A y
a ¢ A para decir que a no pertenece al conjunto A (es decir, a ¢ A equivale a =(a € A)).
Aceptamos que existe un conjunto que no tiene elementos, llamado conjunto vacio que
representamos por ().

El simbolo {x : P(x)} indicard el conjunto de todos los elementos = que satisfacen la
propiedad P. Asi, por ejemplo, el conjunto vacio se puede representar por ejemplo como:

0={x:x#uz}.
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Como es sabido, un conjunto se puede expresar de diversas maneras:
Extension: Enumerando todos los objetos. Por ejemplo, A = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}.

Comprension: Expresando una propiedad que cumplan exclusivamente los elementos del
conjunto. En el ejemplo anterior, A = {z : x es un dividor de 24}. Notemos que en es-
ta escritura x no representa a la letra x, sino un elemento genérico del conjunto en cuestidn.

Diagrama de Venn-Euler: Para visualizar graficamente los conjuntos se utilizan los llama-
dos Diagramas de Venn-Euler . Segiin esto, los conjuntos se representan mediante circulos
que se relacionan entre si, contenidos en un rectangulo que corresponde al universo refer-
encial.

Definicion 2.2.1 Dos conjuntos A y B son iguales si y solo si tienen exactamente los
mismos elementos. Escribimos A = B.

Ejemplo 2.2.2 E/ conjunto {a,a,b,b,b,c} es igual a {a,b,c}, pues, como dijimos lo que
caracteriza a un conjunto es la pertenencia o no pertenencia de elementos y no cuantas
veces aparecen listados.

Ejemplo 2.2.3 Anidlogamente, los conjuntos A = {a, e, i, 0, u} y B = {x : x es vocal}
son iguales pues poseen exactamente los mismos elementos.

Definicion 2.2.4 Dados dos conjuntos A y B, diremos que A es subconjunto de B, o que
A estd contenido en B si y solo si todo elemento del conjunto A es también un elemento
del conjunto B. En este caso escribimos A C B.

Proposicion 2.2.5 Sean A, B y C conjuntos arbitrarios. Entonces:
1. 0 C A
2. ACA.
3. A=BsiysolosiACB N BCA.

4. SSFACB ANBCC, entonces A C C.

Algunos conjuntos numéricos conocidos: N, Z, Z*, @, R, R*. Como es sabido, por ejemplo,
NCRyZt CZ.

1 John Venn, matemético y légico britanico (1834—1923); Leonhard Euler, matematico suizo (1707 —
1783)
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Operaciones entre conjuntos.

Sea U, el universo de referencia y sean A y B subconjuntos de /.
Definicién 2.2.6 Unién de conjuntos:
AUB={xz:x€ AVz € B}.

Esto significa que un elemento pertenece a la unién si al menos pertenece a uno de los
conjuntos en cuestion. Graficamente esto se representa en la Figura 2.1,

Figura 2.1: AU B.

Ejemplo 2.2.7 Si A={1, 2, 3,4, 6, 12} y B=1{2, 4, 8, 16, 32}, entonces:
AUB={1,2,3,4,6,8,12, 16, 32} .
Definicion 2.2.8 Interseccion de conjuntos:
ANB={x:x € ANz € B}.

Esto significa que un elemento pertenece a la interseccion si y solo si pertenece a ambos
conjuntos en cuestion. Graficamente la interseccion es,

u

Figura 2.2: AN B.

Ejemplo 2.2.9 Si A ={1, 2, 3, 4, 6, 12} y B =1{2, 4, 8, 16, 32}, entonces:
ANB={2,4}.
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OC

Figura 2.3: AN B = ()

Definicién 2.2.10 Dos conjuntos A y B se dicen disjuntos si AN B = (), es decir, si no
tienen elementos en comun.

Podemos representar graficamente dos conjuntos disjuntos mediante el diagrama mostrado
en la Figura 2.3

Ejemplo 2.2.11 E/ conjunto de los nimeros enteros pares es disjunto del conjunto de los
nimeros enteros impares, pues no tienen elementos en comdun.

Ejemplo 2.2.12 En algunas ocasiones deberemos formar conjuntos de conjuntos, es
decir, conjuntos cuyos elementos son a su vez conjuntos. A tales objetos los denominaremos
familia de conjuntos. Por ejemplo, si p es un nimero primo, sea

A, = {z : x es potencia de p}.

La familia de conjuntos A = {A, : p es primo}, satisface la propiedad de que sus elementos
(los conjuntos A,) son disjuntos dos a dos.

Definicion 2.2.13 Diferencia de conjuntos:
A\B={x:z€ ANz ¢ B}.

En otras palabras, el conjunto A\ B contiene todos los elementos de A que no estan en la
interseccion con B. Notemos que el conjunto B \ A es en general, distinto de A\ B. Una
representacion de la diferencia, A\ B, es la siguiente:

U

Figura 2.4: A\ B.
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Ejemplo 2.2.14 Consideremos los siguientes conjuntos de niimeros naturales: Sea
A ={z: 2 es divisor de 48} y B = {z : = es potencia de 2}. Entonces,

A\ B = {x: x es divisor de 48 y no es potencia de 2},
es decir, A\ B =11, 3, 6,12, 24, 48}.
Definicién 2.2.15 Complemento de un conjunto.
=U\A={z:x¢ A}

Graficamente el complemento de un conjunto A respecto a un universo U se representa en
la figura siguiente,

Figura 2.5: A°.

Propiedades basicas de conjuntos

A continuacién enunciamos las propiedades de conjuntos de uso mds frecuente. El lector
notard la semejanza con los Teoremas de la ldgica.
Sean A, B y C subconjuntos de U:

AUA = Z/{
ANA® =

—_

2. Involucién { (A°%)° =

AuB = BUA

3. Conmutatividad ANB = BNA

oo (AUB)UC = AU (BUCQC)

4. Asouatlwdad{ (ANB)NC = An(BNCQC)
o AU(BNC) = (AUB)N(AUCQ)
5. Dlstrlbutlwdad{Am(Buc) = (ANB)U(ANO)

(AuB)® = A°npB°
6. Leyes de De Morgan { (ANB) = A°UB°
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AUA =

. A
7. Idempotencia { ANA — A

iy (AUB)NA = A
8. Absoraon{ (ANBJUA = A

AUl =
AUl =
ANU =
AN =

9. Identidad

NN

10. ANBCA; ACAUB.
11. 0° =u.

12. U = (.

13. A\ B =An Be.

14, AC B= B°C A"

Observacion 2.2.16 La notacion a := b se usa en matemdtica para aclarar que a se
define igual a b, para diferenciar del caso, como por ejemplo al resolver una ecuacion, en
que se determina que a = b. Usaremos esta notacion para definir una nueva operacion en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.17 A partir de las operaciones bdsicas, es posible definir nuevas operaciones

entre conjuntos. Por ejemplo, la diferencia simétrica de dos conjuntos A y B se define como
AAB = (A\ B)U (B \ A). Demostremos que AAB = (AU B) \ (AN B).

Podemos verificar facilmente esta propiedad usando diagramas:

U

Figura 2.6: AAB.
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Ahora hacemos la demostracion formal:

AAB = (A\B)U(B\A) por definiciéon de A

= (ANB°)U(BNA® por proposicion 13
[(ANB)UB|N[(AN B U A por distributividad

= [(AUB)N(B°UB)|N[(AUA°)N(B°UA°)] por distributividad
= [(AUuB)NU]N[UN(B°U A por propiedad 9
= (AuB)N(B°UA°) por ley de identidad
= (AUB)N(BNA)° por ley de De Morgan
= (AUuB)\(BNA) por propiedad 13

Cardinalidad de conjuntos finitos

Una manera simple de definir la cardinalidad de un conjunto es decir que corresponde al
nimero de sus elementos distintos, la que denotamos por |-|. Es facil cuando hay un ndmero
finito de ellos. Con los conjuntos infinitos no es tan simple y volveremos al problema mas
adelante.

Proposicion 2.2.18 Sean A, B, C tres conjuntos finitos. Entonces,
1. |[AUB|=|A|+|B|-|ANB].
2. |A\ B|=|A|—-|ANnB|.
3 JAUBUC|=|A|l+|B|+|C|+|AnBNC|—|AnB|—|AnC|—|BnNC|.

Ejemplo 2.2.19 Se realiza una encuesta a 92 personas que practican disciplinas alternati-
vas, obteniéndose los siguientes resultados: 53 practican yoga, 46 tai chi y 35 reiki. La misma
encuesta también arrojo que 22 personas practican yoga y tai chi, 16 yoga y reiki y 14 tai chi
y reiki ;j Cuantas personas practican las tres disciplinas? ; Cuantos practican solo una de ellas?

Definamos los conjuntos,

Y = {Personas que practican yoga}
T = {Personas que practican tai chi} ,
R = {Personas que practican reiki} .

De acuerdo al enunciado tenemos
Y| =53, |T| =46, |R| =35, Y NT|=22, YNR|=16, |TNR|=14.
Llamando = = |V N F N N| y de acuerdo a la Proposicion 2.2.18 tenemos,

92 =53+ 46+ 35+ — 22 — 16 — 14,
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4 )

I
%
AA

- J
Figura 2.7: Diagrama del Problema.

lo que implica x = 10. Asi, 10 personas realizan las tres disciplinas alternativas, 25 personas
practican solamente yoga, 20 solo tai chi y 15 solo reiki.
En la Figura 2.7 se ilustra la situacion mediante un diagrama de Venn-Euler.

Definicion 2.2.20 Sea A un conjunto. El conjunto formado por todos los subconjuntos
posibles de A se llama conjunto potencia o conjunto de las partes de A. Lo denotamos
por P (A). Formalmente,

PA)={X:XCA}.
Ejemplo 2.2.21 Si A = {a,b,c}, entonces el conjunto potencia P (A) es:
P (A) ={0.{a},{b} {c},{a,b} {a,c},{b,c} A}.

Teorema 2.2.22 Sea A un conjunto finito, entonces |P (A)| = 2141

La relaciéon entre los conjuntos potencia y las operaciones entre conjuntos se resumen en el
siguiente teorema:

Teorema 2.2.23

1. P(A) =P (B) siysolosi A= B.

2. P(0) = {0}, jun conjunto con un elemento!
3. ACB& P(AUB)="P(B).

4. P(A)NP(B)=P(ANB).

5 P(A)UP(B)CP(AUB).
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2.3. Cuantificadores

Otro tipo de afirmaciones que nos interesan en matematica son aquellas frases que empiezan
con “Todos” o “Existen”. El valor de verdad de una proposicion de este tipo depende
del valor de verdad de muchas proposiciones involucradas. Para trabajar con este tipo de
expresiones, definimos los cuantificadores, V (para todo), 3 (existe) y 3! (existe un tnico).
Los cuantificadores siempre se refieren a un conjunto, el que llamamos ambito de un
cuantificador.

Definicién 2.3.1 Proposiciones universales.
Son aquellas afirmaciones que comienzan con “todos” o “para todo”. Por ejemplo:

s “Todos los alumnos de la UFRO nacieron en Temuco.”

= “Todo numero real posee un inverso aditivo.”

Estamos de acuerdo en que la primera frase es falsa, porque, al ir chequeando los alumnos
uno por uno encontramos alguno para el cual la frase “Este alumno nacio en Temuco” es
falsa. También es claro que la segunda proposicion es verdadera.

En resumen, una proposicion universal es verdadera si y solo si cada uno de los objetos a
los cuales se alude verifica la afirmacion.

Definicién 2.3.2 Proposiciones existenciales.
Son, como su nombre lo indica, proposiciones que hablan acerca de la existencia de un
objeto con alguna propiedad especifica. Por ejemplo:

n “Al menos un alumno de la UFRO nacid en Temuco.”

= “Eristen numeros reales que no tienen inverso aditivo.”

En este caso, para determinar si las frases anteriores son o no verdaderas, debemos chequear
uno por uno los objetos hasta encontrar alguno que posea la propiedad mencionada. En el
primer caso, la tarea es facil, pues hay un conjunto “pequeno” que chequear. ;Es cierta la
segunda frase? j Por qué? Seguramente el lector ha descubierto una interesante relacion entre
las proposiciones universales y las existenciales, que formalizaremos mdas adelante usando
cuantificadores.

Definicién 2.3.3 Proposiciones de existencia y unicidad. Este tipo de proposiciones
son muy comunes en matematica. Ejemplo tipico del colegio es:

Hay un unico neutro aditivo para los nimeros reales.

Para que una proposicion que empieza con “Existe un unico” sea verdadera, deben ocurrir
dos cosas: Primero, que exista algtin objeto con las caracteristicas exigidas y segundo, que
ningtin otro objeto del conjunto cumpla tales requisitos. Formalmente,

Jw(P(x)) = Ja(P(x)) AVz, y((Px) A P(y)) = o = y)
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Funciones proposicionales o predicados.

Consideremos la expresiéon x < 0. Obviamente, ésta no es una proposiciéon pues no podemos
decidir si se trata de una afirmacién verdadera o falsa. Nuestra respuesta obvia es “depende
del valor de z". Es decir, si sustituimos la variable x por, por ejemplo, el niimero 5
obtenemos la proposiciéon 5 < 0, que es una proposicién falsa. Este tipo de expresiones
tales que al sustituir la o las variables por objetos se obtienen proposiciones, se Ilaman
funciones proposicionales 0, mas simplemente, predicados.

En general, usamos predicados en las proposiciones con cuantificadores. Por ejemplo, el
predicado “z es par” da origen, entre otras, a las siguientes proposiciones:

1. Vo € N(z es par). (Todo nimero natural es par).

2. dx € N(x es par). (Eziste al menos un nimero natural que es par).

3. 3z € N(z es par). (Existe un inico nimero natural que es par).

Por convencidn, usaremos las notaciones P (), () () para designar predicados con una
variable y «a (z,y), a(x,y, 2), cuando haya dos, tres o mds variables involucradas. Por
ejemplo, < 0 es un predicado con una variable y podemos denotarlo por P (x), mientras
que = < y es un predicado con dos variables que podriamos denotar por 3 (z,y).

Ejemplo 2.3.4 Escribir en lenguaje matematico las siguientes proposiciones:

a) Todo nimero real es positivo.
R:Vx € R(xz > 0).

b) Existen nimeros reales que no tienen inverso aditivo.
R:3r e RVy e R(z +y #0).

c¢) Existe un dnico nimero natural cuyo cuadrado es cuatro.
R: 3lz € N(2* = 4).

d) No existe un nimero natural mayor que todos los demgs.
R: ~(3z e NVy € N (z > y)).

Notemos que en una proposicién con cuantificadores intervienen varios factores a la hora
de decidir sobre su verdad o falsedad. Por ejemplo, debemos preocuparnos del ambito del
cuantificador, asi como del lugar que ocupa cada uno de los cuantificadores involucrados.

Ejemplo 2.3.5 La proposicion Vx € N(z > 0) es verdadera y Vo € R(x > 0) es falsa y
aqui lo tnico que varié fue el ambito del cuantificador.

Ejemplo 2.3.6 La proposicién Vx € N(x es par V x es impar) es verdadera, en cambio
la proposicion ¥z € N(z es par) V Vo € N(z es impar) es falsa.
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Esto significa que, en general, las proposiciones
Vre A(P(x)VQ(x)) yVer € A(P(x)) VVr € A(Q (z))
no son equivalentes.

Ejemplo 2.3.7 La proposicion Yz € N3y € N(z < y) es verdadera, mientras que la
proposicion 3y € NVz € N (z < y) es falsa.

Aqui variamos el orden de los cuantificadores y podemos concluir que las proposiciones
Ve e Ady eAla(z,y)) y Jy € AVe € A(a(x,y)),

en general van a tener valores de verdad diferentes.

Negacion de una proposicion con cuantificadores

En el lenguaje cotidiano, la negacién de la frase “Todos los jueves sube el precio de la
bencina en Chile’ es “No todos los jueves sube el precio de la bencina en Chile’ o equi-
valentemente “Algunos jueves no sube el precio de la bencina en Chile”.

Notemos que pasamos de una proposicién universal a una existencial. Andlogamente, la
negacioén de la frase “Hay buenos programas en la television abierta’ es “No hay buenos
programas en la television abierta’ o equivalentemente “Todos los programas de la tele-
vision abierta son malos’. Por ultimo la negacién de la afirmacién “Hay un tnico cul-
pable del incendio”, es decir, una expresidon equivalente a “No hay un unico culpable del
incendio” es “o bien no hay culpables, o bien hay mds de un culpable’. En el lenguaje
matematico hacemos lo mismo. Para negar una proposicién que contiene cuantificadores,
utilizaremos el siguiente teorema:

Teorema 2.3.8
- (Vaz(P(z)) = Jz(=P(z))
Va (=P (x))
- (Jz(P(x)) = - (3x(P(z))VIzIy(z #y A P(z) AN P(y))

J
w
=

)
—

8

Il

Ejemplo 2.3.9 Negar la proposicién Vx € R(z > 0 = Jy € R(y? = z)) y decidir cual de
las dos es verdadera.

Solucién

Vr cR(z>0=3Jy Ry’ =2)) = Iz cR-(z>0= 3y c Ry’ =1))
Jz e R (z>0A-Fy € R(y* =1))
= 3x€R(m>O/\‘v’y€R(y27éa:))
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En lenguaje natural, la primera proposicion afirma que todo numero real positivo es el
cuadrado de un ndmero real, en otras palabras, afirma la existencia de la raiz cuadrada de
cualquier numero real positivo, lo cual es verdadero.

2.4. Ejercicios Propuestos

1. Convierta los siguientes enunciados a lenguaje formal.

a) Si Pedro va al cine o Juan al teatro, entonces llamaremos un taxi.

(3

Los precios son altos si y sélo si los costos aumentan.

Si la produccién aumenta entonces bajaran los precios.

Q 0o

e) El triple de un numero es 24.

~-

) Si aumenta la demanda esto implica que aumenta la oferta y viceversa.
) El volumen de un cubo es igual es igual al cubo de sus aristas.

El cuadrado de la diferencia de dos nimeros enteros es igual al triple de la
diferencia de sus cuadrados.

g

h) La edad de Ignacia es el doble de la edad de Agustin.
i) Hace 8 afios la edad de Ignacia era % de la edad que Agustin tendra el préximo
ano.

2. Represente el enunciado siguiente usando conectores légicos:

a) Si no pago la luz, entonces me cortaran la corriente eléctrica.
b) Y si pago la luz, entonces me quedaré sin dinero o pediré prestado.
¢) Y si me quedo sin dinero y pido prestado, entonces no podré pagar la deuda si

y sélo si soy desorganizado.

3. Desarrolle las tablas de verdad de las siguientes expresiones légicas y razone si son
contradictorias, consistentes o tautolégicas:

a) ~(pNg) < (=pV )
b) [(peaAlger)) e (per)
c)lp=(gvnelp—=9Vip—r)

4. Simplifique las siguientes proposiciones usando algebra ldgica:

a) p—[~q— (pVq)
b) aV [(b— —b) A (a — —a)]
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10.

c) (qvs)A[(gAp)V(gApAT)V(gVpV—r)A(gVr)
Demuestre las siguientes equivalencias utilizando las propiedades o teoremas de légica.

a)p—=>(@—=r)=q—(p—r)

b) [(p—aq) < pl=(@ANq)

Se define el “o exclusivo” comopY qg=(pVq) A (pAq).

a) Encuentre la tabla de verdad del operador V.

b) Demuestre las siguientes tautologias:

(i) bA(@Yn)]=[Ag Y (pAT).

(i) (pYqg)=(p<q).

Sean los conjuntos:

A = {n € N; n miltiplo de 6; 0 < n < 51}

B = {m € N; m miltiplo de 4; 10 < m < 40}.
Encuentre [P (A)|, |P(B)|, |P(AUB)|, |[P(ANB)|y|P(B— A)|.

Sean Ay B subconjuntos de U. Demuestre que:

ANB‘=0< ACB.

Demuestre que,

a) [{(A\ B)°UB}\ AlN(A°UB) = A-.

b) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

) (AU(BNC)U(B°NCHUC) = (AUC) NB.
d) A°\ B°= B\ A.

e) P(A)UP(B) CP(AUB).

f) P(A)NP(B)=P(ANB).

Todos los 360 alumnos que toman el curso de Fundamentos de Matematica deci-
den practicar deporte. 160 juegan volleyball, 180 football, 220 natacién, 70 juegan
volleyball y football, 84 juegan football y practican natacién, 64 juegan volleyball y
practican natacién j Cudntos practican los los tres deportes? ;j Cudntos practican sélo
volleyball? j Cudntos sélo football? j Cuantos sélo natacién?
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11. Se realizé un estudio a 170 clientes de una compaiiia de servicios de telefonia, internet
y televisién satelital tomados al azar. Dicho estudio revelé que 102 personas tienen
contratados servicios de telefonia, 62 de internet y 89 de television satelital. EI mismo
estudio indicé que 32 personas cuentan con telefonia e internet, 44 tienen telefonia
y television satelital y 15 personas tienen los tres servicios j Cudntas personas tienen
contratados internet y television satelital? jCudntas personas cuentan con un sélo
servicio?

12. Encuentre el valor de verdad de las siguientes proposiciones y niéguelas. Justifique
adecuadamente.

a) dx € Z; x miltiplo de 6 = x multiplo de 3.
b

Cc

)
) 3!n € N;n tiene una raiz cuadrada exacta.

) (VaeN)(VbeN)(IpeZ)(Jy€Z)(ax + by =1).

d) (V6>0)(FmeR) [V < p,m>zx)A Ve >p,m< ).
3
9’
proposicion justificando adecuadamente y luego niéguelas.

1
13. Considere el conjunto €2 = < =2, —— —1, 5,3}. Estudie el valor de verdad de cada

a)p: Alx e a?+3x+2=0.
b) q: Ve eQ; 2? > x.
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Capitulo 3

Conjuntos numeéricos

3.1. Numeros naturales y enteros

Iniciamos nuestro estudio de los nimeros con aquéllos que nos son mas conocidos, el con-
junto de los nimeros naturales y el conjunto de los niimeros enteros. Los primeros, son
aquellos que nos sirven para contar. Hay una vieja discusién acerca de si el nimero 0 es o
no un ndmero natural. Es cierto que su aparicién en la historia es muy posterior a la del
resto de los nimeros naturales (jsabias que no existe el afio 07), pero actualmente los nifios
aprenden sobre el 0 junto con los demds nimeros desde el principio. Los nimeros enteros
se construyen a partir de los naturales agregando un reflejo de cada numero natural no
nulo. Asi, el reflejo del nimero 3 es —3 vy el reflejo de 100 es —100. Ello nos permite, por
ejemplo, hablar de metros de altura sobre el nivel del mar y metros de profundidad bajo el
nivel del mar, o saldo con nimeros azules o nimeros rojos en el balance de una compaiiia.
Revisaremos las propiedades basicas de estos dos conjuntos numéricos y nos centraremos
en la formulacién matemdtica de ellas y la forma en que demostramos.

Propiedades basicas

En esta seccién nos centraremos en el conjunto Z* = {1, 2, ..., n,...} de los enteros
positivos, a pesar de que todo lo que digamos puede extenderse naturalmente al conjunto
de todos los enteros. Estudiaremos primero las propiedades de divisibilidad de los niimeros
enteros positivos y formularemos el Teorema Fundamental de la Aritmética.

Un principio o axioma es una verdad que se asume y acepta sin cuestionamiento. Los axiomas
para la suma y la multiplicaciéon de niimeros enteros son de todos conocidos, asi como los
axiomas de orden, por lo que los enunciamos sin comentarios.

1. Axiomas para la suma. Existe una operacion binaria en Z, llamada suma que
satisface para todo par de niimeros enteros a y b:
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(A.1) Clausura. a +b € Z.

(A.2) Conmutatividad. a +b = b+ a.

(A.3) Asociatividad. a + (b+c¢) = (a+b) +¢

(A.4) Elemento neutro. a 4+ 0 = a.

(A.5) Inverso aditivo. Todo niimero entero a posee un inverso aditivo —a tal que

a+ (—a)=0.

2. Axiomas para la multiplicacion. Existe una operacién binaria en Z, llamada
multiplicacién que satisface para todo a, b, ¢ € Z:

(M.1) Clausura. ab € Z.

(M.2) Conmutatividad. ab = ba.

(M.3) Asociatividad. a(bc) = (ab)c.

(M.4) Elemento identidad. 1la = a.

(M.5) Distributividad. a(b+ ¢) = ab + ac.

3. Axiomas de orden. Existe una relacién binaria en Z, <, que satisface para todo
a, b, ce:

(O.

1) Reflexividad. a < a.

) Antisimetria. a <bAb<a=a=0.
)

)

(0.2
(0.3) Transitividad. a <bAb<c=a<c.

(O.4) Tricotomia. Dado cualquier par de niimeros enteros a y b hay solo tres posibi-
lidades: a <bob<aoa=0.

(0.5) Compatibilidad con la suma. a <b=a+c<b+c.
(0.6) Compatibilidad con el producto. a < bAc> 0= ac < be.

Todos los axiomas anteriores se resumen diciendo que el sistema (Z, +, -, 0, 1,—) es un
dominio de integridad ordenado. En los cursos de matematica nos preocuparemos de
estudiar la estructura de conjuntos numéricos y otros objetos dotados de operaciones co-
mo los racionales, los polinomios y las matrices. Los nimeros enteros tienen caracteristicas
especiales que los distinguen de las otras estructuras mencionadas. La mas importante de
ellas es el axioma que enunciamos a continuacion:

Principio de Buen Orden. Todo subconjunto no vacio de enteros positivos posee un
menor elemento.

Por supuesto, esta propiedad no es cierta en el conjunto de todos los nimeros enteros, ni
tampoco en el conjunto de los nimeros racionales, ni reales. A pesar de su simpleza, el
Principio de Buen Orden es una herramienta muy poderosa y permite demostrar teoremas
sumamente complejos. Por ejemplo:
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Proposicion 3.1.1 Todo nimero entero tiene un sucesor y un antecesor (predecesor) in-
mediato.

Divisibilidad
Teorema 3.1.2 (Algoritmo de la divisién)
Para cualquier par de nimeros a, b € Z+ existen dos nimeros enteros no negativos q y r,

unicos, tales que b = qa +r, con 0 < r < a. Al nimero q se le llama cuociente y a r,
resto de /a division.

Demostracion. Recordemos que esta clase de teoremas se llaman de existencia y unicidad,
pues una proposicidon que empieza con el cuantificador “existe un wnico’ equivale a dos
proposiciones, una que afirma que existe algunoy otra que afirma que no hay dos diferentes.
Por lo tanto, la demostracién consiste en probar ambas afirmaciones por separado.
Demostremos primero existencia usando el Principio de Buen Orden.

Formemos el conjunto M = {b, b —a, b — 2a, b — 3a,...}. Si 0 € M, entonces existe un
elemento ¢ € Z" tal que b — ga = 0 y hemos terminado. Si 0 ¢ M, entonces M NZ* es
un conjunto no vacio (al menos b € M NZ™) de enteros positivos y por lo tanto tiene un
menor elemento, digamos r = b — ¢ - a. Asi, hemos demostrado la existencia de los nimeros

qyr.

Para demostrar unicidad, lo habitual es suponer que hay otra descomposicién, digamos
b=qda+7r,con0<7r <ayq#q y/or #r'. Entonces, (¢ —¢)a+ (r—1")=0,es
decir, (¢ — ¢')a = r’ — r. Ahora, como —a < 1’ — r < a, necesariamente r =1’y ¢ = ¢.

|
En matematica, una definicién consiste en introducir nuevos objetos con reglas muy precisas
de comportamiento, de manera que no nos lleve a confusién. A partir del algoritmo de la
divisién definiremos el concepto de divisibilidad y estudiaremos sus propiedades.

Definicién 3.1.3 Dados a, b € Z*, diremos que a divide a b, en simbolos a | b si existe
un entero positivo ¢ tal que b= a - c. Si a | b, diremos que a es un divisor o un factor de
b o que b es un miultiplo de a.

La siguiente proposicidn relne las principales propiedades de la divisibilidad.

Proposicion 3.1.4 Propiedades de la divisibilidad.
Sean a, b, ¢, d y e nimeros enteros positivos.

1. Propiedad antisimétrica. Sia | b y b | a, entonces a = b.
2. Sia|byc]|d, entonces ac | bd.

3. Propiedad transitiva. Sia | by b | ¢, entonces a | c.
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4. Sia|byald, entonces a | (bc+ de).

Demostracion. Todas estas propiedades se pueden probar por el método de demostracién
directa. El método, como su nombre lo indica, consiste en asumir verdaderas las premisas
y usar propiedades y axiomas anteriores hasta obtener la conclusién. Recordemos que la
implicacién solo es falsa si el antecedente es verdadero y el consecuente, falso, por lo que
la demostracién directa consiste en asumir el antecedente verdadero y concluir que, en ese
caso, el consecuente ha de ser verdadero, y con ello, la proposicién completa es verdadera.

1. Suponemos verdaderas las premisas a | by b | a y debemos concluir que a = b.

Por definicién, si a | b debe existir un entero positivo ¢ tal que b = ac y si b|a, debe
existir un entero positivo d tal que a = bd. Entonces, a = bd = acd, de donde c¢d = 1
(propiedad de cancelacién para la multiplicacién), luego ¢ = d =1y a = b, como
queriamos probar.

. Ahora suponemos que a | by ¢ | d. Esto significa que podemos escribir b = ak y

d = cl para ciertos enteros positivos k y [. Multiplicando ambas expresiones, tenemos
que bd = akcl = acm, donde m = kl € Z*. Es decir, el nimero entero ac es un
factor del producto bd, como queriamos probar.

. Supongamos que a | by b | c. Entonces, existen k, | € Z* tales que b = ak y ¢ = bl.

Entonces ¢ = akl = am, de donde a | c.

. Por dltimo, sia | by a | d, entonces podemos escribir b = ka y d = la para ciertos k

y I, nimeros enteros. Entonces bc + de = kac + lae = a(kc + le), es decir, a es un
factor de bc + de.

Ejemplo 3.1.5 Demuestre que 7 es divisor del niimero entero 3*"*1 4 2"2 para cualquier
numero natural n.

Solucién

Aplicaremos la propiedad 4. de la proposicion anterior. Usando la factorizacion

mn_yn: (.T—y)(l’nil+$n72y+...+l’yn72+ynil)

tenemos que

9" — 2" =7(9" 49" 224 492" 2 420

Ahora bien,

Como los dos sumandos de la derecha son muiiltiplos de 7, entonces la expresion completa
es multiplo de 7 como queriamos demostrar.
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Definicién 3.1.6 (Maximo comiin divisor)
Dados dos numeros enteros positivos, a, b, el mayor divisor comtin entre ambos se conoce
como maximo comin divisor y se escribe med{a, b}.

Es facil notar que el conjunto de divisores de un nimero es finito, y ademds, 1 es divisor de
cualquier entero, luego el maximo comtn divisor siempre existe. Un método practico para
encontrarlo estd basado en el Algoritmo de la divisién y se conoce como Algoritmo de
Euclides. Antes de mostrar el Algoritmo, demostremos un lema practico.

Lema 3.1.7 Sib = qa +r, entonces mcd{a, b} = mcd{a,r}.

Demostracién. Primero intentemos entender la afirmacién. Muchas veces, es lo tnico que
necesitamos para visualizar un método de demostracién apropiado. En este caso, la afirma-
cién es que el maximo comun divisor entre dos enteros a y b es igual al maximo comdn
divisor entre cualquiera de ellos y el resto que entrega el Algoritmo de la divisidn.

Haremos una demostracién directa. Como queremos demostrar una igualdad entre nlimeros,
lo que hacemos es usar la propiedad antisimétrica que demostramos en la proposicién an-
terior. Supongamos que b = ga + r y sean d = mcd{a,b} y e = mcd{a,r}. Probaremos
que d < ey e < d. Para la primera desigualdad, como r = b —ga y d|a y d|b, tenemos que
d|r. Luego, d < e. Por otro lado, e|a y e|r, luego e|b, de donde e < d. De aqui podemos
concluir que e = d.

|
Veamos ahora cémo funciona el Algoritmo de Euclides.
Sean a, b enteros positivos y supongamos a < b. Entonces existen ¢; y r; tales que:
b=qa+r, 0<r <a.

Si 71 = 0, hemos terminado, pues entonces a|b y med{a,b} = a. Si 1 # 0, entonces,
aplicando nuevamente el Algoritmo de la divisidn, existen ¢, y 7o tales que:

(ZZ(_]QT1+7“2,O§7"2<7“1.
Si ro = 0, detenemos el proceso. Si no, existen g3 y r3 tales que:
7"1:(]37’2—|—T'3,O§7"3<T’2.

Es claro este proceso es finito pues hay solo un nimero finito de enteros entre 0y 7y y
podemos continuar hasta obtener una sucesién 0 = r, .1 <71, < ... <7 tal que:

Tic1 = Qit1Ti +Tiv1, 0 < <1y

El dltimo paso es 7,1 = ¢ni17n-

Luego mcd{r,_1,7,} = 7, y, aplicando el lema anterior,

mcd{a, b} = med{a,r } = med{r,ro} = ... med{r,_1,7,} = 7p.
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Ejemplo 3.1.8 Calculemos mcd{644,189}.

644 = 3-189+ 77
189 = 2-77435
o= 23547
35 = 5-7+0.

Luego, (644,189) = 7.

El conocer el maximo comin divisor entre dos niimeros enteros no es solamente util para
sumar fracciones.

Corolario 3.1.9 Sid = mcd{a, b}, entonces la ecuacion d = ax+by tiene siempre solucion
entera.

Demostracion. Como d = r,, en el Algoritmo de Euclides, podemos expresar d en términos
de r,,_1 y r,_o. Estos, a su vez, se pueden expresar en términos de los dos restos anteriores
y podemos continuar este proceso hasta tener expresado r,, en funcién de a y b.

|
En nuestro ejemplo

7T=77—2-35=77—2(180 —2-77) =5(644 —3-189) —2-189 =5-644 — 17 - 189.

Ejemplo 3.1.10 Antes de irse de la ciudad, el circo Animales acrdbatas realizé una fun-
cién especial con entradas rebajadas. El valor para adultos fue $3.600 y para nifios, solo
$1.500. Si la recaudacion final fue de $1.800.000, los asistentes adultos fueron al menos 350
y habia mds nifios que adultos, jes posible saber exactamente cudntos adultos y cudntos
nifos asistieron?

Solucién

Si llamamos x al nidmero de adultos e y al nimero de nifos que asistié, podemos plantear
la ecuacion 3600x + 1500y = 1800000 o, equivalentemente, 12x + 5y = 6000. Como

mcd{12, 5} = 1, la ecuacion 12x + 5y = 1 tiene solucién entera, por ejemplo, x = —2 e
Yy = 5.
Por supuesto que hay muchas otras soluciones. En general t = —2+5a ey =5 — 12a es

solucién de la ecuacién cualquiera sea el valor de a. Por lo tanto, x = 6000(—2 + 5a) e
y = 6000(5 — 12a) es solucién de la ecuacién 12x + 5y = 6000.

Ahora, de las condiciones del problema, tanto x como y deben ser nimeros positivos y
x < y. Ello implica las desigualdades

> 2 < o < 7
a> - a< — a< —.
5 12’ 17

86 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



3.1 Numeros naturales y enteros

2 7 5 2 7 6000
Com20§0< T < T2’ obtenemos £ <a< 7 de donde 0 < z < =T <y < 300. Ya
que ~ 352,9 y por hipdtesis x > 350, escribiremos y en términos de x para calcular
1
el nimero exacto de asistentes. Despejando a en funcion de x, tenemos a = R (6(?% + 2)
12 12
y reemplazando, y = 6000 (5 -5 (6096% + 2)) = 1200 — Ex En particular, nece-

sariamente 5|x y por lo tanto el nimero exacto de adultos asistentes fue 350, de donde
deducimos que hubo 360 nifnos.
|

Revisemos ahora algunas de las principales propiedades del Maximo Comtin Divisor:

Proposicion 3.1.11 Sean a y b ndmeros enteros positivos. Entonces:

b d{a,b
1. Si k es un divisor comin de a y b, entonces mcd {%, E} = w.

2. Sin es cualquier entero, med{n - a,n - b} = n-mecd{a, b}.

b
3. Simcd{a,b} = d, entonces med {g, E} = 1.

Demostracion.

1. Demostracién directa. Por hipdtesis, existen dos enteros positivos m y [ tales que
a =mk y b= 1k. Ademas, por el corolario anterior, sabemos que existen dos enteros

ry s tales que:
ar + bs = med{a, b} = d.

Por la propiedad 4. de la Proposicién3.1.4, necesariamente k | d. Asi, existe un entero
positivo ¢ tal que d = kc. Ahora, como d divide tanto a a como a b, tenemos que ¢
divide tanto a m como a [.

Nos falta probar que ¢ = med{m,[}. Si ¢ es un divisor comin de m y [, entonces
existen enteros m’ y I’ tales que m = ¢/'m’ y | = /I’ y multiplicando ambas igualdades
por k obtenemos a = ¢m’k y b = l'k. Luego k¢’ es un divisor comdn de a y b por
lo tanto k¢ | d, es decir ¢ | .

2. Ahora podemos usar la propiedad anterior, pues n es un divisor comin de n-ay n-b.
{n-a n-b} med{n - a,n - b}
Luego, mcd , =

n n

- , que equivale a decir,

n - med{a, b} = med{n -a,n - b}.

a b} ~ mcd{a, b} _

3. Nuevamente un caso particular de (1), con m = d. med {E’ 7 y
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Primos y primos relativos

Definicion 3.1.12 Dos niimeros enteros positivos a y b se dicen primos relativos si
mcd{a,b} = 1.

El siguiente teorema nos da un método para determinar si dos enteros arbitrarios son primos
relativos.

Teorema 3.1.13 a y b son primos relativos si y solo si existen dos nimeros enteros x e y
tales que 1 = ax + by.

Demostracién. Este teorema consta en realidad de dos afirmaciones que debemos de-
mostrar por separado:

(=) Si ay b son primos relativos entonces existen dos nimeros enteros = e y tales que
1 =ax + by.
Esto es consecuencia directa de la definicién de primos relativos y el Corolario 3.1.9.

(<) Si existen dos nimeros enteros = e y tales que 1 = az + by, entonces a y b son primos
relativos.
En este caso conviene usar un método de demostracién indirecta llamado por contrareci-
proca, el cual consiste en usar la formulacién equivalente a p = ¢, -¢ = —p. Es decir,
suponemos que a y b no son primos relativos y demostramos que la ecuacién 1 = az + by
no tiene solucién entera.
Supongamos que mcd{a,b} = d > 1. Entonces, por propiedad (4) de la Proposicién
3.1.4, d divide a cualquier combinacién lineal ax + by, luego no existe solucién entera para
ax +by =1, pues d f1.

|

Ejemplo 3.1.14 Para resolver en 7Z la ecuacion 23z + 9y = 7, notemos que:

23 = 2:9+5
9 = 5+4
= 4+ 1

Luego, 1 =2-23 —5-9 y multiplicando esta ultima igualdad por 7, obtenemos v = 14 e
y = —35. Como vimos anteriormente, de aqui obtenemos en realidad las infinitas soluciones,
x =144 9a, y = —35 — 23a para cualquier a € 7.

Enunciemos algunas de las principales propiedades de los primos relativos.

Proposicion 3.1.15 Sean a,b dos nidmeros primos relativos y sean c, d nimeros enteros
POsitivos.
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1. Sic|layd|b, entonces med{c,d} = 1.
2. Sia| be, entonces a | c.
3. Sialcyb]|c, entoncesab | c.

4. Simcd{a,c} =1, entonces med{a, bc} = 1.

Demostracion. Para demostrar cada una de estas afirmaciones usamos demostracién di-
recta aplicando el teorema anterior, es decir, como mcd{a,b} = 1, existen enteros x e y
tales que:

ar+by =1 (3.1)

1. Sic| ayd]| b entonces existen dos enteros positivos k, m tales que a = ck y
b = dm. Pero entonces, reemplazando en la ecuacién (3.1), ckx + dmy =1y por el
teorema anterior, med{c,d} = 1.

2. Multiplicando por ¢ la ecuacién (3.1) obtenemos acz+bcy = ¢y como a divide a cada
uno de los términos acx y bcy, entonces usando la propiedad 4. de la divisibilidad,
obtenemos que a | c.

3. Nuevamente multiplicamos por ¢ la ecuacién (3.1). Ahora, como a | ¢y b | ¢, existen
enteros k y m tales que ¢ = ak = bm. Reemplazando, resulta abmax + baky = ¢, es
decir ab | c.

4. Ahora tenemos ademads, que existen enteros u y v tales que au + cv = 1. Es decir
(ax + by)(au + cv) = 1, o mejor, a(x(au + cv) + byu) + beyv = 1, y por el teorema
anterior, mcd{a, bc} = 1.

Definicién 3.1.16 (Nimero primo)

Un entero positivo p # 1 se dice que es un primo si sus tnicos divisores son 1 y p. Un
numero entero que no es primo se llama compuesto. Un entero negativo es un primo si su
inverso aditivo lo es.

El método mas elemental para encontrar todos los niimeros primos menores que un cierto n
dado, es conocido como Criba de Eratdéstenes y consiste en escribir los nimeros enteros
positivos en orden creciente hasta n y luego ir eliminando sucesivamente los mdiltiplos de 2,
3, etc., hasta eliminar todos los nimeros compuestos. Por ejemplo, si n = 120:
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1
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Podemos ver en la tabla que la aparicion de primos se va espaciando y seria razonable
conjeturar que tal vez éstos se acaban en algiin momento. La primera demostracién de la
infinitud de los primos aparece en uno de los libros de Los Elementos de Euclides, 300 afios
antes de Cristo. Demostraremos primero algunas propiedades respecto a los nimeros primos.
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Proposicion 3.1.17 Si un nidmero primo p divide al producto de dos niimeros enteros,
entonces necesariamente p divide al menos a uno de los factores.

Demostracion. Sea p un niimero primo y sean a, b € Z". Podemos expresar esta proposi-
cién en simbolos:
pl(ab)=pla Vv p|b.

Usaremos método de demostracién directa, pero aplicaremos una técnica especial que cono-
cemos como andlisis de casos. Como su nombre lo indica, el método consiste en analizar
por separado distintos casos hasta cubrir todos los posibles. Supongamos entonces que p|ab
y analicemos por separado las dos posibilidades: o bien p|a o bien p fa.

» Si p | a, estamos listos, pues en tal caso la afirmacién p|a V pl|b es cierta.

= Sipfa, entonces med{p,a} = 1, luego, por la propiedad (2) de los primos relativos,
obtenemos que p | b, como queriamos probar.

|
Teorema 3.1.18 Todo nimero compuesto tiene un factor primo.

Demostracion. Para demostrar el teorema usaremos el Principio de Buen Orden, es decir,
construiremos un conjunto apropiado de nimeros naturales que serd no vacio y por tanto
tendrd un menor elemento.

Sea n un niimero compuesto. Consideremos el conjunto:

D:={deZ":d>1Ad|n}.
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Por hipdtesis, este conjunto es no vacio y por tanto posee un menor elemento, digamos a.
Afirmamos que necesariamente a es primo. Si no, existe ¢ tal que 1 < ¢ < a y c|a, pero
entonces, por transitividad, ¢|n y ¢ € D, contradiccion pues a era el menor elemento de D.

|

Teorema 3.1.19 (Teorema Fundamental de la Aritmética)
Todo niimero entero positivo admite una factorizacion prima. Tal factorizacién es tnica,
excepto por el orden en que aparecen los factores primos.

Demostraciéon. Nuevamente estamos en presencia de un teorema de existencia y unicidad.
Demostremos existencia. Sea n un entero positivo. Si n es primo, hemos terminado; si no,
por el teorema anterior, n tiene un factor primo, digamos n = pi;n; con p; nimero primo.
Podemos elegir p; como el menor divisor de n distinto de 1. Si n; es primo, hemos termi-
nado; si no, repetimos el proceso y obtenemos un primo ps tal que p; < pa, n = pipans y
ny < np < n. Como el nimero de enteros positivos menores que n es finito, este proceso
termina en alglin momento y tenemos que n. = pips ... pg, con p; < po < ... < pg primos.
Con ello demostramos la existencia de la factorizacién prima de cualquier entero positivo.
Ahora demostremos la unicidad.

Sean=pip2.. Pk =qq2--Gm, cON P <P < ... <Py @ < g < ... < gy, primos
y supongamos k < m. Como p1|p1ps - - - pr, tenemos que p1|qi1Gz - - - ¢m, luego p; = q1. Por
igual razonamiento obtenemos que ps = @2, ..., pr = qr de donde 1 = qxy1...qn, NO
puede ser. Por lo tanto, k = m y la factorizacién de n es Unica.

|
Teorema 3.1.20 E/ conjunto de nimeros primos es infinito.
Demostracion. Haremos una demostracién por contradiccion.(—p = (r A —r)).
Supongamos que el conjunto fuese finito, digamos P = {py,...,p,}. Entonces, el nimero
n =mp-p2-...Pp+ 1 no pertenece al conjunto P, pues es mayor que cualquier elemento

de P y por tanto, seria un nimero compuesto. Ello significa que tendria un factor primo,
pero ningun elemento de P divide a n. Es decir, el nimero n es primo y no es primo, una
contradiccién. La contradiccion surgié de nuestra suposicion de que el nimero de primos
era finito y, por tanto, debe ser infinito.

|

Reglas de divisibilidad

Aplicaremos los teoremas anteriores para formular algunas reglas de divisibilidad que nos
seran (tiles mas adelante. Demostramos las dos primeras y dejamos las siguientes como
ejercicios al lector.

1. Un niimero entero a es par si y solo si a® es par.
Demostracién.
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= Si a es par, entonces a = 2k para algln entero k. Entonces a? = 4k = 2m,

donde m = 2k? es un entero. Luego, a? es par.

< Ahora haremos una demostracién por contrareciproca. Es decir, debemos probar
que si a es impar (no es par), entonces a® es impar.
Ahora, si a es impar, entonces a = 2k — 1 para algin entero k, de donde
a’? = (2k — 1) = 4k*> — 4k + 1 = 2(2k* — 2k) + 1 es un ndmero impar.

|
2. Un ndmero entero es divisible por 3 si y solo si la suma de sus cifras es divisible por 3.

» Notemos que la expresién 10"a,, + 10" ta,_; + - - - 4+ 10a; + ag, donde los coe-
ficientes a,,, a,_1, ..., ai, ag son nimeros entre 0 y 9, representa justamente
al nimero a,a,_1 ...ayaqg. Asi, por ejemplo, el nimero 4503 se representa como
la suma 10% -4 4+ 10%-5+10-0 + 3.

= Recordemos también la factorizacién 10¥ — 1 = (10 — 1)(10%~1 + ... + 10+ 1).
En particular, 10 — 1 es un nimero divisible por 9.

= Sea a un nimero entero cuya representacion como suma de potencias de 10 es
10"a,, + 10" ta,_1 + - - - + 10a; + ao. Entonces,
a = 10"a, + 10" 'a,_1 + - + 10a; + ag
= (10" =1+1)a, + -+ (10 =14 1)a; +aop
= (10" =1Da,+---+(10—1Da;+ap+ar+ -+ an_1+ay,
9% +ap+ar+---+an_1+ ay.

= Por la propiedad (4) de la Proposicién 3.1.4, el nimero a es divisible por 3 solo
si lasuma a, + -+ 4+ a; + ag, es decir, la suma de sus cifras, es divisible por 3.

3. Un nidmero entero es divisible por 4 si y solo si la suma de sus dos Ultimas cifras es
divisible por 4.

4. Un numero entero es divisible por 5 si y solo si la cifra de las unidades es 0 o 5.

5. Un ndmero entero es divisible por 6 si y solo si es divisible por 2 y por 3.

Principio de induccion matematica

Terminaremos esta seccién estudiando una herramienta fundamental en matemdtica. El
Principio de Buen Orden es equivalente al Principio de Induccién Matematica, que constituye
uno de los principales métodos de demostracién para enteros positivos. Ambos principios
son equivalentes en el sentido que podemos elegir indistintamente uno de los dos como
axioma y demostrar el otro como teorema.
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Teorema 3.1.21 (Primer principio de induccién matematica)

Sea P(x) una funcién proposicional que satisface:

(i) P(1) es verdadera.

(ii) Si suponemos que P (k) es verdadera, ello implica que P(k + 1) también es verdadera;
entonces la proposicion Yx € 7" (P(z)) es verdadera.

Muchas afirmaciones acerca de nimeros enteros positivos se demuestran por el Método
de Induccién Matematica, basado en el teorema anterior. Este método funciona de la
siguiente manera:

Ejemplo 3.1.22 Todo niimero entero positivo de la forma 22" — 1 es muiltiplo de 3.

Solucién

En primer lugar, verifiquemos que la afirmacion es cierta paran = 1. En efecto, 2t —1 = 3.
El segundo paso es algo mas complejo. Debemos demostrar que si suponemos que la afir-
macion es cierta para un cierto k, entonces la afirmacion también es cierta para el entero
siguiente k + 1.

Supongamos entonces que 2°* —1 = 3a, para algtin entero positivo a y analicemos qué ocurre
con la expresion cuando reemplazamos k por k + 1.

220D 1 =227 —1=4.2% —1=3.2"+2 - 1=3.2" 430 =3(2% + q)
y entonces la proposicion es verdadera para k + 1.

Luego, se cumplen las hipdtesis del Principio de Induccion y por lo tanto, la propiedad
Q" — 1 es mailtiplo de 3" es cierta para todo niimero entero positivo n.
|

Ejemplo 3.1.23 E/ lector puede usar la técnica anterior para demostrar el ejemplo 3.1.5
por induccion.

Observacion 3.1.24 E/ principio de induccion matemdtica tiene una formulacion equi-
valente, aunque aparentemente mads compleja, la cual es necesaria para demostrar algunos
teoremas posteriores. La dejamos enunciada sin mayores comentarios.

Teorema 3.1.25 ( Segundo principio de induccién matematica)

Sea P(x) una funcién proposicional que satisface:

(i) P(1) es verdadera.

(ii) Si suponemos que P(i) es verdadera para todo i < k, ello implica que P(k) también es
verdadera, entonces la proposicion Ya € Z(P(x)) es verdadera.
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Definiciones recursivas

El Principio de induccién matemdtica nos permite mejorar la forma de realizar algunas
definiciones, llamadas recursivas. Significa que no definimos directamente, sino que damos
una regla de cémo definir en el paso k£ + 1 cuando ya se ha definido en el paso anterior.
Veamos algunos ejemplos:

= Potencia. Inicialmente definimos potencias usando puntos suspensivos:
a =a-a-...-a.

La definicidn recursiva de la potencia n-ésima para cualquier entero positivo n es:

Cll = a

"t = 4 a.

Asi,a> =a-a, a® =a?>-a=a-a-a,y asi sucesivamente, la definicién corresponde
exactamente a lo que conociamos como n-ésima potencia.

= Factorial

=1
(n+1)! = nl-(n+1).

Por ejemplo, 2! =1,3!=2-3,4!1=2.3-4.
El factorial esta definido solo para nimeros positivos. Se agrega, por definicién, 0! = 1.

Sumatoria

Definicién 3.1.26 (Sucesidn)

Una sucesion es una funcion cuyo dominio es el conjunto de nimeros enteros positivos.
La entendemos como una enumeracion de elementos. Habitualmente, en vez de decir que
f : Z* — R definida por f(n) = a, es una sucesion, decimos que {a,}ncz+ €s una
sucesion real.

Ejemplo 3.1.27 La sucesion {2n—1} representa una enumeracion de los niimeros impares,
puesa, =1,a, =3, a3 =>5,....

(=D" 1

57_57....

Ejemplo 3.1.28 La sucesion { } corresponde a la enumeracion —1,

Muchas veces estamos interesados en conocer la suma de los n primeros términos de una
sucesién, para cualquier valor de n. Por ejemplo, jcémo calcularias la suma de los 100
primeros nimeros naturales? La tradicidon cuenta que justamente éste fue el problema que
propuso el profesor a un curso de nifios de 9 afios en 1786. Seguramente el profesor pensé que
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disponia de un par de horas libres. Sin embargo, a los pocos minutos un nifio llegd con la
respuesta: 5050. El nino se llamaba Carl Friedrich Gauss y el siguiente fue su argumento:

1 + 2 + ... + 100
+ 100 + 99 + ... + 1
101 + 101 + ... + 101

Entonces, si Sy representa la suma de los primeros 100 niimeros naturales, tenemos que
28100 =100 - ]_01, de donde SlOO = 50-101 = 5050.

Notemos que el argumento de Gauss es facilmente replicable a la suma de los primeros n
nimeros naturales, cualquiera sea el nimero n.

Introducimos ahora una escritura ad hoc para representar expresiones de la forma,
a1+a2+"'+an—1+ana

mediante el uso del simbolo > (letra griega sigma). Con esto, la forma abreviada de la

suma anterior es,
n
E @h
i=1

la que se lee “sumatoria de a;, desde i = 1 hasta n” o “sumatoria desde i = 1 hasta n de
CLZ‘” .
Formalmente, si {a;} es una sucesién, la suma de los n primeros términos de la sucesién

sumatoria se define recursivamente de la manera siguiente:

Eai:al

i=1
n+1 n
E a; = E a; + apt1-
i1 i=1

n n n
Es importante tener claro que > a; = > a; = Y ay, es decir, las variables 7, j, k son mudas,
i=1 7j=1 k=1

esto significa que se pueden reemplazar por cualquier otra letra excepto n, no alterandose
el valor de la suma.

En la siguiente proposicién damos las principales propiedades que posee la notacién suma-

toria.

Proposicion 3.1.29 Sean {a;} y {b;} sucesiones de nimeros reales, A\ € R, n,k € N y
0 < k < n. Entonces, tenemos las siguientes propiedades,
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n n n n+k
1. Z)\az = )\Zﬁll 4. Zai = Z Ai_k-
i=1 i=1 i=1 i=k+1
2‘.21(ai+bi):.zlai+zlbi' 5 3 A=m—-k+1)\
= = = =k

Z Zaz + Z Q. 6. Z ((li — ai_l) = an — Q.
=1

i=k+1 =1

Demostracion. Las demostraciones de estas propiedades se hacen mediante induccién sobre
el nimero de términos de la sumatoria. Probaremos 2. y 6. quedando las restantes como
ejercicios al lector.

Para la propiedad 2. tenemos,

= Verificamos primero la afirmacién para n = 1, es decir,

1 1
Y (ait+b)=ar+b =Y a+y b
=1 =1

=1

—_

. Suponemos va||da la aﬁrmaaon para n, es decir, tenemos la hipdtesis de induccién

Z (a; +b;) = Zaz + Zb Debemos mostrar que la propiedad es valida para n + 1,

=1 =1 =1
. n+1 n+1 n+l
esto significa demostrar que > (a; +b;) = Y a; + > b;.
i=1 = =
n En efecto,
n+1 n

ST(ai+b) = > (ai+b) + (@us1 + burr)

=1 =1

= Zai+zbi+an+l+bn+l

i=1 i=1
n n
= E a; + apy1 | + E b + bp 1
i—1 i=1
n+1 n+1

i=1 i=1

= Puesto que se cumplen las dos condiciones del Principio de induccidn, la afirmacién
es valida para cualquier entero positivo n.

Para la propiedad 6. tenemos,
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1
" SITL:L Z(ai—ai,l):al—ao.
i=1

= Suponemos valida la propiedad para n. Con esto tenemos la hipétesis de induccién
n

> (a; — a;—1) = a, — ag y demostremos para n + 1, es decir,

=1
n+1
Z (ai - ai—l) = Gpt1 — Ag-
i=1
n En efecto,
n+1 n
Z (@, —ai—1) = Z (a; —ai—1) + (aps1 — ay)
i=1 1=1

= an_a0+an+1_an

= Qpy1 — Qo.

= De 1.y 2. concluimos que la afirmacidn es cierta para cualquier nimero de sumandos.

|
La propiedad 6. de la proposicién anterior es conocida como propiedad telescépica.
Con todo esto en mente nos abocamos a encontrar expresiones sencillas para calcular algunas
sumatorias de uso frecuente. En primer lugar, usando el argumento de Gauss, es facil ver

n n(n+1
que S0 = w
=1 2
Usaremos la propiedad telescdpica para determinar el valor de >_i%. Considerando que

=1
(i +1)° —i® = 3i® 4+ 3i + 1. Entonces,

n

Z(z’+1)3—z’3:(n+1)3—1:3i¢2+3ii+i1.
=1 =1 =1

i=1

n n n
Despejando > 4%, reemplazando las expresiones de > 7, > 1y reduciendo obtenemos,
i=1 i=1 =1

Zn:f: n(n—|—1)6(2n+1)'

i=1
Este procedimiento puede utilizarse para encontrar de manera recursiva la férmula de

n n
S~ k™, con m € N. Por ejemplo, para encontrar la férmula de > k3, utilizamos la relacién
k=1 k=1

(k+ 1)4 — k' = 4k3 + 6k* + 4k + 1, conociendo previamente las férmulas para las sumas
de ky k2.
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Ejemplo 3.1.30 Encontremos una férmula para la suma de los cuadrados de los n primeros
numeros impares.

Solucién

Sabemos que la forma general de un nimero impar es 2k — 1, con k € N. Con esto,

n n

d k-1 = Y (4K -4k +1)

k=1 k=1

= 4ik2—4ik+i1
k=1 k=1 k=1

_ 4n(n+1)(2n+1) _4n(n+1) .
6 2
n
= §(4n2—1).

Ejemplo 3.1.31 Sea r un ndmero real, r # 1. Queremos encontrar una férmula para la
n

suma geométrica S = g r'. Nuevamente usaremos la propiedad telescopica.

=1
Para ello, notemos que 1S = Z rt1, de donde:
=1
(1—-r)S=8S—-rS= Zri — Zr”l = Z(rl R S = B
=1 =1 =1
S
Despejando, obtenemos la formula buscada, Z rt = 7 # 1.
—r

i=1
Terminamos esta seccién sobre nimeros enteros estableciendo una ultima propiedad intere-
sante, que caracteriza a los niimeros reales en general, y a los enteros positivos en particular.
Se trata de aquella que expresa que el conjunto de los niimeros enteros positivos es infinito
y no acotado en R.

Teorema 3.1.32 (Propiedad Arquimediana)
Sia y b son nidmeros enteros positivos, entonces existe un ndamero entero positivo n tal que
a < nb.

Demostracion. Nuevamente usamos Principio de Buen Orden. Si a < b, estamos listos,
pues n = 2 basta. Si no, consideremos el conjunto:

{a—nb:ne€Z" Na—nb>0}.

Por construccién, este es un subconjunto de Z*. Como a > b, este conjunto es no vacio y
por tanto tiene un menor elemento, digamos a — mb. Pero entonces a — (m + 1)b < 0, es
decir, a < (m + 1)b < (m + 2)b. n
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3.2. Numeros reales

En esta seccién hablaremos del conjunto base para el estudio del Calculo Diferencial e In-
tegral, el cual es el conjunto de los nimeros reales. Paraddjicamente su presentacién fue
formalizada en el siglo XIX, dos siglos mas tarde del surgimiento del Calculo Infinitesimal,
desarrollado por Newton y Leibnitz!.

La importancia de los nimeros reales (R) radica en sus propiedades aritméticas (axiomas de
cuerpo) que ya conoces de la ensefianza basica y media y que hasta ahora hemos seguido
ocupando sin una justificcidn rigurosa y ademas de sus propiedades relacionadas con de-
sigualdades (axiomas de orden), junto a la mas trascendental de todas, su propiedad que
nos permite estudiar procesos continuos, la que guarda relacién con el axioma del supremo
y que no comparte con ninguno de los conjuntos vistos hasta ahora.

Comenzaremos el estudio formal de los niimeros reales, con los axiomas de cuerpo, los
cuales estan relacionados con el primer grupo de propiedades, es decir, las que tienen que
ver con la igualdad y las ecuaciones.

3.2.1. Axiomas de cuerpo

Los axiomas de cuerpo rigen las operaciones de adicién y producto, éstos nos entregan una
manipulacién algebraica de los nimeros en R. Podemos agruparlos en los siguientes:

A.1l. Clausura

La suma y la multiplicacién son cerradas en R, es decir,

m Va,be R, a+beR.
» Va,beR,a-beR.

A.2. Conmutatividad
La suma y la multiplicacién son conmutativas en R , es decir,

s Va,beR,a+b=0b+a.
m Va,beR,a-b=10>-a.

Tsaac Newton, fisico y matemético inglés, (1642 — 1727); Gottfried Leibniz, matematico y filésofo
alemdn, (1646 — 1716)
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A.3. Asociatividad

La suma y la multiplicacién son asociativas en R , es decir,
» Va,b,ceR, (a+b)+c=a+ (b+¢).
» Va,b,ceR,(a-b)-c=a-(b-c).

A.4. Neutros

El 0 € R cumple con la propiedad de neutro aditivo. Es decir,
VaeR,a+0=0+a=a.
El 1 € R cumple con la propiedad de neutro multiplicativo. Es decir,
VaoeR,a-1=1-a=a.

A.5. Inversos

Para todo a € R, existe (—a) € R, llamado opuesto aditivo o inverso aditivo, tal que,
VaeR,a+ (—a)=(—a)+a=0.

Para todo a € R\ {0}, existe a~! € R, llamado inverso multiplicativo o reciproco, tal

que,

1 1

VaeR,a-a =a  -a=1.

Por ultimo, enunciamos el axioma que relaciona a las dos operaciones.
A.6. Distributividad
La adicidn se relaciona con la multiplicacién mediante la propiedad distributiva de la mul-
tiplicacién respecto a la suma:
Va,b,ce Rya-(b+c¢)=a-b+a-c.

Teorema 3.2.1
El neutro aditivo y el neutro multiplicativo son tnicos.

Demostracion. En efecto, para el neutro aditivo, si existiera e € R tal que:
VaoeR,a+e=e+a=a,
entonces en particular podemos tomar a = 0 y como ademas es neutro, se tiene:
e=0+e=e+0=0,

obteniendo que e = 0.
Andlogamente se puede mostrar la unicidad del neutro multiplicativo, su demostracién queda
propuesta como ejercicio.
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Teorema 3.2.2

1. Ya € R su opuesto aditivo (—a) es tnico.

1

2. VYa € R con a # 0 su inverso multiplicativo a™" es dnico.

Demostracion. En efecto, para demostrar la unicidad del opuesto aditivo supongamos que
para a € R existen dos opuestos aditivos a; y as, es decir,

a+a 0 (3.2)
a+t+ay, = 0.
Ahora bien,
ap =a1+0 pues 0 es el neutro aditivo

=ay + (a +az) usando (3.3)

= (a3 +a) +ay por la asociatividad de la suma
= (a+ay) +az por la conmutatividad de la suma
= (0) +ay usando (3.2)

= ay pues 0 es el neutro aditivo.

Concluyendo que a; = as.

La demostracién es andloga para el inverso multiplicativo y queda propuesta como egjercicio.
]

Definicién 3.2.3 (Diferencia, Cuociente)
Sean a,b € R, definimos:

1. La diferencia o resta entre a y b como a — b = a + (—b).

2. El cuociente o divisién entre a y b como % =ab~! para b # 0.

Note que la diferencia a — b solo es una notacién para representar la suma de a con el
. . . a . .,
inverso aditivo de b. Lo mismo sucede con — que denota la multiplicacién entre a y el

. e . 1
inverso multiplicativo de b y en particular b= = 7

Observacion 3.2.4 Notemos que como 0 no posee inverso multiplicativo, la division por 0
no esta definida.
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Propiedades de R relacionadas con los axiomas de cuerpo

A continuacién veremos algunas de las propiedades mds relevantes de R, las cuales se
desprenden de los axiomas de cuerpo, por lo cual, éstas pueden ser demostradas. La mayoria
de ellas son conocidas para nosotros y las hemos utilizado desde el colegio, como por ejemplo
la ley de cancelacién, cuyo uso es habitual en la resolucién de ecuaciones, pero ahora las
veremos desde un punto de vista diferente, demostrandolas a través de los seis axiomas de
cuerpo enunciados anteriormente.

Proposicion 3.2.5 . Sean a, b, ¢, d € R entonces se cumple que:
1. Ley de cancelacion: 5 (—a)-b=a-(-b) = —(a-b).

a)a+b=a+c=b=c 6. (—a)(—b) =a-b.
b)a-b=a-c=b=c a#0.

7 (e =a a0
2. 4-0=0,Va€R. (@) =a a7

3 (-1)-a=—a. 8 (a-b)'=alt-b7', a,b#0.
4. —(—a) = a. 9.a-b=0a=0Vb=0.
Demostracién.
Demostraremos algunas de ellas, las restantes quedan como ejercicios propuestos.

2. Para probar 0 - a = 0, tenemos:

O-a = 0-a+0 neutro aditivo
= 0-a+a+ (—a) inverso aditivo
= (0-a+a)+(—a) asociatividad
= (0-a+1-a)+(—a) neutro multiplicativo
= (0+1)a+(—a distributividad
= a+(—a) neutro aditivo
= 0 opuesto aditivo
4. Para — (—a) = a, tenemos por definicién que 0 = — (—a) + (—a). Luego,
a = —(—a)+(—a)+a neutro aditivo
= —(—a)+[(—a)+d] asociatividad
= —(-a)+0 opuesto aditivo
= —(—a) neutro aditivo

9. Probamos ahora que ab=0<a=0V b =0.
(=) Supongamos a # 0 y mostremos que b = 0. En efecto,
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b = 1-b neutro multiplicativo
= (a-a7')b inverso multiplicativo
= (a'-a)b conmutatividad

a=t- (ab) asociatividad
a=l-0 hipétesis
= 0 propiedad 1

(<)Sia=0Vvb=0, tenemos 0-b=0y a-0 =0 respectivamente.

Proposicion 3.2.6 . Sean a, b, ¢, d € R entonces se cumple que:

~

N
R e o o S

w

R

&

3.2.2.

b—c)=a-b—a-c. 6. Vb + 0 —e_¢
b b
¢ b, d #0.
d b —a a a
c a 7 Vb%O,T:_—b:—g
i—=—0 d .
i e d#o o
¢c a-d+b-c 8 — =—,n#0.
= T " " b d ) n-b b
d b-d 7 70
c 0
;l:>(l'd:b'0,b,d7é0. ngo,b%()

Axiomas de orden

Ya sabemos que los nidmeros reales tienen estructura algebraica de cuerpo y en base a
ello hemos estudiado algunas operaciones como potenciacion. Pero no hemos dicho nada
respecto a preguntas como: ;Es posible ordenar los nimeros reales? j Se pueden representar
geométricamente? j Cémo medir la distancia entre dos nlimeros reales cualesquiera?

Este grupo de axiomas establece un orden en el conjunto de los nlimeros reales. Segtin esto
podremos decidir si un nimero es mayor, menor o igual que otro. Esta relacién de orden se
introduce a partir del concepto de “positivo”.

Axiomas de orden

Consideremos la existencia de un subconjunto de R, denotado por R™, llamado conjunto
de nimeros reales positivos caracterizado por los siguientes axiomas,

0.1. Clausura

R* es cerrado para la adicién y multiplicacién. Es decir, para todo a,b € RT,

(i) a+0beRT.

(i) a-be R
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0.2. Tricotomia
Para todo a € R, tenemos sélo una de las siguientes posibilidades:

(i) a € R (i) a =0. (i) —a € RT.

Definicién 3.2.7 (Numeros reales negativos)
Llamamos conjunto de los nimeros reales negativos, denotado por R, al conjunto de los
x € R tales que —x es positivo. Es decir,

R ={zeR|-zeR"}.
Del axioma O.2. y la Definicién 3.2.7 tenemos que:
R=R U{0}UR",
RTNR™ =9,
0¢ZR A0¢R".

Definicién 3.2.8 (Menor que)
Sean a,b € R. Diremos que a es menor que b, lo que denotamos a < b, si la diferencia b—a
es un numero positivo, es decir,

a<bse (b—a)eRT.

Definicién 3.2.9 (Menor o igual que)
Sean a,b € R. Diremos que a es menor o igual que b, lo que denotamos a < b, si la
diferencia b — a es un niumero positivo o nulo, es decir,

a<bs (b—a)eRYVbO—a=0.

La relacion a < b es equivalente a la relacién b > a que se lee “b es mayor que a" . De igual
forma a < b es equivalente con b > a, cuya lectura es “b es mayor o igual que a" .

Con todo lo anterior, un nimero b € R es positivo si y solo si b > 0. Si b < 0 se dice
negativo. Si b > 0 se dice no negativo.

En el siguiente teorema tenemos una serie de desigualdades que se demuestran utilizando
los axiomas de orden, estas son de gran utilidad en el desarrollo del Calculo.

Teorema 3.2.10
Sean a,b,c,d € R, entonces,

1. Dados a y b se verifica solo una de las alternativas a < b, b=a o b < a.
2 a<byb<c=a<ec.

3 a<b=at+c<b+ec.
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10.
11
12.

13.

a<byc<d=a+c<b+d.
a<byc>0= ac<bc.
a<byc<0= ac> bc.
0<a<bylO<ec<d= ac<bd.
a>0yb<0=ab<0.

a+#0=a®>>0.

a>0=a"t>0.

O<a<b=b'l<al
a-b>0=(a>0ANb>0)V(a<O0Ab<O).

a-b<0=(a>0ANb<0)V(a<O0OADb>D0).

Demostracion.

1

10

11

Para mostrar que dados a,b € R cumplen solo una de las siguientes alternativas
a <b b=aob< a,llamemos ¢c = b —a € R, segln el axioma O.2. tenemos
solamente una posibilidad ¢ € R, ¢ = 0 0 —c € R™. En virtud de lo anterior, si
ceRTE (b—a)eRT < a<bSic=04<b—a=0<«< b= a. Finalmente, si
—ceRte —(b—a)eRT s b<a.

Mostremos a < by b < ¢ = a < c. En efecto, de las hipétesisb—a >0y c—b > 0,
luego (b—a)+ (¢ —b) =c—a >0, de donde a < c.

Probemos ¢ < b = a 4+ ¢ < b+ c¢. En efecto, de la hipdtesis b — a > 0, luego
(b+c)—(a+c)>0=a+c<b+c

Probemos a < by ¢ < 0= bec < ac. En efecto, ac — bc = —c (b —a) > 0, pues de
las hipdtesis b —a > 0y —c > 0. Asi, bc < ac.

Para mostrar 0 < a < by 0 < ¢ < d = ac < bd, tenemos que en virtud del item 5.
ac < bcy be < bd, luego segln el item 2. ac < bd.

Probemos @ > 0 = a~! > 0. Por contradiccién, supongamos a > 0y a~! < 0, es
decir, a=! no es positivo. Asi, a-a"! < 0= 1< 0. Luego, a~! > 0.

Finalmente mostremos 0 < a < b = b~! < a~!. Por hipétesis b —a > 0y ab > 0,
luego a™! — b1 = 1.1 _b-a
& a b ab

(ab)~" > 0. Concluimos b < a".

= (b—a)(ab)™" > 0, pues segiin el item 10.
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Las demostraciones de los puntos restantes quedan propuestas como ejercicios. ®
Para las desigualdades simultdneas a < by b < c escribimos a < b < ¢. De igual forma se
interpretan a <b<c,a<b<cya<b<ec

Ejemplo 3.2.11 1. Seana,b € R*. Sia® + b*> = 4, demostremos que a’*b* < 4.

Solucién.

Debemos recordar que el cuadrado de todo nimero real es un real no negativo y usar
adecuadamente el cuadrado de binomio. Con esto,

(a—b)220:>a2—2ab+b220,

Pero a® + b* = 4, luego,

4—-2ab>0=0<ab<?2,

de donde a*b* < 4.

2. Demostremos que Vx,y € R se tiene que x> + xy +y> > 0.

Solucién.

Sixzy > 0 es inmediato que x* + xy + y* > 0, pues es suma de nimeros reales
no negativos.

Si xy <0, entonces —xy > 0, de donde —2xy > —xy > 0. Esto junto al hecho que
(x + y)2 > 0, o de manera equivalente x* + y*> > —2xy nos permite concluir que
2?2 +y* > —xy, de donde x* + xy + y* > 0.

3.2.3. Axioma de completitud

Estudiamos ahora el Gltimo axioma de los nimero reales. Este es necesario para establecer
la existencia de los nimeros irracionales y con ello hacer una correspondencia biyectiva de
R con la recta. Comenzamos dando una serie de definiciones previas.

Definicién 3.2.12 (Conjunto Acotado)
Sea S C R no vacio. Diremos que S es:

1. Acotado Superiormente si y solo si existe una constante M € R tal que Vx € S
x < M. La constante M se llama cota superior de S.

2. Acotado Inferiormente si y solo si existe una constante m € R tal queVr € S m < x.
La constante m se llama cota inferior de S.

3. Acotado si y solo si S es acotado superior e inferiormente.
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Notemos que si S es acotado superiormente por M, entonces todo M’ > M es también
cota superior de S. De igual forma, si S es acotado inferiormente por m, entonces todo
m’ < m es cota inferior de S.

Ejemplo 3.2.13 R" es acotado inferiormente por cualquier m < 0. Por su parte, R~ es
acotado superiormente por cualquier M > 0. El conjunto S = {1,n € N\ {0}} es acotado
por cualquier N > 1, en cambio R no es acotado.

Definicién 3.2.14 (Supremo, infimo)
Sea S C R acotado, no vacio. Llamamos:

1. Supremo a la menor de las cotas superiores. Lo denotamos sup {S'}.

2. Infimo a la mayor de las cotas inferiores. Lo denotamos inf {S}.

Proposicion 3.2.15 Sea S C R,

1. Si S es acotado superiormente, entonces el supremo es tinico.

2. Si S es acotado inferiormente, entonces el infimo es dnico.

Demostracion.

1. Sean M y M’ supremos de S. Por definicién, M es la menor de las cotas superiores, asi
M < M'. De forma andloga, M’ < M. Asi, M = M’.

Definicién 3.2.16 (Maximo, Minimo)
Sea S C R acotado, no vacio, tal que M = sup {S} y m = inf {S}. Entonces:

1. Si M € S se llama Maximo. Lo denotamos M = méax {S}.

2. Sim € S se llama Minimo. Lo denotamos m = min {S}.
Teorema 3.2.17 Sea S C R, no vacio,

1. 5i S es acotado superiormente, entonces Ve > 0,dx € S tal que

x >sup{S} —e.

2. Si S es acotado inferiormente, entonces Ve > 0,dx € S tal que

x < inf{S}+e.

Demostracion.

1. Por contradiccién. Supongamos = < sup {S} —¢, Vo € S, entonces sup {S} — € seria
una cota superior de S menor que sup {S}, lo que es una contradiccién. Luego, se
debe cumplir que = > sup {S} — € para algiin x € S.

2. La demostracién queda propuesta.
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Axioma de Completitud

A.C.Sea SCR, S+#10.SiS es acotado superiormente tiene supremo. De igual forma, si
S es acotado inferiormente tiene infimo.

Ejemplo 3.2.18 1. Sea S = {x =

(=D)"-n

7 ,n € N} C R. Estudie las propiedades
n

de acotamiento y sus elementos principales.

Solucién.
3 1 2 4
— 3 0

Listando algunos elementos vemos que S = { = 5y Ey } Para n par
los elementos se acercan cada vez mas a 1 y para n impar se aproximan a —1, todo
esto a medida que n crece. Luego, S es acotado superiormente por cualquier M > 1
y acotado inferiormente por m < —1. Tenemos que sup{S} = 1 e inf {S} = —1.
Como el supremo y el infimo no pertenecen a S concluimos que no tiene maximo ni
minimo.

Sean A y B dos subconjuntos de niimeros reales, no vacios, acotados superiormente.
Demuestre que si o = sup{A}, f =sup{B} y C = {a+b|a€ A bec B}, en-
tonces sup {C'} = a + 0.

Solucién.

Veamos primero que oo+ 3 es cota superior de C. Sea ¢ € C', como ¢ = a, + by para
ciertosa; € A y by € B y dado que a < o y b < 3, pues a y 3 son cotas superiores
de A y B respectivamente, tenemos que

C:CL1+61§06+5, VCEC,

lo que significa que o + 8 € C.

Veamos ahora que o + 3 es la menor de las cotas superiores de C', esto es, dado
€ > 0 existe algun c € C', tal que (o« + ) — € < c. En efecto, como o = sup{A} y
f =sup {B}, existen a; € A y by € B tales que:

€ €
i< -
« 5 a y B 5 15

luego, (av + ) — € < ay + by, que es lo que se queria mostrar, pues ¢ = a; + by es un
elemento de C.

Otros Resultados Sobre R

Teorema 3.2.19 (Propiedad Arquimediana)
Sean a,b € R, tal que a > 0, entonces existe unn € N tal quen -a > b.
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Demostracion.
Por contradiccién. Supongamos na < b,Vn € N. Definamos,

S={reR|z=naneN}.
Entonces,
1. S#0, puesa e S.
2. S estd acotado superiormente, pues hemos supuesto na < b.

Luego, por A.C. S tiene supremo M = sup {S} en R, entonces na < M,Vn € N. Pero,
(n+1)a € S, entonces (n+ 1)a < M,¥n € N. Luego, na < M —a,¥n € N. Asi, M —a
es cota superior de S'y como a > 0 tenemos M — a < M, lo que contradice el hecho que
M es el supremo de S. Concluimos na > 0. m

Teorema 3.2.20 (Densidad de Q)
Sean a,b € R tal que a < b. Entonces existe un nimero racional q tal que a < q < b.

Demostraciéon. Como a < b, entonces b — a > 0, por lo que aplicando la Propiedad
Arquimedeana existe n € N tal que,

nb—a)>1

Aplicando nuevamente la misma propiedad tenemos que existen mq,ms € N de manera
que, my > nay ms > —na. Luego,

—mg < na < my.
En consecuencia, existe m € Z, —mo < m < my, tal que,
m—1<na<m.
Combinando esta desigualdad con la anterior obtenemos,
na<m<1+na<nb.

Como n > 0, concluimos ¢ < 2 < b, por lo que tomamos ¢ =
= p q q

demostracion. m

2 concluyendo la
n

Proposicién 3.2.21 .

V2 es un nimero irracional.

Demostracién. Por contradiccién. Supongamos que /2 = 7, a,b € Z,b# 0, donde } es
irreductible, es decir, a y b no tienen factores comunes. Ahora, v/2 = &= 2 =a® = a’
es par = a es par. Escribamos a = 2n, n € N. Luego, (2n)® = 20> = b> = 2n% = b es par
= a y b tienen un factor comun, lo que es una contradiccién. m
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Teorema 3.2.22 (Densidad de I)
Sean a,b € R tal que a < b. Entonces existe un nimero irracional p tal que a < p < b.

Demostracion.
Como a < b, entonces \/% < iz Luego, por el teorema anterior existe ¢ € (Q de manera

a_

que 75 < ¢ < \% de donde, a < ¢v/2 < b, por lo que p = ¢v/2 cumple con el enunciado

demandado, pues si p fuera racional, entonces también lo seria V2., lo que contradeciria
la Proposiciéon 3.2.21. m
3.2.4. Inecuaciones

Intervalos

Definicién 3.2.23 (Intervalos)
Sean a,b € R tal que a < b. Definimos,

1. Intervalo abierto de extremos a y b al subconjunto de R
(a,b) ={r €eR|a<z<b}.

Grdficamente esto es,

a b

Figura 3.1: Intervalo abierto (a,b).

2. Intervalo cerrado de extremos a y b al subconjunto de R
[a,0] ={z € R |a <z <b}.

Esquematicamente lo vemos en la Figura 2,

a b

Figura 3.2: Intervalo cerrado [a, b].

3. Intervalo semiabierto o semicerrado de extremos a y b a los subconjuntos de R

a) [a,b) ={r eR|a <z <b}
b) (a,b) ={xr e R|a <z <b}.

Representados como,
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a b

Figura 3.3: Arriba: intervalo [a,b). Abajo: Intervalo (a, b]

4. Intervalo infinito a /os subconjuntos de R

oo)={reR|z>a}l.
c) (—oo,a) ={zxeR |z <a}.

yal ={r € R |z < a}.

Definicién 3.2.24 (Inecuacién)
Sean p y q expresiones algebraicas. Se llama inecuacién a las afirmaciones p (x) < q(x),

p(z) <q(x), p(x)>q(x) op(z) >q(x).

Si al reemplazar = por un valor particular a € R obtenemos una expresiéon verdadera,
entonces x = a se dice una solucidén. El conjunto de todas las soluciones de una inecuacién
se llama conjunto solucidn. Asi, resolver una inecuacién es encontrar su conjunto solucién.
Dos inecuaciones que tienen el mismo conjunto solucién se dicen equivalentes.

Para resolver una inecuacién hacemos uso de las propiedades de las desigualdades y/o de la
ley de tricotomia. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.2.25 .
Encuentre el conjunto solucion de 3x + 8 > bx — 4.

Solucién:

Transponiendo x tenemos:

3z — bx
—2x

—4-38

>
> —12.

Multiplicando por —% y teniendo presente que al multiplicar por un nidmero negativo la
desigualdad se invierte obtenemos:

r < 6.

Es decir, S ={x € R |2 <6} = (—00,6].
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Ejemplo 3.2.26 .
Encuentre el conjunto solucién de 5x* — 2x +1 < 2% + 2.

Solucién:

Transponiendo y reduciendo a términos semejantes obtenemos:
4* —4xr+1<0

que es equivalente a:
(22 —1)% < 0.

Que no admite solucion, pues todo cuadrado de un nidmero real es no negativo. Luego,
S = (). En cambio, si se hubiera querido resolver:

4a* —4x +1 <0,
entonces la tnica solucién es S = {3}.

Ejemplo 3.2.27 .
Encuentre el conjunto solucién de 4x* + 16x — 1 > 4x — 52% — 5.

Solucion:
Transponiendo y reduciendo a términos semejantes obtenemos:

922 + 122 +4 > 0,

que es equivalente a:
(3z +2)° > 0.

Como el cuadrado de un nidmero real es siempre no negativo tenemos que S = R.
Ejemplo 3.2.28 Resuelva

Solucién:

La inecuacion es equivalente a (x + 2)(x — 1) > 0, ahora de los axiomas de orden tenemos
que las dnicas alternativas para que el producto de dos cantidades sea positivo, es que ambas
tengan el mismo signo. Por lo cual tenemos los siguientes casos.

224+r—2>0.

a) x+2>0Ax—1>0implicax > —2 A x> 1, por tanto x > 1, es decir, la solucién
al caso es S; = (1,00).

b) x+2 < 0ANz—1<0implicax < —2Ax < 1, por tanto x < —2, es decir, la solucion
al caso es Sy = (—o00, —2).
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por tanto la solucion a la inecuacién es S = S; U Sy = (—o0, —2) U (1, 00).

El procedimiento anterior se puede resumir en una tabla de signos, como se muestra en el

ejemplo siguiente:

Ejemplo 3.2.29 .
+4 2

Encuentre el conjunto solucion de < .
z+1 -1
Solucioén.

a) Método 1: Para encontrar el conjunto solucién de la inecuacion dada procedemos
como sigue,

r+4 2 r+4 2
< & — <0
r+1 " xz—1 z+1 x—-17
2
—6
o x°+x <0
(x+1)(z—1)
(x4 3) (z —2)
<0. 3.4
(x+1)(z—1) — (34)
Vemos que el numerador de la dltima fraccion se anula sélo en x = —3 y x = 2, por su
parte, el denominador sélo se hace cero para x = —1 y x = 1. Con esto construimos

la siguiente tabla donde analizamos el signo que tiene cada factor en cada intervalo,

H H (_OO>_3> ‘ (_3’_1) ‘ (_171) ‘ (172) ‘ (27 OO) H
r+3 — + + + +
x—2 — — — — +
r+1 — — + + +
r—1 — — — + +

e (+) (-) [T &

Como la desigualdad no es estricta, se consideran en el conjunto solucién los puntos
que anulan el numerador. Asi, tenemos S = [-3,—1) U (1, 2].

b) Método 2: En la primera parte de este método procedemos como en el anterior

(z+3)(x—2) . n
hasta obtener (3.4). Llamemos A (z) = , que segun el procedimiento
(34) (z) (o1 1) (1) duesegtnelp
anterior tiene puntos de corte vt = —3, v = —1, x = 1 y x = 2, los que dividen la

recta real en cinco partes:
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A(z)>0 A(z) <0 A(z) >0 A(@) <0 A(z)>0
- © © ° R
-3 -1 1 2

] . : 2 z+4 2
Figura 3.4: Solucién de %7 < 2.

Luego,
r=—-4€(—00,-3) = A(x)>0,
r=-2¢(-3,-1) = A(x) <0,
r=0€(-1,1) = A(x)>0,
3
=3¢ (1,2) = A(x) <0,
r=3€(2,00) = A(x)>0
Como x = —3 y x = 2 satisfacen la inecuacion concluimos que la solucion buscada

es S =1[-3,-1)U(L,2].

Observacién 3.2.30 Cuando la expresién cuadratica ax? + bx + c tiene discriminante ne-
gativo, pueden ocurrir dos situaciones: si a > 0, entonces ax* +bx +c¢ > 0 ysia < 0
entonces ax? + bx + ¢ < 0, para todo x € R.

Valor Absoluto

Definicién 3.2.31 (Valor Absoluto)
Sea x € R, definimos su valor absoluto como el nimero real denotado |x

| = —x six <0,
o x siz>0.

, dado por

Se deduce inmediatamente de la definicidn anterior que el valor absoluto de un nimero es
siempre no negativo. Geométricamente el valor absoluto de un niimero real x representa su
distancia al cero.

Proposicién 3.2.32 Sean z,y € R y a € R*, entonces:

1 |z =|-=|. 3 |z -yl = |zf- [yl
4. § 0= |—|=—.
2. |a| = Va2, V7 M ]

Demostracion.

1. Probemos que |z| = |—z|. En efecto:
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» Siz>0=|z| =12 —2<0=|—2|=—(—2) =z, luego |z| = |—z|.
» Six<0=|z|=—2, —x>0=|—z| = —x, luego |z| = |—x|.
Asi, |z| = |—z|, Yz € R.
2. Mostremos que |z| = V2.

2 Siz>0=|oj=c= |z’ = 2| |z| =2 -z =2

s Sic <0zl = —v= ol = o] - Jo] = () - (~2) = a2

3. Queda propuesta como ejercicio al lector.

4. Mostremos que si y # 0, entonces f’ = % utilizando el item 3. En efecto, sabemos
Y Y
1 1
que l =y-y ' =1=l|y-y 'l = |yl |y, de donde Tl = ‘—’ Con esto,
) Y
x _ _ 1 1 |z
E =ty =lol = fal- |5 =l = L
lyl vl

Ejemplo 3.2.33 .
Resuelva la ecuacion |2z + 5| = 3z — 1.

Solucién:

Sabemos que el valor absoluto es siempre un niumero real no negativo, esto impone la
condicion sobre el lado derecho de la ecuacién 3x —1 > 0 = x > % Luego, todo = que
sea solucion debe pertenecer al intervalo [%, oo). Aplicando la definicion de valor absoluto
tenemos:

1. Si2x+5> 0= |22 + 5| = 2x+5, entonces la ecuacién a resolver es 2x+5 = 3x—1
cuya solucion es © = 6.

2.5i2x+5 < 0= [20+5 = — (22 +5), en este caso la ecuacién a resolver es
— (22 +5) = 3z — 1, que tiene por solucion x = —%, pero la solucion obtenida no
satisface la condicion 2z + 5 < 0 por lo cual no puede ser solucion.

Finalmente, obtenemos que S = {6}.

Otra alternativa valida es elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuacion, teniendo la
igualdad: |2z + 5> = (3 — 1)°, es decir, 52> — 262 — 24 = 0. Lo que implica © = 6 o
xr = —%. Pero, imponiendo la condicion general sobre los candidatos a soluciones, obtenemos

que S = {6}.
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Inecuaciones con Valor Absoluto

Proposicién 3.2.34 Sean x,y € R y a € R*, entonces:

1

2

S &0 N W

~

D <ae —a<z<a.

=zl <x <z

.z 4+ y| < |x| + |y|. (Desigualdad Triangular).
x| >aer>aVe < —a.

- al =16} < lal + 1].

- al =16 < Ja —0].

- lal = [bl] < la —b].

Demostracion.

1.

Probemos que |z| < a < —a < x < a. En efecto.
Sijz]<aezf<?er?<der?-d?<0e (z+a)(r—a)<0e
—a<z<a.

Mostremos que — |z| < = < |z|. Por un lado, si > 0 = |z| = z, luego x < |z|. Si
r<0=|z|=—-2yzr < —x <|z|, luego x < |z|. Por otro lado, siz > 0 = |z| =z,
luego — |z| < z. Si 2 < 0= |z| = —z o bien — |z| =z y asi —|z| < z. De donde
—|z| <z <z

Mostremos la desigualdad triangular. De los item 2. y 3. de la Proposicién 3.2.32
tenemos z -y < |z -y| = |z| - |y| = 2zy < 2-|z| - |y|. Por otra parte, |z +y|* =
(¢ +y)" =2+ 2oy +y = |2 + 2oy + [y* < |2 + 2|2 - |yl + |y = (J] + [9])".
Tomando raiz cuadrada concluimos |z + y| < |z| + |y|.

Mostremos que |z| > a < x> aVz < —a.

(=)Siz>0=|z|] ==z luego z > a. Six <0 = |z| = —z, de donde —z > a o
x < —a. Concluimos z > a V x < —a.
(<)Siz>0=|z|=r=|z|>a.Siz<0=|z|=—2=—|z| < —a=
lz| > a.

. Mostremos |a| — |b] < |a| + |b]. En efecto.

la] = |(a+b) —b] < |a+b| + |-b] = |a+b| + |b], transponiendo |b| tenemos
la| —|b] < |a 4+ b], aplicando la desigualdad triangular concluimos |a| — |b] < |a| + [b].

Probemos |a|—|b| < |a — b|. En efecto, |a| = |b+ (a — b)| < |b|+]a — b], transponien-
do el término |b| concluimos |a| — |b] < |a — b].
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7. Mostremos ||a| — |b|| < |a — b|. Intercambiando los papeles de a y b en la desigualdad
del item 6 obtenemos |b| — |a| < |a — b|, de donde — |a — b| < |a| — |b], pero el item
6 afirma |a| — |b| < |a — b|. Asi, tenemos — |a — b| < |a| — |b| < |a — b|, de donde
lla| —[b]] < |a —b].

Ejemplo 3.2.35 .
Resuelva |z — 5| < 1.

Solucién:

Aplicando propiedades del valor absoluto a la inecuacion |x? — 5| < 1 tenemos,
|22 =5/ <1=>-1<a2"-5<1. (3.5)

Esto implica que debemos resolver —1 < 2> —5 y 22 — 5 < 1.
Para la inecuacion —1 < x2 — 5 tenemos,

—1<2® -5 -4>0< (v +2)(x—2)>0.

Los puntos que anulan los factores son x = +£2. Luego, la tabla de signos es,

(_007_2) (_2a2) (2,00)
x+2 — + +
r—2 - - +
(z+2)(x—2) (+) (-) (+)

De donde, S; = (—o00, —2] U [2,00).
Por su parte, para x> —5 < 1 tenemos,

x2—5§14:)x2—6§04:)<x+\/6> (x—\/6>§0.

Los puntos que anulan las factores son x = ++/6. Con esto, la tabla de signos es,

(=00, —V6) | (=v6,V6) | (V6,00)
z+V6 - +

z -6 - — -
(2 +V6) (= —V6) (+) (-) (+)

De donde S5 = [—\/6, \/a

Finalmente la solucién de (3.5) es:

S=5NS= <(—oo, U2, oo)) N [—\/6, \/6} — [—\/6, —2} U [2, \/6] .

Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera. 117



3.2 Numeros reales

Ejemplo 3.2.36 .

Resuelva la inecuacion

r—2 |z—1|
- > 0.
r+3 r—-3 =

Solucién:

Aplicaremos dos métodos para resolver la inecuacion: la definicion de valor absoluto y tri-
cotomia.

1. Usando la definicidon. Tenemos dos casos:

a) Sir—1<0=|z—1=—(x—1), Yr < 1. Entonces:
r—2 |x—1| r—2 x—1
— >0 = >0
r+3 x—-3 = x—|—3+x—3_
2
22 —3x + 3 >0
(x+3)(x—3) —

Calculando el discriminante, A = b* —4ac, se ve facilmente que 22> —3x+3 > 0
para todo x € R. Por tanto, se debe cumplir que:

(+3)(z—3) >0,

lo que se satisface para (—oo, —3) U (3, 00). Pero la condicion x < 1 restringe
la solucién a S; = (—o0, —3).

b) Siz—1>0= |z —1] =z — 1, Yx > 1. Entonces:

3:—2_|93—1|>0 N m—2_az—1>0
z+3 r—3 = r+3 x—3
= e —9 <0

(x+3)(x—3) =

Esta inecuacion se puede resolver mediante una tabla de signos o por tricotomia.
Tr—9
(x+3)(z —3)
a cero cada uno de los factores tenemos que la recta real se divide en cuatro

partes:

Aplicaremos este tiltimo método. Llamando A (x) =

e igualando

A(z) <0 A(z) >0 A(z) <0 A(z) >0
3

A4

~jo @

-3

Figura 3.5: Solucién de 273 — ‘i:;l > 0.
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Luego,
r=—-4€(—-00,-3) = A(x)<0,

9
r=0¢€ <—3,?> = A(z)>0,

x:26<g,3> = A(x) <0,
r=4¢€3,00) = A(zx)>0.

Como = = % satisface la inecuacién concluimos que Sy = (—o0, —3) U [%, 3).

Finalmente, la solucién de la inecuacién dada es S = S; U Sy = (—o0, —3) U [2,3).

r—2 |r—1|

2. Tricotomia. Llamando A (x) = e igualando a cero cada uno de los

r+3 -3
términos la recta real se divide en cinco partes, lo que se muestra en la Figura 2.
e EzlzzE@Ty  leollzEol
= —.‘r . = R
-3 1 2 3

Figura 3.6: Solucién de f}—;g ‘i:é‘ > 0 por Tricotomia.
Ademads,
r—1<0 = <1 A |Jz—1=—(z—1)
r—1>0 = z>1 A jz—1|=2—-1
Luego,

a) Caso (—oo, —3). Tenemos:

r—2 |x—1| r—2 x—1

A — — A =
(z) T+ 3 r—3 (z) x—|—3+x—3
222 —3x +3
A = .
= (z) (x4 3) (x —3)

Como se hizo antes, calculando el discriminante del numerador de la dltima
expresion vemos que no se anula para ningun x € R. Luego, tomando x = —4 €
(=00, —3) = A(x) > 0. Por tanto, S; = (—o0, —3).

b) Caso (—3,1). En este intervalo la expresion de A (z) se reduce a la anterior, por
tanto, tomando x = 0 = A (z) < 0, lo que indica que no hay solucion.
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¢) Caso (1,2). Tenemos:

=2 |z—1 =2 z-1

AW =3T3 7 AW =303
9—Tx

A = )

= (z) (x 4+ 3) (x —3)

El numerador de esta expresion se anula en © = % € (1,2), lo que obliga a dividir
el intervalo de interés en dos subintervalos.

i. Subcaso (1,2). Siz =2 € (1,2) = A(x) <0, lo que indica que no hay
solucion.

ii. Subcaso ( , ) Six = % € (% ) () > 0, lo que indica que no
hay solucion. Ademas, © = % yr =2 sat/sfacen la inecuacion, por lo que
tenemos como solucion parcial Sy = [2,2].

d) Caso (2,3). En este intervalo la expresion de A (x) se reduce a la anterior, por

tanto, tomando x = g = A(x) > 0, teniéndo como intervalo de solucién parcial
Sz = (2,3).

e) Caso (3,00). Como ocurrié en el caso anterior, A (x) queda expresada de igual
forma. Tomando = = 4 € (3,00) = A (x) < 0, indicando que no hay solucion.

Con todo lo anterior, la solucion general es S = S; U Sy U S5 = (—o0, —3) U [2,3).

7

En general, para inecuaciones con valor absoluto, el método de tricotomia funciona de

manera

mdas dptima que el uso de la definicidon, pues con ésta, los casos a analizar crecen

de la forma 2", donde n es la cantidad de valores absolutos existentes en la inecuacidn.

Ejemplo 3.2.37 .
Resolvamos la siguiente inecuacion,

22 — 3| — 2| > 1.

Solucién:

Aplicando propiedades del valor absoluto tenemos dos conjuntos de desigualdades que re-

solver,
20 —3|—-2>1V |2z —3|—-2< —1,

es decir,
|2¢c —3| >3 VvV |2z —3| < 1.

Caso 1: |2z — 3| > 3. Aplicando propiedades del valor absoluto tenemos los subcasos

20 —3>3 V 2x—3<-3.
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La inecuacion 2x — 3 > 3 tiene como solucion x > 3. Por su parte, 2x — 3 < —3 se satisface
para x < 0. Uniendo soluciones tenemos, S; = (—00,0) U (3,00).

Caso 2: |2x — 3| < 1. Aplicando propiedades del valor absoluto,
—-1<2r—-3<1le2x—-3>-1)AN(2r—-3<1).
La inecuacion 2x — 3 > —1 se satisface para x > 1. Por su parte, 2x — 3 < 1 tiene conjunto

solucion x < 2. Intersectando las soluciones tenemos Sy = (1,2).
Finalmente, uniendo las soluciones de cada caso obtenemos:

S=8USs = (—00,0)U(1,2) U (3,00).

Ejemplo 3.2.38

1. Resuelva la inecuacion:

B 2
r+3 x-—5H 2 +30>

2
5—:c+1:+5+a:2—25 -
Tenemos,
r+3 x—5 222430 r+3 x—-5 222430
>2 & —-2>0
5—x+x+5 x2—25 ~ 5—x+m+5 x2 — 25 -
18
& <0
r+5
& r+5<0
&S <=5
& x € (—o00,—b).
. ., 1
2. Encuentre el conjunto solucion de ——— < 1.
2 —3rx+1
Tenemos,
L <1l & L 1<0
2 —3x+1 2 —3x+1
x(x—3)

& > 0.

(=) (-
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Los puntos que anulan los factores son x = 0, v = =52, x = =52 yz = 3.
x(x—3)

=) ()

r=—-1€(-00,0) = A(z)>0,

tenemos:

Llamando A (z) =

3 —V5
2 A
x 106(0, 5 = A(x) <0,
x:16<3_\/5,3+\/5 = A(z)>0,
2 2
14
v (34_2\/573 = A(x) <0,

Por tanto, el conjunto solucion es:

S = (—50,0) U (3 _2@ ’ +2¢3) U (3,00).

2 —1
3. Encuentre el conjunto solucion de — + a > 1.
r x+1
Tenemos,
2 —1 2 -1
S P
r x+1 r x+1
2
0.
(x+1)
Los puntos que anulan los factores son x = 0 y x = —1. Luego, la tabla de signos
queda como,
I [ (=00, —1) [ (~1,0) [ (0,00) [
x — — +
r+1 - + +

De donde S = (—o0, —1) U (0, 00).
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||z + 2| — 4

> 1. Estudie las propiedades de aco-
1+ |z

4. Encuentre el conjunto solucion de

tamiento de dicho conjunto.

Solucién.

Notando que el denominador es siempre positivo y aplicando las propiedades del valor
absoluto tenemos:
2| —4
ler2 =45 ) o Jeso-4/> 140

1+ |z
S |le42—4<-1—|z|] V [z+2|—-4>1+ |z

& Jz+2|+|z]-3<0V |Jz+2|—|z|-5>0
Para resolver |z + 2| + || — 3 < 0 tenemos los siguientes casos:

a) Six < =2, implicax > —3. Por tanto, S1 = [—3,—2).
b) Si —2 <z <0, implica —1 < 0. Por tanto, So = R.
¢) Siz >0, implica x < %. Por tanto, S5 = [0, 3].

Por su parte, para |z + 2| — |x| — 5 > 0 tenemos los siguientes casos:

a) Six < —2, implica —7 > 0. Por tanto, no hay solucidn.
b) Si—2 <z <0, implica x > % Por tanto, no hay solucion.
c) Sixz >0, implica —3 > 0. Por tanto, no hay solucion.

Asi’ la solucion buscada es: S = 51U Sy U S5 = [—g, %} Vemos que S es acotado,

ademds, inf {S} = min {S} = —g ysup{S} =mix{S} = %
5. Un cliente trata de decidir si compra el automovil A o B. El A que cuesta 10000

gﬂai/' y su seguro es 550 ddlares anuales. El au-

tomovil B cuesta 12000 ddlares, su rendimiento es de 40

ddlares, tiene un rendimiento de 30

mi
gal
ddlares anuales. Suponga que el cliente recorre 15000 millas por afio, y que el precio

de la gasolina permanece constante a 1,25 ddlares por galon. Tan sélo con esos datos,

determine cuanto tiempo pasara para que el costo del automovil B sea menor que el
de A.

Solucién.

Sea t el tiempo en afios que debe transcurrir para que el costo del automévil B sea
mayor que el costo del automévil A. Como el costo total es igual a los costos fijos
mas los costos variables tenemos que:

y su seguro cuesta 600

1 12
costos de A = 10000 + 550t + % . %t = 10000 + 1175¢,
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15000 125 4275
tos de B= 12 t+ — —t =12 —t.
costos de 000 + 600t + 10 100 000 + 1

Luego, tenemos la inecuacion:
4275
12000 + Tt < 10000 + 1175t

de donde t > %0 ~ 18,8 anos. Es decir, a partir de 18,8 el costo del automévil B es
mayor que el costo del automovil A.

3.3. Numeros complejos

Primeros conceptos

Encontrar solucién a una ecuacién tan sencilla como 2241 = 0, nos lleva al hecho imposible
en R de que el cuadrado de un nidmero real sea negativo. Tal situacién nos obliga a definir
un nuevo conjunto numérico donde tal posibilidad tenga sentido, permitiendo encontrar
soluciones a ecuaciones como la indicada anteriormente. Este nuevo conjunto numérico
estd definido como:

C={2=(a,b) |a e R beR},

denominado conjunto de los nimeros complejos. La primera componente se llama parte
real, denotada por Re(z) y la segunda componente se denomina parte imaginaria Im(z).
Geométricamente un niimero complejo z = (a, b) se representa como un vector que comienza
en el origen (0,0) del plano y termina en el punto (a,b). El eje de las abscisas se llama eje
real y el de las ordenadas eje imaginario, ademas el plano recibe el nombre plano complejo
o Argand.

Figura 3.7: Representacién geométrica del complejo z = (a, b).

Los complejos z de la forma z = (a,0), a € R se llaman reales puros. Por su parte, los
complejos z tal que z = (0,b), b € R se denominan imaginarios puros. Los reales puros se
identifican con R, por tanto, R C C.
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Definicién 3.3.1 (Igualdad de complejos)
Dos complejos z; = (a,b) y zo = (¢, d) son iguales si y solo si sus partes reales son iguales
y sus partes imaginarias son iguales, es decir:

=2 a=cAb=d.

Ejemplo 3.3.2
Encuentre x,y € R tal que el complejo zy = (x + 5,13) sea igual a zo = (20,3 + 2y).

Solucién.

lgualando las partes reales y las partes imaginarias tenemos x + 5 = 20 y 3 4+ 2y = 13, de
donde x =15 ey = 5.

Estructura Algebraica de C
En C se define la suma de dos niimeros complejos z; = (a1,b1) y 22 = (ag, by) como:
21+ 29 = (a1, b1) + (az,b2) = (a1 + ag, by + by) .
Por su parte, se define el producto de z; y z5 como:
21k = (al,b1) : (02752) = (CLlCLQ — b1ba, arby + CLle)-

En particular: (a,b) = (a,0) + (0,0) y (0,1) - (y,0) = (0, ), luego
(a,b) = (a,0) + (0,1) - (b,0), llamando a = (a,0) e i = (0, 1) tenemos:

(a,b) = a+ bi,
denominada forma normal o candnica de un complejo. Notemos que:
i2=1i-i=(0,1)-(0,1) = —1.
Observacion 3.3.3 i3 = —i, ' = 1.

Con esta nueva escritura tenemos que las operaciones de suma y producto quedan escritas
como:

21420 = a+bitct+di=(a+c)+(b+d)i
2120 = (a+bi)(c+di)= (ac —bd) + (ad + bc) i.

Sean 2z, 29, 23 € C, entonces la suma y producto de niimeros complejos tienen las siguientes
propiedades:

1. Conmutatividad:

21+ 29 = 294+ 21

212 = 292X
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2. Asociatividad:

zZ1 + (22 + 23) = (Zl + ZQ) + 23
21+ (22+23) = (21-22) - 23
3. Existencia de Neutros:

» Para todo z; € C existe 0 € C tal que 21 + 0 =0+ 21 = 2.
= Paratodo z; e Cexiste 1€ Ctalque z1-1 =121 = 2.

4. Existencia de inversos:

» Para todo complejo z = a + bi existe —z = —a — bi tal que z + (—2) =
(=2)+2z=0.
a
» Para todo complejo z = a + bi no nulo existe 271 = — 1 tal que

a2+b2 a2+b2
z-zl=z1.2=1.

5. Distributividad del producto respecto a la suma:

21 (204 23) =21 20+ 21 - 23

De acuerdo a lo anterior decimos que (C, +, -) tiene estructura algebraica de cuerpo.

Proposicién 3.3.4
(C,+,-) es un dominio de integridad, es decir, si z,w € C tales que z - w = 0, entonces
z=0Vw=0.

Ejemplo 3.3.5
Resuelva la ecuacién (z + 1) 4 (z — i) = 0.

Solucidn.

Desarrollando los cubos de binomio y teniendo presente las potencias de la unidad imaginaria:

(z4+0)°+(z—1)° = 0

B34 432+ P+ 322+ 34— = 0
223 —62 = 0

22(22—3) = 0,

lo que implica zy =0, z5 = V3 y 23 = —/3.

Definicién 3.3.6 (Complejo conjugado)
Sea z € C, z = a+ bi, el complejo conjugado de z, denotado por z, es Z = a — bi.
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Definicién 3.3.7 (Médulo de un complejo)
Sea z = a+ bi € C. Se define el mddulo o valor absoluto de z, denotado por |z

|z| = Va2 + b2

Geométricamente el médulo de un complejo z representa la longitud del vector asociado al
complejo.
Notemos que:

, como

Re(z) <
Im(z) < |Im(z2)
Asociado a un niimero complejo no nulo z = a + bt existen otros tres complejos destacados

que estdn en la circunferencia centrada en el origen y de radio |z|: Z = a—bi, —2 = —a—bi,
—Z=—a+ bi.

Y

Figura 3.8: Representacién geométrica de z, z, —z y —Z.

Proposicién 3.3.8
Sean z,w € C, entonces:

1. z2==z2 7. |z wl = 2| - |w]

2. z+zZ=2Re(z) g ‘E‘ZM,M#O

3 z—Zz=2ilm(z) v [

4 Z2twu=2+w 9. z-z=|z

5.7 w=72-0 10. |z + w| < [2| + |w]

6. |z = I7] 11 |[2] = wl[ < [z = w

Demostracion.
Demostraremos solo las propiedades 8. y 10., las restantes quedan propuestas como ejercicios
al lector.
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8. lz-wP=CwEzw=z2wzw=2 2z w-

g
I

10. Por un lado tenemos:

lz4+w]? = (z4+w) -z+w
= (z4+w)(z+w)
= 2Z+4 2w+ wzZ+ ww
= [2]* + (z0 + wz) + |w|?
= |2 + (2w + Z0) + |w|*.

Pero, zw + zw = 2Re(zw) < 2|z - w| = 2|z||w| = 2|z||w]|. Luego,

[z +wl® = |2 + 2lzllw] + [w]® = (J2] + [wl)® = |2 +w] < |2 + wl.

]
Ejemplo 3.3.9
2—-3i
Considere el cuociente de niimeros complejos: z = i ;
— i

1. Escriba z en forma normal.
2. Determine el mddulo de z.

1. Amplificando por el conjugado de —1 + 2i tenemos:

2—-3t —-1-—-2

142 —1-92
264 +3i
(—1)* = (2i)”
8 1
= —=—=1
5 5

2 15| = \/(—2)2 + (—é)z - %\/@

Ejemplo 3.3.10
Resuelva la ecuacion z - Z+ 3 (2 — z) = 4 — 3i.

Solucién.

Consideremos z = a + bi, que reemplazado en la ecuacion dada genera:

a’ +b* + 6bi = 4 — 3i,

|2P|w]? = [z - w| = 2]
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de donde:

a?+b = 4 .
6b = -3 (3.7)

1 V15
De (3.7) tenemos b = —5 lo que sustituido en (3.6) implica a = j:T. Por tanto, las

V15 1, V15 1.

soluciones de la ecuacion son z; = - 5@ Y 29 = - 52.

Ejemplo 3.3.11
Demostremos que |z +i| = |z —i| & z € R.

Solucién.

(<) Siz=a€R, entonces |a+i| = Va®>+1=|a—1i.
(=) Aplicando las propiedades del médulo y el conjugado tenemos:

lz+i=|z—i = |z+i’=|z—i

(z—0)(z—1d)=(2+
_I_

4

) (z +1)

(z=0)(Z+1i)=(241)(z—1)

= (z—i)(z—1) =(z+1) (2 +1)

=

= 2Z+iz—iz+1=22—-1z4+1z+1
= 2z =202

= 2=z

= zelR

Ejemplo 3.3.12
Encuentre dos niimeros complejos que cumplen simultaneamente las siguientes condiciones:

(i) La suma de ellos es 4 — 3i
(ii) La parte real de uno de ellos es 3
(iii) El médulo del otro es /26
Sean z =34 ai y w = b+ ci los nimeros complejos buscados. Entonces:
24w = 4-—3i (3.8)
V4 c? = 26 (3.9)
La ecuacion (3.8) corresponde a:

3+b = 64

(3+b)+(a+c)z:4—37,=>{ itc — —3
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de donde, b=1ya=—-3—c.
De (3.9) tenemos ¢* = 26 — 12, lo que implica ¢, = 5 o ¢; = —5. Entonces, a; = —8
0 as = 2. Finalmente, las soluciones son: z1 = 3 —8 yw; = 14+51i 020 =3+21 y

Ejemplo 3.3.13
Sea w un nimero complejo no real. Encuentre el conjunto de todos los niimeros complejos

z tales que:
|z —w|

— =1
|z — ]
De acuerdo al enunciado tenemos:
2 —w| = |z—
(z—w)(z—w) = (z—w)(z—w)
(z—w)(Z-w) = (z—w)(Z—w)
22— 2W— Wz +ww = 2Z—zw —ZW + ww
—2W —ZWw = —zZw —ZW
Z(w—w) = z(w—w)

pero como w # W, se obtiene Z = z es decir z es un numero real.

Ejemplo 3.3.14
Determine todos los z € C tales que |z|* + 3 Re (22) = 4.

Solucién.

Supongamos que z = x + yi, entonces |z|> = x? — y? + 2xyi, por tanto:
22—|—3Re(z2) :x2—|—y2+3($2—y2) =4,

de donde obtenemos: )
z? — v _ 1,
2

que corresponde a la hipérbola como se vera en el capitulo siguiente.

3.4. Ejercicios propuestos

(1-r)

1. Sip(n):r+r2+r3+,__+r”:7a1—
—7r

, con r # 0, 1, entonces:

a) Escriba p(1), p(2), p(3), p(4).
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10.

11.
12.
13.
14.

b) Demuestre, usando induccién, que p(n) se cumple Vn € N.

. Sabiendo que {a,} es una sucesién tal que

1 1+1 1+1+1
a1 = —. Qo = — — . Qa = — J— —_— et e
1 37 2 3 327 3 3 32 337

a) Escriba el término general a,,.

1 1
P ——(1=-=)
b) Pruebe que a, 5 ( 3n)

Considere la sucesién b, = (—2)™

a) Escriba los 5 primeros términos de la sucesion.
b) Calcule la suma by + b3 + b5 + by + . .. + bgo.

Si a es un real no nuloy r # 0, 1, entonces conjeture una férmula para la suma:

a+ar+ar®+ard+... +ar"

Pruebe por induccién las siguientes igualdades:

b) 1(1H)+22) +3@B)+...+n(n!)=n+1)! —1.

a) 13+23+33+...+n3:(

Demuestre que > ( 7;; ) = 2™,

k=0
. .. o
Determine el sexto término en el desarrollo de 5 " 3)-
1\
. Determine el coeficiente de x en (93: - \3/—_) )
xr

Determine el coeficiente de z'° en caso que exista en (1 + 2z + 32%)(1 + z)'2.

5
. .. 3

i Qué valor debe tener = para que el tercer término del desarrollo de | — — x ) sea
x

igual a 90.

Pruebe que si 0 < a < 1 entonces " < a.Vn >2, n € Z".
Pruebe que para todo z € R*, 2z + 271 > 2.

Muestre que si a,b € R* entonces va + b < /a + Vb

Resuelva las siguientes ecuaciones:
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a) [3z+2| =38 c) |br+1|—[3x—6|=0
b) |z +4|=2x+1 d) 2% — 1| = |22 + 1] + |z]
15.  a) Halle el menor valor de M € R* que verifique :si |z + 3| < 3 entonces |4z — 1| <
M
- : T+ 2
b) Halle el menor valor de k£ € R™ que verifique:si |x| < 1 entonces <k

16. Demuestre que:

AN
B | O

. +2
a) Si z € R tal que |z + 1] < 2, entonces ’
T+

b -5 <3=> ——F+
) lr =5l <3= g
o) |22 <1-0<16—2%<40

17. Encuentre el conjunto solucién de las siguientes inecuaciones:
) |22 —x — 6] < |z + 2]
) lr =1 <2< |z+1]
) lz—2|+|z—1]>1
d) |z —2|+|2? + 3] < |z + 1]

2 +1
e)

r—1
f) |x2—]6x+3||<4
— 3| — 4
e =3[~z +4] _

L

b

C

<2

g) 44+ x
3— |z —1]
h) —— <0
) 44+ x
—1 1
18. Considerande la inecuacién: |z [z >4
T+ 2

a) Encuentre si conjunto solucién.
b) Estudie si el conjunto solucién es acotado e indique sus elementos principales.

19. Dados z; = —3 +4iy 2o = 5+ 1. Calcule 21 + 29, 21 - 20, 271, 25 .

20. Calcule el médulo del complejo: (2’324#

21. Demuestre que |z +i| = |z —i| & z € R.

132 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



Capitulo 4'

Elementos de trigonometria y
geometria analitica

4.1. Razones trigonométricas

Primeros conceptos

Definicion 4.1.1 (Radian)
Un radian es la medida de un angulo del centro de un circulo cuyos lados intersectan un
arco de circunferencia de longitud igual al radio.

Como la longitud de la circunferencia es L. = 27r, si r = 1 tenemos que 27 rad = 360°,
de donde 1rad ~ 57,3° y 1° = 0,017 rad. El lector demostrara sin dificultad que si s es un
arco de circunferencia y « es el angulo del centro comprendido medido en radianes, entonces
s=ar.

Figura 4.1: Circunferencia 2% + y? = r2.

Consideremos la circunferencia de radio r centrada en el origen, dada por 2% + y? = 72,
mostrada en la Figura 4.1. Definimos las razones trigonométricas,
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4.1 Razones trigonométricas

1. Seno del angulo «, denotada por sen a como,

Cateto Opuesto  y
Sen o = . = —.
Hipotenusa r

2. Coseno del angulo «, denotada por cos o como,

Cateto Adyacente

cosa =

Hipotenusa r
3. Tangente del angulo «, denotada por tg a como,
Cateto Opuesto Yy
tga = ==
Cateto Adyacente x

4. Cotangente del angulo «, denotada por ctg a como,

Cateto Adyacente =z
ctga = = —.
Cateto Opuesto Y

5. Secante del angulo «, denotada por sec o como,

Hipotenusa r
seca = = —.
Cateto Adyacente
6. Cosecante del angulo o, denotada por csc« como,
Hipotenusa r

CSC ¥ = = —.
Cateto Opuesto vy

Observacion 4.1.2 De la Figura 4.1 puede deducirse que sen(« + 2mw) = sen «, asi como
cos(a + 2m) = cos a,...

Si 7 = 1 tenemos la llamada circunferencia unitaria, donde se satisface que sena =y y
COSOx = X.
De la definicién de razones trigonométricas se deducen las siguientes identidades basicas:

(a) sena-csca = 1. (d) tga = ena
cos
(b) cosa -seca = 1. (e) ctga = cosa
sen «
(c) tga-ctga =1, (f) sen®*a+ cos?a = 1.

La expresién (a) indica que sen «v y csc a son funciones reciprocas, lo mismo ocurre con las
parejas cos «, seca Yy tga, ctga. De todo esto se deduce que basta con conocer el sen «
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4.1 Razones trigonométricas

y cos « para tener el valor de las restantes funciones trigonométricas.
Si la identidad (f) se divide por cos?a # 0 obtenemos tg? o + 1 = sec’ a y nuevamente
dividiendo la identidad (f) entre sen? o # 0 resulta 1 + ctg® a = csc? a.

Por otro lado, en la Figura 4.1 tenemos que o + 8 = Frad y se satisfacen las siguientes
igualdades, , conocidas como cofunciones!:

(a) sena = cos 3 (d) ctga=tgp
(b) cosa =senf (e) seca = cscf
(c) tga =ctgp (f) csca =secf

Considerando un tridngulo equildtero de lado 2a podemos calcular el valor de las razones

trigonométricas de ¢ rad y ¥ rad. De igual forma, con un tridngulo isdsceles rectangulo

con catetos de longitud a determinamos el valor de las razones trigonométricas de 7 rad.
Por otra parte, utilizando la circunferencia unitaria encontramos los valores de las razones
trigonométricas para 0 rad, 7 rad, m rad y 37” rad. Todo esto se resume en la siguiente

tabla:

Razén-Angulo | Orad | £rad | Frad | Srad | Srad | mrad 37” rad
sen o 0 % ‘/75 \/75 1 0 —1
cos « 1 ‘/7§ ‘/75 % 0 -1 0
tg 0] ¥ 1| V3 A 0 7
ctga 3 V3 1 \/?g 0 3 0
sec « 1 %3 V2 2 A -1 ?
csc o . 2 V2 %g 1 0 -1

De la circunferencia mostrada en la Figura 4.1, no es dificil ver que los signos de las razones
trigonométricas varian dependiendo en qué cuadrante se encuentre el angulo considerado.
En la siguiente tabla se resume lo anterior.

Razén-Cuadrante 71| 1I1 |1V
Seno
Coseno
Tangente
Cotangente
Secante

Cosecante

|+ ]+~
|
++
|

!Esto se debe a que a las razones trigonométricas también se les considera como funciones
trigonométricas
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4.1 Razones trigonométricas

Ejemplo 4.1.3

Sisena = 7Y tga < 0, determine los valores de las razones trigonométricas restantes.

Solucién.
s

Como senav > 0 y tgov < 0 = o € [, 7]. Usando la identidad: sen® o + cos® v = 1
tenemos:

12\? 169 — 144 5
=+Vl-sena=+/1- (=) =4y~ — = £
COS (¥ Sen (13) 132 13,

) 5
pero la razon coseno es negativa en el segundo cuadrante, por lo cual, cos a = I3
sen o 12
Por otro lado, sabemos que tg a = =-= Ahora las razones reciprocas:

COS &
1 13 1 13 ta(a) 1 5
seca = =——, cSca = =—, ctgla)=—=——.
cos o ) sena 12 & tg o 12

Es posible conocer el valor de las razones trigonométrica de ciertos angulos escritos como
suma o resta de ciertos dngulos conocidos. Este proceso se llama reduccién y se resumen
en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.4

1. Las funciones trigonométricas de 7 rad y 37“ rad mads o menos un angulo agudo son
iguales a la cofuncion del angulo agudo, con el signo que le corresponde a la cofuncion
en el cuadrante al que pertenece el angulo original.

2. Las funciones trigonométricas de wrad y 2w rad mds o menos un angulo agudo son
iguales a la misma funcion del angulo agudo, con el signo que le corresponde a la
cofuncion en el cuadrante al que pertenece el angulo agudo.

Ejemplo 4.1.5
1. sen (2) =sen (T + 1) = +cos (%) = L.

3

2. tg (4%

~—

=tg(r+5) =+tg(5) = V3.

136 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



4.2 Identidades y ecuaciones trigonométricas

4.2. Identidades y ecuaciones trigonométricas

Una igualdad trigonométrica puede ser verdadera para todo valor del angulo o sélo para
algunos. En el primer caso tenemos una ldentidad Trigonométrica la que debe ser de-
mostrada y en el segundo Ecuacion Trigonométrica que debe ser resuelta, vale decir,
encontrar todos los valores del angulo que la satisfacen.

Como ya conocemos las identidades basicas, en la proposicién siguiente presentamos un
listado de otras identidades que son de uso frecuente en varias areas de la matematica.

Proposicion 4.2.1 Tenemos las siguientes identidades trigonométricas,

~

. sen (a + ) = sen acos 3 + sen 3 cos a.
2. sen (o — ) = sen«acos  — sen 3 cos .
3. cos(a+ ) = cosacos B — sen S sen a.
4. cos (o — ) = cosacos  + sen S sen a.
5. sen (2a) = 2sen v cos .

6. cos (2a) = cos’a —sen’a =1 — 2sen’ a = 2cos®* a — 1.

tga+tgf
7. tg(Oé—i-ﬁ):m
tga —tg g
8. t —f)= ——.
gla=p) 14+tgatg s
2tg
9. tg (2a) = —————.
g (20) 1—tg?a

10. sen® v = § (1 — cos (2a)).

11. cos® a = 1 (1 + cos (20)).

Ejemplo 4.2.2

tg o tg o
Demuestre que & &

= 2ctgaseca.
seca—1  seca+1
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Solucién.

En efecto,
tg o tga _ sen« 1 n 1
seca —1 seca+1  cosa Colsa—l Coia—kl
1 1
= sen«w +
1—cosa 1+ cosa
2
= senq |———
1 —cos?a
B 2
 sena
= 2ctgaseca.
Ejemplo 4.2.3

Demuestre que:  sec? ¢ csc? ¢ = (tg ¢ + ctg ¢)®.

Solucidn.

En efecto,
(tgd +ctgd)’ = tg° ¢+ 2tggctge + ctg’ ¢
= tg ¢+ 2+ ctg?
= tg?p+1+1+ctg’o
1 1
_ 2 2 4 _
= sec ¢p+cscT o = o2 o + —
_ sen® ¢ + cos® ¢
~ cos2 psen? ¢
B 1
~ cosZ ¢gsen? ¢
= sec’ pesc’ @
Ejemplo 4.2.4

Demuestre que sen(4a) cos(a) — sen(3ar) cos(2a)) = sen a cos(2ar).

Solucién.

En efecto, observemos que:

sen(4a) cos(a) = sen(3a + «) cos(a)
= (sen(3a) cos(a) + cos(3a) sen(a)) cos(a)

= sen(3a) cos?(a) + cos(3a) sen(a) cos(a).
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Por otro lado,

sen(3a) cos(2a) = sen(3a)(cos?(a) — sen?(a))

= sen(3a) cos®(a) — sen(3a) sen?(a).
Reemplazando en la identidad tenemos:

sen(4a) cos(a) — sen(3a) cos(2a)) = (cos(3a) cos a + sen(3a) sen(a)) sen(a)
= cos(3a — a)sen(a) = cos(2a) sen(a).
Para resolver una ecuacién trigonométrica no existe un método general, pero siempre con-
viene expresar la igualdad en término de un sélo tipo de dngulo, en lo posible llevar todo a

senos o cosenos. Dependiendo de la ecuacién serd necesario factorizar, extraer raiz o elevar
a alguna potencia, por lo cual, siempre debe verificarse las soluciones encontradas.

Ejemplo 4.2.5
En el intervalo [0, 27| resuelva cos x — cos 2z = 0.

Solucién.

Escribiendo la ecuacion en angulos simples y en términos del coseno tenemos:

2

2cos“x —cosx+1=0,
es decir,
(2cosx 4+ 1) (cosx — 1) =0,
de donde:
cosr =1 = z =0rad,2nrrad
cos T = —% = xr= 2?erad,%rmd.

Tenemos el conjunto solucion: S = {0 rad, %’“ rad, %’r rad, 27 rad}.

Ejemplo 4.2.6
En el intervalo [0, 27| resuelva 2senx = sen 2.

Solucién.

Escribiendo la ecuacion en términos de angulos simples y luego factorizando tenemos:
2senx (1 —cosz) =0,
de donde:

senx =0 = =z =0rad,nrad,2rrad

cosr =1 = x =0rad,2nrad.

Es decir, tenemos por conjunto solucién: S = {Orad, 7 rad, 27 rad}.
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Ejemplo 4.2.7
En el intervalo [0, 2] resuelva 2 cos* v +senx = 1.

Solucién.

Usando identidades trigonométricas tenemos que:
2(1 —sen’z) +senx =1 = 2sen’x —senz — 1 = 0.

Usando el cambio de variables y = senx obtenemos 2y?> —y — 1 = 0, con lo cual tenemos
dos posibilidades que y =1 oy = —%.

T
senx =1 = szrad

1 7 11
senx = —3 = x= grad,?ﬂrad.

Es decir, tenemos por conjunto solucion: S = {3 rad, 7 rad, L= rad}.

4.3. Aplicaciones

Ea los siguﬁntes resultados consideremos el triangulo ABC' cualquiera de lados AB = ¢,
AC=by BC =«

Figura 4.2: Tridngulo ABC' cualquiera.

Teoremas del seno y coseno

Teorema 4.3.1 (Ley de los Senos)
En todo triangulo los lados son proporcionales a los senos de los angulos opuestos. Es decir,

a b c

sena  senf3 senvy
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Demostracion.
En la Figura 4.2 sean C'D y BFE alturas correspondientes a los vértices C' y B respectiva-

mente. Luego, tenemos:

cCD ——
sena = — = CD =asenaq,
a

5
sen f = CT = CD = bsenf,

de donde concluimos: ;
a

sena senf’

Razonando de igual forma con la altura BE y los angulos « y v obtenemos:

a C

sena  senvy’

y por tanto, se concluye la afirmacién del teorema. m

Teorema 4.3.2 (Ley de los Cosenos)

En todo triangulo el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros
dos menos el doble producto de éstos por el coseno del angulo comprendido por ellos. Es
decir,

a> = b* 4 —2bccosa,
¥ = a®>+ ¢ — 2accos b,
A = a*+b* —2abcosn.

Demostracioén.
Mostremos la primera de las afirmaciones. De la Figura 4.2 tenemos que:

o> = C_D2 + EQ
¥ = CD +AD".
Restando estas igualdades obtenemos:
a>— v =DB —AD".
Pero, BD = ¢ — AD, lo que sustituido en la igualdad anterior resulta:
a?—bv=c*—2c- AD.
Pero del AADC' tenemos que AD = bcos v, por lo que concluimos:

a® =%+ % — 2bccos a.
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Aplicaciéon de la trigonometria a los niimeros complejos

Las ideas trigonométricas tratadas anteriormente se pueden aplicar a los niimeros complejos,
introduciéndo una nueva escritura que facilita las operaciones de multiplicacién y division.

Il

Qb ——

Figura 4.3: Representacion vectorial de un complejo z = a + bi

Sea z = a + bi un nimero complejo y @ el angulo medido en radianes desde el eje real
—

positivo, hasta el vector OP, como muestra la Figura 4.3, entonces podemos escribir

= |z|cosf

b = |z|send.

Luego:
z = |z| (cos @ +isenf).
i0

Observacion 4.3.3 Muchas veces es frecuente utilizar la notacion e = cos6 + isen?,

con ello z = |z| €. Como ejercicio verifica que z = |z| e~ %.

Proposicion 4.3.4

Sea z € C tal que z = |z|(cosf + isend), entonces para todo n € N se tiene que
2" = |z|" (cosnf + i sennd).

Demostracion. Aplicamos induccién sobre n. Vemos que paran = 1 es evidente. Suponemos
vélida la afirmacién para n, es decir,

2" = |z|" (cosnf + isennd) .
Debemos demostrar que la afirmacién es vélida para n + 1, es decir,
2" = 2" (cos (n + 1) 6 +isen (n+1)6).

En efecto,

2=

= |2|"(cosnb + isennf) - |z|(cos O + isen b))
"t [cos nb cos O + i cos nf sen nfd + i sen nf cos § — sen nd sen )
™

= |z cosnf cos @ — sennf sen ) + i(cos nf sen nf + sennf cos f)

= |2|"(cos(n +1)0 +isen(n + 1)0)m
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3V2  3V2.

Ejemplo 4.3.5 Calcule 2*° sj z = —— — i

2 2

El complejo z escrito en forma trigonométrica es z = 3 (COS %’r + isen %ﬂ) Entonces:

5 5
220 = 320 (cos 2OZ7r + 7 sen 20%)

= 3% (cos 257 + isen 257)

= 3% (cos(m + 12 - 27) +isen(r + 12 - 27))
= 3% (cosm +isenm)

— 30(_140)=—3%.

(=]

Proposicion 4.3.6
Para todo z € C no nulo tal que z = |z| (cos 0 + isen f), entonces ' = |z| " (cos§ — isen#).

Demostracion.
Sea w = |w|(cos o + isen «) el inverso multiplicativo de z, entonces:
z-w = |z] |w| (cos(@ + a) +isen(d + a)) = 1 (cos0 + isen0) .
Lo que implica |z||w| = 1, es decir, |w| = |2|' y 6 + a = 0, es decir, a = —0. Por tanto,
27t = |z| 7 (cos(—0) +isen(—0)) = |z| " (cos@ — isen6).
|

Proposicion 4.3.7
Seann € Z y z € C tal que z = |z| (cos 0 + isen ), entonces z™ = |z|" (cosnf + isennb).

Demostracion.
Paran € Ny n = —1 ya estd demostrado. Para n € Z~ sea n = —m, m € N tenemos:

n —m

— (hym
= (|z|7*(cos —0 + isen —0))™
= |z|7™(cos(—mB) + isen(—mdb)
= |2|"(cos(nB) + i sen(nb).
[

Proposicion 4.3.8
Sea z = |z|(cos 6 + isen ) entonces las n-raices de z estan dadas por:

0+ 2k 0+ 2k
wk:\”/|z|(cos( + 7T)—l—isen( + 7T)),k:EZ,k::O,---,n—l.
n

n
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Demostracion.
Sea w = |w| (cosa +isen ) tal que w™ = z, n € Z. Asi:

|w|" (cosna + isenna) = |z|(cosf 4 isend),

0+ 2k
de donde, |w|™ = |z] y a = 0 + 2km, con k € Z. Luego, |w| = {/|z|y a = il T
n
k=0,1,--- ;n—1. Como senf y cosf son 2w —periodicas, para k = n se tiene la misma

raiz que para k =0. m

Observacion 4.3.9 Las n raices de un nimero complejo z # 0 dividen la circunferencia
de radio |z| en n partes iguales.

1
Ejemplo 4.3.10 Sea z = \/75 + 3 .

“[%

1. Encuentre w € 7 tal que z - w = 5 + —1.

2. Determine 2%7.

3. Encuentre las raices ctbicas de w.

4. Grafique las raices encontradas en el punto anterior.

V3. V3

1. Comoz- -w = 3 + 71 yz= - + —1, tenemos que:

N

1, V3, V3 _ 1,
e (4e) ($-4)
YT o T (L1 ()
Ek (7+§Z) (7—51)

2. Para calcular 27, pasamos z a la forma polar. Tenemos |z| =1y 0, = %+ Luego,
22 (1)*" (cos (27- %) + isen (27- %))

= COS 5 15€ 5

= cos(2-27r+g>+isen<2~27r+g>

= cos(y) risen ()
= COS B 7 5en B

= 1.
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3. Para determinar las raices cibicas de w pasamos a la forma polar, encontrando w =
T +2km . T +2km
cos( ) —l—zsen( ) Luego, uy, = 005(2 3 ) —|—zsen<2 3 ) conk =0,1,2. Es

decir,
1
k=0 = u0:<cos%+zsenw>:\/7_+§,
5T 3 1
k=1 = ulz(cos——l—zse :_§+§Z~’

Il
[
‘N.

k=2 = uy= (cos—+zse

4. Las tres raices cubicas de w:

S -

U2

Figura 4.4: Raices ctibicas de w = i.

4.4. El plano cartesiano y la recta

Para este capitulo suponemos conocidos todos los aspectos basicos de geometria elemental,
por lo cual, solo haremos un comentario sobre el concepto de segmento. Recordemos que
un segmento es la porcién de linea recta comprendida entre dos puntos. Al segmento entre
los puntos Py () se denota por PQ) o P, sin importar el orden de las letras y su longitud

por PQ).

Definamos ahora un sistema de ejes coordenados que permita ubicarnos sin ambigtliedad en
el plano. El sistema coordenado rectangular consta de dos ejes, llamados ejes coorde-
nados, perpendiculares entre si. El punto de interseccién entre ellos se denomina origen,
donde ubicamos el cero. La recta horizontal se denomina eje X o eje de las abscisas, por
su parte la recta vertical se denomina eje Y o eje de las ordenadas. Las abscisas, medidas
sobre el eje X, a la derecha del origen son positivas y a la izquierda son negativas. Las
ordenadas, medidas sobre el eje Y, son positivas arriba del origen y negativas bajo éste. Los
ejes coordenados dividen el plano en cuatro partes denominadas cuadrantes, numeradas
en forma antihoraria como se ilustra en la Figura 4.5.

Todo punto P del plano puede localizarse por medio del sistema rectangular. En efecto,
se traza PA perpendicular al eje X y PB perpendicular al eje 4. La longitud OA sera la
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11 1

B0,y)F - P(z,y)

117 v

Figura 4.5: Plano Cartesiano.

abscisa de P y la longitud OB la ordenada de P. Estos nimeros se llaman coordenadas
de P vy se representan por el par ordenado (z,y). Es evidente que a cada punto P del
plano le corresponde un dnico par ordenado (x,y). Reciprocamente, cada par ordenado
tiene asociado un unico punto en el plano.

Este sistema de ejes coordenados rectangulares se denomina cominmente plano carte-
siano? y lo denotaremos por plano XY . Con esto a la mano comenzamos nuestro estudio
de geometria analitica en el plano.

Distancia entre dos puntos

Sean P; (x1,y1) y P2 (xa,y2) dos puntos del plano, gracias a el teorema de Pitagoras,
tenemos una expresion que da cuenta de la distancia entre ellos, la que denotaremos por
d(Py, Py).

Teorema 4.4.1
Sean Py (z1,y1) y P2 (22, y2) dos puntos del plano. Entonces, la distancia entre ellos esta da-
da por la expresion

A(PLP) = (w2 —20) + (12— 1) (4.1)

Demostracion.
Por P, y P, tracemos paralelas a los ejes coordenados, como se muestra en la Figura 4.6.

Con esta construccion obtenemos el triangulo rectangulo P, () P, de catetos P,() = x5 — 7,
PyQ) = yo—y; e hipotenusa P, P, = d (Py, P»). Aplicando el Teorema de Pitdgoras tenemos,

&? (P, P) = (z2— 1’1)2 + (y2 — y1)27
de donde,

A(PLPy) = (o2 =21+ (2 — )™

2En honor a René Descartes, filésofo, matematico y fisico francés, (1596-1650).
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Figura 4.6: Distancia entre dos Puntos.

Ejemplo 4.4.2 Demostrar que los puntos A(5,—2), B(7,4) y C(—2,5) son los vértices
de un tridngulo escaleno.

Solucioén.

Como sabemos de la geometria plana, en un triangulo escaleno todas las medidas de sus
lados son distintas, calculemos la distancia entre los vértices.

d(A,B) = /(5-T72+(-2-42 =+40=2V10

d(B,C) = /(T—(=2)2+(4—(-5)? =V162=9V2

dC,A) = /(—2-52+(5—(-2)2 =72

Concluimos que es un triangulo escaleno ya que d(A, B) # d(B,C) # d(C, A).

Ejemplo 4.4.3
Dos de los vértices de un triangulo equilatero son los puntos A(—4,4) y B(—4, —6). Calcular
las coordenadas del tercer vértice.

Solucién.

Sea P(x,y) las coordenadas del vértice a calcular. Calculemos la distancia entre A y B:

d(A, B) = /(=4 — (—)7 + (4= (=6))? = 10.

Ahora calculamos las longitudes PA y PB.

dPA) = Ve (P + -1 =2’ +y° +8r—8y+32
d(P,B)= /(v — (—4)2+ (y — (—6))2 = /a2 +y2+ 8z + 12y + 52
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Como d(P, A) = d(P, B) = d(A, B) = 10 igualando las dltimas ecuaciones se tiene

Vil + 2 +82 —8y+32 = a2+ 12+ 8z + 12y + 52
4 y?+ 8 —8y+32 = 2%+ y® + 8z + 12y + 52
20y = —20
y = —1.
Entonces de la igualdad d(A, B) = d(P, A) = 10 se obtiene la ecuacion
x? + 3% 4+ 8z — 8y + 32 = 100.

donde reemplazamos el valor de la ordenada y = —1 y se obtiene la ecuacion cuadratica
22+ 8¢ — 59 = 0 de soluciones 11 = —4 — 5v/3 yTo=—4+ 5v/3.
Finalmente obtenemos dos posibles terceros vértices

Pi(~4=5v3,-1) y P (~4+5v3,-1)

Figura 4.7: Ejemplo 4.4.3

Divisiéon de un segmento

Dados dos puntos P (z1,y1) y P (22,y2) queremos determinar las coordenadas de otro
punto P (z,y) del segmento P, P, que lo divida en una razén dada, r, es decir, buscamos

PP
P tal que Lo
PP,

Teorema 4.4.4
Sean P; (x1,y1) y P2 (22,y2) las coordenadas de los extremos de un segmento P P,. En-

PP
tonces, las coordenadas (x,y) de un punto P que divide el segmento en la razén r = %
2
estan dadas por
Ty +TTo Y1+ 1Y
= -, = -, T 7é —1.
1+7r 1+7r
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Figura 4.8: Punto de divisiéon de un segmento.

Demostracion.

Por los puntos P, Py P, tracemos perpendiculares a los ejes coordenados como se muestra
en la Figura 4.8. De la geometria elemental sabemos que los segmentos paralelos P, A;, PA
y P> A, intersectan segmentos proporcionales sobre las dos transversales PP, y A Ay. Por

tanto, tenemos,
PP AA
PP, AA,
Como las coordenadas de los pies de las perpendiculares al eje x son A; (x1,0), A(x,0)y
Ay (x9,0), tenemos que A1A =z — x1 y AAy = x5 — z. Reemplazando esto en (4.2),

(4.2)

r — T
r= ,
To — X
de donde,
T1 + rea
= 7= Y —1. 4.3
x o7 r# (4.3)

Por un argumento y procedimiento similar obtenemos,

T:P1P:BlB:y_y1
PP, BBy, Y-y

de donde,
Y1+ Y2
== Vr # —1. 4.4
Y I1+r 7 (4.4)
]
Notemos que si la razén r es negativa, el punto de divisién esta en la prolongacién del

segmento que se divide.

Corolario 4.4.5 Las coordenadas (x,y) del punto medio del segmento P, P, de extremos
Py (z1,11) y P2 (z2,y2) son:
_ T+ _nty

te Ty Y 2
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Demostracion. Basta tomar r =1 en (4.3)y (4.4). =

Se debe tener mucho cuidado al utilizar las expresiones (4.3) y (4.4) respetando el orden de
inicio y término del segmento, puesto que éstos se consideran dirigidos.

Ejemplo 4.4.6 Hallar los puntos de triseccion y el punto medio del segmento cuyos ex-
tremos son los puntos A(—2,3) y B(6,—3).

Solucién.

Primero necesitamos buscar los puntos que separan en tres partes iguales al segmento AB,

) AP, 1 AP,
es decir, se busca un punto P; tal que = — y un punto P; tal que = —, entonces
P 1 q PL 2 yunp 2 q 28] 1

las coordenadas de P, estan dadas por:

—2+1.6 2 3+4-(-3 2

1+4 3 1+3
las coordenadas de P» son:
—242-6 10 3+2-(—3) 10
R 30 Y 1+2 2( ’ )
y el punto medio esta dado por:
—2+46 34+ (-3
T = 2+ =2, :#:O:>M(2,0).

Para comprobar los resultados obtenidos basta calcular AP, PP, y P,B y deben ser
iguales.

Ejemplo 4.4.7 Uno de los puntos extremos de un segmento es el punto A(7,8) y su punto
medio es B(4,3). Hallar el otro extremo.

Solucién.

Sea P(x,y) el extremo a determinar. De las férmulas de puntos medio se tiene:

x+7:4 - x=1
2
8

%:3 — y=-2

Otra forma de resolver este problema es usando las férmulas de razén. Como observamos en
la Figura 4.4.7 los segmentos AP y BP se encuentran en razén 2 : 1, pero como el punto P

no se encuentra en el segmento AB esta razon es negativa, en efecto, considerando r = —2
se tiene:
_7+(—2)-4_—_1_1 _8+(—2)~(3)__2
1+(—2) -1 YT
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A=(7,8)

C=(423)

0 72 i 6 8
2| B=(1-2)

Figura 4.9: Ejemplo 4.4.7

Problemas fundamentales

Definicién 4.4.8 (Lugar geométrico)
Se llama lugar geométrico o grafica de una ecuacion en dos variables F (x,y) = 0, a la
curva formada por el conjunto de puntos que satisfacen dicha ecuacion.

Dos son los problemas fundamentales que preocupan a la geometria analitica,

1. Dada una ecuacién en dos variables interpretarla geométricamente, es decir, represen-
tar su lugar geométrico en el plano.

2. Dado un lugar geométrico o la condicién que deben satisfacer sus puntos, determinar
su ecuacion.

Ejemplo 4.4.9
Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que se
conserva siempre equidistante de los dos puntos A(1,—2) y B(5,4).

Solucién.

Sea P(x,y) un punto arbitrario que pertenece al lugar geométrico. Entonces la condicion
que define al conjunto de puntos se interpreta como PA = PB, calculando las distancias
tenemos:

Ve—12+(y+2)? = V(=524 (y—4)
=2+ 1+ +4y+4 = 22 —102+25+y> — 8y + 16
8r+ 12y —36 = 0.
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Entonces los puntos que pertenecen al lugar geométrico son aquellos que satisfacen la
relacion 2x + 3y — 9 = 0. En efecto, un punto que cumple la relacion es P(0,3) pues

2:0+3-3—-9=0

y si comprobamos la condicion:

VO—12+(3B+2)2 = JO0-52+ (347
VI+25 = V25+1
V26 = /26.

Ejemplo 4.4.10
¢ Cudl es el lugar geométrico de los puntos del plano cuyo cuociente de distancias a los
puntos M (6,0) y N(—2,0) es 37

Solucién.

Sea P(x,y) un punto arbitrario que pertenece al lugar geométrico. Entonces la condicion

. . . PM
que define al conjunto de puntos se interpreta como N = 3, con lo cual calculando las

distancias tenemos:

= 3

V(= 6)% 4 (y — 0)?
V(& +2)2 4 (y - 0)?
(=6 +y" = 9(x+2)°+
2’ — 120 +36+y* = 9@ +4r +4+y?)
82% 4+ 8y? + 48z = 0.

Entonces los puntos que pertenecen al lugar geométrico son aquellos que satisfacen la
relacion x? +y?+6x = 0. Comprobemos con un punto que cumple la relacién, por ejemplo,
P(—6,0) reemplazando en la relacion:

V66240712,
V(=6+22+02 4

Para representar cualquier lugar geométrico debemos considerar aspectos como interseccién
con los ejes coordenados y la simetria.

Interseccién con los ejes coordenados

1. Al hacer x = 0 obtenemos las intersecciones de la curva con el eje de las ordenadas.

2. Al hacer y = 0 obtenemos las intersecciones de la curva con el eje de las abscisas.
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Ejemplo 4.4.11
Busquemos las intersecciones con los ejes del lugar geométrico x* + y? + 6z = 0,

1L 2=0=0"+y*+6-0=0=y=0,
2 y=0=>2*40°4+6-2=0=z(z+6)=0=2=0Vzr=—6.

Asi, el lugar geométrico intersecta al eje de las ordenadas en el punto (0,0) y al de las
abscisas en los puntos (0,0) y (—6,0)

Simetria

Definicion 4.4.12 (Puntos simétricos, eje de simetria)
Dos puntos son simétricos con respecto a una recta, si la recta es perpendicular al segmento
que los une en su punto medio. La recta se denomina eje de simetria.

Definicion 4.4.13 (Puntos simétricos, centro de simetria)
Dos puntos son simétricos con respecto a un punto P, si P es el punto medio del segmento
que los une. El punto P, se llama centro de simetria.

Estos conceptos se pueden interpretar en el sistema cartesiano de la siguiente manera,

1. Sial reemplazar x por —z, la ecuacidén no varia, entonces la curva es simétrica respecto
al eje de las ordenadas.

2. Si al reemplazar y por —y, la ecuacidén no varia, entonces la curva es simétrica respecto
al eje de las abscisas.

3. Si al reemplazar z por —z e y por —y, la ecuacién no varia, entonces la curva es
simétrica respecto al origen.

Transformacion de coordenadas

Veremos dos casos de transformacién de coordenadas: las traslaciones y las rotaciones.

Traslacion de ejes coordenados

Para simplificar o generalizar ecuaciones de lugares geométricos podemos hacer una traslacion
de ejes.

Teorema 4.4.14

Si trasladamos los ejes coordenados a un nuevo origen, digamos O’ (h, k), y si las coorde-
nadas de cualquier punto P antes y después de la traslacién son (z,y) y (2',1') respectiva-
mente, las ecuaciones de traslacion del sistema primitivo al nuevo sistema de coordenadas
son,

x = 2 +h,
= y +k.
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Demostracion.
Sean X e Y los ejes primitivos y X’ e Y’ los nuevos ejes. Fijemos en (h, k) las coordenadas
del nuevo origen O, como se muestra en la Figura 4.10.

Y vy
FF-—-t%--P
|
|
BF=—5— X’
orIc
| |
| |
| |
o 4 D X

Figura 4.10: Traslacién de Ejes.

Desde el punto P, trazamos perpendiculares a ambos sistemas de ejes, y prolongamos los
nuevos ejes hasta que corten los originales. De esto tenemos,

r=0D=0A+AD=0A+0C=h+2a"

Andlogamente,

y=0F=0B+BF=0B+0FE=k+4y.

Ejemplo 4.4.15
Supongamos que trasladamos el eje al punto (—1, 4) los puntos (3, 2); (—4, 6); (—1, 0)
equivalen a (4, —2); (2, —9); (1, —4) en el nuevo eje.

E'=(-3,2)
E=(-4,6)

(4,0) X!

D'=(4,-2)
(0,-2) 24 ®
D=(3,2)

F'=(0,-4)

2
F=(1,0) X
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Rotacion de ejes coordenados

Como segunda alternativa para reducir o generalizar ecuaciones de lugares geométricos
tenemos la rotacién de ejes.

Teorema 4.4.16

Si los ejes coordenados giran un angulo «v en torno a su origen como centro de rotacion, y
las coordenadas de un punto cualquiera P antes y después de la rotacion son (z,y) y (z',y')
respectivamente, las ecuaciones de transformacion de sistema original al nuevo sistema de
coordenadas estan dadas por,

r = 2'cosa—y sena,

= 2'sena+ 1y cosa.

Demostracion.

Sean X e Y los ejes originales y X’ e Y’ los nuevos ejes. Desde el punto P tracemos la
ordenada AP correspondiente al sistema XY, la ordenada A’P correspondiente al sistema
X'Y’, el trazo recto OP =r y el ZPOA' = 3 como se muestra en la figura siguiente,

Y
P X’

N

//I A !

rr VA
Y’ /é :
/ |
// |
o I

0 A X

Figura 4.11: Rotacién de ejes.

Por trigonometria tenemos,

r=0A=rcos(a+f), (4.5)
y = AP =rsen(a+ ), (4.6)
v =0A =rcosfB, y = AP = rsenp. (4.7)

De (4.5) tenemos, x = rcos(a+ ) = rcosacosf — rsenasen 3, donde sustituimos
(4.7), obteniendo = = 2’ cosa — y sen av.

Andlogamente, de (4.6), y = rsen (a + ) = rsen a cos S+7 cos asen 3, donde sustituyen-
do (4.7) obtenemos y = z’sen« + ' cos a, concluyendo de esta forma la demostracién.
[

En las siguientes secciones nos abocamos a estudiar diversos lugares geométricos de uso
habitual en el Célculo.

Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera. 155



4.4 El plano cartesiano y la recta

La recta

Definicion 4.4.17 (Recta)
La recta es el lugar geométrico de todos los puntos (x1,11) y (z2,y2) distintos, tales que
la razén entre la diferencia de las ordenadas y la diferencia de las abscisas es constante. Es
decir,
Y2 — Y1
To — X1

=k.

Definicién 4.4.18 (Angulo de inclinacion)
El angulo de inclinacion de una recta es el angulo formado por la parte positiva del eje de
las abscisas y la recta.

Definicion 4.4.19 (Pendiente o coeficiente angular)
La pendiente o coeficiente angular es la tangente del angulo de inclinacién. Sera denotada
mediante la letra m.

Y

P,

Yo —-—=—-- 7|/
7|

7 ly2—n
P, /\ |
Y1 CAN -
s T2 — X1
/ ! I
I |
7 | |
/ea | | X
s Z1 Z2
/

Para encontrar una expresién que dé cuenta de la pendiente de una recta consideremos la
Figura 4.4. Por P, y P, trazamos paralelas a los ejes coordenados formandose el tridngulo
rectangulo P;QQPs. Si 0 es el angulo de inclinacién de la recta, éste es igual al ZP, P, () por
ser correspondientes entre paralelas. Luego, por trigonometria,

mztg@zu. (4.8)

To — X1

Con esto hemos demostrado el siguiente resultado:

Proposicion 4.4.20
Si Py (z1,y1) y Py (x2,y2) son dos puntos diferentes de una recta, la pendiente esta dada
por:

Y2 —

m=tgl ="——.
To — Iq
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Proposicion 4.4.21
El dngulo v, medido en sentido positivo (antihorario), entre dos rectas L, y Lo, de pendientes
my y mey respectivamente, esta dado por

tga=—2""0 g my £ —1. 4.9
& 1+m1m2 ! 2# ( )
Y
/I
N ,/
\(O-[\/
N/
~
N
4 ~
/ \\
A ~ o
’ AN X
/s

Figura 4.12: Angulo entre rectas.

Demostracion.
De la Figura 4.12 tenemos que 05 = « + 6, de donde o = 6, — #;. Tomando tangente a
ambos lados de esta expresion tenemos tg o = tg (02 — 61). Luego, aplicando la identidad
tghy — tg by

, de donde

trigonométrica para la tangente de una diferencia tenemos, tgea = ———=>—
& P & & 1+ tgb tg by

concluimos (4.9), pues my = tgft, y mg =tgbs. m

Notemos que en la expresién (4.9), my representa la pendiente de la recta que forma el lado
inicial del angulo y m representa la pendiente de la recta que forma el lado final del angulo.

Corolario 4.4.22

1. Dos rectas son paralelas (||) si y solo si sus pendiente son iguales.

2. Dos rectas son perpendiculares (L) si y solo si el producto de sus pendientes es igual
a—1.

Demostracion. El lector demostrara sin dificultad este resultado con la ayuda de la expre-
sion (4.9). m

Se deduce de la Proposicion 4.4.20 que la constante que caracteriza a la recta, mencionada
en la Definicién 4.4.17, es la pendiente m. Esto nos da la pauta para encontrar las distintas
formas de la ecuacién de una recta.

Supongamos que conocemos un punto P; (x1,%;) de la recta y su pendiente m. Si P (x,y)
es otro punto de la misma recta, tenemos que,

:y—y1

m J
r — T
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de donde quitando denominadores obtenemos la ecuacion,
y—y=m(r— 1), (4.10)

llamada ecuaciéon punto-pendiente. De esta forma hemos demostrado el siguiente resul-
tado,

Teorema 4.4.23 (Ecuacién Punto-Pendiente)
Si una recta pasa por el punto Py (z1,y1) y tiene pendiente m, entonces su ecuacion esta da-
da por:

y—y1=m(xr— 1), (4.11)

A partir de esto tenemos dos casos particulares,

1. Sila recta es paralela al eje de las ordenadas y pasa por el punto (a,0), entonces tiene
pendiente infinita y su ecuacién es x = a.

2. Si la recta es paralela al eje de las abscisas y pasa por el punto (0,b), entonces tiene
pendiente nula y su ecuacién es y = b.

Si conocemos la pendiente m de una recta y la ordenada en el origen n, su ecuacién es
y = mx + n, llamada ecuacién pendiente-ordenada. Cabe sefialar que la ecuacién de la
recta escrita de la forma y = max + n se llama forma principal de la recta. En tanto,

se conoce como ecuacion general de la recta, cuando tiene la forma az + by + ¢ = 0,
a c

donde a, b y ¢ son constantes. Si escribimos ésta en la forma y = —Ex ~3 y hacemos una
: . . a
semejanza con la forma principal, obtenemos que la pendiente es m = -3 y la ordenada
c

en el origen es n = ——.

b

Ejemplo 4.4.24
Dados A(—2,3) y B(5,6), encuentre la ecuacion de la simetral del segmento AB.

Solucién.

Recordemos que la simetral es la recta que pasa por el punto medio del segmento AB y es
perpendicular a éste. Calculemos el punto medio y la pendiente de la recta que los une.

—245 3 6+3 9 6—3 3

xr = = — = —— = — m = ——————— —= —.,

2 2 YT Ty 5—(-2) 7
Como la simetral es perpendicular a la recta se tiene que la pendiente de ésta debe cumplir
con % -mgy = —1 luego my = ’77 Finalmente la recta buscada la encontramos usando la

ecuacion punto pendiente.

9 =7 3
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Ejemplo 4.4.25
Hallar la recta que pasa por el punto (—4,—5) y que es paralela a la recta 2x + 3y = 12.

Solucién.

Para formar la recta necesitamos la pendiente de ésta y un punto de ella. Como es paralela
a 2x + 3y = 7 su pendiente es la misma. Llevando esta ecuacion a su forma principal

Yy = —gx + 3 la pendiente es m = ER La recta buscada la obtenemos de la ecuacion
punto-pendiente:

y—(=5) = — (v — (—4)) = 3y + 22 + 23 = 0.

Ejemplo 4.4.26
Dada la recta 4x + 3y — 6 = 0, escribe la ecuacion de la recta perpendicular a ella en el
punto de corte con el eje de las ordenadas.

Solucién.

Primero busquemos el punto de interseccion de la recta con el eje Y. Para ello basta con
tomar x = 0 en la ecuacion, con lo cual se tiene 4-0+3y = 6 = y = 2. Al escribir la ecuacion

. . —4
en la forma principal para obtener la pendiente de la recta y = —gx +2=m = EX
como se busca la recta perpendicular la pendiente de ésta cumple que my = —— con lo cual

my

. 3 .

la pendiente queda mo = 1 Finalmente la recta queda:
3
y—Q:Z(x—0)=>4y—3m—8:O
Supongamos ahora que conocemos dos puntos P; (z1,y1) y P> (22, y2) pertenecientes a una
misma recta. Si P (x,y) es otro punto de la misma recta, entonces se satisface m = ]
r — I

ym= y_yz, de donde,

T — T9

Y—% Yy —Y
r—1x X — T
Y=Y  Ya2—U
37—552_552—1'1

Quitando denominadores y del hecho que , tenemos la ecuacién punto-

punto dada por,

Y2 —
— Yy = — . 4.12
Y= Ty — 2 (z — 1) (4.12)

De esta forma hemos mostrado el siguiente resultado:
Teorema 4.4.27 (ecuaciéon punto-punto)

Si Py (x1,11) y P2 (x2,y2) son puntos de una misma recta, entonces su ecuacion estd dada
por (4.12).
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Ejemplo 4.4.28 Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(—1,3) y

Q(1,2).

Solucién.

Reemplazando en la ecuacion 4.12 se tiene:

y—3:12_;(_31)(x—(—1))$y—3:_—1(x+1)

Ejemplo 4.4.29

Se sabe que el agua se congela a 0° Celcius o 32° Farenheit, y que hierve a 100° Celcius o
212° Farenheit. Ademas, la relacion entre la temperatura, expresada en grados Celcius y en
grados Farenheit es lineal. Encontrar esa relacion.

Solucién.

Sea F' la temperatura medida en grados Farenheit (ordenada) y C' la temperatura en grados
Celcius ( abscisa ) entonces necesitamos construir una recta que pase por los puntos (0, 32)
y (100, 212), calculando la pendiente:

212-32 180 9
m = = = —

100—0 100 5’

con lo cual la relacion queda:
9 9

Teorema 4.4.30 (ecuacién simétrica de la recta)
Supongamos que la recta intersecta a los ejes X e Y en a y b respectivamente. Entonces

su ecuacion esta dada por,

r oy
—+==1.
a+b

Demostracion. El lector demostrard este resultado a manera de ejercicio. =

Ejemplo 4.4.31
Determinemos la longitud del segmento que determina la recta x — 2y + 5 = 0 al cortar a
los ejes de coordenadas.

Solucién.

Primero hay que buscar las intersecciones con los ejes coordenados para ello escribamos la
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ecuacion en su forma simétrica:

r—2y+5 = 0

r—2y = =5
=z _
-5 =5

T Y
T A
5 "5 !

por lo cual la recta intersecta al eje x en el punto (—5,0) y al eje y en (0, g) Ahora
calculando la distancia entre los puntos.

d=+/(=5-0)2+(0—5/2)2 = ﬁ:ig.

4 2
Y
L
N
P
TiF——-—--
4/
I
W)
O Y1 X

Figura 4.13: Ecuacién normal

Para terminar la discusidon sobre las ecuaciones de la recta, supongamos que conocemos
la longitud d de una perpendicular ON a la recta L trazada desde el origen. Supongamos
ademads, conocido el dngulo w que forma dicha perpendicular con el eje de las abscisas. Sea
P (x1,31) el punto interseccién entre la perpendicular y la recta L, todo como se muestra
en la Figura 4.4.

Por trigonometria, y; = dsinw y 1 = dcosw. Como ON tiene pendiente mpoy = tgw y

es perpendicular a L, en virtud del Corolario 4.4.22 la recta L tiene pendiente m, = ———

tgw'
., 1 D g
por tanto, su ecuacion es y — y; = Tt (r — x1), que una vez simplificada corresponde
w
a, &
rcosw+ysinw —d =0, (4.13)

[lamada ecuacidon normal de la recta.
Si hacemos un paralelo con la ecuacién general de la recta, ax + by + ¢ = 0, vemos que
cosw = ka, senw = kby —d = kc, donde k es una constante de proporcionalidad, pues
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senw y cosw varia sélo entre —1 y 1. Elevando al cuadrado las dos primeras relaciones,
1
sumando y tomando raiz cuadrada obtenemos K = ———. Esto se resume en el

+va2 + b2

siguiente resultado,

Teorema 4.4.32 (Ecuacién Normal)

La forma general de la ecuacion de la recta ax + by + ¢ = 0, puede reducirse a la forma
normal (4.13) dividiendo cada término de la ecuacion general por k = £+/a? + b%, donde
el signo de la raiz se escoge como,

1. Sic+#0, k es de signo contrario a c.
2.S5ic=0yb#0,k yb tienen el mismo signo.
3. Sic=b=0, k ya tienen el mismo signo.

Una aplicacién interesante de la forma normal de una recta es la determinacién de la distancia
d entre un punto Py (z1,y1) y una recta L.

Y
Ly
N
2
9~ N
ds
7
'y
0 X

Figura 4.14: Distancia de un Punto a una Recta

Para ello, tracemos una recta L, paralela a L que pase por P;, como se muestra en la Figura
4.14. Sea w el angulo de inclinacién de la recta perpendicular a Ly y L, que pasa por el
origen. Con esto las ecuaciones normales de L; y L son zcosw + ysenw — (p+d) =0y
x cos w+y sen w—p = 0 respectivamente. Como las coordenadas de P; satisfacen la ecuacion
de L; tenemos x; cosw + y;senw — (p + d) = 0, de donde d = z1 cosw + y; senw — p.
Una forma mds adecuada de la expresidn de distancia entre un punto y una recta se logra
pasando de la forma normal a la general. Asi tenemos:

Teorema 4.4.33
La distancia dirigida d, del punto P, (x1,y;) a la recta ax + by + ¢ = 0, estd dada por:

axy + by, + ¢
+vVa2 + b2’

donde el signo de la raiz se escoge de acuerdo al Teorema 4.4.32.

d= (4.14)

162 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



4.4 El plano cartesiano y la recta

Corolario 4.4.34
La distancia no dirigida d, del punto Py (x1,y1) a la recta ax + by + ¢ = 0, estd dada por:

ez + by + ¢

d

(4.15)

Ejemplo 4.4.35
Encontremos la distancia entre las rectas L : © — 2y +8 =0y Ly : =20 +4y — 7= 0.

Solucién.

Primero debemos comprobar que las rectas son paralelas entre si. De lo contrario, ellas se
intersectan en algtn punto y su distancia entre ellas seria (.

Escribamos ambas rectas en su forma principal: Ly : y = %x +4ylLy:y= %x — g con lo
cual m; = mgy = % lo cual implica que ambas rectas son paralelas. Ahora para calcular la
distancia tomemos un punto que pertenezca a la recta Ly, por ejemplo si x = 2 entonces

y = 5. Usando la férmula de distancia entre un punto y una recta se tiene:

ez by e |-2:2+4-5-7 9v5
NCES V(=22 + (4)2 10

d

Ejemplo 4.4.36
Determine ¢ para que la distancia de la recta x — 3y + ¢ = 0 al punto (6,2) sea de /10
unidades.

Solucién.

g laxy +byr +¢f 16+ (=3)-24¢|

Va2 + b2 12 4+ (=3)2

Con lo cual existen dos opciones ¢ = £10.

(0:16, 8.18)

(15.71,-2.3)

Figura 4.15: Ejemplo 4.4.36
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4.5. Secciones conicas

La circunferencia

Definicién 4.5.1 (Circunferencia)
La circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos que estdn a una distancia
constante de otro punto fijo llamado centro. La distancia constante se llama radio.

Figura 4.16: Circunferencia de centro C'y radio 7.

Sea C' (h, k) el centro de una circunferencia de radio r y sea P (z,y) un punto arbitrario de
ésta, como se muestra en la Figura 4.16.
De acuerdo a (4.1) y la Definicién 4.5.1 tenemos,

d(C,P) = r
Ja—m?+ -k = n

de donde,
(x—h)?+ (y— k) =r% (4.16)

Es inmediato de la expresidon anterior que:

1. Una circunferencia centrada en el origen tiene ecuacién z? + y? = 2.

2. Una circunferencia con centro sobre el eje de las abscisas tiene ecuacion
2
(x —h)" +y? =r2

3. Una circunferencia con centro sobre el eje de las ordenadas tiene ecuacién
2
2+ (y—k) =r%

Desarrollando la expresién (4.16) encontramos la forma general de la circunferencia.
Obtenemos:
2 +y* +Dx+ Ey+ F =0, (4.17)
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donde D = —2h, B = —2ky F = h®+k* —r%
Reciprocamente, completando cuadrados en (4.17), obtenemos:

( D)2 ( E)2 D? + B2 — AF
T+ | Y+ = ;

2 2 4

, D2+ E*—4F

que comparada con (4.16) indica h = =2, k= - y r 1 . Seglin esto
tenemos tres casos:
D? + E? —4F
1. Si i 1 > 0, entonces (4.17) representa una circunferencia de centro
D? + E? — AF
C(~2.-5) y radio r = VX EZZAE
D* + E? —4F
2. Si i 1 = 0, entonces (4.17) representa una circunferencia de centro
C (=2,-L) y radio r = 0, es decir, simplemente un punto.
. D*+ E? —4F : L
3. Si 1 < 0, entonces (4.17) representa una circunferencia imaginaria. En
nuestro caso, que nos interesa la geometria real, no representa ningtn lugar geométri-
co.

De la ecuacién (4.16) vemos que una circunferencia queda completamente determinada si se
conoce el centro C (h, k) y el radio . Al conocer menos condiciones obtenemos una familia
de circunferencias dependientes de parametros. Por ejemplo, (z + 2 4+ (y—1)* = r?
representa la familia de todas las circunferencias con centro en (—2,1).

Ejemplo 4.5.2 Hallemos el centro y el radio de la circunferencia x* +y? — 4z + 2y —4 = 0.

Solucién.

Agrupando y completando cuadrados se tiene:
2 —dr+4 -4+ +2y+1-1-4=0= (z —-2)°+ (y+1)*=09.

Luego el centro de la circunferencia C'(2,—1) y el radio es r = 3.

Ejemplo 4.5.3
Encontraremos el centro, radio y tracemos la grafica de la circunferencia cuya ecuacion es
922 + 9y? — 12x + 36y — 104 = 0.
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Solucién.

4 4
9(x2——x+———)+9(y2+4y+4—4)—104 =0

92 2
9<x—§) +9(y+2)?—-4-36—-104 = 0

9 [(I—§)2+9(y+2)2

(:1:—§>2+(y+2)2 = 16.

= 144

Luego, es la circunferencia tiene centro (%, —2) y radior = 4.

Figura 4.17: Ejemplo 4.5.3

Ejemplo 4.5.4
Determinemos la ecuacion de la circunferencia de radio 5 y cuyo centro es el punto de
interseccion de las rectas 3x — 2y —24 =0y 2x + Ty +9 = 0.

Solucidn.

Primero encontremos la interseccion de la rectas. Para ello resolvemos el sistema de ecua-

ciones:
dr—2y = 24
20 +7y = -9

que tiene por solucion el punto (10, 3). Asi la ecuacion de la circunferencia queda dada por
(x —10)* + (y — 3)* = 25.

Ejemplo 4.5.5
Determinemos la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos de coordenadas
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A(0,0); B(2,0) y D(1,1).

Solucién.

En este tipo de problemas conviene usar la ecuacidn general: x> +y? + Dz + Ey + F = 0.
Reemplazando se tiene las siguientes ecuaciones:

0+02+D-0+E-0+F = 0=F=0
24+0°+D-24+FE-0+F = 0=D= -2
1?’+124D-14E-1+4F = 0= E=0.

Con lo que se obtiene 2 + y* — 2o = 0 o equivalentemente (z — 1)? + y*> = 1 que es una
circunferencia de centro C(1,0) y radio r = 1.

1 D=(1,1)

0.5

-0.5]

Figura 4.18: Ejemplo 4.5.5

Ejemplo 4.5.6
El didgmetro de una circunferencia es el segmento de recta definido por los puntos: A(—8, —2)
y B(4,6). Obtener la ecuacion de dicha circunferencia.

Solucién.

Observemos que si el segmento AB es el didmetro entonces el punto medio de éste sera el
centro de la circunferencia, asi-

—8+4 —24+6
+ :—2, ]{j: _|_ :2’

2 2
y para obtener el radio basta con calcular la distancia del centro a cualquiera de los puntos:

r=1/(—2—4)2+(2-6)2 = /36 + 16 = V/52,

con lo que la ecuacion buscada es:

(z+2)*+ (y — 2)* = 52.

h:

Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera. 167



4.5 Secciones conicas

Ejemplo 4.5.7 Demostremos que las circunferencias
2 .2 _ 2 .2 _
4y +2x -4y =0 y ¥ +y +4x+2y =0,
se cortan ortogonalmente.

Solucién.

Primero escribamos cada una de las circunferencias en forma candnica, para ello debemos
completar los cuadrados de binomio correspondientes:

(z+1)*+(y—2?%=5 y (x+2)*+ (y+1)* =5.
Ahora necesitamos buscar los puntos de interseccion de las circunferencias luego tenemos:
42 —dy =2+ e+ 2y =0=2x+ 6y = = —3y,
reemplazando en cualquiera de las ecuaciones tenemos:
(=3y)°+ () +2(—3y) —4y = 0= 10y +—10y =0 = 10y(y—1) = 0=y =0Vy = 1,

con lo cual se tienen dos puntos de interseccion (0,0) y (—3,1). Para comprobar que las
circunferencias son ortogonales en el punto (—3,1), tenemos que recordar que la recta
tangente a una circunferencia es perpendicular a la recta que une el centro con el punto de
tangencia. Asi, si las rectas que unen el centro con el punto de tangencia son perpendiculares,
entonces las tangentes a la circunferencia también son ortogonales y las circunferencias son

ortogonales.

En primer lugar calculemos la pendiente de la recta que une el centro de la circunferencia
1-2 1

(z+1)%+ (y — 2)> =5 y el punto (—3,1) se tiene m; = S 2 Ahora para la

1- (=1

——=-2,1
3= (—2) , Luego

segunda circunferencia (x +2)*+ (y+1)* = 5 se tiene que my =

las rectas claramente son perpendiculares ya que my - mqy = —1.

La parabola

Definicién 4.5.8 (Parabola)
La parabola es el lugar geométrico de todos los puntos cuya distancia no dirigida a un punto
fijo F', llamado foco, es igual a la distancia no dirigida a una recta L, llamada directriz.

La recta que pasa por el foco y es perpendicular a la directriz se denomina eje de simetria
de la pardbola (eje focal). El punto medio entre el foco y la directriz se llama vértice, que
denotaremos por V. El segmento de recta que une dos puntos cualesquiera de la pardbola se
llama cuerda, cualquier cuerda que pasa por el foco se denomina cuerda focal y la cuerda
focal perpendicular al eje se denomina lado recto.
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Figura 4.19: Pardbola Horizontal.

Encontremos la ecuacién de la parabola con vértice en el origen, V (0, 0) y foco F' (p,0) con
p > 0, como se muestra en la Figura 4.19. De acuerdo a esto y segtn la Definicién 4.5.8
tenemos que la ecuacién de la directriz L, es x + p = 0. Sea P (z,y) un punto arbitrario
de la parabola, aplicando (4.1) y (4.15) tenemos,

d(F,P) = d(P,L)
(@x—p)’+y* = |+,
elevando al cuadrado y simplificando obtenemos,
y? = dpu. (4.18)

Despejando y de la ecuacién anterior y evaluando en x = p tenemos y = i\/@, de donde
deducimos que el lado recto mide |4p|.
De forma andloga encontramos que la ecuacién de la parabola de vértice en V (0,0) y foco
F (—p,0) con p >0 es,

y? = —dpz.
Si mantenemos el vértice en el origen, pero ahora fijamos el foco en F'(0,p) con p > 0
tendremos que la directriz es paralela al eje de las abscisas con ecuacién y + p = 0, como
se muestra en la Figura 4.20. Como antes, si P (z,y) es un punto arbitrario de la pardbola
tenemos,

d(F,P) = d(PL)
24 (y—p)" = ly+opl,
elevando al cuadrado y simplificando obtenemos,

x? = dpy. (4.19)
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Figura 4.20: Pardbola Vertical.

Analogamente encontramos que la ecuacién de la pardbola de vértice en V (0,0) y foco
F (0, —p), con p > 0 es,

z? = —dpy.
Para el caso mds general consideramos el vértice en V (h, k) y ejes paralelos a los ejes

coordenados teniendo el siguiente resultado.

Teorema 4.5.9
Tenemos los siguientes casos,

1. La ecuacion de una pardbola de vértice V (h, k) y eje paralelo al eje de las abscisas,
es de la forma
(y—k)* =dp(x—h), (4.20)

siendo |p| la longitud del segmento de eje comprendido entre el foco y el vértice. Si
p > 0 la pardbola se abre hacia la derecha y si p < 0 la pardbola se abre hacia la
izquierda.

2. Si el vértice es el punto V (h,k) y el eje de la pardbola es paralelo al eje de las
ordenadas, su ecuacion es de la forma

(x—h) =dp(y—Fk). (4.21)
Sip > 0 la pardbola se abre hacia arriba y si p < 0 la parabola se abre hacia abajo.

Demostracion. En virtud del Teorema 4.4.14 basta hacer una traslacién de las ecuaciones
encontradas, es decir, reemplazar 2 por z — h e y por y — k en (4.18) y (4.19). m

A las formas anteriores las llamaremos forma canénica de la pardbola.

Ejemplo 4.5.10
Consideremos la siguiente curva: 9x* + 24x + T2y — 20 = 0 determinemos las coordenadas

170 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



4.5 Secciones conicas

del vértice y del foco, las ecuaciones de la directriz y del eje focal, y la longitud del lado recto.

Solucidn.

Primero escribamos la ecuacidn en forma candnica:
922 +24x + 72y —20 = 0

8
9 (:ﬂ + gzp) = —T2y+20

8 A 4\
9<x2+§x+<§> —(§>) = —T2y+20
s 8 4\ ?
Ol +ge+(5) |16 = —T2y+20
4\? 1
922 +=) = -72(y—=
(#+3) = n(-3)
:Jc‘2—l-é—L 2 = -8 y—1
3 2)"

Por lo cual tenemos una pardbola con vértice en el punto V (—3, %) y valor de p =2 con
4

lo cual la directriz es la recta y — % —2=y—- g = 0 y la ecuacion del eje focal v — 3 =
y la longitud del lado recto es 8.

Ejemplo 4.5.11 Encontremos la ecuacién de la pardbola cuyo vértice estd en (5, —2) y su
foco en (5, —4).

Solucién.

Podemos observar que las coordenadas de las abscisas no cambian por lo cual la parabola
tiene que tener eje focal paralelo al eje Y y la ecuacién a utilizar es (x — h)? = 4p(y — k)
ahora el vértice tiene coordenadas V' (5,2) — h =5 y k = —2, finalmente p corresponde a
la distancia entre el foco y el vértice, entonces se tiene p = 2 y como la parabola se abre
hacia abajo (el foco esta por debajo de el vértice) la ecuacicn es:

(x —5)% = —4(y +2).

Ejemplo 4.5.12
Encontremos la ecuacién de la pardbola cuyo foco tiene coordenadas F(5,—4) y tiene por
directriz la recta x = 1.

Solucién.

Podemos observar que la directriz es paralela al eje Y con lo cual la ecuacion a utilizar
corresponde a (y — k)?> = 4p(x — h). Ahora, para determinar el vértice basta con recordar
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que éste se encuentra a la misma distancia del foco que de la directriz, con lo cual el vértice
tendrd coordenadas V' (3, —4) y el valor de p = 2. Finalmente la ecuacién de la parabola es
(y +4)* = 8(z — 3).

Figura 4.21: Ejemplo 4.5.12

Ejemplo 4.5.13

El agua que fluye de un grifo horizontal que esta a 20 mts del piso describe una curva
parabdlica con vértice en el grifo. Si a 16 mts del piso, el flujo del agua se ha alejado 8 mts
de la recta vertical que pasa por el grifo, ;A qué distancia de esta recta vertical tocara el
agua el suelo?

Solucién.

Siguiendo el bosquejo:
Sea V'(0,20) el vértice de la pardbola la ecuacion es:

(z —0)* = dp(y — 20).
Dado que el punto (8,16) se encuentra en la pardbola se cumple que:

(8 —0)* = 4p(16 — 20) — 64 = —16p — p = —4.
Finalmente la pardbola es x> = —16(y — 20) para calcular la distancia basta calcular el
punto (d,0), evaluando en la pardbola, tenemos:

d?> = —16(0 — 20) = d = 8V/5.

Ejemplo 4.5.14
Determinemos la ecuacion de la parabola cuyo eje es paralelo al eje X, y que pasa por los
puntos (Oa O), (87 _4) y (37 1)
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20V

18|

14 |
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Figura 4.22: Ejemplo 4.5.13

Solucién.

Que la parabola tenga eje paralelo al eje X, nos indica que la ecuacion a usar es de la forma
y? + Dx + Ey + F = 0, Ahora reemplazando en los puntos dados se tiene:

0°+D-0+FE-0+F=0 = F=0
(-4 4+ D-84+E-(—4)+F=0 = 16+8D—4E=0
1?+D-34+E-1+F=0 = 1+3D+E=0,

con lo cual se obtiene un sistema de ecuaciones cuya solucion es D = —1 y E = 2. La
ecuacion es:

1
VY ort 2y =0 (y+ 1) =4 2(z+1)

que es una parabola de vértice (—1,—1).

Ejemplo 4.5.15

Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera
que su distancia de la recta Ly : x + 3 = 0 es siempre 2 unidades mayor que su distancia
del punto P;(1,1).

Solucién.

Sea P(x,y) los puntos que pertenecen al lugar geométrico entonces tenemos que:
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D(P,P,)+2 = D(P, L)
Ve—-12+y—-12+2 = 2+3
Va2 -2 —2y+2 = z+1

P24yt —20—2+2 = 2 +20+1

v —2y+1 = —4x

(y=1? = 4-(~D(x-0).

Que es una parabola de vértice en el punto V (0,1) con eje focal paralelo al eje X.

La Elipse

Definicién 4.5.16 (Elipse)

La elipse es el lugar geométrico de todos los puntos que se mueven en un plano de tal
manera que la suma de las distancias a dos puntos fijos de ese plano, llamados focos, es
siempre igual a una constante, mayor que la distancia entre los dos puntos.

Denotaremos los focos de una elipse como F} y F». La recta que pasa por los focos de llama
eje focal. El eje focal corta a la elipse en dos puntos llamados vértices, que denotaremos
por V1 y V5. La porcién de eje focal comprendida entre los vértices se llama eje mayor. El
punto medio entre los focos se denomina centro y lo denotaremos por C. Por su parte, la
recta que pasa por el centro y es perpendicular al eje focal se llama eje normal. El segmento
de eje normal comprendido en el interior de la elipse se denomina eje menor.

Figura 4.23: Elipse Horizontal

Supongamos que la elipse tiene su centro en el origen y que las coordenadas de los focos son
Fy(¢,0) y F5(—c,0), con ¢ > 0, como se muestra en la Figura 4.23. Sea ademas, P (x,y)
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un punto arbitrario de la elipse, segtin la definicién 4.5.16 y aplicando (4.1) tenemos:
d(Fi,P)+d(Fy, P) = 2a

\/(a:—c)2+y2+\/(x+c)2+y2 = 2a,

donde la constante 2a se interpretara posteriormente. Transponiendo el término y/ (z — 0)2 + 2,
elevando al cuadrado, reduciendo y ordenando adecuadamente obtenemos:

2
a\/ (x — )" +y2 = a® — cx.
Nuevamente, elevando al cuadrado, reduciendo y ordenando los términos tenemos,
(a2 — 62) r? + a2y2 =a? (a2 — 02) .

Como por definicién a > ¢, entonces a? > ¢ o lo que es lo mismo a? — ¢ > 0. Llamando
b? = a® — ¢? tenemos,
B2? + a%y? = a2b?,

dividiendo por a?b? obtenemos,

2 2
T Y
— + = =1 4.22
5T (4.22)
De esta ecuacién vemos que la elipse corta al eje de las abscisas en © = a y x = —a,

por tanto, las coordenadas de los vértices son V; (a,0) y V5 (—a,0). Ademds, la longitud
del eje mayor es 2a, la constante que menciona la definicidn de elipse. Por otra parte, la
interseccion con el eje de las ordenadas ocurre en y = b e y = —b, con esto la longitud del
eje menor es 2b. Vemos también, que la elipse es simétrica respecto a los ejes mayor, menor
y a su centro.

b
Despejando y de (4.22) obtenemos y = +£—+/a? — x2. Haciendo x = ¢ tenemos y = +—,
a a

. . 2 , ..
con esto la longitud del lado recto asociado a F} es % Un célculo similar muestra que el
lado recto para F, mide lo mismo. Finalmente, llamaremos excentricidad al parametro que
determina el grado de desviacion de la elipse con respecto a la circunferencia y se calcula

c va? — b2 i , .
como e = — = ——— < 1. Entre mds cercano sea este pardmetro a cero, la elipse se
a a

parecera a una circunferencia.
Supongamos ahora que la elipse mantiene su centro en el origen, pero tiene focos en el eje
de las ordenadas, F} (0,¢) y F5(0,—c), con ¢ > 0, como se muestra en la figura siguiente,
Si P (x,y) es un punto arbitrario de la elipse, por un célculo similar al hecho anteriormente
obtenemos que su ecuacién es:

b2

ZE2 y2
T a=1 (4.23)

Para el caso mds general consideramos que el centro estd ubicado en C'(h, k), con ejes
paralelos a los ejes coordenados. Esto se resume en el siguiente resultado:
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Figura 4.24: Elipse Vertical.

Teorema 4.5.17
Tenemos los siguientes casos,

1. La ecuacion de la elipse centrada en el punto (h,k) y eje focal paralelo al eje de las
abscisas tiene la forma: ) )
(@—h)” =k _

. =1L (4.24)

2. La ecuacion de la elipse centrada en el punto (h, k) y eje focal paralelo al eje de las
ordenadas tiene la forma:

(@ ;2]1)2 e ;Qk)2 ~1. (4.25)

En ambos casos tenemos que a es la medida del semieje mayor, b la medida del semieje
menor y c la distancia del centro al foco. Ademds, a,b y c satisfacen a*> = b* + c%. La

. . Var =1 o202
excentricidad es ¢ = ¢ = ———— < 1 y los lados rectos miden — cada uno.
a a

Demostraciéon. Segun el Teorema 4.4.14 basta hacer una traslacién de las ecuaciones
encontradas, es decir, reemplazar 2 por z — h e y por y — k en (4.22) y (4.23). m

Ejemplo 4.5.18
Hallemos la ecuacion de la elipse con vértices en (1,4) y (9,4) y semieje menor igual a 2.

Solucién.

Podemos observar que las coordenadas de las ordenadas no cambian entre los vértices por
lo cual el eje mayor de la elipse es paralelo con el eje x, ademds se sabe que el centro de la
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elipse es el punto medio entre los vértices. Asi el centro es C'(5,4) y la longitud del semieje
mayor es a = 4 (mitad de la distancia entre los vértices). Usando el dato adicional se tiene
que b = 2 con lo que la elipse es:

(x—5°  (y—4)?* _
ot -1

Ejemplo 4.5.19
Encuentre la ecuacion de la elipse que tiene un foco en F(1,—3) y C'(1,—1), y cuya excen-

1
tricidad es igual a 7

Solucién.

Como el centro y el foco tienen misma abscisa, entonces la elipse tiene eje mayor paralelo
al eje Y. Ademas sabemos que la distancia del centro al foco corresponde al valor ¢ = 2.
Para encontrar el valor de las longitudes de los ejes usemos el dato de la excentricidad

2
=—-=a=4,
a

N | —

ahora para calcular el valor de b usamos la identidad b*> = a®> — ¢ tenemos que b* = 12.
Finalmente la ecuacion es:

12 2
w-1° W+1)* |
12 16
Ejemplo 4.5.20
Considere la siguiente curva: 4x* + 9y? + 32x — 18y + 28 = 0 determine las coordenadas

del centro, vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, la de cada lado recto
y la excentricidad.

Solucién.

422 +9y* + 322 — 18y +28 = 0

4(x* +8x) +9(y* —2y) = —28
4(2° +82+16—16) +9(y* =2y +1—1) = —28
4(r+4)?—64+901*-2y+1)—-9 = —28

4r+4)2+9>y—1)* = 45

(z+4)7?  (y-1?

45
1 )

Que es una elipse de centro C(—4, 1) con eje mayor paralelo al eje X (a = @ > /5= b),

los vértices Vi <—4 + %, 1) y Vs (—4 — %5, 1> para los focos necesitamos calcular el
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valor de c, para ello c = v/a* — b? = \/% -5 = g entonces los focos son F (—4 + g, 1) y
Fy (—4 — g, 1) la longitud del eje mayor 2a = /45 y la longitud del eje menor 2b = 2+/5.
Y la excentricidad e = £ =

Figura 4.25: Ejemplo 4.5.20

Ejemplo 4.5.21
Encontrar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al origen es % de su distancia a

larecta Ly :z+3=0.

Sean P(x,y) todos los puntos pertenecientes al lugar geométrico, la condicion de la defini-
cion establece:

D(P,(0,0)) = %D(P,Ll)
2v/(r =02+ (y—0)2 = 2+3
4(2*+y*) = 22 +62+9

322+ 442 =62 -9 = 0.

Ejemplo 4.5.22

El arco de un puente es semieliptico, con eje mayor horizontal. La base del arco mide 30
mts de un lado y la parte mas alta del arco mide 10 mts arriba de la calzada horizontal,
como muestra la Figura 4.5.22, encuentre la altura a los 6 mts de la base.

Solucién.

Ubicando el eje cartesiano en el centro del puente, tenemos que la ecuacion de la elipse
viene dada por
2 2
x 10
- _'_ M — ]_7
152 102
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Figura 4.26: Ejemplo 4.5.22

como queremos saber la distancia a 6 metros de la base, entonces x = —9 con lo cual
tenemos:

92 (y+ 10)? (y+10)2 152 -92 122 10-12

52 10 102 152 152~ WH10) 157 7

con lo cual comoy = —2 oy = —18 adaptando los datos al problema se tiene que la altura
del puente es de 8 mts.

La hipérbola

Definicion 4.5.23 (Hipérbola)

La hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera
que la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, llamados focos, es siempre
igual a una cantidad constante, menor que la distancia entre los focos.

Como hicimos con la elipse, designaremos los focos por F; y F5, la recta que pasa por los
focos seguird llamandose eje focal o eje de simetria. El eje focal corta la hipérbola en
los vértices, que denotaremos por V; y V5. La porcidén de eje focal comprendido entre los
vértices se denomina eje transverso o eje real. El punto medio del eje transverso se llama
centro, que designaremos por C. La recta perpendicular al eje transverso, que pasa por el
centro se denomina eje normal, este eje no corta la hipérbola, sin embargo, una porcién
de éste que contiene al centro como punto medio se denomina eje conjugado. La cuerda
que pasa perpendicularmente por un foco se denomina lado recto.

Supongamos que la hipérbola tiene su centro en el origen y sus foco sobre el eje de las
abscisas, con coordenadas F} (¢,0) y Fy (—c¢,0), con ¢ > 0. Sea P (x,y) un punto arbitrario
de la hipérbola como se muestra en la Figura 4.27. Segtn la Definicién 4.5.23 y aplicando
(4.1) tenemos,

d(FQ,P)—d(FhP) = 2a
Vet +p2—J@—o?+y2 = 2,
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Figura 4.27: Hipérbola Horizontal

donde la constante 2a se interpretara posteriormente. Despejando 4/ (x — 6)2 + 12, elevando
al cuadrado, simplificando y reduciendo adecuadamente obtenemos:

cx —a® = ay/(xz — ) + 2,

elevando nuevamente al cuadrado, simplificado y ordenando:
(c2 —a2)$2 2 = (02 _az)‘

Por definicién ¢ > a, entonces ¢ — a? > 0. Designando b? = ¢? — a? tenemos:

dividiendo por a?b?, concluimos,

2 2

z )

——-==1 4.26
De esta ecuacion vemos que la hipérbola corta el eje de las abscisas en x = a y x = —a,

por tanto, las coordenadas de los vértices son V; (a,0) y V5 (—a,0), consecuentemente, el
eje transverso mide 2a, que es la constante mencionada en la Definicién 4.5.23. Aunque
no hay interseccion con el eje de las ordenadas, los puntos (0,b) y (0,—b) se toman como
extremos del eje conjugado, cuya longitud es entonces 20.

a b?
Despejando y de (4.26) obtenemos y = :I:E\/:zs2 — a?. Haciendo = = ¢, tenemos y = +—,
a
2
con esto la longitud del lado recto de cada foco es —. La excentricidad de la hipérbola es
a
c Va4 b?
e=—=——"-—>1.
a a
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Figura 4.28: Hipérbola Vertical.

Mantengamos el centro de la hipérbola en el origen, pero fijemos los focos sobre el eje de
las ordenadas, con coordenadas F} (0,¢) y F» (0, —c), ¢ > 0, mostrada en la Figura 4.5.
Si P(x,y) es un punto arbitrario de la hipérbola y procediendo como se hizo en el caso

anterior obtenemos: ) )

y X

Para el caso mas general, consideramos el centro en el punto (h, k) y ejes paralelos a los
ejes coordenados. Esta situacion se resume en el siguiente resultado:

Teorema 4.5.24 Tenemos los siguientes casos:

1. La ecuacion de la hipérbola con centro en el punto (h, k) y eje focal paralelo al eje
de las abscisas, es de la forma
(e —h)?* (y—k)* _

=L (4.28)

2. La ecuacién de la hipérbola con centro en el punto (h,k) y eje focal paralelo al eje
de las ordenadas, es de la forma

(y—k)?* (z—h)’

a? b2

= 1. (4.29)

Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso, b la longitud del semieje con-

Jjugado, c¢ la distancia del centro a cada uno de los focos. Ademas, a, b y c, satisfacen
2

c? = a® + b?. También, para cada hipérbola, la longitud de cada lado recto es — y la
a
Va? + b?

.. , C
excentricidad esta dada pore = - = ——— > 1.
a a
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Demostracion. Por el Teorema 4.4.14 basta reemplazar x por x —h e y por y —k en (4.26)
y (427). m

Ejemplo 4.5.25
Considere la siguiente curva: 4x? — 9y + 8z — 18y + 31 = 0 determine las coordenadas del
centro, vértices y focos y la excentricidad.

Solucién.

42 — 9y +8x — 18y +31 = 0

4(2® +22) —9(y* +2y) = -31
42*+20+1-1) -9 +2y+1-1) = =31
Yz +1°—4-9y*+2y+1)+9 = 31
Az +1)2-9y+1)? = —36
W+ @+ _
4 9

Que corresponde a una hipérbola de centro C'(—1, —1) con eje mayor paralelo al eje Y a = 2
y b =3, los vértices V1 (—1,1) y V5 (=1, —3) para los focos necesitamos calcular el valor
de c, para ello ¢ = v/a? + b2 = /4 + 9 = \/13 entonces los focos son I} (—1, -1+ 13)

y Fy (—1, -1- \/13). Y la excentricidad e = £ = @ > 1.

Figura 4.29: Ejemplo 4.5.25

Asintotas

Definicién 4.5.26 (Asintotas)
Llamamos asintotas de una curva a la recta que a medida que un punto sobre la curva se
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aleja indefinidamente del origen de coordenadas, la distancia entre ese punto y la recta en
cuestion decrece continuamente acercandose a cero.

Figura 4.30: Asintotas de la Hipérbola

La hipérbola tiene dos asintotas oblicuas. Por ejemplo, en la Figura 4.5 se muestran las
asintotas de una hipérbola de eje focal paralelo al eje de las abscisas.
Despejando y de la ecuacién (4.28) y acomodando adecuadamente tenemos,

A medida que x crece sin limite, la expresién anterior se acerca a y = k + — (z — h), que
a

corresponde a las ecuaciones de las asintotas para una hipérbola centrada en (h, k) y eje
focal paralelo al eje x.
De forma andloga se encuentra que las ecuaciones de las asintotas para hipérbola (4.29)
sony:kj:%(:c—h).

Con esto hemos demostrado el siguiente resultado:

Proposicion 4.5.27
Respecto a las ecuaciones de las asintotas tenemos,

1. Si la hipérbola tiene su centro en (h,k) y eje focal paralelo al eje de las abscisas,
entonces las ecuaciones de las asintotas son,

yzkz:l:é(x—h). (4.30)

a

Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera. 183



4.5 Secciones conicas

2. Si la hipérbola tiene su centro en (h,k) y eje focal paralelo al eje de las ordenadas,
entonces las ecuaciones de las asintotas son,

y=k+2(x—h). (4.31)

Ejemplo 4.5.28
Encontremos el lugar geométrico de los puntos P(x,y) tales que el producto de las pendi-
entes de las rectas trazadas desde P a los puntos: A(—2,1) y B(2,—1) sea igual a 1.

Solucién.

-1
La pendiente de la recta de los puntos que une P y A es m; = y—_'_z y la pendiente de la
x
recta que une los puntos P y B es mqy = 4 con lo cual se tiene
x —_—

—1 1
y—1 y+1

r+2 -2
Con lo que se obtiene:
-+ _
(x4 2)(x —2)

(y-Dy+1) = (z+2)(z-2)
-1 = 22 -4

2 —y? = 3

2?2

3 3

Que es una hipérbola de centro C(0,0).

Ejemplo 4.5.29
Hallar la ecuacién de la hipérbola que pasa por el punto (4,6), tiene el eje focal paralelo al
eje X, y sus asintotas son las rectas 2x +y—3=0y2x —y—1=0.

Solucién.

Para determinar el centro basta buscar la interseccion de las asintotas que se produce en el

punto C(1,1) ahora de las mismas asintotas observamos que tienen pendiente m = +— = 2,
a
con lo cual la ecuacion de la hipérbola es:

(z—1)2 (y—12 (z—12 (y—12
a2 b2 =l= a2 4az L
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Ahora sabemos que la hipérbola pasa por el punto (4,6) con lo cual x = 4 e y = 6 entonces

tenemos
(4-1° (6-172 9 25 _

=1=
a? 4a? a2  4a? ’

con lo cual 36 — 25 = 11 = 4a? finalmente la ecuacidn es

We—1? -1’

11 11

6] A =(4,6)

4x%-y2-8x+2y=38

: R U U
Figura 4.31: Hipérbola =7+~ — ¥—~ = 1.

Ejercicios Resueltos

Ejemplo 4.5.30

Encuentre la ecuacion de la circunferencia tangente a 3x — 4y — 4 = 0 en (0, —1) y que
contenga al punto (—1,—8).

Solucién.

Para hallar la circunferencia debemos determinar el centro y radio de ésta, para ello supon-
gamos que el centro de la circunferencia se encuentra en el punto (h, k) y que su radio es
r.
Entonces la recta que pasa por el punto de tangencia y el centro, es perpendicular a la recta
tangente con lo cual se tiene que:

—-1—-k 3

G = 1= 3ok =dh=dh 3k =3,
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por otro lado, segtin los datos la circunferencia pasa por lo puntos (0, —1) y (—1,—8) con
lo cual se obtiene:

R+ (1+k)?2 = (1+h)?+(8+k)?
(0—h)2+(=1—k)2=r? h?+1+2k+k®> = 65+ 2h+ h%+ 16k + k?
(—1—h)2+(—8—k;)2:r2} = 2k = 2h + 64 + 16k
0 = h+ 7k + 32.

Juntando las ecuaciones obtenidas h + 7k = —32 y 4h + 3k = —3 se tiene un sistema de
ecuaciones que tiene por solucion k = —5 y h = 3 y finalmente para calcular el radio se
tiene (0 — 3)? + (—1 — (=5))* = r? = 25. As/ la ecuacién buscada es

(z —3)*+ (y+5)* = 25.

Ejemplo 4.5.31

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P del plano tales que su distancia al
punto A(1,0), es el triple de su distancia a la recta x = 2. Identifique el lugar geométrico
que se obtiene.

Solucién.

Sea P(x,y) los puntos que pertenecen al lugar geométrico. Entonces la condicion que define
al conjunto de puntos se interpreta como d(A, P) = 3d(P, L), con lo cual calculando las
distancias tenemos:

12 + 02

1.2-0-y—2
N T )
-2+ 1+y* = 9[2° —4dx + 4]

822 4+34x+9y*—35 = 0

17 289 289
2 2
8(z 4:U—|— o1 64) y +35 = 0

17
8<x—§) T

Lo que corresponde a una hipérbola horizontal.

| ©

Ejemplo 4.5.32
Determinar el valor de k de modo que la recta 2o + 3y + k = 0 sea tangente a la circun-
ferencia 2% + > + 6z + 4y = 0.
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Solucién.

Primero escribamos la recta en su forma principal y = %x
ferencia tenemos

k

-3, reemplazando en la circun-

—2x — k\° —2r — k
P+ +br+dy=0 = a:%t(%) +6x+4(+):0

N 2+4x2—|—4k:p+k2+6 +—8£L‘—4k‘
T T _— =

0
9 3

922 4+ 4x? + dkx + k* + 54z — 240 — 12k =0
132° + (4k + 30)z + k* — 12k = 0,

4

entonces para que la recta sea tangente, el discriminante de la ecuacion anterior debe ser
nulo. Asi

A = (4k +30)> —4-13- (k> —12k) =0 = k* — 24k + 25 =0,
conlocualk=250k =11

Ejemplo 4.5.33
Dados los puntos A = (1, 2), B = (3,3), hallar un punto C sobre la rectay = x + 1 de
modo que el drea del triangulo ABC' sea 1.

Solucién.

Primero observemos que el punto A pertenece a la recta. Ahora denotemos por (¢, 1o) €l
vértice buscado, con cual se tiene yyo = o+ 1 y como A y C estan sobre la misma recta
podemos suponer que esta recta forma la base del triangulo cuyo largo es

VE =02+ (1 —20)2=V2—20—1)>+ (1 —m)2 = v/2(1 — 29)2 = £(1 — z) V2.

Ahora para obtener la altura del triangulo, debemos calcular la distancia no dirigida entre
B y la base.
o |=1-3+1-3-1] 1

CIPE V2

Finalmente el area del triangulo es 1, por lo cual:

h

A:Tﬁ'(i\f(l_%)) —1 = +(l-x) =2,

con lo que tenemos dos opciones xtg = —1 = yg =00z =3 — yo = 4.

Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera. 187



4.5 Secciones conicas

Ejemplo 4.5.34
El centro de una elipse es el punto (2, —4) y un vértice es (—2,—4). Si el lado recto se halla
sobre la recta x = —1, hallar la ecuacion de esta elipse.

Solucién.

Como el centro es (2, —4) y un vértice es (—2, —4) es facil ver que el valor de a = 4, por
definicion del lado recto, sabemos que este pasa por un foco, asi que éste se encuentra en
el punto (—1,—4), y con lo cual ¢ = 3, y finalmente:

- =vV=0r=r.
De esta manera, la ecuacion buscada es

)2 2
(=27 +4° |
16 7

Ejemplo 4.5.35
Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el origen y por los puntos de interseccion
de la recta y = 2x — 6 con la pardbola y = x> — 3x.

Solucién.

Primero calculemos la interseccion de la recta con la parabola. Reemplazando la recta en la
parabola obtenemos

2r—6=y=2>-3r=2>-52+6=0— (z=2=>y=-2)o(z=3=y=0),

en resumen tenemos 3 puntos de la circunferencia solicitada: (0,0), (2,—2), y (3,0), pode-
mos encontrar su ecuacién usando la forma general x?+y?+ Dx+ Ey+F = 0 reemplazando
se tiene el sistema

0+0°4+D-0+E-0+F = 0=F=0
22+ (-2*+D-24+FE-(-2)+F = 0=2D-2E=-8=D—-E=—4
324+02+D-3+EFE-0+F = 0=3D=-9= D= -3,

Resolviendo el sistema de ecuaciones es facil obtener que D = —3 y E = 1 ahora debemos
revisar si realmente se obtiene una circunferencia. Completando cuadrados se tiene

3\ 2 1\* 5
T +y r+y = |z 5 + y+2 5’

que efectivamente es una circunferencia de centro C' (3, 5t) y radio \/g .
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Ejemplo 4.5.36
Halle el valor de k para que el punto (2,3) pertenezca al lugar geométrico definido por la
ecuacion 2+ k)x — (3 —k)y +4k +14 = 0.

Solucién.

Para que el punto pertenezca al lugar geométrico debe satisfacer la relacion, por lo cual
reemplazando se tiene:

24+ k)-2—(3—k)-3+4k+14=0=9k = -9 =k = —1.

Ejemplo 4.5.37
Determine (si es posible) los valores de k para que la siguiente ecuacion represente una
circunferencia, una elipse, una parabola y una hipérbola.

kx® + k(k+4)y> —1=0.

Solucién.

» Para que la ecuacion sea un circunferencia es necesario que k = k(k + 4) con lo que
existen dos casos: que k = 0 lo que no es posible ya que al reemplazar se obtendria
—1 =0 o que k = —3 lo que tampoco es posible ya que al reemplazar se obtiene
—32% — 3y? = 1 lo cual es una contradiccion. Por tanto no existe un valor para que
la ecuacion sea circunferencia.

= Para que la ecuacion sea una elipse solo se necesita que k > 0, en efecto, reescribiendo
la ecuacion como sigue

ZEQ y2
Tt =1
k %e(k+4)

se debe garantizar que ambos denominadores sean estrictamente positivos

= Para que la ecuacion sea una pardbola se necesita que sola una de las siguientes
condiciones se cumpla k =0 o k(k +4) = 0 por lo cual se tiene que k = —4.

» Para que la ecuacion sea una hipérbola al igual que la elipse podemos reescribir la
ecuacion como sigue

2 2
T )
~—+t——=1
k k(k+4)

y se debe cumplir que los denominadores deben tener signos opuestos lo cual se cumple
sik < —4.

Ejemplo 4.5.38
Determine la ecuacion de la elipse que tiene los mismos focos que la hipérbola de ecuacion
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72? — 9y? = 63 y su excentricidad es igual a la mitad de la excentricidad de la hipérbola.

Solucién.

Escribiendo en forma candnica la hipérbola se tiene % — y—; —1ldedondea=3yb=+7

con lo cual c = v/a?2 + b2 = /9 + 7 = /16 = 4 y la excentricidad de la hipérbola es ¢ = %.
Ahora como la elipse tiene los mismos focos de la hipérbola, las coordenadas de éstos son
F(+£4,0) y su centro es C'(0,0), ahora como la excentricidad es la mitad que la de la

., . & . .
hipérbola entonces se tiene que e = — = 3 Dado que ¢ = 4 se tiene que a = 6, finalmente
a

b= a2 —c®= /36 — 16 = V20 y la ecuacion de la elipse buscada es:

Ejemplo 4.5.39
Los focos de una elipse son los puntos F1(3,8) y F5(3,2) y la longitud de su eje menor es
8. Hallar la ecuacion de la elipse.

Solucién.

El centro de la elipse viene dado por el punto medio entre los focos C(h,k) = C(3,5) y el
valor de ¢ = 3. Ahora usando la relacion de la elipses

- =0 =a>=64+9 =73,
finalmente la ecuacién pedida es

(x—3)*  (y—5)
61 3

=1.

Ejemplo 4.5.40
/ Existe algtin punto real que satisfaga la ecuacién 9z* + 4y? + 36z — 24y + 216 = 07

Solucién.

No existe, pues:

92% + 4y* + 360 — 24y +216 = 0

9(x? + 4x) + 4(y* — 6y) = —216

9(z® +4r +4—4) +4(° —6y+9—-9) = —216
9(z+2)*-36+4(y*—6y+9)—36 = —216
Iz +2)2+4(y—3)* = —144,

lo que es una contradiccion ya que la suma de dos nimeros positivos no puede ser negativa.
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4.6. Ejercicios propuestos
1. Determine las otras cinco razones trigonométricas para el dngulo « si:
2
a) cosa = —% ¢ 11 cuadrante.
1
b) tgar = 5 sena > 0.

2. Determine el valor de:

5
a) e g tga = ——, a € III] cuadrante.
1+ cosa 12
)5sena+7cosa - 4 dem 7T< -
sitga = —— y ademds — < o < 7.
Geosa — 3sena o © 157 2

ctg%’r — 3sen —3005%7T

3. Calcule el valor de

I -

tg I8 + 5sec 3 + csc 4

4. Demuestre que:

cos’
a) l——— =senx
1+senx
tgx ctgx

b)

=14+t t
1—ctgxr 1—tgx ttertcter

tga —sen o
) ——— =seca — cosa
csca — ctga

d) cos2x - cosx + sen 2z - senx = cos T
e) % (1 — cosdx) =sen’x - cos® x
5. Encuentre todas las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas:
a) ctg’?x - cosx — 3cosx +ctg?xr —3 =0
b) ésec (x)sen (2z) — cos (22) +3 =0

2
c) sec?r-senz —secxr —2tgxr +2 =0

, 40
6. Calcule <M> )

1—3
7. Encuentre un complejo 2 tal que 27! +2(2)"' =1 +14.

8. Dados los nimeros complejos los complejos z; = —2 — \%z y 20 = —V/3 + V3,
determine:
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10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

a) 212 b) Las raices cuartas de zy.

. Sea la ecuacién: iz3+27 = 0. Determinar sus soluciones y representarlas graficamente

en el plano complejo.

En C, resuelva la ecuacién z* = —8 + 8+v/3i.

Calcule las raices de la ecuacién 22 = —i y expréselas de la forma a + bi.
Demuestre que z = —‘/75 + \/gz es una rdiz octava de 1.

Sea z = cos & + isen 2Z. Verifique que 2> — 1 =0
Demuestre que las raices ciibicas de z = 4(1 + /3i) tienen suma nula.

Calcula las coordenadas del punto P, que divide al segmento de extremos A(2,—4)
y B(1,3) en dos partes tales que AP = 3PB.

Determinar las coordenadas de los extremos A y B del segmento que es dividido en
tres partes iguales por los puntos P(2,2) y Q(1,5)

Dados los puntos A(2,—3), B(—1,4) y C(z,3), determina el valor de x para que
A, By C sean colineales.

Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto (2, —2) es siempre igual a
un tercio de su distancia al punto (4, 1). Determine la ecuacién del lugar geométrico,

Determine la ecuacién del lugar geométrico compuesto de puntos P(x, y) que cumplen

6, 0

con la condicién de que su distancia al eje “y“ es el doble que su distancia al punto
(2,-3).

Determine la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera
que la distancia a la recta x + 3 = 0 es siempre dos unidades mayor que su distancia
al punto (1,1).

En el tridngulo de vértices A(0,—1), B(8,3) y C(6,—1) calcula la longitud de la
altura que parte de B.

Dados A(—2,3), B(5,6), encuentra la ecuacién de la mediatriz del segmento AB.
Demuestre que el triangulo ABC' es:

a) Iséceles, si A(2,1), B(5,5), C'=(2,4).
b) Recténgulo, si A(0,1), B(4,0), C' = (3,4).

Dada la familia de rectas (3k — 2)z — (k* — 9)y + (3k + 5) = 0, determine (si existe)
cual de ellas:
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

a) Pasa por el origen

b) Corta al eje z en 5

c¢) Es paralela a la recta de ecuacién 5y + 4z — 10 =0

d) Es perpendicular a la recta de ecuacién 65y + 18z — % =0
e) Es horizontal

Una recta pasa por los puntos (3,2) y (—4, —6), mientras que otra pasa por el punto
(—=7,1) y un punto A de ordenada -6. Si ambas rectas son perpendiculares entre si.
Determine la abscisa de A.

Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el punto de interseccién de las rectas
r—3y+1=0, 2xr 4+ 5y —9 = 0 y cuya distancia al origen es 2.

Determinar para qué valores de a y b la recta de ecuacién
(2a—b+5)zx+ (a+3b—2)y+2a+ 70+ 19 =0,
es paralela al eje de ordenadas y pasa por (5,0). Escribir la ecucién de la recta.

Determinar para qué valor de k las dos recta de ecuaciones
(k—1)x+ky—5=0, kx4 (2k—-1)y+7=0,
se intersectan en un punto del eje de abscisas.

Encuentre las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto C'(1,1) y estan a igual
distancia de los puntos A(1,0) y B(1,1).

Hallar la ecuacidn del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que
se conserva siempre equidistante de los dos puntos (5,2) y (4, —1).

Determina los puntos que trisectan el segmento definido por los puntos A (2,5) y
B(8,—-1).

Demostrar que los puntos (0, 1), (3,5), (7,2) y (4, —2) son lo vértices de un cuadrado.

Hallar la ecuacién de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje X y pasa por los tres
puntos: (%7 _1)7 <07 5) y (_67 _7)

Encuentre la interseccién de la pardbola y — 22 — 1 = 0 con la circunferencia x2 +
y? — 8y + 7 = 0. Grafique.

Determine la ecuacién de la elipse cuyos vértices son los puntos (4,0) y (—4,0), y
tiene sus focos en los puntos (3,0) y (—3,0). Grafique.
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H o ” ., 2

36. Determine el(los) valor(es) de “m" tales que la ecuacidn fn—Q + %= =1 corresponda

a una elipse, en la que la recta y=x la intersecta en los puntos de abscisas z = % y
_ 12

37. Encontrar la ecuacién de la elipse cuyos focos son los puntos (4,5) y (4,—1) y la
distancia entre los vértices es 10.

38. Dada la elipse 422 + 9y? — 32z + 54y + 109 = 0, encuentre la ecuacién de la cir-
cunferencia que tiene como centro el mismo de la elipse y como radio la mitad de la
longitud del eje menor.

39. Dada la ecuacién de la hipérbola 822 — 4y? — 24x — 4y — 15 = 0, encuentre las
coordenadas de los vértices, de los focos y la ecuacion de las asintotas. Grafique.

40. Encontrar la ecuaciéon de la hipérbola cuyas asintotas tiene ecuaciéon x — 2y + 1 = 0,
x+ 2y —3 =0, y la distancia entre los vértices es 2 unidades.

41. Encontrar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos tales que la suma de sus
distancias a P1(1,—3); P2(—1,—3) es 2v/3.

42. Determine (si es posible) respectivamente los valores de k para que las siguientes
ecuaciones representen una circunferencia, una elipse, una parabola y una hipérbola.

a) kx® +k(k+4)y*—1=0
b) x* +4y* —kx —4=0

43. Considerando la elipse 22 4 3y% + 32 — 4y — 3 = 0; Hallar los valores de k para los

cuales las rectas de la familia bx + 2y + k = 0:
a) corten a la elipse en 2 puntos diferentes
b) son tangentes a la elipse
c¢) no corten a la elipse

44. La excentricidad de una elipse es % su centro es el origen y una de sus directrices
tiene ecuacién x = 16. Calcular la distancia desde el punto de la elipse cuya abscisa
es —4, al foco correspondiente a la directriz dada.

45. Determinar la ecuacién de la pardbola que tiene su vértice en el centro de la circun-
ferencia de ecuacién : 2% + y? — 62 + 2y + 4 = 0 y su directriz ecuacién 2y — 5 = 0.

46. Encuentra la ecuacidn de de la circunferencia con centro en el centro de la hipérbola
2? — 2y? — 8x + 24y — 60 = 0 y radio la mitad de la distancia entre los vértices de la
hipérbola
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