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Prélogo

Los cursos de ciencia bésica, particularmente los cursos de matematica, de
las carreras de pregrado, persiguen como resultados de aprendizaje, primero
la comprensién a un nivel adecuado de los conceptos involucrados, y luego,
la aplicacién de los mismos a la resolucién de problemas. Este libro, cuya
primera edicién se imprimié el afio 2004, ha sido confeccionado con el propésito
de ayudar al estudiante a alcanzar el segundo resultado de aprendizaje, es
decir, comprender y plantear los ejercicios bdsicos, en este caso de un primer
curso de ecuaciones diferenciales ordinarias. Cada capitulo se inicia con un
resumen de los contenidos que se requieren para enfrentar los problemas que
se desarrollan en él, pero es preciso que el estudiante haya primeramente es-
tudiado a conciencia sus apuntes y se haya apoyado en uno de los buenos
libros de texto que estdn dados en la bibliografia basica.

La mayoria de los problemas han sido tomados de textos clasicos de Ecua-
ciones Diferenciales que constituyen la bibliografia basica del curso que se
dicta a los estudiantes de ingenierfas civiles en la Universidad de la Frontera.
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Capitulo 1

Ecuaciones de primer orden

1.1. Resumen

Ecuacion diferencial.

Una ecuacion diferencial es cualquier relacion en la que interviene una o mas
variables dependientes y alguna(s) de sus derivadas con respecto a una o mas
variables independientes.

Una ecuacién diferencial ordinaria es aquella en que intervienen solo deri-
vadas de funciones de una variable. Una ecuacién diferencial en derivadas
parciales es aquella en que intervienen funciones de varias variables y sus
derivadas parciales.

El orden de una ecuacién diferencial estd dado por la derivada de orden mas
alto que aparezca en ella.

Una ecuacién diferencial ordinaria de orden n se representa mediante la iden-
tidad

F(x,y,y’,...,y(”)) =0

Solucién ( o integral) de una ecuacién diferencial ordinaria.

Una funcién real y = ¢(x) con al menos n derivadas definida en un intervalo
I es una solucién explicita de la ecuacion F(x,vy,/,...,y™) = 0en Isiy solo
si se cumple que F(x, ¢(x),..., "™ (x)) = 0.



1.1 Resumen

Una relacién G(x,y) = 0 es una solucién implicita de la ecuacién

F(x,y,y',...,y(”)) =0

en un intervalo I si y solo si existe al menos una funcién y = ¢(x) que satis-
face la relacién G y la ecuacion diferencial en 1.

Por lo general una solucién de una ecuacién diferencial tiene una o mads
constantes arbitrarias, tantas como indique el orden de la ecuacién, es de-
cir, es una familia n-paramétrica de soluciones. Cuando damos un valor a las
constantes obtenemos una solucién particular de la ecuacién. Si toda solu-
cién de la ecuacion se obtiene asignando valores a las constantes de la familia
n-paramétrica, decimos que ella es la solucién general de la ecuacién. Una
solucién singular es una solucién de la ecuaciéon diferencial que no puede
obtenerse asignandole valores a las constantes de la familia n-paramétrica de
soluciones.

Problemas de valor inicial.

Un problema de valor inicial es una ecuacién diferencial para la cual se es-
pecifican los valores de la funcién y algunas de sus derivadas en cierto pun-
to llamado punto inicial. Un problema de contorno o de frontera es una
ecuacion diferencial en la cual se dan valores por lo menos para dos pun-
tos de la funcién o alguna de sus derivadas.

Teorema 1. Teorema de Picard. Existencia y unicidad de las soluciones. Si
f(x,y) y fy(x,y) son funciones continuas sobre un rectdngulo cerrado R, entonces
por cada punto (xo,yo) del interior de R pasa una y solo una curva integral (o curva
solucién) de la ecuacion y' = f(x,y)

Variables Separables.
Toda ecuacion que se puede escribir de la forma G(y)dy = H(x)dx se re-
suelve por integracion directa.

Ecuaciones exactas.

ean unciones de dos variables, continuas y con primeras derivadas
S My N f ded bl t y d d
parciales continuas en una regioén abierta R del plano XY

Teorema 2. Una ecuacion de la forma M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es una ecuacion
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1.1 Resumen

exacta si y solo si existe una funcién de dos variables F tal que

E(xvy)=M(vy) vy FEloy)=Nxy)
Teorema 3. Una ecuacion es exacta si y solo si My (x,y) = Ny(x,y).

La solucion de la ecuacion diferencial exacta estd dada por F(x,y) = C,donde

F(v,y) = [ MG y)dx+g(y) = [ N(xy)dy+h(x)

Factor Integrante.

A veces es posible transformar una ecuacién no exacta en exacta multiplican-
do por un factor adecuado, que llamamos Factor Integrante, j(x, ).

En tal caso, debe cumplirse:

pyM — pxN = p(Ny — My)

Caso 1: Si i es una funcién que solo depende de x, entonces el Factor Inte-
grante es efh(x)dx, donde
My, — N,

N

Caso 2 : Si y es una funcién que solo depende de y, entonces el Factor Inte-

h(x) =

grante es el hy)dy , donde

Caso 3: Si u(x,y) = g(z), con z = x +y, entonces el Factor Integrante es
efh(z)dz, donde
Nx - My

") =MoN

Caso 4: Si u(x,y) = g(z), con z = x —y, entonces el Factor Integrante es
efh(z)dz, donde

M, — Ny
h(z) = 41—~
=N
Caso 5: Si u(x,y) = g(z), con z = x -y, entonces el Factor Integrante es

efh(z)dz, donde
Ny — M,
hz) = xM —yN
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1.1 Resumen

Ecuaciones lineales.
Una ecuacion lineal de primer orden es de la forma ' + P(x)y = Q(x), con
Py Q funciones continuas en un intervalo abierto de IR. Su solucién es:

y(x) — o~ JP(x)dx [C—I—/Q(X) ej'P(x)dxdx]

Ecuaciones de coeficientes homogéneos.

Una ecuacion diferencial de la forma M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0 se dice ho-
mogénea o de coeficientes homogéneos si existe un ntimero real a tal que
M(ax,ay) = a"M(x,y) y N(ax,ay) = a"N(x,y).

En este caso, se hace la sustituciéon y = ux, obteniéndose la ecuacién de va-

riables separables:
dx —N(1,u)du

x M(1,u) +uN(1,u)

Ecuacién de Bernoulli.

Una ecuaci6n diferencial de la forma y’ + P(x)y = Q(x)y", donde r es cual-
quier namero real y P y Q funciones continuas en un intervalo abierto de R,
se conoce como ecuacién de Bernoulli. La sustitucién z = y' =" transforma la
ecuacién en una ecuacion lineal y su solucion es:

Y1) = = (=) [ P [C L(1- r)/Q(x)e“*’) J P(x)dx g,

Ecuaciones de la forma iy’ = f(ax + by + ¢).
Mediante la sustitucién z = ax + by + c la ecuacién se transforma en una
ecuacién de variables separables y su solucién es:

P
Cbf(z)+a
a1x + by + ¢

Ecuaciones de la forma y' = f (ﬂ X+ by +c
2 2 2

>, con a1by, # aby

Se utiliza la sustitucion u = x —h, v = y — k, donde h y k se obtienen re-
solviendo el sistema:

amh+bik+cg = 0
amh+bk+c, = 0
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1.1 Resumen

Se obtiene la ecuacién de coeficientes homogéneos de la forma
dv a1u + byo
du aru + byv

Ecuacion de Riccati.

Una ecuacién de la forma i’ + P(x)y + Q(x)y> + R(x) =0con P, Q y R fun-
ciones continuas en un intervalo abierto de R, se conoce como ecuacién de
Riccati. Si se conoce una solucién particular y;(x) de esta ecuacion, la susti-

. 1 . . o
tucién y = y; + —, transforma la ecuacién original en la ecuacién lineal:
z

z' = (P(x) +2y1(x)Q(x))z = Q(x)

La sustituciéon iy’ = p.
Esta sustitucion permite hacer un cambio de variables usando regla de la ca-
dena. La solucién en este caso, aparece expresada en forma paramétrica.

Ecuacion de Clairaut.
Una ecuacion de Clairaut es una ecuacién diferencial de la forma

y=xy' +f(y)

Su solucion general es y = Cx + f(C). Haciendo la sustitucién y' = p, se
obtiene la solucién singular de la ecuacién de Clairaut:

{yz-ﬂﬁﬁp)+fuﬁ
x=—f'(p)

Sustituciones usando diferenciales.

A veces es posible usar férmulas diferenciales conocidas para encontrar una
sustitucion adecuada para resolver una ecuacién diferencial. Algunas de es-
tas formulas diferenciales son:

1. d(x+y)=dx+dy 4. d(x® +y?) = 2xdx +2ydy
dx —xd
2. d(xy) = ydx+ xdy 5.d <arctan (;)) = W
a(B)Mr (i (2)) < i
y y y Xy

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera. 9



1.2 Problemas resueltos

1.2. Problemas resueltos
1. Resolver la ecuacién de primer orden:

1
y e senxdx + ydy =0
Se trata de una ecuacién de variables separables, luego reordenamos e
integramos (y # 0 por hipétesis):

COS X

e senxdx = ——dy

/ecosx senxdx = —/12dy

_esY  — 4 C

Luego, la solucién de la ecuacion es:
1
y= C — pcosx

2. Resolver la ecuacién de primer orden:

r_ XY
YT Xty

Reescribiendo, (x —y) dx — (x +2y) dy = 0.

M, = —1 = N,, luego la ecuacion es exacta.

fey) = [(x—y)dx
2
x
= 5w +gy)
Derivando respecto a y e igualando a N:

fiy)=—x+gy) =—x-2y=¢(y) =2y =gy) =y

2

1
Luego f(x,y) = Sy - y? y la solucién de la ecuacién es

x? —2xy —2y* =C
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1.2 Problemas resueltos

3. Resolver la ecuacién (y — x)y’ = 1.
Camino 1. Ecuacién lineal.

Notemos que x’ + x = y, luego la ecuacion es lineal en x y su solucién
es:

x = e W {C—l—/yefdy]
= eV(CHey—1)

o bien
(x—y+1)ey=C

Camino 2. Factor integrante.
Nuevamente reescribimos la ecuacion: dx + (x — y) dy = 0.

Como M, = 0y Ny = 1, la ecuacién no es exacta y buscamos un factor
integrante:

Nx - M - y o

7 =

Luego, un factor integrante de la ecuacion es el % = ¢¥. Ahora la ecuacion

1

eVdx+e¥(x—y)dy =0

es exactay
floy) = [ edx=xel +g(y)

Derivando e igualando:
fy(xy) = e +8'(y) = & (x —)
Luego, ¢'(y) = —ye¥, de donde g(y) = (1 —y)¢.

Asi, f(x,y) = (x —y +1) ¢! y la solucién de la ecuacion es:

(x—y+1)e¥=C

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera. 11



1.2 Problemas resueltos

4. Resolver el problema de valor inicial:

y—xy =a(l+x%), y(1)=2a

. d dx .
Ordenando la ecuacién tenemos —2— = 5 y usando fracciones
y—a X+ ax

d 1
Yy = [ S ] dx
y—a x ax+1
Esta es una ecuacion de variables separables, por lo que integrando ob-
tenemos:

parciales:

In(y—a) =Inx —In(ax+1) +InC

Usando las propiedades de logaritmoy —a = C

r1Y reemplazando

las condiciones iniciales, C = a(a + 1).
Asi, la solucién del problema de valor inicial es

_ x(2a*+a)+a
y(x) = ax +1

. Resolver el problema de valor inicial:

dy  y(Iny—Inx+1) B
i . ;Y1) =e

Se trata de una ecuacién homogénea, por lo que hacemos la sustitucién
y = ux. Entonces, y' = u'x + u.

Reemplazando, u'x +u = u(Inu+1), es decir, #'x = u Inu, una ecuacion
de variables separables, por lo que escribimos:
du dx
ulnu  x

Integrando, In(Inu) =Inx+InC == Inu =Cx = Iny=Cx+1Inux.
Ahora, reemplazando la condicién inicial, y(1) = e, tenemos que C = 1.

Asi, la solucién del problema de valor inicial es

y=uxe*

12
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1.2 Problemas resueltos

6. Resolver la ecuacién: (x —2y +4) + (2x —y +2)y’ = 0.

) 2 —x—4

Reoordenando la ecuacién tenemos y' = dorm2
2x —y+2

Intersectamos las dos rectas involucradas resolviendo el sistema

x—=2y+4 = 0
2x—y+2 =0

cuya soluciénes x =0ey = 2.

Hacemos entonces la sustitucion u = x, v = y — 2, y obtenemos la
ecuacién homogénea
dv  2v—u

du~ 2u—vo

Mediante una segunda sustitucién, v = zu, resulta la ecuacion

du 2—z 1[1 3}

g P D S
u 22—1'Z 21z—1 z+1

e integrando obtenemos:

1 3
Eln|z — 1|—§ln‘z—|—l‘ =lnu+InC
Utilizando las propiedades de logaritmo,
-1
AT 3 = Cu?
(z+1)
y asi, la solucién en las variables iniciales es
3

x*y —2x% — x

_ 2
(y—2+x)° =

Otra forma de resolver esta ecuacion es probando que admite un factor
integrante que es funcién de la resta x — y:

S

u(x,y) = el =% = (x —y +2)~

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera. 13



1.2 Problemas resueltos

7. Resolver el problema de valor inicial:

xy' = —y++/xy+1, y(0)=0

Hacemos la sustitucién u = xy + 1. Entonces u’ =y + xy/'.

Reemplazando en la ecuacion, ' —y = —y + /u , 0 equivalentemente,
du
Vi

Luego, 2y/u = x + C, es decir, 2/xy + 1 = x + C.
Reemplazando la condicién inicial, obtenemos C = 2 y por lo tanto la
solucién del problema de valor inicial es:

2/xy+1=x+2

= dx

. Usar la sustituciéon v = ,/y + sen x, para resolver la ecuacién

vy = \/y+senx—cosx

Analicemos primero el caso v # 0.

dv Yy +cosx , dv
v=\/y+senx = — =+——— =y = 20— — COSX.
Y dx 2v Y dx
Reemplazando en la ecuacién original, obtenemos la ecuacién de varia-

do
bles separables Zvd—x = 0.

Como v # 0, obtenemos 2 dv = dx, de donde 2v = x + C, es decir

2y/y+senx =x+C

o bien
1 2
y= 1(x—|—C) —senx
Ahora, siv = 0, y = —senx también es solucién de la ecuacién pues
y' = — cos x. Por lo tanto, y = — sen x corresponde a una solucién sin-

gular de la ecuacién. Note que por el Teorema de Picard hay una tnica
solucién que pasa por cualquier punto de IR? a excepcién de los puntos
(x,y) para los cuales y = —sen x.

14
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1.2 Problemas resueltos

9. Resolver el problema de valor inicial:

dx — (3¢ —2x)dy =0, y(—1)=0

Camino 1. Como la ecuacién no es lineal en la variable y, pero si en la

variable x, escribimos

dx + 2x = 3¢¥
dy

De aqui, P(y) =2, Q(y) = 3¢Y, y la solucién es

X = e_zy(/3eyezydy +C)=e (¥ +0)
Reemplazando la condicién inicial obtenemos C = —2, por lo que la
solucion del problema de valor inicial es

x=¢¥ —2e %

Camino 2. Un segundo método es buscando un factor integrante:

Ne—M, 2
— Yt
Como M 1 enemos que

pxy) =h(y) = =
es un factor integrante y la ecuacién
edx — e (3e¥ — 2x)dy =0

es exacta. Luego, F(x,y) = /ezydx = xe® +g(y).

Como F, = N, tenemos que F,(x,y) = 2xe” + ¢'(y) = 2xe® — 3¢ de
donde ¢’(y) = —3¢%. Luego g(y) = —¢* + C.

Por lo tanto, la solucién general es xe? — ¢ = C, que es equivalente a
la anterior.

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera. 15



1.2 Problemas resueltos

10. Resolver la ecuacién: (2y? + 3x)dx + 2xy dy = 0.

11.

M(x,y) = 2/*+3x = M,(x,y) = 4y

N(xy) = 2xy = Ni(xy) = %}My#N”

La ecuacién no es exacta, pero como la expresiéon

My—Ny 2y 1

N  2xy «x
solo depende de x, tenemos el factor integrante

dx

plry) =h(x) =el ¥ =x
Ahora, la ecuacién (2xy? + 3x?)dx + 2x*y dy = 0 es exacta, por tanto
F(x,y) = /szy dy = x>y + h(x)
y como F, = M, igualando tenemos que
Fe(x,y) = 2xy* + ' (x) = 2xy* + 312
Luego, h(x) = x® 4 C y asi, la solucién general de la ecuacién es

P4+ =C

Resolver la ecuacién y(6y> — x — 1)dx + 2xdy = 0.

x+1
2x

. o 3 .
La ecuacion se puede escribir como i’ — y = ——1°, una ecuacién
x

de Bernoulli cuya solucién es:

—2 _= e_f %d}(

Yy

ef"—;rldx
c+6/ dx
X

1
es decir: — = (C + 6¢%).

1
]/2 xex
Por lo tanto, la solucién implicita de la ecuacion es

2 xe'
Y = Cree

16
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1.2 Problemas resueltos

12. Resolver la ecuacion: (y + y cos xy) dx + (x 4+ x cos xy) dy = 0.

Camino 1. Debemos considerar dos casos:

» Sil+cosxy # 0, dividiendo por 1 + cos xy, obtenemos la ecuacién
ydx 4 xdy = 0 cuya solucién es xy = C.

» Sil+ cosxy =0, entonces xy = (2k — 1) 71, que estd incluida en la
solucién anterior, por lo que la solucién de la ecuacién es xy = C.

Camino 2. Mostrar que la ecuacién es exacta.
M, (x,y) = Nx(x,y) = 14 cos xy — xy sen xy

Entonces, F(x,y) = /(y + ycos xy)dx = xy + senxy + g(y)
Como F, = N, x+xcosxy + ¢'(y) = x + x cos xy.

Esto significa que g'(y) = 0, es decir g es constante y la solucion general
de la ecuacién es xy +senxy = C.

Aparentemente, esta solucion es distinta de la que obtuvimos con el
primer método. Sin embargo, notemos que si xy = C, entonces se cumple
que xy +sen xy = C + sen C, es decir, constante.

Por otro lado, la funcién f(z) = z + senz es estrictamente creciente,
pues f'(z) = 14 cosz > 0y es igual a 0 solo en puntos aislados. Eso
significa que f es inyectiva, por lo que f(z) = C implica que z es cons-
tante.

Por lo tanto, xy + senxy = C implica xy = Cop, por lo que ambas solu-
ciones son equivalentes.

Camino 3. Otro método de solucién es usar el hecho que la diferencial
de un producto es d(xy) = ydx + xdy, por lo que haciendo la sustitu-
cién u = xy, obtenemos (1 + cosu) du = 0, es decir, u + senu = C, que
corresponde a la solucién anterior.

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera. 17



1.2 Problemas resueltos

3y? 5
13. Resolver la ecuacién Jc(xii?:) dx 42y [ln ng +3seny| dy = 0.
Derivando, M, (x,y) = Ny(x,y) = _
7 v /]/ - X ;]/ _x(x+3)
Luego la ecuacion es exacta, de donde
F(x)—/3 x3/ Ydx In—— +3(y)
=) 23T x+3 =y +3 8y
Como F, = N, tenemos que
Ey(x,y) = 2yIn—— + ¢'(y) = 2y |In =X + 3sen
Yy)=ymn T 3 W) =4y |3 y
y por lo tanto, ¢'(y) = 2yIn5+ 6y seny.
Integrando,
g(y) = y*In5+ 6/ysenydy =y*In5+6(—ycosy +seny) + C
Asi, la solucién general de la ecuacion es
5x
2 _— =
y In 13 6ycosy +6seny = C
14. Resolver el problema de valor inicial: /vy’ +/y*> =1, y(0) = 4.
Como claramente y > 0, pues y = 0 no es solucién, dividimos por ,/y y
obtenemos la ecuacion iy’ +y = y_%, que es una ecuacion de Bernoulli
conr = —1. Entonces
y% — ¢ 3% B/egxdx—l—(f} —e 2 (62 +C) = Ce 341
Reemplazando la condicién inicial, obtenemos C = 7.
Luego, la solucién del problema de valor inicial es :
y= (7e_%x + 1)%
18 Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera.



1.2 Problemas resueltos

15.

16.

1 1
Resolver la ecuacién iy’ — (1 + ;)y + (x + ;)ex = 0 y probar que ella

tiene dos soluciones particulares tales que una es la derivada de la otra.

Como la ecuacion es lineal :

y(x) = gf(l-’-%)dx |:C . /(X+ i)exef(1+)1c)dxdx:|

= xe* [C—/(erch)e"e xdx}

X

= xe* [C— /(1 + xlz)dx]

Asi, la solucién general de la ecuacién es y(x) = e*(Cx — x> +1).

Consideremos ahora dos soluciones particulares, digamos

y,(x) =" (Ax —x* +1) e y,(x) = e*(Bx — x* + 1)
Entonces y/ (x) = e*(Ax — x? 4+ 1) 4 ¢*(A — 2x) e imponemos la condi-
ciéony! (x) = y,(x) de donde A = 0, B = —2.
Asi, y, (x) = e*(1 — x2) e y,(x) = €*(1 — 2x — x2) cumplen lo pedido.

Demostrar que la ecuacion y' + P(x)y = Q(x)yIny puede resolverse
mediante el cambio de variable z = Iny.

_ dz  1ldy dy  dz
Claramente, y > 0. Ahora, z = Iny = i Q% = Ir = ydx'
Reemplazando, y :ll)zc +P(x)y = Q(x)yz, de donde

dz
M (x)z=—P(x)

es lineal por lo que la solucién de la ecuacién es

Iny = ¢/ QUdx [C — /P(x) e~ QW) dx gy
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17. Aplicar el método del ejercicio anterior para resolver la ecuacién

xy =2x*y+ylny, x >0

1
Dividimos por x en la ecuacién y obtenemos ' — 2xy = il Iny.

Entonces, P(x) = —2x, Q(x) = 1, y la solucién de la ecuacién es

Iny = ef ¥ [/2xef_ldxdx+C]

= x [/2xel”xdx —l—C]

= x(2x+C)

18. Usar un factor integrante de la forma p = e***+% para resolver la ecuacién
(2x — 2y — x* + 2xy)dx + (2x* — dxy — 2x)dy = 0

Utilizando el factor integrante tenemos que:

My(x,y) = ™" ((2bx — 2by — bx* + 2bxy — 2 + 2x)

Ne(x,y) = e™t%(2ax* — daxy — 2ax + 4x — 4y — 2)
Como queremos que la ecuacion resulte exacta, My = Ny, es decir,

—(b+2a)x* +2(b—1+a)x+2(2—b)y +2(2a+b)xy =0
dedondea = —1yb = 2. Luego,
F(x,y) = /e‘x+2y(2x2 — 4xy — 2x)dy
= e "W (x® —2xy) + f(x)

Derivando,

Fe(x,y) = e ™ (2xy — x* +2x — 2y) + f'(x) = N(x,y)

y asi, f'(x) = 0, de donde f(x) = C. Por lo tanto, la solucién de la
ecuacion es
e W (x* —2xy) =C
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19. Resolver la ecuacion

2cos x sen x cos
+etldx — ——5— ydy:O
seny sen”y
Buscamos factor integrante:
—2cosx cosy COsS X cosy
My ==y Ne=-——co,
sen”y sen”y
Como la expresion
My — Ny _ —cosx cosy sen?y _ cosx
N sen?y senx cosy sen x

solo depende de x, un factor integrante de la ecuacién es

h(x) = el ©x® = gen x

Ahora la ecuacion

senxcosy ,

+exsenx} dx — ————=dy =0

2cosx senx
sen?y

seny

es exacta:

—2 sen x cos X cos
My = N, = 7

sen?y

senz X COS ]/d . sen2 X

Luego, f(x,y) = — / “senZy y= seny + g(x), y entonces

2 senx cos x 2Ccosx sen x
Y =M= — / - x
fr(x,y) seny +¢'(x) seny +e*senx

de donde g(x) = /e" senxdx = %ex(senx — Cos X).

Asi, la solucién general del problema es

Sel’l2 X

seny

1
+ Eex(senx —cosx) =C
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20. Demuestre que la ecuacién
(2x(1+x%y%) +y) dx+ (x = 2y(1+ 2%y?)) dy = 0

tiene un factor integrante de la forma y(x,y) = f(xy) y tselo para re-
solverla.

Sea u(x,y) = f(z) con z = xy. Entonces
me(xy) =yf'(z) y  mlny) =xf(z)
Por hipétesis, la ecuacion
u(xy) (2x(1+ x%y?) +y) dx + p(x,y) (x — 2y — 22%%) ) dy = 0

es exacta, luego

a?/ (n(x,y)(2x + 2" +y)) = xf'(2) 2x +2X°y* +y) + f(z) (4x°y +1)

aax (n(x,y) (x =2y = 26%9%)) = yf'(z) (x — 2y —22°y°) + £ (2) (1 — 4xy°)

Igualando estas expresiones y simplicando, obtenemos

2f' (2)((* + 7)) + 2P (P +17) = —dxyf(2) (P +17)
flz) _  “2xy
f(z) 1+ x%y?
fllz) _ -2z
f(z) 1+ 22
Inf(z) = —In(1+2%)
1
flxy) = T2y

Luego, la ecuaciéon

2x(1+ ) +y 5 X —2y(1+ %)

1+ x2y? 1+ x2y? 4y =0

es exacta. En efecto,

2,2 5,22
9 Y A (R S WA k.
dy 1+ x%y ox \ 1+ x2y? (14 x2y?)?
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1.2 Problemas resueltos

f(x,y) = x*4arctanxy + g(y)

- X L=
fy(x/y) - 1—|—X2y2 +g(y) 1+x2y2 2]/

Luego, g'(y) = —2y, de donde g(y) = —12y
f(x,y) = x* + arctan xy — v
La solucién general de la ecuacion es entonces

x? +arctanxy — y> = C

21. Dada la ecuacién diferencial y(1 + 2x3¢**y?)dx + xdy = 0 con x, y > 0.

a) Encontrar una funcién / y una constante b tal que p(x,y) = h(x)y’
sea un factor integrante.

Si h(x)y” es un factor integrante, entonces la ecuacién
h(x)y" (1 + 2x%e¥y?)dx 4 h(x)ybxdy = 0
es exacta. Derivando,
My(x,y) = (b+1Dh(x)(1+ 222 Yy’ + 4x3e*h(x)y"+2
Ne(r,y) = h(x)y’ +xh' (x)y’

Calculamos la diferencia M, — Ny y la igualamos a 0 para que la
ecuacion sea exacta:

Y [(b+ Dh(x) (1 + 2x%e%y?) + 43 h(x)y* — h(x) — xh'(x)] =
Yo h(x) (b +1)(1 4 2x3Fy?) +4x3ePy? — 1) —xl (x)] =
Yo [h(x) (b +2(b + 3)x>e*y?) — xh'(x)]

Podemos elegir b = —3 y entonces obtenemos la ecuacién diferen-
cial
—3h(x) —xh'(x) =0

cuya solucién es h(x) = x~3, y por tanto u(x,y) = x 3y es un
factor integrante de la forma pedida.
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b) Encontrar la solucién general de la ecuacion.

Multiplicando por el factor integrante que encontramos en la parte
a) obtenemos la ecuacién exacta

(x 3y 2 4 2*)dx +x 2y 3dy =0

En efecto,
My(x,y) = Ne(x,y) = —2x %y ?

Entonces F(x,y) = /x‘zy_3dy = —% X2y 4 g(x).
Ahora, Fy = M, luego x 3y 2 + ¢/(x) = x 3y 2 + 2¢*%.

De aqui, ¢’(x) = 2¢** y por lo tanto g(x) = ¢%¥, de donde la solu-
cién general de la ecuacién es:

1
-5 Xyt =C

c) Determinar la solucién particular que verifica la condicién inicial

3
y(2) = me’z y el intervalo méximo donde tal solucién esta de-

finida.

L 8
Utilizando la condicién inicial, tenemos que C = §e4. Luego la

solucion particular es

1
. Xyl = §e4

Finalmente, determinamos el intervalo méaximo de definicién, me-

2x

. . . 8 4 . .
diante la inecuacién e“* — §e > 0, cuya solucion es el intervalo

(2 +In 2\3/2, —|—oo>
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22.

23.

Resolver la ecuacion

Hacemos la sustitucién y = x?z. Entonces y' = 2xz + x%Z.
Reemplazando en la ecuacién obtenemos

2 2
2xz 4+ x%7 = %%—cos(z)
es decir, x?z' = cosz, una ecuacién de variables separables que escribi-
mos como
dz _ dx
cosz  x2
Integrando,
1
In|sec(z) + tan(z)| = -t C
1
In ’sec (%) + tan (%) ’ = ——+C
x x x

Luego, la solucién implicita de la ecuaciéon es

ln’sec (%) +tan<;/2)‘ +%: C

Mostrar que la ecuacién diferencial 2x*yy’ + y* = 4x° se reduce a una
ecuaciéon homogénea mediante la transformacién y = z", para cierto n
y usar este hecho para resolverla.

Sea y = z", entonces y' = nz"~'z/, y reemplazando en la ecuaci6n tene-
mos
2x4z"nz" 17 4 2 = 4x®

es decir,
2nxtz 7 4 2t = 4x®
Para que esta ecuacién sea homogénea se debe tener 2n —1 = 4 y

4n = 6, de donde n = % Por lo tanto

dz  4x® — 26

dx ~—  3x4z2
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24.

Como la ecuacién resultante es homogénea hacemos el cambio de va-
riable z = xu y obtenemos:
+ / 114 4
u+xu = |——u
3 |u?

es decir,

x 4—ub—3u3 5

e integrando nos queda

d7x B 3uldu 1 3uldu _ 3uldu
ud—1 ud+4

—Inx = % (In(u® —1) —In (u*> +4)) —InC

. . C u-1
Por las propiedades de logaritmo tenemos PR T de donde
oA+ x°
- x-C
orlotantoz = x M %
yp - ¥w—C /)"

Reemplazando nuevamente, tenemos que la solucién de la ecuacién en
las variables originales es

(x)—x% 4C + x° 2
Y\ = x> —C

o 1 .
Use la sustitucién z = —— para resolver la ecuaciéon
y—x

dy _ 3 2., Y
P (y—x)"+ o
1 , z/
Notemos que y = p + x, luego y' = 2 + 1. Reemplazando en la
ecuacién, obtenemos:
zZ x> 1+zx
) + 1 = ) +
z z zx
a2 = P M
X
Z4+Z = -8
X

26
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25.

Obtenemos una ecuacién lineal cuya solucién es

z = e’f% [C—/x:‘}efdxxdx}
— e—lnx I:C_/xfielnxdx]
{C—/x‘*dx}
5
(c-5)

Ahora volvemos a las variables originales y obtenemos la solucién im-
plicita:

S e S

o bien la solucién explicita

5x

rmome Tt

Demuestre que usando una sustitucién adecuada, la ecuacién
/I La—1 Y
v = ()
donde &« es un ntimero real, se transforma en una ecuacién de variables
separables.

Yy

Hacemos la sustituciéon u = =
X

es decir, y = ux®. Entonces

y = u'x" 4 aux*"1

Reemplazamos y obtenemos la ecuacién de variables separables

du

T 4 aux®t = ¥ (u)
du
Y = e + f(u)
du _dx
f(u)—au  «x
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26. Usar el ejercicio anterior para resolver la ecuacién
3y y
I 42 2
y =x [x3 + cos (x3)}

Ahora bien, para la ecuacién dada hacemos f(u) = 3u + cos? u, reem-

plazamos y
du B d7x
3u+cos?u—3u x
d
/ L; = x+C
cos?u
tanu = x+C

Asi, la solucién general de la ecuacion es

tan(%) =x+C

27. Resolver la ecuacién iy’ — e** = (1 + 2¢*)y + y* sabiendo que tiene una
solucion particular y; = —e*.

Esta es una ecuacion del tipo Riccati, y en este caso se usa la sustitucién

1
I
y=—e+

!/

X z .,
- = obtenemos la ecuacion:
z

Comoy' = —e

X Z/ 2x X X 1 X 1
—e -5 e = (1+2¢")(—e +2)+(—e +

)2

z
0, equivalentemente, z’ +z + 1 = 0, cuya solucién es :

z=¢ /& [C - /efdxdx} =e Y (C—¢Y)

Luego, la solucién de la ecuacién dada es

(x) = eX — Ce* 4 %
Y\ = C —ex
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28. Dada la ecuacién

2x

1
y’+e‘2"y2—;(l+4x+2x2)y: (1+ x4+ 2x* +x%)

Cx
a) Encontrar una solucién particular de la forma
yi(x) = e (Ax + B)

Derivando, y(x) = 2¢*(Ax + B) + ¢**A, y reemplazando en la
ecuacion tenemos:

L1 4 ax +22)(Ax + B)]

e*[2(Ax +B)+ A+ (Ax + B)* — -

er
= —7(1 +x +2x2 +x%)

de donde
B+B(2—-B)x+2(A—AB+B)x* + A2 —A)x®> =1+ x+2x* +x°
Asi, A = B =1, luego la solucién particular es:

y1(x) = ¥ (x+1)
b) Determinar la solucién general de la ecuacion.

Como se trata de una ecuacién de Riccati, usamos la sustituciéon

1
y=e"(x+1)+

/
Entonces, y' = ¢**(2x +3) — 2—2 y reemplazando en la ecuacién y

simplificando, obtenemos la ecuacién lineal

142
z' 4+ ( * x)z—e’z":o
La solucién de esta ecuacion es
g [c + [l dex] _ 6‘;" (c+3)

Finalmente, reemplazando z tenemos

2x + (x +1)(2C + x2
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29.

30.

Resolver la ecuacion y = y'? + 2y".

Notemos primero que si y’ = 0, tenemos la solucion trivial y = 0 de la
ecuacion. Ahora, para y’ # 0, hacemos la sustituciéon ' = p. Entonces
y = p? +2p> y derivando con respecto a x:

d
p=2m1+3m3§

Como p # 0, obtenemos x = /(2 +6p)dp = 2p +3p* + C y por lo

tanto, la solucién general paramétrica de la ecuacion es

{ x = 2p+3p*>+C
y = pP+2p°

2,2

Resolver la ecuacion y = y'xInx + (y')*x=.

Hacemos la sustitucién iy’ = p:
y = pxInx + (p)*x?
Derivando la expresién con respecto a x:

dp dp

_ ap 24ap 2
p= xlnxdx +p(Inx +1) + 2px Ir + 2xp
Ordenando P
ap -
[xdx + p] (Inx +2px) =0
dp

Luego X +p =0 V Inx+2px = 0 En el primer caso, podemos

resolver, por ejemplo, como ecuacién lineal:

p :e_f}dx(C+0) :%

2
Luego, y = %x Inx + <x> x?, y obtenemos la solucién general

y = Clnx + C?

30
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31.

1
En el segundo caso, Inx 4+ 2px = 0, equivale a p = —g—x de donde
1 2
obtenemos la solucién singular y = —;—xxxlnx + (—2;) x2, es de-
cir:
_ (Inx)?  (Inx)>  (Inx)?
O
Resolver la ecuacion y? — (4xy + 1)y’ +4x*(y')? = 0.
Ordenando tenemos la ecuacién algebraica
v -y +4(y)? -y =0
cuya solucién es:
! 202 — 162172 7
_ 4xy’ & \/16x2y 16x°y’> + 4y — vy + (y,)%

2

. 1 . o
Para resolver la ecuacién y = 2xy’ + (y')2 consideremos la sustitucion

y'=p
Entonces y _ 2p +2x d—p + L dp , de donde

dx 2\/_d

e (2 ) 2

Como esta ecuacion no es lineal en la variable p, pero si en la variable

dx
x, escribimos p dp +2x+ - 5 p_% = 0 de donde,

dx2

pz\F

cuya solucién es:

(e ) )
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. 2 / N1 z
La ecuacién y = 2xy’ — (y')2 se resuelve en forma andloga (note que
solo cambia un signo). Por lo tanto, la solucién de la ecuacién es:

3
r=hCF )
y=2px+t,/p

Notemos que también podriamos haber resuelto la ecuacién algebraica

para y':
42 (y')? = (1 +4xy)y' +y* =0

y entonces

y = 1+4xy £ /(14 4xy)? — 16222 1+4xy £ /1 +8xy
B 8x2 B 8x2

Hacemos la sustituciéon u = 1 + 8xy, de donde v/ = 8(y + xy’).

Reemplazando y despejando, obtenemos la ecuacién en variables sepa-

rables:
2xu' —3u=—-1+2u
Resolviendo:
du _dx
—1+2/u+3u  2x

u 1 [dx

L d
3) (Va1 (VaF 3) x

1 du 1 du 1 dx

4/(\/ﬁi1)_4/(\/ﬂ¢§) T 2) x
1<1n(\/ﬂi1)3(\/ﬁ:pl)> = 11nx+1nc0
6 3 2

(Vat1){[ViFs = Cx

Luego, las soluciones son:
1
(v8xy +1+£1)¢ ./8xy+1q:§ = Cx

Eliminando p en las soluciones paramétricas obtenidas con el primer
método se obtienen las soluciones cartesianas anteriores.
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32. Dada la funcién definida implicitamente por xy — x3 + sen y=-1

a) Demostrar que la funcién dada es la tinica solucion del problema
de valor inicial

/ 3x% — y
y= cosy+x’ y(1) =0
Usaremos el Teorema de Picard. Primero, es claro que el punto
(1, 0) pertenece a la curva xy — x> +seny = —1.
Ahora, la funcién f definida por f(x,y) = -y es continua
cosy +x
en todo el plano, excepto en los puntos sobre la curva x = —cosy.
Ademas,
~ (3x2 —y)seny — (cosy + x)
fu= (cosy + x)
es también continua en todo el plano, excepto en los puntos sobre
la curva x = —cosy.

Como x + cosy no se anula en (1,0), hay una vecindad del punto
en que tanto f como f, son continuas. Por el Teorema de Picard, el
problema de valor inicial tiene solucién tinica.

Derivando implicitamente, y + xy’ — 3x> + y/ cosy = 0, es decir

/o 3x2_y

Y= cosy+x

y la funcién dada es solucién de la ecuacion.

b) Determine sila funcién dada es creciente en (1,0) y calcule el valor
de la segunda derivada de la funcién en ese punto.

3 ) .
Notemos que en (1,0), y’ =5 > 0, luego, la funcién es creciente
en ese punto.

) _ 4/ 2 _
Ahora, y/ — X =¥)(cosy+x) = (1= yiseny)3x"—y) .

(cosy + x)?
luando en (1,0),
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1.3. Ejercicios propuestos

1. Clasifique las siguientes soluciones en explicitas o implicitas, generales
o particulares y verifique que efectivamente son soluciéon de la ecuacién
diferencial respectiva.

a) y = xe*
dy _y(ny —Inx +1)
dx x
b) > —In(1+¢)2=1-2In2
r e*
yy - 1+€x
c) y = sen

d ([ ,dy y

dx< dx) +7 0
d) 2\/xy+1=x+2

xy' = —y+/xy+1

e) x +arctany = C

y/+y2+1—0
) Ina? +i 0
xyy' — y P xt =

)x_csen( )
)

(xtan (y +y> dx —xdy =0

h)y:Cex
f_ Y
Y xy — x?
) y:exz/ e P dt
0
yl =2xy+1

/) xy+senxy = C
(y + ycos xy)dx + (x + xcos xy)dy =0

k) In (x) — arctan <x> =C
Y y .
Loy _x 1 —
[x x2+y2}dx+[x2+y2 y]dy 0
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2. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden:

a) (x> +4)dy+xydx =0
b) 1+y?)dx+ (1+x*)dy=0
) (1=xy)y =y
d) (2x+3y+1)dx + (2y —3x+5)dy =0
e) y*dx = (x° — xy)dy
f) xdy +ydx = xcosxdx
) (ef =332y +ye* = 2xy°
h) y(xy —1)%dx + x(xy + 1)?dy = 0
i y=nuxy —e'
N y—xy)>?-(y)»=1
k) cos(x +y)dx = xsen(x +y) dx + x sen(x +y) dy
) yIn(x—y)=1+1In(x —y)
m) (y?e*V + cos x)dx + (e + xye*¥)dy = 0
0 =1 ()
_x+2y+2

dy
) dx —2x+y

3
0) 3x*Inydx + J;dy =0

p) Yy =In(y —xy')
0 (V)P +yy =0
Ny -1 +xy =y
2
r_ Y
DY =

) (x+2y—1)dx+ Bx —y+4)dy=0
u) (cosx senx — xy?)dx +y(1 — x2)dy =0
1 2
2 YT
w) (2 +y*+1)dx — (xy +y)dy =0
x) (x—xy)Inx =2y

Dy =

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera.

35



1.3 Ejercicios propuestos

3. Resuelva los siguientes problemas de valor inicial y analice la unicidad

de la solucioén:

a) xydx+e ' (y2—1)dy =0 y(0) =1
by =y —4 y(0) = -2
o)y =xy'? y(0) =0
d) (e7Y+1)senxdx = (1+ cosx)dy y(0) =0
e) (1+x*)dy+x(1+4y*)dx =0 y(1) =0
) ydy +4x(y? +1)2dx =0 y(0) =1
d
9 DHty=y y(1) =3
dx 5 T
i) (3x2 —y*)dy — 2xydx =0 y(1) =2
, T
N (1=xy)y =y y(1) =75 -1
k) xyy' +y* = x?cosx y(%) =1
) x?y = x>+ xy—y? y(1) =1
1
m) x?y’ —2xy = 3y* y(1) = 5
n) xy =y+2xe y(1)=0

. Encuentre la tinica solucién que pasa por el punto (1, 3) de la ecuacién:

In(lny) 2 3 In x 2.2 —2y _
po +§xy +6x|dx + m+xy + 4e dy=20

. ¢Bajo qué circunstancias la ecuacion Mdx + Ndy = 0 tendrd un factor

integrante que sea funcién de la suma z = x 4 y?

. Use el resultado del ejercicio anterior para resolver la ecuaciéon

(Y +xy + Ddx + (x* + xy + 1)dy =0

. Encuentre condiciones para que la ecuaciéon Mdx + Ndy = 0 tenga un

factor integrante p(x,y) = g(z) con z = xy.

36
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1.3 Ejercicios propuestos

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Resuelva el problema de valor inicial

2
r_ Yy _
y = Toa2 y+4x(x+4), y(1) =0

sabiendo que tiene una solucién particular de la forma y; (x) = ax’.

1
Resuelva la ecuaciéon — sen ;dx — ;2 sen ;dy =0

a) Como ecuacion exacta.

b) Como ecuacién homogénea.

Resuelva el problema de valor inicial
(yIny —2xy)dx + (x+y)dy =0, y(0) =1

¢Bajo qué circunstancias la ecuaciéon M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 ten-
dré un factor integrante que sea funciéon de z = x — y?

Use el resultado del ejercicio anterior para resolver la ecuaciéon
(> +xy +1)dx — (x* + xy +1)dy =0

3

2y  x
+;+xtan

X

Yy

Resuelva la ecuacién y' = =
x

Demuestre que la ecuacién de Riccati con coeficientes constantes
v +ay’ +by+c=0

tiene una solucién de la forma y(x) = m si y solo si m es una raiz de la
ecuacion cuadrética am? + bm + ¢ = 0.

Determine todos los puntos (xo, o) para los cuales la ecuacién
¥y =2y/y+1cosx
admite solucién tinica.

Pruebe que e™*¥ es un factor integrante de la ecuacién y tselo para re-
solverla:
(y? + xy — D)dx + (x> + xy — 1)dy = 0
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1.3 Ejercicios propuestos

17. Resuelva el problema de valor inicial
y(tanx — y?sec*x)dx —dy =0, y (g) =1
¢Es tnica la solucién? Justifique.

1
18. Encuentre un factor integrante de la forma xiy’" y tselo para resolver la

2 » 1
ecuacion = + (xy” + @)y' =0.
19. Halle el valor de n para el cual la ecuacion
(xy* + nx?y)dx + (x* + x*y)dy = 0

es exacta y resuélvala para ese valor de n.

20. Sean M(x,y) = yf(xy) y N(x,y) = xg(xy) donde f y g son funciones
derivables en un intervalo I.

Demuestre que j(x,y) =

Mdx + Ndy = 0.

1
——— es un factor integrante de la ecuaciéon
xM—yN &

o 1 s
21. Use la sustituciéon z = . 3p 2 Para resolver la ecuacién
y—oe

X

y/ — ezxyz _ 2]/ _ 9672

22. Utilice una sustitucién apropiada que convierta la siguiente ecuaciéon
en una ecuacion lineal y resuélvala

x5 X 2
{er] dx — [2+xy+y} dy =0
Yy Yy
23. Encuentre la solucién general en forma explicita de la ecuacién
y = 2xy — xy?
24. Decida para qué puntos (x, o) el problema de valor inicial

(sen’y + xcosy)y’ = seny, y(xo) = Yo

tiene solucién tnica. Justifique. Si hay solucién tinica, encuéntrela.

yl)=7  bBy1)=0  Jy0)=r
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Capitulo 2

Aplicaciones de primer orden

2.1. Resumen

Trayectorias ortogonales.

Sea T la familia de curvas definida por la ecuacién diferencial F(x,y,y') = 0
para (x,y) en una region abierta D del plano XY. La familia I, ortogonal a T
estd definida por la ecuacién diferencial

1
F(x,y,—?) =0

Trayectorias ortogonales en coordenadas polares.
Sila familia I esta definida por la ecuacion diferencial en coordenadas polares

dr
’ E)
entonces la familia I ortogonal a I esta definida por la ecuacién diferencial

F(r, 6, —rZ‘ZZf) =0

F(r, 6 =0

Proporcionalidad directa.

Si suponemos que el ritmo de cambio de una cierta cantidad representada por
X(t) es (directamente) proporcional a la cantidad presente en un instante f,
entonces la ecuacion diferencial que modela este fendmeno se puede expresar
como:

ax
E—kX
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2.1 Resumen

donde k es la constante de proporcionalidad.

Si k es positivo, entonces X crece en el tiempo; si k es negativo, X esta dismi-
nuyendo y si k = 0, x es constante.

Como se trata de una ecuacion en variables separables, su solucién es
X(t) = Xpet
donde Xy = X(0).

Proporcionalidad inversa.
Si suponemos que el ritmo de cambio de una cierta cantidad representada
por X(t) es inversamente proporcional a la cantidad presente en un instante t,
entonces la ecuacion diferencial que modela este fenémeno se puede expresar
como:

dX k

dt X
donde k es la constante de proporcionalidad.
Como se trata de una ecuacién en variables separables, su solucion es:

X2(t) = 2kt + X3
donde Xy = X(0).

Proporcionalidad conjunta.

Si suponemos que el ritmo de cambio de una cierta cantidad representada por
X (t) es conjuntamente proporcional a la cantidad presente en un instante ¢ y
a cierta cantidad A — X(t), entonces la ecuacién diferencial que modela este
fenémeno se puede expresar como:

ax

dt
donde k es la constante de proporcionalidad. Como se trata de una ecuacién
en variables separables, su solucién es:

kX(A - X)
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2.1 Resumen

Anadlisis de compartimientos.

Un sistema de un compartimiento esta constituido por una cierta cantidad
X (t) de material en el compartimiento, y dos funciones E(t) y S(t) que repre-
sentan respectivamente el ritmo de entrada y el ritmo de salida de material al

sistema.

EQ) ()

X(t)
La ecuacién que modela este fenémeno se puede expresar como:

ax
T E(t) —S(t)

El tipo de ecuacién diferencial que resulta, depende en general de las fun-
ciones E'y S.

Observaciones.

1. En el caso de mezclas, por ejemplo, E(t) corresponde a la cantidad total
de sustancia que ingresa al sistema, asi, si entra agua pura, E(t) = 0.
Por otro lado, el ritmo de salida S(f) es la cantidad de litros que sale del
sistema por unidad de tiempo por la concentracién de la sustancia X en
cada instante, vale decir, X dividido por el volumen total, V().

2. En este caso, si la cantidad de litros que entra al sistema es igual a la
cantidad que sale, el volumen es constante.

3. Sila cantidad de litros que entra al sistema es distinta a la cantidad que
sale, el volumen total esta variando y se expresa por
V(t)=Vo+ (a—b)t

donde Vj representa el volumen inicial , a representa la cantidad de
litros que entra al sistema y b, la cantidad de litros que sale de él.
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2.2 Problemas resueltos

2.2. Problemas resueltos

1. Hallar la ecuacion diferencial de la familia de todos las circuferencias
con centros en la recta x = y, que son tangentes a ambos ejes.

Bosquejando el problema:

@)

Entonces, la familia buscada tiene ecuacién: (x — C)? + (y — C)? = C2.
Derivando, obtenemos 2(x — C) +2(y — C)y’ = 0, de donde

(x—=C)=-y(y-C)

Como para obtener la ecuacién diferencial de la familia debemos elimi-
nar el pardmetro, despejando, x + vy’ = C(1+ 1), es decir,

c_Xtyy
1+y

(o x+yy N\ xtyy N (xtyy)
De aqui, <x 1—|—y’> + |y T+y = 1ty

Luego, (x+xy' —x—yy' )+ (y+yy' —x—yy')* = (x +yy')?

Por lo tanto, (x —y)?y? + (y — x)?> = (x + yy’)? y la ecuacién diferencial

de la familia es:

(y—x)?(1+y?) = (x+yy)°

42 Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera.



2.2 Problemas resueltos

2. Determine las trayectorias ortogonales de la familia r* = C?cos 26.
Bosqueje en un grafico ambas familias.

Derivamos implicitamente la ecuacién 2 = C2 cos 26 y obtenemos

dr ,sen 26
21’% = cos 20
que corresponde a la ecuacién diferencial asociada a la familia dada.
d ae
Reemplazamos d—; por —1’2% y obtenemos la ecuacion diferencial de la
familia ortogonal:
r@ = tan 26
dr
que corresponde a una ecuacién de variables separables
ae 1
tanf ;dr
cos 26
=1
/ sen 20 40 nr+c

%lnsen29 = Inr+C

= Csen20,C >0
* = (C%sen20
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2.2 Problemas resueltos

3. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas que satisface

la condicién: La porcién de la tangente limitada por los ejes tiene como
punto central al punto de tangencia.

Bosquejando el problema:

2y

En primer lugar buscamos la ecuacién diferencial de la familia dada.

Sea (x,y) un punto cualquiera de una curva perteneciente a la familia.
Entonces, los puntos (2x,0) y (0,2y) pertenecen a la recta tangente a la

Yy

curva en el punto (x,y). La pendiente de esta recta es entonces m = —=.
x

Como la pendiente de la recta tangente estd dada por la derivada de la
funcién en el punto, tenemos que la familia satisface la ecuacién dife-

v

. !
rencial ¥’ = —
x

En particular, si resolvemos esta ecuacion, obtenemos precisamente la
familia de hipérbolas xy = C, que es aquella que cumple la condicién
dada.

Para obtener las trayectorias ortogonales debemos resolver la ecuacién

de variables separables y’ = ;, cuya solucién es la familia de hipérbolas

yZ_xZZC
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2.2 Problemas resueltos

4. Encontrar la familia de trayectorias ortogonales de la familia de circun-
ferencias tangentes al eje OY en el origen.

Bosquejando el problema:

»

La familia de circunferencias tangentes al eje OY en el origen estd dada
por (x — C)? 4 y* = C? es decir,

x4+ y?=2xC

Derivando implicitamente y despejando C, obtenemos la ecuacién di-
ferencial asociada
r_ Y - X2
y= 2xy

Para encontrar la familia ortogonal debemos encontrar la solucién ge-
neral de la ecuacién diferencial

/ 2xy

x2_y2

Escribiendo la ecuacion de la forma
2xydx + (y* — x*)dy =0

podemos observar que tiene un factor integrante que depende de y, en

Ny — M, 2 )

efecto, M g, por lo tanto un factor integrante es
— [ 24 1
plxy) =e Tvty = 2
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2.2 Problemas resueltos

Multiplicando por el factor integrante obtenemos la ecuacién exacta:

2x x?2
—dx+(1—=)dy=0
y ( yz)y

2 2
Luego, F(x,y) = xy +¢(y), de donde F, = —;2 +¢'(y).

Por lo tanto ¢'(y) = 1 lo que implica g(y) = y.

2
X .
Luego, la solucién general es —y + vy = 2C, o, equivalentemente

X +y* =2yC

Asi, la familia de trayectorias ortogonales es la familia de circunferen-
cias tangentes al eje OX en el origen.

5. Determine las trayectorias ortogonales a la familia de circunferencias
que pasan por los puntos (1,1) y (—1,1).

Bosquejando el problema:

N

Primero debemos formular el problema matematico que representa esta
situacion.

Como d((h,k),(1,1)) =d((h,k),(—1,1), tenemos que

(h—12+ (k=1 = (h+1)*+ (k—1)?
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2.2 Problemas resueltos

de donde /1 = 0. Asi, el centro de la circunferencia es (0,C) y su radio,
C2—-2C+2. Luego, la familia de circunferencias es :

P+ (y—C*=C*-2C+2

de donde, derivando implicitamente, obtenemos 2x +2(y — C)y’ = 0.

Eliminando la constante de estas dos igualdades, obtenemos la ecuacién
diferencial:
! —2x (]/ B 1)

4 TP —x2-2y+2

Entonces, la ecuacién diferencial de la familia de trayectorias ortogo-
nales es:
)Y —x?—2y+2
Y 2x(y —1)
obien (y* — x* — 2y + 2) dx + (2x — 2xy)dy = 0.

Como la ecuacién no es exacta, calculamos

My_Nx . 4]/—4 . _E
N S 2x—2xy  «x
1
Luego, A(x) = e~/ i 2 esun factor integrante. Ahora multipli-
cando por A se obtiene la ecuacién exacta:
2
Y 2y 2 2 2y
<x2— —z—l-x2>d +<— dy=0
2
F(x,y) = /(2 2—y)d _y_ v + ¢(x), y derivando
X X x
2y Y y 2y 2
Ry =-—3+53+8@)=53-1-3+3
2 2
Luego, ¢'(x) = -1+ 2 de donde g(x) = —x — p
2
Por lo tanto, la solucién de la ecuacién es: 27y - % - y? —x = 2C que

corresponde a la familia de circunferencias:

(x+C)2+(y—1)72=C*-1
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2.2 Problemas resueltos

6. Sea I la familia de circunferencias que pasan por los puntos (1,0) y
(0,1).

a) Encuentre la ecuacion diferencial que define I'.

Sea (h, k) el centro de una circunferencia cualquiera de la familia.
Entonces, d((h,k),(1,0)) = d((h,k),(0,1), de donde

(h—=12+K*=h+ (k—1)?

Despejando, obtenemos i = k, es decir el centro de la circunfe-
rencia esta sobre la recta y = x, digamos (C, C). Asi, la familia de
circunferencias es

(x—C)*+(y—C)>=2C*-2C+1
de donde derivando implicitamente, obtenemos
2x—2C+2(y—C)y' =0

Para obtener la ecuacién diferencial buscada despejamos C en las
dos expresiones anteriores e igualamos.

1—x%2—y? _x+yy
2l—-x—-y) 1+y

de donde
;P —x2—2xy+2x—1

Ty x2f2xy—2y+1

y

b) Encuentre las trayectorias ortogonales de I'.

La ecuacién de las trayectorias ortogonales es:

Cdx X 2wy 42x -1
dy  y2—x242xy—2y+1

o bien,

(y* —x*+2xy — 2y + 1) dx + (y* — x> —2xy + 2x — 1) dy = 0
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2.2 Problemas resueltos

Como la ecuacién no es exacta, calculamos:

M+N  —(x-y)x+y-1)  (x—y)

1
Luego, u(x,y) = W es un factor integrante que depende de

la diferencia z = x — y.

Multiplicando por el factor integrante la ecuacién

yr—x% 4+ 2xy -2y +1

2 _x2-2 2x — 1
+y x Xy + 2x

dx dy=0
(x—y)? =y J
se transforma en exacta. Luego,
2 2
y-—x"+2xy—2y+1
F(x, = dx
oY) (x— P
(v —1)? Y ]
= + — 1] dx
/[@—yﬁ (x—y)?
_ [w=1* v
= [x_y +x_y+x + ()
Derivando,

D (x — _1)2 X — 2
E(x,7) _ 2y =1)( w+g_$g+w< w+y+§@)

212 —4xy +2x — 1
= / (Xz]/)z +g/(]/)

Igualando F,(x,y) = M(x,y):

P2y -2y +1 2 —dwy42x—1

/
-1
g (x—y7 (x—y7
es decir, g(y) = —y de donde, la solucion de la ecuacion es
-1 2 2
y—1) + L pxg y=C
x—y x—y
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2.2 Problemas resueltos

Para identificar la familia de las trayectorias ortogonales de I' eli-
minamos el demnominador y encontramos la familia de circunfe-
rencias:

(y—12+x> = C(x—y)

_2=C 2+ —S) I ke S
2) 4 4

b5 (- - e

7. Se sabe que un cierto material radiactivo decae con una rapidez que es

proporcional a la cantidad presente en cada instante. Un bloque de este
material tiene originalmente una masa de 100 gramos y se observa que
20 afios después, su masa es de 80 gramos. Determine una expresioén
para la masa del material en funcién del tiempo. Calcule la semivida
del material y la cantidad de él que quedara después de 40 afios.

Sea X(t) la masa del material, medida en gramos, en un instante dado
t, medido en afios. Como la variacién es directa, tenemos que:

X(t) = XM, Xo =100, X(20) = 100> = 80

1. 4
Luego, k = 20 In 5/ es decir, X(t) = 100e0™ 5, o bien

X(t) = 100 <‘5*) g

Para encontrar la semivida de la sustancia, debemos determinar el va-
lor de t para el cual la masa se ha reducido a la mitad, en este caso 50

ramos. Luego, 50 — 100 (£)” de donde. t — —20— 12 _ ¢
gramos. Luego, 50 = 5| ,dedonde t = S s ~ 60

Por lo tanto, el material tiene una semivida de 60 afios aproximada-
mente.

Por ultimo, .
X(40) = 100e?!"5 = 64

es decir, después de 40 afios, quedardn 64 gramos del material.

50
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2.2 Problemas resueltos

8. Segtn la Ley de Torricelli, la rapidez con que baja el agua en un tanque
en forma de cilindro vertical que se vacia es proporcional a la raiz cuadra-
da de la profundidad del agua en el tanque. Inicialmente, el agua tiene
una profundidad de 9 pies y un tapoén es retirado en el tiempo t = 0
(horas). Después de una hora la profundidad ha descendido a 4 pies.
(Cuanto tiempo tardard el agua en salir del tanque?

Sea h(t) la altura del agua en el tanque en el instante ¢.
Entonces, i’ = —kv/h, de donde 2vh = —kt + C, o bien

(C — kt)?

h ==

Como h(0) =9, tenemos que C = 6 y como h(1) =4,k =2.
Asi, h(t) = (6 —2t)2 =2(3 —t)%.
Finalmente, h(t) =0 < 3 -t =0 < t =3.

Por lo tanto, el tanque demorara 3 horas en vaciarse.

9. Suponga que la poblacién P(t) en un lago es atacada por una enfer-
medad al tiempo t = 0, con el resultado que los peces cesan de repro-
ducirse y el indice de mortalidad (muerte por semana por pez) es de

1
ahi en adelante proporcional a Wik Si originalmente habia 900 peces en

el lago y 6 semanas después quedaban 441, ;cudnto tiempo tardaran en
morir todos los peces del lago?

Se trata de un problema de decrecimiento con proporcionalidad directa.

Sea P(t) el numero de peces en el lago en el instante t, medido en se-
manas. Entonces podemos modelar esta situacién mediante la ecuacién
diferencial

1
P'=—k—P
VP

Esta es una ecuacion de variables separables, por lo tanto

2PV2 = _kt+C
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2.2 Problemas resueltos

10.

(C —kt)?

o equivalentemente P(t) = 1

Usando las condiciones del problema, P(0) = 900, luego C = 60 y
P(6) = 441, por lo tanto 42 = —6k + 60, de donde k = 3.

Luego, P(t) = 3(60 — 3t)2.

Igualando la funcién a 0, P(t) = 0 < t = 20. Por lo tanto, en 20 sema-
nas ya no quedaran peces en el lago.

Para hacer un buen diagnéstico oftalmolégico, ayer a las 20:00 horas
se le administré a Nicolas cierta droga que dilata la pupila. El médi-
co explicé que la droga tiene una semivida de 6 horas y que Nicolds
presentaria molestias visuales hasta que se hubiera eliminado el 80 %
del medicamento. Cuando Nicolds se levant6é esta mafiana a las 7, se
quejo de tener atn la vista borrosa. ;Era por efecto del medicamento?

Sea D(t) la cantidad de droga presente en un instante .

Entonces, D(t) = Doe*, donde Dy es la cantidad de droga administra-
da.

La semivida de una sustancia corresponde al tiempo que demora en
desintegrarse la mitad de ella.

Do _

Luego, D(6) = >

Doe®, por lo que k = —1In 2, de donde

1
D(t) = Do()""®
El tiempo que demora en eliminarse el 80 % del medicamento se puede
6In 5

~ 14.
In2

t/6
expresar como D(t) = 0,2Dy = Dy <2> es decir, t =

Luego, el medicamento dejard de producir molestias aproximadamente
a las 10:00 de la mafana, por lo que las molestias de Nicolds se debian
aun al efecto de la droga.

52

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera.



2.2 Problemas resueltos

11. Amalia debe memorizar 100 paginas para su prueba de Sicologia del
Aprendizaje y tiene 10 dias para hacerlo. Al empezar a estudiar lo-
gré memorizar 10 paginas del texto en una hora. Le comenté a su her-
mana Matilda que segun la teoria del aprendizaje, la rapidez a la que
se memoriza un tema es proporcional a la cantidad que resta por mem-
orizar. Matilda, que estudia Ingenieria, plante6 la ecuacién diferencial
que modela este fenémeno y calcul6 el nimero de horas diarias que
debe estudiar Amalia si quiere alcanzar a memorizar todo el texto.

a) ¢Cual fue la ecuacion que plante6 Matilda? ;Cuél es su solucién?

Sea M(t) el nimero de pédginas memorizadas después de t horas.

aM
Entonces — = k(100 — M) que, separando variables, podemos

dt
escribir
dM

100 - M
Su solucién es — In(100 — M) = kt + C, es decir 100 — M = Ce™**,

= kdt

Ahora, usando la condicién M(0) = 0, obtenemos C = 100. Para
determinar el valor de k usamos la condicién M(1) = 10.

Entonces 10 = 100(1 — e*), de donde —k = In0,9. Asi, la solucién
de la ecuacion es

M(t) =100 (1 - (0,9)")

b) ¢Cuantas horas diarias debe estudiar Amalia?

Planteando la desigualdad M(t) > 99, se obtiene
In0,01 > tIn0,9

Como In 0,9 es negativo, el sentido de la desigualdad se invierte,
luego
—2In10 4,6

F> o —m10 ~ 01

Por lo tanto, Amalia debe estudiar mds de 4,6 horas diarias.
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2.2 Problemas resueltos

12. Un profesor escribe los apuntes de su asignatura con una rapidez pro-

porcional al nimero de hojas escritas. Por otra parte uno de sus alum-
nos es capaz de leer estos apuntes con una rapidez constante. Al comen-
zar el curso (que es de caracter anual), el profesor entrega 10 hojas a sus
alumnos y posteriormente se las va proporcionando a medida que las
escribe. Si este alumno en particular, al final del tercer mes llevaba un
atraso en la lectura de los apuntes de 20 paginas y al finalizar el sexto
mes llevaba un atraso de 70 pédginas.

a) Determine el nimero de pdginas que entregd el profesor al finalizar
el noveno mes.

Sea H(t) el numero de hojas escritas por el profesor en el instante
t. Entonces H' = kH, luego H(t) = Ce*.

La condicién inicial H(0) = 10, implica que C = 10. Para encon-
trar el valor de k usaremos las otras condiciones del problema.

Sea L(t) el namero de hojas leidas por el alumno. Como la rapidez
de lectura es constante, digamos m, L' () = m, entonces

L(t) = mt + C1
Usando la condicién L(0) = 0, obtenemos C; = 0. Ademas, las
relaciones
H(33) = L(3)+20
H(6) = L(6)+70
implican
103 = 3m +20
10e%* = 6m+70
. . In3
Resolviendo el sistema tenemos que k = = de donde:

3
H(t) = 10253 =10 <;>

Luego la cantidad de paginas que habia entregado el profesor al
noveno mes es H(9) = 270.
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b) Si el curso duraba 9 meses ;Cudntas paginas le faltaron por leer al
alumno?

Encontramos primero el valor de m reemplazando en la primera
ecuacion del sistema:
30 = 3m + 20

Luego, m = 13—0, de donde L(9) = 30, por lo que le faltaron 240

péginas por leer.

13. Un estudiante UFRO, ex ciclista, decidié probar su actual estado fisico
y aprovechar el 21 de mayo para hacer un viaje en su bicicleta hacia
Carahue (53 kilémetros al oeste de Temuco). Partié pedaleando ani-
mosamente desde Temuco a las 9 de la mafiana, pero la falta de en-
trenamiento provocé que su velocidad fuera disminuyendo de manera
inversamente proporcional a la distancia recorrida. Cuando pasé por
Imperial (30 kilémetros al oeste de Temuco), su reloj marcaba las 11:30
horas. “Si sigo a este ritmo- pensé- no llegaré antes de las 4 de la tarde
a Carahue”. ;Qué tan realista fue su calculo?

Este problema es de proporcionalidad inversa.

Sea d(t) la distancia recorrida por el ciclista después de t horas. En-
tonces,
dd=k

de donde
d?(t) = 2kt + C

Las condiciones del problema son entonces, d(0) = 0y d(2,5) = 30, por

lo tanto C = 0.

Luego, d?(t) = 2kt y k = 180. Luego, d(t) = 61/10t, lo que significa que
2

1
llegarfa a Carahue después de t = 10 < = 7,8 horas, es decir, casi

alas 5 de la tarde.
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14. Un escalador de montafias sale de su campamento base a las 6:00 a.m.

A medida que trepa, la fatiga y la falta de oxigeno se hacen sentir de
modo que la rapidez con la cual aumenta su elevacién es inversamente
proporcional a la elevaciéon. Al mediodia estd a una altura de 19.000
pies, y a las 2:00 p.m. ha llegado a la cima de la montafia, que esta a
20.000 pies. ;Qué tan alto era su campamento base?

Nuevamente un problema de proporcionalidad inversa.
Sea h(t) la altura del escalador en un instante .

Entonces, I'(t) - h(t) = k , donde k es constante, cuya solucién es

W =2kt+C

Ahora bien, h(6) = 19,000 y h(8) = 20,000, luego, reemplazando:

192.10° = 2k-6+C
20%2-10° = 2k-8+C

Restando la primera ecuacién de la segunda, eliminamos C.
6(7()2 2 : 639
10°(20° — 197) = 4k , es decir , k = 10 1
Reemplazando en la primera ecuacién, obtenemos
C =10°(19* — 3-39)

Asi, en el instante f = 0 (a las 6:00 de la mafiana),
h? = C =10°(361 — 117) = 10° - 244

de donde h ~ 103 - 15, 6.

Por lo tanto, el campamento base se encontraba aproximadamente a
15.600 metros de altura.
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15. Suponga que una poblacién dada puede dividirse en dos grupos: los
que padecen cierta infeccion y los que todavia no la padecen, pero que
son susceptibles de adquirirla por contagio de los anteriores. Si x e y
son las proporciones de poblacién infectada y no infectada, entonces

x
x +y = 1. Suponga que el ritmo de propagacién, ——, es conjuntamente

dt

proporcional a x e y.

a) Determine la proporcién de personas infectadas en el tiempo t en

b)

funcién del ntimero inicial de infectados xo, (y el tiempo ¢).

Sea x(t) la proporcién de personas infectadas en un instante ¢. En-

tonces =% = kx(1—x),de donde

dt

X

x(t)

1 — xo + xpekt

Si la poblacién es de 100 personas e inicialmente hay una per-
sona contagiada, y al dia siguiente hay 10 personas, determine en

cudnto tiempo estard infectada toda la poblacién.

Como inicialmente hay una persona contagiada de 100 en total, la

proporcién inicial de poblacién infectada es xo = 0, 01.
Reemplazando en la ecuacién,

0,01t M
0,994 0,01ekt 99 + ekt

x(t)

ek

Como x(1) = 991k~ 10 tenemos que k = In11.
Luego,
11!
) = g9 11
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Toda la poblacién estard infectada cuando x(t) = 1, lo cual nos
lleva a la contradiccién 11F = 99 + 11, por lo que debemos buscar
otro camino. Una forma equivalente de expresar lo anterior es

99
t -
() > 150

es decir, 11! > 992. Despejando,

2In 99  2(2,2+2,4)
P>t~ 2,4 ~d

es decir, en 4 dias se habré contagiado toda la poblacién.

16. La rapidez con que aumenta el nimero de supermercados que emplea

cajas computarizadas en un pais es conjuntamente proporcional a la
cantidad de supermercados que ya las emplean y a la cantidad que
aun no lo hace. Si en el pais hay 2001 supermercados, inicialmente
uno solo adopta el sistema y después de un mes lo hacen 3, calcule
el nimero de supermercados que adoptara el sistema después de 10
meses. ;En cudntos meses aproximadamente, todos los supermercados
del pais tendrén cajas computarizadas?

Problema de proporcionalidad conjunta.

Sea S(t) el nimero de supermercados que emplea cajas computarizadas
en un instante ¢ (en meses). La cantidad de supermercados que atin no
adopta el sistema en un instante + dado es 2001 — S(t).

Entonces, 5(0) =1, 5(1) = 3.
La ecuacion se expresa como S’ = k S(2001 — S) cuya solucién es:

1 S

2001 2001 —5 M +C
1
Parat =0, tenemos C = ~ 5001 In 2000.
Parat = 1, tenem 1 lni—k—ianOOO
— L WeRemOS 5561 M 1998 — T 2001 ‘
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Lueeo. k — 1 ln2000_ 1 ln1000
8% = 2001 666 2001 333"

Reemplazando tenemos:

1, s _ _t 1000 1
2001 2001—S 2001 333 2001

S 1 (1000
2001—-S 2000 \ 333

|14 L (1000 ‘| 2001 (1000\°
2000 \ 333 ~ 2000 \ 333

In 2000

2001 /1000\" 2000 - 333!

2000 ( 333 ) 2000 - 333! + 1000¢
2001 - 1000

2000 - 333t + 1000¢

2001 - 1000'°
En 10 meses, S(10) = 333102000 1 100010 ~ 1936 supermercados.

Por dltimo, para determinar en cudnto tiempo todos los supermerca-
dos habran adoptado el nuevo sistema, deberiamos resolver la ecuacién
S(t) = 2001, lo que nos lleva a la contradicciéon 2000 - 333" = 0. Por lo
tanto calculamos S(t) = 2000:

2001 - 1000
2090 = 2600 - 3337 + 10007
de donde ) 1000
In4-10° =tIn 33
Por lo tanto,
_ 2In2+6In10

b= 3mi0 _ma33 ~ 8

lo que significa que en 14 meses ya todos los supermercados tendran
cajas computarizadas.

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera. 59



2.2 Problemas resueltos

17.

Por razones obvias, la sala de diseccion de un forense se mantiene fria a
una temperatura constante de 5 ° C. Mientras se encontraba realizando
una autopsia de la victima de un asesinato, el propio forense es asesi-
nado, y el cuerpo de la victima, robado. A las 9:00 A.M. el ayudante
descubre su caddver a una temperatura de 21 ° C. A mediodia, su tem-
peratura es de 13 ° C. Suponiendo que el forense tenia en vida una tem-
peratura normal de 37 ° C, ;a qué hora fue asesinado?

Sean T'(t) la temperatura del cuerpo en un instante ¢, y A la temperatu-
ra ambiente.

Fijemos t = 0 a las 9:00 horas. Entonces T(0) =21, T(3) =13 y A =5.
Queremos encontrar el instante ¢ tal que T(t) = 37.
Sea AT = T — A. Por la ley del enfriamiento de Newton,

dAT
—— = kAT
dt

de donde AT = C¢k!. Luego,

T(t) = Ceé" + A = Ce" +5

Reemplazando en las condiciones iniciales, T(0) = 21 = C+5, de
donde C = 16.

Ahora, T(3) =13 = 16¢%k + 5, es decir — In2 = 3k, de donde

k:—éan

Asi, t t
T(t) =16e 32 4 5=16-273 45

Ahora,37 = 16275 +5 =2 =275 == —3,

Por lo tanto, el forense fue asesinado tres horas antes que se encontrara
el cuerpo, es decir, a las 6:00 de la mafiana.
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18. Un objeto de masa 32 kilos es lanzado hacia arriba con una velocidad
de 100 metros por segundo en un medio que presenta una resistencia
proporcional a la magnitud de la velocidad con constante de propor-
cionalidad igual a 0,005.

a) Determine el intervalo de tiempo transcurrido antes de que la ve-
locidad del objeto tenga el 90 % de su valor limite (es decir, el valor
al cual tiende la velocidad cuando t — o). Considere ¢ = 10 m /s>,

Las fuerzas que acttan sobre el objeto son mg y kv y apuntan hacia
abajo. Por la segunda ley de Newton, la ecuacién diferencial es
entonces la ecuacion lineal

md—v = —mg — kv
i~ "8
Es decir, v’ + %U = —10, cuya solucién es
o(t) = e ! [C—g/eiﬁtdt]
— et [C — %e%tdt}
= Cenl— %

Como v(0) = 100, tenemos que C = 100 + % = 64100. Luego,

o(t) = 64100 &' — 64000

La velocidad limite la obtenemos calculando tlim v(t) = —64000 y
— 00

entonces buscamos t = t( tal que v(tp) = —0,9 - 64000.
—0,9-64000 = 64100¢~ 50" — 64000
m( %) - 1y
641) — 6400

641
6400 In <64>

to

Asfi ty representa los segundos transcurridos antes de que la ve-
locidad del objeto tenga el 90 % de su valor limite.
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b) Determine la mayor altura alcanzada por el objeto.

La altura maxima que alcanza el objeto se produce en el instante
t = t; en el cual v(t;) = 0. Entonces,

0 = 64100e~ @0 — 64000

641

dx . .
Ahora, como v(t) = T integrando directamente obtenemos

x(t) = —64100 - 6400~ &m! — 64000t + C

La condicién x(0) = 0, implica que C = 64100 - 6400.

Por lo tanto la altura méxima est4 dada por

640 641
= —641-64-10* — —64?-10°In — + 641 - 64 - 10*
x(t) 641-64-10% - — = — 642 10°In 5 + 6416410
641
= 64-10* |1 —640In —
64 0[ n640}

Q

499,48m

19. Se estd celebrando una fiesta en una habitacién que contiene 1800 pies

ctbicos de aire libre de monéxido de carbono. En el instante ¢ = 0 varias
personas empiezan a fumar. El humo, que contiene un seis por ciento de
mondxido de carbono, se introduce en la habitacién a razén de 0, 15 pies
ctbicos por minuto, y la mezcla, removida por ventilacién, sale a ese
mismo ritmo por una ventana entreabierta. ;Cudndo debera abandonar
una persona prudente esa fiesta, si el nivel de monéxido de carbono
comienza a ser peligroso a partir de una concentracién de 0,00018?

Se trata de un problema de tanque con volumen constante.

Sea X (t) la cantidad de monéxido de carbono presente en la habitacion
en un instante £.
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El ritmo de entrada es
Rg=0,15-0,06 =9-103
y el ritmo de salida es

0,15-X(t) _ 5X(t)

Rs =

1800 - 6-104
Entonces,
_ 5X(t)
! 0. 3 _
X'(t)=9-10 6 10t

Como esta es una ecuacion lineal, la solucién es:

X(t) = e i [/9 10 3¢ f6104dt+C}

= e [9-10—3 /emdt + C]

_ 54510 g

Como X(0) = 0, entonces C = —108, luego,

X(t) =108 [1— e o

Finalmente, si X(t) denota la concentracién de monéxido de carbono
presente en la sala en un instante f, tenemos que:
—— X(t) 108 _ 5t
X(t) = —% = ——(1—¢ 610
() = 7500 ~ 18001 ~¢ ™)

108
5 __ _ 4
Luego, 18-10~ = 1300 (1 e 610> de donde
6-10* 18%-10°°
t = — z 1n(1_718-6 )
6-10%

= ——3 In(1—0,003)
~ 36

Por lo tanto, una persona prudente deberia abandonar la fiesta a los 36
minutos.
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20. Un tanque con capacidad para 400 galones estd parcialmente lleno con
100 galones de salmuera, con 10 libras de sal disuelta. Le entra salmuera
con media libra de sal por galén a razén de 6 gal/min. El contenido del
tanque, bien mezclado, sale de él a raz6n de 4 gal/min.

a) Calcule la cantidad de sal después de 30 minutos.

Se trata de un problema de tanque con volumen variable. Si v(t)
es el volumen de salmuera presente en el tanque en el intstante ¢,
entonces

v(t) = 100 + 2¢

Sea x(t) la cantidad de sal, medida en libras, en el tanque en el ins-
tante £, medido en minutos.

Elritmo de entrada de sal es 0,5 - 6 = 3 libras por minuto y el ritmo

. x(t)
1 4. —~ _E
de salida es 100 1 2t ntonces,

_ Ax(t)
100 + 2t

x'(t) =3
Esta es una ecuacién lineal, por lo tanto:

x(t) = o= witn [/Befl(ﬂﬂdt-l-C}

1
Como x(0) = 10 = 50 + C - 5072, entonces C = —40 - 50°.
Asi,
40 - 2500
t) = p— —
x(t) =50+ (50 1 )2

Reemplazando para t = 30, tenemos que a los 30 minutos, la can-
tidad de sal es:

40-2500 125

80 — W =80 — e 80 — 15,625 = 64,375 libras
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b) Determinar después de cuantos minutos el tanque empezard a de-
rramarse.

Buscamos el valor de ¢ para el cual se cumple que
100 + 2t = 400

luego, el tanque empezard a derramarse en f = 150 minutos.

¢) Determinar la concentracién de sal en el instante en que el tanque
comienza a derramarse.

La concentracion de sal es la cantidad presente por galén de mez-
cla, por lo que dividimos la cantidad total por el contenido de mez-
cla en el tanque. Por lo tanto, después de 150 minuto la concen-
tracion de sal es

x(150)  197,5
et = =~ 4
x(150) = =50~ = 200 ~ 0¥

libras de sal por galén.

21. El suministro de glucosa al torrente sanguineo es una técnica médi-
ca importante. Un paciente que presenta hipoglucemia (baja concen-
tracién sanguinea de glucosa) ingresa con un nivel inicial de 40 mg de
glucosa por cada 100 ml de sangre (un hombre de su contextura tiene
un volumen total de alrededor de 5,6 litros de sangre). Se le debe ad-
ministrar una tasa constante de glucosa por via intravenosa. Se sabe
que a medida que se le inyecta glucosa, alrededor del 3 % de la glucosa
presente en la sangre se ira transformando y elimindndose. ;Cuantos
miligramos de glucosa por minuto serd necesario administrar al pa-
ciente para que éste llegue a un nivel normal de 90 mg por cada 100
ml de sangre en dos horas?

Sea X(t) la cantidad de glucosa en un instante t y A la cantidad de glu-
cosa que se le debe administrar al paciente por minuto.

La ecuacién diferencial esta dada por:
dxX A 3

L oA- X
dt 100

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera. 65



2.2 Problemas resueltos

22.

con X(0) =40 -56 = 2240 mg.

Esta ecuacion es lineal y su solucién es:

X(t) = e ol [C+A/eu3wfdt]

= Ce '+ 1%/1

1
Reemplazando la condicién inicial obtenemos C = 2240 — %A. Luego,

100 3 100

X(t) = 2240¢ 0" — 5 Ae '+ =24

Ademas, las condiciones del problema implican que

1 1
%Ae*&6 4 200,

X(120) = 90 - 56 = 5040 = 2240~ — :

de donde
B 12(63 — 286*3'6)

A=
5(1—e3%)
Por lo tanto, al paciente se le debe administrar 153,56 mg de glucosa
por minuto.

~ 153,56

Una fabrica de papel estd situada cerca de un rio con un flujo constante
de 1000 m®/seg, el cual va a dar a la tinica entrada de un lago que tiene
un volumen de 10°m3. Suponga que en el tiempo t = 0, la fabrica de
papel comienza a bombear contaminantes en el rio a razén de 1 m>/seg,
y que la entrada y salida de agua son constantes.

a) ¢Cudl serd la concentracién de contaminantes en cualquier instan-
te?

Sea x(t) la cantidad de contaminantes, medido en metros ctbicos,
presente en el lago en un instante ¢, medido en segundos.

Tenemos que el volumen total es V = 10?, 1a velocidad de entrada
y de salida es constante e igual a 1001m3/ seg.
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b)

Luego la ecuacién queda

dx(t) _;_x(H) 160

dt 10°

La solucién de esta ecuacion lineal es:

x(t) = e dw [C+/ T ay ]

_ 10014 10% 100,
— 9 9
e {C 001"
Como x(0) = 0 tenemos que C = ﬁ Luego
- B 1001 8

Suponga que la fabrica de papel deja de contaminar el rio después
de una hora. Halle una expresién para la concentracién de con-
taminantes en el lago en cualquier tiempo t.

Por hipétesis, el modelo encontrado en la parte a) es valido solo
en el intervalo [0,3600]. Si t > 3600 debemos formular un nuevo
modelo.

En este nuevo modelo el ritmo de entrada es 0 y la ecuaciéon queda
o X
106
cuya solucién es
t
x(t) = Ce 106

Ahora, igualando x(3600) de a) y b), tenemos

9

1001 36 36
x(3600) = 1507 [ }

1—e 107 = Ce 104
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luego
10° _lomge] 36
~ 1001 [1 ¢ 11%%136} er
Asi, parat > 3600, la cantidad de contaminante presente en el lago
estd dada por

109 1001 3,600—
x(t) == 1001 [l —e 11%07136} e 106 t

Luego, la concentraciéon de contaminantes en el lago en cualquier
instante f es:

1 — 1001 .
m[1—e wg} si 0<t<3600
x(t) =
o 010 1 W s > 3600

23. Un tanque contiene 50 litros de agua. Al tanque entra salmuera, que

contiene A gramos de sal por litro, a razén de 1,5 litros por minuto. La
mezcla, bien revuelta, sale del tanque a razén de 1 litro por minuto. Si la
concentracién debe ser de 10 gramos por litro después de 20 minutos,
calcule el valor de A.

Sea X(t) la cantidad de sal en el tanque en el instante t, medido en
minutos y sea V (t) el volumen de liquido en el tanque en el instante f,
medido en litros.

Entonces X(0) =0y V(0) = 50.

Puesto que, por minuto entra 1,5 litros de salmuera y sale solo 1 litro,

tenemos que
100 +¢

2

V(t) =50+0,5¢t =

El ritmo de entrada de sal en el tanque es de 1,5A gramos por litro.

2X
El ritmo de salida de sal es de 100+ ¢ gramos por litro.
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Luego,

es una ecuacion lineal cuya solucién es
[ 2dt 3 odt
X(t) = ¢ | 1005 C+ EA / ef 00+

_ o-2In(100+4) [C+ 2A/€21n100+t:|

1 3
= q0iie [C+ 2A/(100—|—t)2}
_ 1 A(100 + )3
(100 + t)2 [C * 2 ]
C A(100 + t)
(100 + t)2 * 2

Ahora, X(0) =0 = % +50A, de donde C = —5-10°A. Asi,

—5-10° (100 +¢)

X(t) = M0+ 2 T 2

Después de 20 minutos, el volumen es 60 litros, luego la concentracién
estd dada por
—_— X(20)
X(2 = —
(20) = Vo)
—5.10°
[60(120)2 + 1] A
A
216

Como se pide que la concentracion de sal en el tanque después de 20

minutos sea de 10 gramos por litro, 10 = %A, de donde
2160
A= — 23,74
91
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24. El Lago Rapel contiene aproximadamente 10 millones de litros de agua.

Suponga que en t = 0 comienzan a contaminarse sus aguas con un pro-
ducto quimico que se vierte en el lago a razén de 3 millones de litros por
afio con una concentraciéon de C(t) = 2 + sen(t) gramos por litro. Por
otro lado, y al mismo tiempo de comenzar la contaminacién, la empre-
sa que administra la represa del Lago Rapel hace un desvio de aguas
de un rio cercano proporcionando al lago agua fresca a una tasa de 2
millones de litros por afio. En el mismo instante se comienza también a
evacuar el agua a una tasa de 5 millones de litros por afio. Determine la
cantidad de producto quimico en el Lago Rapel y su concentracién en
cualquier instante ¢.

Se trata de un problema de tanque con volumen constante.

Sea X(t) la cantidad de contaminante quimico presente en el lago en el
tiempo ¢, medido en afios.

Entonces el ritmo de entrada del contaminante es

E(t) = 3-10%(2 +sent)

El ritmo de salida del contaminante es

5-100X(t)
S ="
Luego,
5-10°X(t)
/ f— . 6 _——_—
X'(t) =3-10°(2 4 sent) 107
es decir,

1
X'+ SX =3 10°(2 +sent)

Como se trata de una ecuacién lineal, su solucién es

X(t) = e 2 [C+3-106/(2+sent)e%tdt}

of 1, et (1
C+3-10°( 4ez —l—? Esent—cost

= Ce 2412105 (10+sent —2cost)

1
= eiit
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25.

Como X (0) = 0, tenemos 0 = C + 12 - 10° (10 — 2), de donde
C=-12-8-10°

Luego, la cantidad de producto quimico presente en el lago en cualquier
instante t esta dado por:

X(t) =12- 10° (10 +sent —2cost — 86_%t)
y la concentracion :

— _3 —1t
X(t)_l—m_g(lo—i—sent 2cost — 8e 2)

Considere los dos tanques de la figura. Inicialmente el tanque 1, con-
tiene 200 litros de solucién salina en la que se han disuelto 40 kilos de
sal. El tanque 2, que tiene 400 litros de capacidad, contiene 100 litros de

1
solucion salina con concentracion de sal de 75 kilos por litro.
En el instante t = 0 se abren simultdneamente las llaves A, B, C y D.

1
Por A entra solucién con concentraciéon de — kilos por litro a 10 litros

por minuto. Por B pasa la solucién del tanque 1 al tanque 2 a 10 litros
por minuto. Por C entra agua pura a 2 litros por minuto y por D sale
solucion a 6 litros por minuto.

== )
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a)

b)

Determinar la cantidad de sal en el tanque 1 en un tiempo t.

Sea x(t) la cantidad de sal, medida en kilos, en el tanque 1 en el
instante t, medido en minutos.

El ritmo de entrada al tanque 1 es de % -10 = 1 kilo de sal por
minuto.

El ritmo de salida es de 10 - J;E)t(z kilos por minuto.

Entonces,

Esta ecuacion es lineal, por lo tanto:
x(t) = e /% [C + /ef %dt]
= e ® [C +20€ﬂ
Como x(0) = 40, entonces C = 20, luego
x(t) =20 [e—% + 1}
representa la cantidad de sal en el tanque 1 en cualquier instante .
Determinar el instante t; en que se llena el tanque 2.

Sea V(t) el volumen de solucién salina presente en el tanque 2 en
cualquier instante .

El tanque 2 tiene capacidad para 400 litros. La llave B aporta 10
litros por minuto y la llave C, 2 litros por minuto. Por la llave D
salen 6 litros por minuto.

Luego, V(t) = 100 + 6t, e igualando a 400 obtenemos t = 50, es
decir, el tanque 2 se llena a los 50 minutos.
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c) Determinar la cantidad de sal en el tanque 2 para cualquier tiempo
ttal que 0 < t < ty.

Sea y(t) la cantidad de sal en el tanque 2 en el instante ¢. La sal que
entra en el tanque proviene toda del estanque 1. Entonces,

o oo 20(1+e"m)  6y(t)
y(t) =10 200 100 + 6t

Como esta ecuacion es lineal su solucion es:
y(t) = e~ | ot [C+ /(1 e m)el wf)ﬁwdtdt}
1

_t
= ToTa [C+/(1+e 20)(100+6t)dt}

1 ,
= — 100t + 3% — ¢~ 20 (44 120t
T [c+ 00 + 312 — ¢~ 20 (4400 + o)]

Como la concentracién de sal en el tanque 2 en el instante inicial
es 0,04 kilos por litro, tenemos que y(0) = 4, de donde C = 4800.

Asi,
1
Y1) = 100 T e

[4800 + 100t + 32 — ¢~ (4400 + 120t)}

d) Determinar la concentraciéon de sal en cada tanque en el instante
en el cual el segundo tanque comienza a derramarse.

La concentracién de sal en el tanque 1 a los 50 minutos es

——— x(50) 17 _ = -
60 = S5 =15 ¢ +1 = g5 i+ 1]
La concentracién en el tanque 2 a los 50 minutos es:
=y~ y(0)
v50) = 1501650
1 _3
= {@oop [4800 + 5000 + 7500 — e~ 2 (4400 + 6000)}

1 _5
= m(173 —104e™2)

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera. 73



2.2 Problemas resueltos

26. Dados dos tanques, (1) y (2), el primero con 200 litros de solucién con
40 gramos de sal y el tanque (2), con 30 litros de agua pura. En el tiempo
t = 0 se abren simultdneamente las llaves A, B, C y D. Por la llave A en-
tran al tanque (1), 2 litros de solucién por minuto con una concentracién
de 1 gramo de sal por litro. La mezcla, bien disuelta, pasa al tanque (2)
a través de la llave B a razén de 4 litros por minuto. Por la llave C ingre-
san al tanque (2), 2 litros de solucién con una concentracién de 2 gramos
de sal por litro. La mezcla, bien disuelta, sale del tanque (2) al exterior
por la llave D a razén de 3 litros por minuto.

a) Determine la cantidad de sal en los tanques (1) y (2) en cualquier
instante t, con ¢ < 100.

Sean X(t) e Y (t) las cantidades de sal presentes en los tanques (1) y
(2) respectivamente, en un instante . Notemos que en este proble-
ma el tanque (1) se vacia a los 100 minutos, por lo que el dominio
de la funcion x es [0,100).

Entonces,

A
200 —ZtX

4 3
200 2% 3073t

X =2

Y = 4

Resolviendo la primera ecuacién:

X(t) = el [c+2 [ dt}

= (100—t)2[C—|— 2 ]

100 — ¢
Como X(0) = 40, tenemos C = _2
- T125
) 2
Asi,  X(t) = 755 (25 +£)(100 — £).

Ahora, reemplazando X(t) en la ecuacién diferencial para Y tene-

mos 1 1
Y +—Y=-—(1
T T (10
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b)

Resolviendo,

Y(t) = e Jwondt [C + /(150+ t)e ﬁﬂdtdt}

125

= [C+ e 150+t)(10+t)dt}

l
_ 2
= [C+ 15 (1500t + 80t° + = 3 }

Como Y(0) = 0, tenemos C = 0, luego,

1

Y(t) = —— 4500 + 240t + 2
(t) 10+t<375( + + )

¢En qué instante la concentracion de sal en el tanque (1) es de — 75

gramos por litro?

Solo debemos reemplazar:

9

2
- (25 +£)(100 — t)

2 2
— (200 —2t) = 155

y dado que ¢t # 100 por las condiciones del problema, despejando
tenemos que tal concentracion se obtiene a los 20 minutos.

Si el tanque (2) tiene capacidad para 300 litros, ;cudl es la concen-
tracion de sal cuando éste rebalsa?

El segundo tanque rebalsa cuando 30 + 3t = 300, es decir para
t =90.

20 4500 +- 21600 +- 8100 10260

L Y(90 .
uego, Y(90) = 155 | 375 125

Finalmente, la concentracién, en gramos por litro es de

e Y(90) 171 _
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2.3. Ejercicios propuestos

1. Encuentre la ecuacion diferencial de las siguientes familias:

a) La familia de todas las circunferencias que pasan por los puntos
0,1)y (~1,0).

b) La familia y = x?cos(x + C).

c) La familia que cumple la condicién: la parte de la normal entre
(x,y) y el eje Y queda bisectada por el eje X.

2. Halle la familia de trayectorias ortogonales a las siguientes familias:

a) 12y+x>=C? C>0
b) x*+y*=Cy

c) y=xsen(x+C)

d) y = Intan(x + C)

C
=——— C>0
e 1—cos@ -

f) T esla familia de todas las rectas tangentes al circulo unitario.

g) I es la familia de curvas que satisface la siguiente condicién geo-
métrica: la parte de la normal entre el punto (x,y) y el eje Y tiene
como punto medio la interseccién con el eje X.

3. Un cierto hombre tiene una fortuna que aumenta a una velocidad pro-
porcional al cuadrado de su riqueza presente. Si tenfa un millén de
délares hace un afio, y ahora tiene dos millones, ; cudnto tendra dentro
de seis meses?; ; dentro de un ano?

4. Cuando t = 0, habia 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Al
cabo de 6 horas, esa cantidad disminuy6 el 3 %. Si la razén de desin-
tegracién, en cualquier momento, es proporcional a la cantidad de la
sustancia presente, calcule la cantidad que queda después de 2 horas.

5. Un cultivo bacteriano tiene una densidad de poblacién de 100 mil or-
ganismos por pulgada cuadrada. Se observé que un cultivo que abarca-
ba un drea de una pulgada cuadrada a las 10:00 a. m. del dia martes
ha aumentado a 3 pulgadas cuadradas para el mediodia del jueves
siguiente. ;Cudntas bacterias habrd en el cultivo a las 3:00 p. m. del
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10.

11.

domingo siguiente suponiendo que la densidad de poblacién cambia a
una tasa proporcional a si misma? ;Cudntas bacterias habra el lunes a
las 4:00 PM.?

Se sabe que un cierto material radiactivo decae con una rapidez que es
proporcional a la cantidad presente en cada instante. Un bloque de este
material tiene originalmente una masa de 100 gramos y se observa que
20 afios después, su masa es de 80 gramos. Determine una expresién
para la masa del material en funcién del tiempo. Calcule la semivida
del material y la cantidad de él que quedara después de 40 afios.

Al sacar un pastel del horno, su temperatura es de 300 ° F. Después de
3 min., es de 200 ° F. ;En cuanto tiempo alcanzard una temperatura de
75 °F, si la temperatura del medio es de 70 * F?

El estroncio (Sr*°) tiene una vida media de 25 afios. Si 10 gramos de
SrY se colocan inicialmente en un recipiente sellado, ;cudntos gramos
permaneceran después de 10 afios?

Suponga que la poblacién P de bacterias en un cultivo al tiempo t cam-
bia a una razén proporcional a P2 — P. Asuma que P? — P > 0.

a) Sea k la constante de proporcionalidad. Escriba una ecuacién dife-
rencial para P(t) y obtenga la solucién general.

b) Encuentre la solucién si hay 1000 bacterias al tiempo ¢ = 0 horas.

c) Determine la constante k suponiendo, ademads, que hay 100 bacte-
rias en t = 5 horas.

d) Determine tlim P(t)
— 00

Supongamos que la poblacién de la Tierra cambia a una velocidad cons-
tante proporcional a la poblacién actual. Supongamos ademas, que al
tiempo t = 0(1650d.C.) la poblacién era de 250 millones; en 1950 la
poblacién era de 2,5 billones (2,5-109). Encuentre la poblacién de la
Tierra en cualquier instante t. Suponiendo que la mayor poblacién que
puede soportar la Tierra es de 25 billones, ;cudndo se alcanzard ese
limite?

Un depésito contiene 50 galones de salmuera en el que hay disueltas
75 libras de sal. A partir de un instante t = 0 comienza a fluir en él
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12.

13.

14.

15.

salmuera a una velocidad de 2 galones por minuto. Simultdneamente,
la mezcla sale del depésito a razén de un galén por minuto.

a) ;Qué cantidad de sal hay en el depésito en un tiempo t?
b) ;En qué instante habrd 125 libras de sal disueltas en el depdsito?

Suponga que el Lago Erie tiene un volumen de 480 km® y que sus tasas
de flujo de entrada (desde el Lago Hurén) y de salida (hacia el Lago
Ontario) son ambas de 350 km® por afio. Suponga también que en el
instante t = 0 (afios) la concentracién de contaminacién del Lago Erie
-provocada por contaminacién industrial pasada que ahora se ha or-
denado que se detenga- es cinco veces la del Lago Hurén. Si el flujo
de salida es agua del lago perfectamente mezclada, ;cudnto tiempo le
tomard reducir la concentracién de contaminacién en el Lago Erie al
doble de la del Lago Hurén?.

Muchas sustancias se disuelven en el agua a un ritmo conjuntamente
proporcional a la cantidad no disuelta y a la diferencia entre la concen-
tracién de una solucién saturada y la concentracién en ese momento.
Para una tal sustancia, colocada en un depdsito que contiene G galones
de agua, hallar la cantidad x no disuelta en el instante ¢, si x = x( cuan-
dot =0y x = x; cuando t = t1, y si S es la cantidad disuelta en el
deposito cuando la solucién esta saturada.

Cuando un proyectil es disparado en el agua, encuentra una resisten-
cia (desaceleracién) proporcional al cuadrado de su velocidad. Si la ve-
locidad inicial es 540 km/h y ha disminuido a la mitad después de 1
minuto, encontrar la velocidad que lleva el proyectil después de 3 mi-
nutos, despreciando los efectos de la gravitacién. ;En cudnto tiempo la
velocidad se ha reducido a la tercera parte de la velocidad inicial?

Una estrella perfectamente esférica sufre un colapso gravitacional de-
bido a la pérdida de su combustible nuclear. El radio de la estrella antes
del colapso es M veces el radio del Sol (R;) y después de un minuto
el radio de la estrella se reduce a la mitad. Si el proceso del colapso
(disminucién del radio) es proporcional al volumen de la estrella, es-
criba la ecuacién diferencial que determina en cuanto tiempo después
del inicio de esta reduccién la estrella se transforma en un hoyo negro,
teniendo en cuenta que el radio tipico de estos objetos césmicos es de

15 kilémetros y que el volumen de una esfera es 3 mr.
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16.

17.

18.

Seguin la ley de gravitacion universal de Newton la aceleracion de caida
libre de un cuerpo que cae desde una gran distancia hasta la superficie
terrestre no es la constante g, sino que es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia del objeto al centro de la tierra. Si la direccién
positiva es hacia arriba, utilice la segunda ley de Newton y su ley de
gravitacion universal para deducir una ecuacion diferencial para la dis-
tancia a la Tierra de un satélite que cae desde una gran altura. ;Cuéles
seran las condiciones iniciales del problema?

Se tiene un tanque que contiene 1500 litros de una salmuera que lle-
va disueltos 2000 gr de sal. Al tiempo t = 0, comienza a fluir dentro
del tanque agua pura a una razén de 100 lt/min. La mezcla bien agita-
da, sale del tanque a la misma razén y pasa a un segundo tanque que
tenia inicialmente 1500 1t de agua pura. A su vez la mezcla bien agitada
abandona este segundo tanque a razén de 100 1t/min.

a) Determine la cantidad de sal en el primer tanque a los 10 minutos.

b) Determine la cantidad de sal en el segundo tanque a los 10 minu-
tos.

c) Calcule el momento en que el primer tanque tiene la mitad de sal
que habfa inicialmente.

d) Calcule la cantidad maxima de sal que hay en el segundo tanque
en cualquier tiempo.

e) Calcule la cantidad de sal que hay en el segundo tanque después
de una hora.

Un tanque contiene inicialmente 100 galones de agua pura. Comenzan-
do en t = 0, entra al tanque una salmuera que contiene 4 libras de sal
por galén a una razén de 5 gal/min. La mezcla se conserva uniforme
mediante agitacion, y estando bien agitada sale con una rapidez de 3
gal/min.

a) (Qué cantidad de sal habr4 en el tanque después de 20 min?
b) ¢(Cuando habré en el tanque 50 Ib de sal?

c) Si el tanque tiene una capacidad de 400 galones. ;Cuanto tiempo
demora en llenarse?
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19.

20.

21.

22.

Un tanque contiene en un principio 40 litros de salmuera con 8 kilos
de sal en solucién. Entra en el tanque, a razén de 8 litros por minuto
salmuera conteniendo % kilo de sal por litro. La mezcla bien agitada

para que sea homogénea, sale del tanque a razén de 4 litros por minuto.

a) Calcular la cantidad de kilos de sal que hay en el tanque a los 5
minutos.

b) A los 10 minutos se modifica la concentracién de entrada de sal a
K kilos de sal por litro. Si se mantienen los otros datos, calcule K
de modo que a los 20 minutos la concentracién de sal en el tanque
sea de 83/4 kilos por litro.

Un tanque de 400 litros de capacidad esta lleno con solucién salina con
concentracién 1/5 kilos por litro. En t = 0, se abren simultdneamente
una llave de entrada A y una llave de salida B. Por A entra solucién que
contiene 0,25 kg de sal por litro a razén de 4 Its por segundo, y por B
sale solucién a razén de 12 Its. por segundo.

a) Determine el tiempo t = t; que tarda el tanque en quedar vacio.

b) Determine la cantidad de sal que hay en el tanque en cualquier
instante t < ty.

c) Calcule la concentracién de sal en el tanque para t = 37,5 segun-
dos.

La tasa de natalidad en un suburbio de una gran ciudad es proporcional
a la poblacién y la constante de proporcionalidad es 10~!. Por otra
parte, la tasa de mortalidad es proporcional al cuadrado de la poblacién
y la constante de proporcionalidad es 10~7. Si inicialmente habia 5000
personas, determine la poblacién en un instante cualquiera. ;Cuaél es el
valor limite de la poblacién? ;En qué momento la poblacién es la mitad
de ese limite?

Una solucién de 4cido nitrico entra a una razén constante de 6 litros por
minuto en un tanque de gran tamafio que en un principio contenia 200
litros de una solucién de 4cido nitrico al 0,5 %. La solucién dentro del
tanque se mantiene bien revuelta y sale del tanque a razén de 8 litros
por minuto. Si la solucién que entra al tanque tiene acido nitrico al 20 %,
(cudndo llegara el porcentaje de 4cido nitrico en el tanque a 10 %?
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Capitulo 3

Ecuaciones de orden superior

3.1. Resumen

Operador diferencial lineal.

Sea C"[I] el espacio vectorial de todas las funciones reales que admiten deri-
vadas continuas en un intervalo I al menos hasta el orden n, C[I], el espacio
vectorial de las funciones continuas en I.

Una transformacién lineal L : C"[I] — C[I] se dice que es un operador dife-
rencial lineal de orden 7 si puede expresarse de la forma:

L=a,(x)D"+a, 1(x)D" 1 +...+a1(x)D +ao(x)I
donde ay, a,—1,..., a1, ap, son funciones reales continuas en algtin intervalo

Iy ay(x) # 0 para todo x € I.

Los operadores diferenciales lineales con coeficientes variables no se pueden
multiplicar algebraicamente usando las propiedades usuales del algebra de
polinomios. En cambio, cuando tienen solo coeficientes constantes se com-
portan como si fueran polinomios en D.

Ecuacion lineal de orden superior.

Una ecuacién diferencial lineal de orden n es una ecuacién de la forma
L(y) = f(x), donde L es un operador diferencial lineal definido en algun
intervalo real I y f una funcién real definida en I.

Si f = 0en I, decimos que la ecuacién es homogénea.

Para una ecuacién lineal de orden n un problema de valor inicial tiene ademas
n condiciones iniciales y(xo) = vo, ¥ (x0) = y,,..., " D(x0) = yn_1.
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3.1 Resumen

Teorema de existencia y unicidad. Si L es un operador diferencial lineal
definido en un intervalo real I. El problema de valor inicial L(y) = f(x)
sujeto a las condiciones iniciales y(i)(xo) =vy;,i =0,...,n—1, tiene una
tnica solucién y(x) en el intervalo I.

Principios de superposicion.

1. Ecuaciones homogéneas: Sean y1, . . .,y soluciones de la ecuacién dife-
rencial homogénea de orden n, L(y) = 0. Entonces toda combinacién
lineal y = Cyy1 + ...+ Cxyx, donde cada C;, i = 1,...,k, es una cons-
tante arbitraria, es también solucion de la ecuacion.

2. Ecuaciones no homogéneas: Sea y/,, una solucioén particular de la ecua-
cién no homogénea L(y) = fi(x), i =1,..., k. Entonces

Yp=VYpn t---TVn
es una solucién particular de la ecuacion no homogénea

Lly) = Ai(x) + ... + fi(x)

Wronskiano.

Seanyy,..., Yn € c(n-1) [I]. Se define el Wronskiano de las funciones yy, . .., ¥
como el determinante

yl yz N yn
i Va2t Un
Wy, ..., yn) = | . ) .
ygnfl) ygnfl) . y]gnfl)

Conviene notar que W(y, ..., y») es o bien idénticamente igual a 0 0 nunca
cero en I por lo que muchas veces resulta mas comodo evaluar primero las
funciones y sus derivadas en algiin punto xq del intervalo I y luego calcular
el determinante.

Criterio para soluciones linealmente independientes.

Siy,..., Yn son soluciones de la ecuacion homogénea de orden n, L(y) = 0,
entonces el conjunto {y1,..., y,} esli.siysolosi W(yi,..., yn) # 0.
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Solucién general de la ecuacién diferencial lineal de orden n.

Si y1,..., Y son soluciones Li. de la ecuacién de orden n, L(y) = 0 en un
intervalo I, entonces decimos que {y, ..., ¥, } es un sistema fundamental de
soluciones y la solucién general de la ecuacién en I estd dada por

]/(X) = C1]/1 + ...+ Cn]/n

con Cy,...,C, constantes reales arbitrarias.

Diremos que dos ecuaciones diferenciales son equivalentes si tienen el mismo
sistema fundamental de soluciones.

Todo conjunto linealmente independiente {y1,..., y»} es el sistema funda-
mental de soluciones de la ecuacién diferencial lineal de orden n

gy ey
vy ey
L . =0
Vo Yy oy

La solucién general de la ecuacién lineal no homogénea L(y) = f(x) esta da-
da por

y(x) = yn(x) +yp(x)
donde y;(x) es la solucién general de la ecuacion homogénea L(y) = 0 e
Yp(x) es una solucién particular de la ecuacién no homogénea.

F6rmula de Abel.

Conociendo una solucién de una ecuacién homogénea de segundo orden,
esta férmula nos permite encontrar una segunda solucién linealmente inde-
pendiente.

Sea i1 # 0 en un intervalo I, una solucién no trivial de la ecuacién diferencial
de segundo orden y" + a1 (x) y’' 4+ ao(x)y = 0. Entonces la solucion general
de la ecuacion es y(x) = Cry1(x) + Coy2(x), donde

0 =) [y
y2(x) = y1(x / —————dx
yi(x)
Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes.

Sea L un operador diferencial lineal con coeficientes constantes. En tal caso,
L se comporta como un polinomio real en la variable D y por tanto puede
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escribirse como producto de factores lineales y /o cuadréticos irreducibles en
R, digamos L = Ly - Ly --- Ly, k € IN y L; irreducible en R. Entonces toda
solucioén de la ecuacion lineal Li(y) = 0,i = 1,. ..k, es también solucién de la
ecuaciéon L(y) = 0.

Caso1.Si L; = (D — «), entonces L; tiene una solucion

yi(x) = e

Caso 2.Si L; = D? +aD + b es irreducible en R con raices complejas a + fi,
entonces L; tiene las dos soluciones Li.

vi,(x) =e*cos Bx, yi,(x) =e"senpBx
Cas03.SiL; = (D —«a)?, p > 1, entonces L; tiene p soluciones 1.i.
yi, (x) = e, yi, (x) = xe™, ...,y (x) = xP~1etx

Caso 4.Si L; = (D?>+aD +b)?, p > 1, D?> + aD + b irreducible en R con
raices complejas « + Bi, entonces L; tiene 2p soluciones l.i.

i, (x) = e™cos Bx vi,(x) = e“*sen fx
Vi, (x) = xe**cos Bx vi,(x) = xe"*sen Bx
Yip, (X) = xP7le"cos Bx Yip, (X) = xP7le™sen Bux

Solucién particular de una ecuacién no homogénea con coeficientes cons-
tantes. Método del Aniquilador.

Sea L* un operador diferencial lineal con coeficientes constantes y f una
funcion definida en un intervalo I. Si L*(f(x)) = 0 decimos que L* es un
aniquilador de f. Distinguimos los siguientes casos:

» El operador diferencial D" aniquila todo polinomio de grado menor o
igualan — 1.

» Eloperador diferencial (D — «)" aniquila toda funcién de la forma p(x)e
donde p(x) es un polinomio de grado menor o iguala n — 1.

» El operador diferencial (D? 4 aD + b)", con D? + aD + b irreducible
en R con raices complejas « + Bi, aniquila toda funcién de la forma
e“*(p(x) cos Bx + g(x) sen Bx), con p y g polinomios de grado menor o
iguala n —1.
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3.1 Resumen

Algoritmo para encontrar una solucién particular y,(x) de una ecuacién
lineal no homogénea con coeficientes constantes.

Consideremos la ecuacién no homogénea L(y) = f(x).

» Paso 1: Encontrar la solucién vy, (x) de la ecuacién homogénea L(y) = 0
y un aniquilador L* de la funcién f.

» Paso 2: Aplicar el operador L* a la ecuacién L(y) = f(x) y obtener la
solucion general y*(x) de la ecuaciéon homogénea L*L(y) = 0.

= Paso 3: Eliminar de y* todos los términos que se repiten en la solucién
yj,. La combinacién lineal con los términos restantes es i, (x), la soluciéon
particular de la ecuacién original L(y) = f(x).

» Paso 4: Calcular L(y,) e igualar a f(x) para despejar las constantes en
Yp. La solucién general de la ecuacion es entonces

y(x) = yu(x) +yp(x)

Solucién particular de una ecuacién lineal no homogénea. Método de va-
riacién de parametros.

Consideremos la ecuacién diferencial lineal de orden n,
y" a1 ()" 4 e (x) Y+ ao(x)y = f(x)

cona,_1, ...,a1, ap, f funciones reales definidas en un intervalo I. Si la solu-
cién de la ecuacion homogénea asociada es

yn(x) = Ciy1(x) + ... + Cuyu(x)

entonces, una solucioén particular de la ecuacién no homogénea esta dada por

Yp() = pa(2) ya () + - 4 () Y ()

donde, las funciones yi(x) se determinan resolviendo el sistema:

(%) y1(x) oo (x)yn(x) =0
i (x) vy (x) ot u ()Y (x) = 0
@) e @y ) = 0
@) e @y V() = )

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera. 85



3.1 Resumen

y ui(x) = /yf(x) dxparai=1,...,n.

Nota. Al hacer variacién de pardmetros hay que tener muy presente que el
coeficiente de y™) es 1. Si no es asf, hay que dividir primero la ecuacién por
a,(x). Ademds, como buscamos una solucién particular de la ecuacién, para

cada funcién y; al calcular la integral / #i(x) dx podemos considerar la cons-

tante aditiva igual a 0.

Ecuacién (equidimensional) de Euler.

Llamamos ecuacién de Euler (homogénea) a toda ecuacién diferencial lineal
de la forma

anx”y(”) + an_lxnfly(”*l) + ...+ a1x ]/ +apy =0

con a; constantes reales parai =1,...,ny x # 0.

La sustituciéon x = e six > 0o x = —e!, si x < 0, transforma la ecuacién de
Euler en la ecuacién lineal de orden n con coeficientes constantes

[@a,D(D—-1)---(D—n+1)+...4+aD(D—1)+a1D +ap] (t) =0

Una vez que se ha resuelto esta ecuacién, la solucion de la ecuacién ho-
mogénea de Euler se obtiene reemplazando cada t por In |x|.

Ecuaciéon de Euler no homogénea.

Existen dos maneras estdndar de obtener una solucién particular de la ecua-
cién de Euler no homogénea

anx"y™ + a, x0T 4 mxy +agy = f(x)

Método 1. Trabajar con la variable ¢.

En este caso, resolvemos completamente la ecuacién no homogénea con coe-
ficientes constantes

[@,D(D—=1)---(D—n+1)+---+aD+aol(y(t)) = f(t)

donde f*(t) se obtiene reemplazando en la funcién f la variable x por e’ (o
—e).
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3.1 Resumen

Una vez encontrada la solucion general (yy(t) + y,(t) ), reemplazamos la
variable ¢ por In |x|.

Método 2. Trabajar con la variable x.

En este caso, debemos encontrar primero la solucién y,(x) de la ecuacion
homogénea asociada. Luego, escribimos la ecuacién en la forma:

y(”)+M+.”+alx}/+ Ay _ f(x>

apx" apx" apx" A, x"

y usamos variaciéon de parametros.
Método de series de potencias.

Recordemos que una funcién f es analitica en un punto xy si y solo si admite
un desarrollo en serie de potencias

[e0]
Y cn(x —x0)"
n=0

que representa a la funcién f en alguna vecindad de x¢. En tal caso,

F) = Yoneale—x)' ™y [ fluydn= Y E (- x0) 4 C
n=1

n:0n+

Consideremos la ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes va-
riables

y(") +a,-1(x) y(”_l) +.oo+a ()Y +ao(x)y=0 (*)

Entonces, si todas las funciones 4y, . .., 41, a9 son analiticas en el punto xo, di-
remos que xo es un punto ordinario de la ecuacién diferencial. Si xg no es un
punto ordinario, diremos que es un punto singular de la ecuacién diferencial.

Teorema. Sea xp un punto ordinario de la ecuacién diferencial lineal homo-
génea con coeficientes variables

vy 4+, () y" Y+ e (x) Y +ag(x)y =0

y sean «p, ..., &,_1 constantes arbitrarias. Entonces existe una tinica funcién
y(x), analitica en x¢, que satisface la ecuacién anterior y las condiciones ini-
ciales y(xo) = ao,...,y" V(x) = a,_1. Ademds, si las representaciones en
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3.1 Resumen

serie de potencias de las funciones a;(x), i = 0,...n — 1 son validas para to-
do x tal que |x — xp| < R, entonces también lo es el desarrollo en serie de
potencias de la solucién.

En lo que sigue, consideraremos xop = 0, pues en caso contrario hacemos el
cambio de variables u = x — xg en la ecuacién. Aun cuando el teorema vale
siempre que las funciones a; son todas analiticas, trabajaremos solo el caso
donde todas las funciones a; son funciones polinomiales. La clave del método
de resolucién usando series de potencias consiste en suponer que la ecuacién
(*) admite una solucién de la forma

y(x) = Z cpx”
n=0

Entonces i/, ..., y") se obtienen derivando la serie término a término. Reem-
plazando cada uno de los desarrollos en serie en (x) e igualando coeficientes
podemos determinar cada uno de los coeficientes ¢, de las soluciones.

Método de Frobenius.

Consideremos la ecuaciéon diferencial lineal homogénea de segundo orden
con coeficientes variables

v +a(x)y +b(x)y=0 , x>0
Diremos que 0 es un punto singular regular de la ecuacion si las funciones

xa(x) y x*b(x) son ambas analiticas en 0, es decir admiten ambas desarrollo
en serie de potencias en torno a 0:

o0 (e )
xa(x) =Y a,x" 'y xb(x) =) byx"
n=0 n=0
La ecuacién indicial asociada a la ecuacion diferencial anterior es
r(r—1)+apr+by=0

Teorema de Frébenius. Si 0 es un punto singular regular de la ecuacién

y' +a(x)y +b(x)y =0
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3.1 Resumen

entonces existe al menos una soluciéon de la forma
(o)
_ n—+r —
y1(x) = chx 1, =1
n=0

en donde el ntimero r; corresponde a la mayor de las soluciones de la ecuaciéon
indicial.

Sean rq y r; las dos soluciones de la ecuacién indicial. Para encontrar la se-
gunda solucién li. consideramos los siguientes casos:

Caso 1: Si | — r» € Z entonces las dos soluciones l.i. de la ecuacién son de la
forma:

o] (o]

yi(x) =) cax™h, ya(x) = ) dy X" concyg=dp=1

n=0 n=0

Caso 2: Si r; — rp es un entero positivo entonces la segunda solucién l.i. es de
la forma:

y2(x) = Cyp(x) Inx + Y dyx™*7
n=0
con dg = 1y C una constante que podria ser 0.

Caso 3: Sir; = rp entonces la segunda solucion Li. es de la forma:
yo(x) = ya(x) Inx + ) dpx™", do =1
n=0

Nota. La segunda solucién Li. también se puede obtener a menudo usando la
férmula de Abel.
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3.2 Problemas Resueltos

3.2. Problemas Resueltos

1. Resolver la ecuacién homogénea ") — y = 0 y demostrar que la solu-

cién obtenida es, efectivamente, la solucién general de la ecuacién. En-
contrar la solucién particular (tinica) para las condiciones iniciales:

y(0) =1,¥'(0) = =1, ¥"(0) = y"(0) = 0.

La ecuacién caracteristica asociada es
D*~1=(D*4+1)(D-1)(D+1) =0
Luego, la solucién general estd dada por

y(x) = Cicosx + Cysenx + Cae* + Cpe™™

Para demostrar que y es la solucién general, es suficiente verificar que
(D* —1)(yn(x)) = 0y que {cosx, senx, e, e ¥} es un conjunto Li..
Como los operadores con coeficientes constantes se comportan como
polinomios, podemos usar linealidad por un lado y conmutatividad por
otro para verificar que:

(D*+1)(D = 1)(D +1)(yu(x)) = 0

Usamos el Wronskiano para verificar la independencia lineal de las 4
funciones:

Ccos X senx e* e * cosx senx 1 2

W | —senx cosx e¥ —e ¥ _ | —senx cosx 10 _ g
—cosx —senx e* e * 0 0 2 4
senx —cosx e —e % 0 0 20

Asi, W # 0, lo que significa que las 4 soluciones son l.i. Para encontrar
las constantes derivamos:

y(x) = Cicosx + Crsenx + Cze* + Cye™*
y(x) = —Cysenx + Cycosx + Cze¥ — Cye*
y'(x) = —Cicosx — Cysenx + GCze¥ + Cge*
v/ (x) = Cysenx — Cycosx + Cze* — Cae*
Ahora reemplazamos las condiciones iniciales y obtenemosel sistema
G + + G 4+ G = 1
C + G — C = -1
—-C; + + G + G = 0
—C + G — C = 0
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3.2 Problemas Resueltos

Resolviendo matricialmente:

1 01 1 1 1000 3
0 11 -1 -1| _|0100 —

-1 01 1 0 0010 0
0 -1 1 -1 0 0001 3
1 1 1

Luego, C; = 5 G = Y C=0C= 5
Por lo tanto, la solucién (tnica) del problema de valor inicial es

(cosx —senx +e )

N[ —

y(x) =
. Resolver el problema de valor inicial
y'=3y"+3y —y =0, y(0)=1y(0)=-1,y"(0) =0

Primero resolvemos la ecuacién homogénea usando la ecuacién carac-
teristica asociada:

D3 -3D*>+3D—-1=(D-1)*
Luego, la solucién general estd dada por:
y(x) = (C1 + Cox + Cg,xZ)e"

Ahora encontramos las constantes:

y(x) = (C1+ Cax + Csx?)e* = y(0) =1 =C
Y (x) = (14+C+ (C+2C)x+ Cax?)e¥ =y (0) = -1=1+C,
y'(x) = (=3+2C; — (2 —4C3)x + C3x?)e* = y(0) =0 = -3+ 2C;

Luego, la solucién (tinica) es:

y(x) = [1 —2x+ ;xZ] e*
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3. Resolver el problema de valor inicial
Y2y +y =0 y(0)=1,(0) = -1, "(0) = y"(0) =0
La ecuacién caracteristica asociada es
D*+2D*+1 = (D*+1)?
cuyas raices son complejas conjugadas de multiplicidad 2.

Luego, la solucién general de la ecuacion homogénea es

y(x) = (C; 4+ Cax) cosx + (C3 + Cax) senx

Ahora buscamos el valor de las constantes derivando primero sucesi-
vamente la solucién

(x) = (C1+ Cax)cosx+ (C3+ Cyx)senx
yY(x) = (Ca+4Cs3+ Cax)cosx — (C; — Cy+ Cox)senx
y'(x) = —(C; —2C4+ Cox)cosx — (2C, + C3 + Cyx) senx
y"(x) = —(3Cy+ C3+ Csx)cosx+ (C; + Cs+ Cox) senx

]/(0) = 1 = G
y(0) = -1 = G+G
y'(0) = 0 = —-1+2G
y'(0) = 0 = -3G-C3
p 1 3 1
Deaqui, G, =1, G =5, G=—7yCi=>.

Luego, la solucién tnica del problema de valor inicial dado es
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4. Resolver el problema de valor inicial

Y =y =0, y(0)=1,4(0) = -1,5"(0) = y"(0) = 0

Como D* — D = D(D —1)(D? + D + 1), tenemos que

y(x) = Cy + Coe* + e 2% Cs cos @ + Cysen \/§x]

2 2

Ahora calculamos constantes:

y(x) = Ci1+Coe* +e 2 C3COS\/2§X+C4sen

2

y(O) = 1:C1—|—C2+C3
y(x) = Cue*— 16_% <C3 — \/§C4) Cos @

2 2
1 _«
—Ee’f <\/§C3 + C4> sen\/zgx
1
/ — 1 L .
(0 = —1=C—5(C —V3G)
y'(x) = Cue*— 16_% <C3 + \/§C4> cos V3
2 2
1 _x \/gx
—I-Ee 2 (\/§C3—C4> sen?
" . . 1
y'(0) = 0=C—5 (G +V3C)
y'(x) = Cef4e2 |G cos\/zgx + Cysen \/fxl

yW(O) = 0=0C+0GCs
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5. Resolver el problema de valor inicial

y" =5y +6y =cosx, y(0)=1,4(0)=0

La ecuacion caracteristica asociada es
D?>-5D+6=(D—-3)(D—-2)=0.
Luego, la solucién de la ecuacién homogénea asociada es
yn(x) = C1e¥ + Coe**
Para encontrar la solucién particular usamos el método de aniquiladores.
El operador D? + 1 aniquila la funcién coseno, luego
(D*+1)(D-3)(D—-2) =0
de donde
y*(x) = C1e¥ + Coe* + C3cos x + Cysen x

Como Cye%* + Cre** es la solucion de la homogénea, la solucién parti-
cular es de la forma:

Yp(x) = Czcosx + Cysenx

Para encontrar las constantes, debemos derivar y reemplazar en la ecua-
cién original:

yp(x) = —Cssenx + Cycosx
yp(x) = —Cscosx — Cysenx

Yy — 5y + 6yp = (5C3 — 5C4) cos x + (5C5 + 5C4) sen x = cos x.

Entonces,
5C3—-5C4 = 1
5C3+5C, = =0

1 1
De aqui, C3 = 10 Cy = 10’ y por tanto

1
yp(x) = 10 (cos x —senx)
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La solucién general de la ecuacién es entonces

1
y(x) = C1e®* 4 Cre®* + 10 (cosx —sen x)

Reemplazando las condiciones iniciales,

1
y(0) = 1=Ci+Co+ —

10
1
y(x) = 3C1e** 420 — E(senx + cos x)
1
/ — — -
y'(0) = 0=3C;+2C; 10

obtenemos el sistema

9
Cl + Cz — E
3C; + 2CG = i
1 2 = 10

Luego, C; = —% y G = %, por lo tanto la solucién del problema de

valor inicial es:

_ 175 185 1
y(x) = 0 t 5 +1O(cosx sen x)

. Resolver la ecuacién no homogénea y” + 4y’ + 4y = 10x%e >~

Como la ecuacién caracteristica es
D?>+4D +4 = (D +2)?
la solucién de la homogénea asociada es

yu(x) = (C1 + Cox)e >

La solucién particular podemos encontrarla por aniquiladores o por
variacion de parametros.
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Camino 1. Aniquiladores.
El operador (D + 2)3 aniquila a la funcién 10x%e~2*. Por lo tanto, debe-
mos resolver la ecuacién homogénea
(D+2)°=0
que tiene como solucién general

vy (x) = (C1 + Cox + Cax? + Cyx® + Csat)e ™

Descartando la parte de solucién que corresponde a la homogénea, te-
nemos que la solucién particular es de la forma:

Yp(x) = (C3x* + Cyx° + Csx*)e >

Derivando,
y;(x) = [2C3X + 3C4 — 2C3)x + (4.C5 — 2C4)x — 2Csx ] x’
y;]/(x) = [2C3 + 6C4 — 8C3)X — 4(3C4 —C3— 3C5) ] —2x

+ [4(Cy — 4Cs)x® + 4Csx*| e
Reemplazando en la ecuacién original:

Y+ 4y 44y = (2C3 + 6Cyx + 12Csx%)e > = 10x%e >

5

dedonde, C3 =C4 =0, Cs = &

Luego, la solucién general es
5 4| ,—2x
y(x) = [C1 4+ Cox + gx e
Camino 2. Variaciéon de parametros.

La solucién particular es de la forma y, (x) = uy(x)e™ > + up (x)xe .
Resolvemos el sistema

e Pl + xe 2y 2 = 0
—2ePul + (1—2x)e Fu) = 10x%e >
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Entonces,

1
10 5

ulz—/10x3dx:—gx4 y uZ:/10x2dx: 3

5
Asi, yp(x) = R x*e™?*, como antes.

2e*

. Resolver la ecuacién no homogénea " —y = T
e + e

La solucién de la ecuacién homogénea asociada es

yh(x) = Clex -+ Cze_x

y ahora estamos obligados a usar variacién de parametros para encon-
trar la solucién particular, que es de la forma:

Yp(x) = wye” 4+ uge™™

Resolvemos el sistema

uie* + uhe ™ = 0
2e*
! ,x ! ,—X —
ule* — ule =
1 2 ex =%
Asi,
1 eX .
U = ——dx = —-——dx = arctane
e t+e* es* +1
/ > / G * 4 arctan e®
U = — | 5——dx = — | ——du = —e*+ arctane
2 e +1 uz+1
Luego,

yp(x) = e*arctane’ — e (¢¥ — arctane®) = (e + ¢ ) arctane® — 1
de donde

y(x) = Cie* + Coe™* + (¥ + %) arctane* — 1
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. Resolver la ecuacion y" — 3y’ + 2y =

8. Resolver la ecuaciéon y”’ + 2y’ +y =e *Inx, x > 0.

Resolviendo la ecuacién caracteristica obtenemos que la solucién de la
ecuaciéon homogénea asociada es

yn(x) = (C1 + Cax)e ™

Ahora usamos variaciéon de pardmetros para calcular la solucién parti-
cular, que es de la forma

yp(x) = we ™ +ugxe ™

Resolvemos el sistema

e *uy + uyxe ™ = 0
—e*uy + (I—x)e™uy, = e *Inx
Despejando,
x? 1
= — [l =2 |lnx—=
Uq /x nxdx > [nx 2]

Uy = /lnxdx:x(lnx—l)

Luego, yp(x) = B Inx — Z] x?¢~*, de donde

y(x) = [Cl + Cox + <gln|x| - Z) xz] e *

1+e*"

La ecuacién caracteristica es (D —2)(D — 1) = 0, luego, la solucién de
la ecuacién homogénea asociada es

yp(x) = Cre* + Cpe®™

Para encontrar una solucién particular de la ecuacién no homogénea
debemos utilizar variaciéon de pardmetros. La solucién particular es de

la forma

yp(x) = ug(x)e* + up(x)e
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10.

Las funciones u;(x) y uz(x) se obtienen resolviendo el sistema

uj(x)e* +  uh(x)e¥ = 0
/ X 2 /( 2x 1
uj(x)e* + 2uh(x)e e
Asi,
, e ¥ 1 N
uy(x) = i uz(x):—e—x—x+1n(e +1)
/ _ - —
uy(x) = i u1(x) = —x+In(e* +1)
Luego,

yp(x) = —e* + (e +¢*) (In(e* + 1) — x)
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién es:

y(x) = Cie* + Coe™ — " + (¥ + ) (In(e* + 1) — x)

Resolver la ecuaciéon y” + 5y + 4y = 3 + 8x% + 2 cos 2x.

Resolvemos primero la ecuacién homogénea, cuya ecuacion caracteristi-
caes
D?>+5D+4=(D+4)(D+1)=0

Luego,
yp(x) = Cre ™ 4 Cpe ™

Ahora buscamos la solucién particular por dos caminos.
Camino 1. Aniquiladores.

Como D? aniquila a 8x% 4+ 3 y D? + 4 aniquila a 2 cos 2x, debemos usar
el aniquilador L* = D3(D? + 4). Luego,

y*(x) = y(x) + Ax* + Bx + C + D cos 2x + E sen2x
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Entonces,

yp(x) = Ax*>+Bx+C+ Dcos2x + Esen2x
yp(x) = 2Ax+ B—2Dsen2x + 2E cos2x
yy(x) = 2A—4Dcos2x —4Esen2x

Por lo tanto,

Yy +5y, +4y, = 2A+5B+4C+ (10A +4B)x +4Ax>
+10E cos2x — 10D sen 2x
= 3+8x%+2cos2x

Igualando,
2A+5B+4C =
10A+4B =
4A =
10E =
10D =

O N 0O W

Asi,D =0, E= -, A=2, B= -5, C = 6y una solucién particular es

a1l =

1
yp(x) =2x* —5x+ 6+ gsean

Camino 2. Variacidon de pardmetros.

Resolvemos el sistema

mpe ™™ + e =0
—dyie™ — phe™ = 3+48x%+2cos2x

Entonces,

2
o= / [—e‘“‘ - gxze‘“‘ - 364" cos2x] dx

1 2 1 2 1
4x 2
_ _ - _ = TN = 2y — 2
= e < 3 33( +3X 15 COS 24X 15 sen X>
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11.

8 2
Ho = / [e" + gxze’“ + ée" cos2x| dx

1 1 2 4
— X <§x2 _ ?63( + ?9 + Ecost—l— 15se112x)

Luego,
1
yp(x) =6 —5x+2x% + 5 sen 2x

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion es

1
y(x) = Cre ™ + Cpe ™ +2x2 —5x 4+ 6+ 5 sen2x

Resolver la ecuacion y” — 4y’ + 4y = x + **.

La ecuacion caracteristica es (D — 2)? = 0, por tanto la solucién de la
ecuaciéon homogénea asociada es

yn(x) = (C1 + Cox)e™
Usaremos el método de aniquiladores para encontrar una solucién par-
ticular. También es posible hallarla usando variacion de pardmetros.
Como D? aniquila a x y (D — 2) aniquila a ¢**, obtenemos la ecuaciéon
D*(D-2)°%=0
cuya solucién general es

y* = (C1 + Cox + C3x?)e®* + Cy + Csx

Descartando la parte que corresponde a la solucién de la homogénea,
tenemos que la solucién particular es de la forma:

yp(x) = C3x?e® + Cy4 + Csx

Derivamos para reemplazar en la ecuacion:
yy(x) = (2C3x* +2C3x)e™ +Cs
yp(x) = (4C3x® +8Cax +2C3)e™

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera. 101



3.2 Problemas Resueltos

12.

Asi,
2C36% — 4C5 + 4Csx 4+ 4C4 = x + €%,
de donde 1 , .
CB—E/C5:1/ C4:1-

Luego la solucién general es,

1 1
y(x) = [Cl + Cox + 2’4 e + 1(x +1)

Resolver el problema de valor inicial y{®) — y"" = x 4 ¢, sujeto a las

condiciones iniciales y(0) = y'(0) =y (0) = y"'(0) = 0.

Camino 1. La ecuacién caracteristica es
D*-D*=D3(D-1)=0
Por lo tanto, la solucién de la ecuacién homogénea asociada es

yp(x) = C1 + Cox 4 Cax? + Cye”

Ahora encontraremos la solucién particular de la ecuacién no homogénea
usando el método de aniquiladores. Como D? aniquilaa x y (D —1)
aniquila a ¥, D?(D — 1) aniquilaa x + ¢*.

La ecuaci6n se transforma en D>(D — 1) = 0, cuya solucién es

y*(x) = A+ Bx + Cx* + De* + Ex® + Fx* 4 Guxe®

Asi, y,(x) = Ex3 + Fx* + Gxe*.
Derivando, obtenemos
y, = 3Ex*+4Fx’+ Ge* + Gxe*
Yy = 6Ex+12Fx*+2Ge* + Gxe*
y, = 6E+24Fx+3Ge" + Gxe*
ygv) = 24F + 4Ge* + Gxe"
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y reemplazando en la ecuacién
yy) —yl = 24F — 6E + Ge* — 24Fx = x + ¢*

1 1
Luego, G =1, E = ~Z yF= Y y la solucién general es

1 1
y(x) =C+GCux+ C3x2 +C4e" — g353 _ ﬁx4 + xe*

Usando las condiciones iniciales tenemos:

Ci+C = 0
CG+C = -1
2C34+C4 = -2
Cy = =2

deloquesededuce C; =2, =1, C3 =0, Cy = —2.

Por lo tanto la solucién del problema de valor inicial es

1 1
_ N, P x __ ~-,3_ - . 4
y(x) =2+ x—2e" +xe 6x X

Camino 2. Haciendo la sustituciéon u = y"’, obtenemos la ecuacién
lineal de primer orden
W —u=x+¢é"

cuya solucién es:
u(x) = el {C + /(x +e¥)e” fdxdx} =e"(C—xe ¥ —e " +x)

Luego, "' (x) = Ce* —x — 1+ xe*, y como "' (0) = 0, tenemos C = 1.

Integrando con respecto a x y utilizando las condiciones iniciales para
calcular las constantes, tenemos:

2
y'(x) = xex—%—x
3 .2
y(x) = (x—l)ex—%—%+1
4.3
y(x) = (x—2)ex—§—4—%+x—l—2
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13. Determinar la solucién general de la ecuacion

x4y// + X3]// _ 4x2y -1
sabiendo que y; = x?
mogénea asociada.

es una solucién particular de la ecuacién ho-

Como la ecuacién es de segundo orden, nos basta encontrar una se-
gunda solucién Li. para obtener la solucién general de la ecuacién ho-
mogénea. Escribimos primero la ecuacién de manera apropiada

R
R L A
y usamos la Férmula de Abel:
% -1 1
— 2 [ a2 —
-

Asi, la solucién general de la ecuacion homogénea asociada es

C
yn(x) = Cia® + x%

Usamos variaciéon de pardmetros para encontrar una solucién particu-
lar de la forma

yp(x) = Ja () + 02(x) 5

El sistema a resolver es:

2 Ho
xTpy + 2= 0
PAT 1
2xpy — -3 P
De aqui,
11
M= 55 7T ey

b=—"—= ——llnx
2= T 7Ty
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14.

Asi,
1 1
W) =15~z nx

Finalmente, la solucién general de la ecuacion es:

C 1 |1
y(x) = Crx 2+2—4xz[4+mx]

Resolver la ecuacion (x2 + 1)y” — 2xy’ +2y = 6(x? +1)2.

La ecuacién anterior la podemos escribir como

2x 2y
" 4
4 x2+1y x2+1

=6(x*>+1)

Claramente, y1(x) = x es solucién de la ecuacién homogénea asociada.
Por la férmula de Abel sabemos que una segunda solucién Li. de la
ecuacién homogénea asociada estd dada por:

fxzz—xdx
yz(x)zx/e ! dx:x<x—1> =x* -1

x2 X

Luego, la solucién general de la ecuaciéon homogénea asociada es:
yn(x) = Cix + Cp(x* = 1)

Ahora, usamos variacién de pardmetros para encontrar la solucién par-
ticular de la ecuacién no homogénea, que es de la forma

yp(x) = u(0)x + ua(x) (x* — 1)

Resolviendo el sistema

uj(x)x + u2(x)(x -1) =0
)+ o2(0x = 61
obtenemos
ub(x) = 6x = us(x) = 3x
uj(x) = 6 —6x* = uy(x) =6x—2x°
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15.

16.

Asi, la solucién general de la ecuacion no homogénea es:

y(x) = Cix+GCy(x? —1) + (63 —2x)x +3x%(x? — 1)
= Cix+Cy(x? —1) +3x% 4 x*

Resolver la ecuacién x%y" + 4x%y” — 2y = 0 con x > 0.

La sustitucion x = ¢! transforma esta ecuacién de Euler en la ecuacién
lineal con coeficientes constantes

(D(D—1)(D —2) +4D(D — 1) — 2) (y(¢)) = 0
Factorizando obtenemos (D? — 2)(D + 1) = 0, por lo que la solucién es
y(t) = CreV2t 4+ Coe V2t 4+ Cae!

Reemplazando la variable t por In x obtenemos la solucién general de
la ecuacién de Euler

y(x) = CixV2+ Cox V2 4 Cax !

Resolver el problema de valor inicial x*y"”’ 4+ 4x?y" +xy' —y =0, x > 0
cony(l)=1,y'(1)=0,y"(1) = -1

Como se trata de una ecuacion de Euler, usamos la sustitucién x = e
para obtener una ecuacién lineal cuya ecuacién caracteristica es

D(D—-1)(D-2)+4D(D—-1)+D-1 = (D-1)(D>*+2D+1)
= (D-1)(D+1)*=0

Asf, la solucién de la ecuacién homogénea asociada es:
]/(t) = C1et + (Cz + C3t>€7t
Reemplazando t = In x obtenemos la solucién general

y(x) = Cix + (Co + C3lnx)x !
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17.

Ahora derivamos para calcular las constantes utilizando las condiciones
iniciales

y(x) = C— Cox 2 — C3x2Inx + Cyx 2
y'(x) = 2Cx % +2Cx3Inx —3Cx 2

Obtenemos el sistema

Ci+GC = 1
Ci—CG+CG = 0
2C, —3C; = -1

ASi, C3 = 1, Cz = 1, Cl =0.

Luego, la solucién tinica del problema de valor inicial es

y(x) = (1+Inx)x?

Resolver la ecuacién x*y" — x2y’ + 3xy = 16In x.

Claramente x > 0. Escribimos la ecuaciéon como la ecuacion de Euler

1
Xy —xy +3y = ?61nx

La sustitucion x = e! nos convierte esta ecuacion en la ecuacién lineal
no homogénea:

(D(D —1) — D +3)(y(t)) = 16te”"
Ahora, D(D—1) —D+3=D?>-2D+3=0,dedonde D = 14 /2.

Luego, la solucién de la homogénea (en la variable t ) es

yn(t) = ¢ (Cl cos V2t + Gy sen\/§t>

La solucion particular es de la forma y,(t) = (At + B)e™".
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18.

Derivando y reemplazando en la ecuacién,
y,(t) = (-At+A—B)e™"
y,(t) = (At—2A+B)e!

Reemplazando, (6At —4A + 6B)e™" = 16te™", por lo tanto A = 2 y
16
B = 5 Luego,
8t 16
y(t) = et [Cl cos \/Et—l— Cy sen \/Et} + |:3 + 9:| ot

y reemplazando t = In x obtenemos la solucién general de la ecuacién
dada:

y(x) =x [C1 Ccos (\/ilnx) + Cysen (ﬁlnx)] + %(311135—1—2)

Resolver la ecuacién x%y” — 3xy’ + 13y = x?sec(3Inx), x € (e~ 7/, 7/°).

Nuevamente una ecuacién de Euler y x > 0. Resolvemos primero la
ecuacién homogénea:

D(D—-1)-3D+13 = D?—-4D+13
(D —2+43i)(D —2 — 3i)

Luego,
y;(t) = e*(Cy cos 3t + Cp sen 3t)

es decir:
yn(x) = ¥*(Ccos(31In x) + Cysen(3 Inx))

Para encontrar la solucién particular tenemos dos caminos:
Camino 1. Seguir en la variable t.

La ecuacién quedé de la forma y” — 4y’ + 13y = ¢* sec3t por lo que
debemos usar variacién de pardmetros. Para ello, resolvemos el sistema

e?(cos3tu} +sen3tul) = 0
e? (2 cos 3t — 3sen3t)uy + e*(3cos3t + 2sen3t)ul, = e*sec3t
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o equivalentemente

cos 3tu} + sen 3tuy =0
3cos3tuy —3sen3tu), = sec3t
Asi,
W=t = =
273 *73

1 1
up = —gtanBt = = §ln(cos3t)

eZt

Luego, yp(t) = ?(cos 3t In(cos 3t) + 3tsen 3t), de donde

2

yp(x) = % [cos (3Inx)In(cos(3Inx)) +3Inxsen(31nx)]

Finalmente la solucién es

1
y(x) = x* [(Cy + 3 In(cos (31In x))) cos(3In x) + (C2 + In x) sen(3Inx)
Camino 2. Trabajar con la variable x.
Xy —3xy’ + 13y = x*sec(3Inx)
. o » s 3, 13
Primero dividimos por x“ y obtenemos y" — Y + 2y = sec(3Inx).

Ahora hacemos variacién de pardmetros:

2

x? cos(31Inx)uy + x* sen(31n x)u) = 0

(2xcos(3Inx) —3xsen(3Inx))u; +
(2xsen(31Inx) + 3x cos(3Inx))u) = sec(3Inx)

De la primera ecuacién tenemos

uj = —tan(31Inx) u)
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19.

de donde

(3xsen(3Inx) tan(31Inx) + 3x cos(3Inx))uj = sec(3Inx),

es decir,
Uy == = up= Ly
27 3x 273
, _ _tan(8lnx) 1
M= = m=g In(cos(3Inx))
Luego,
2
yp(x) = ) [In(cos(31In x)) cos(31In x) + 31Inx sen(3Inx)]

Resolver la ecuacién x%y"" + xy’ —y = xInx.

Ecuacién de Euler. Claramente x > 0. Resolvemos primero la ecuacién
homogénea. La sustitucién x = ¢’ nos lleva a:

D(D-1)(D-2)+D—-1=(D-1)>*=0

Luego, y;,(t) = (Cy + Cat + C3t?)é!, es decir:

yu(x) = (C1 + Colnx + C3In® x)x

Ahora, para encontrar la solucién particular, tenemos al menos tres
caminos.

Método 1. Aniquiladores (en la variable ¢).

En la variable ¢, la ecuacion es: y"" — 3y” + 3y’ —y = te'.

(D—1)*(D —1)> =0 = y*(t) = (C1 + Cat + C3t* + Cyt® + Cst*)e!

Asi
yp(t) = (Cat® + Cst?)e!
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Derivando y reemplazando en la ecuacién:

yo(t) = (3Cat* + (Cy+4Cs)t> + Cst?)e!
yy(t) = (6Cst+ (6Cy+12C5)t* + (C4 + 8Cs)t> + Cst*)e!
y, (t) = [6Cs+ (18Cy+24Cs)t + (9C4 + 36C5) e’

+[(Cy + 12C5) 2 + Cstte!

1
Ahora, (6C4 + 24C5t)€t =te! = C4=0,C5 = TR

1
Luego, y(t) = [Cl + Cot + Gat? + 24t4] e', de donde:
2 L. 4
y(x) = [Cl +Clnx+Cy3ln”x + ﬁln x] X

Método 2. Variacién de pardmetros (usando la variable ¢).

El sistema

ujet + uhtet +ult?e! = 0
ujel +uh(t+1)e +uf(2+2t)ef = 0

ujel +ub(t+2)et +ufy(£2 +4t+2)ef = te!

es equivalente a

uh + tuy + Puy = 0
uy+2tuy = 0
2uf = t
de donde
#2 I 4
U3 = —, Uy = ——= U] = —
3Ty 3 178

Luego, como antes,

t4 t4 t4 ; t4et
= |o— b |et=""
yp(t) [8 3+4] 24
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Camino 3. Variacién de parametros (usando la variable x).

Dividiendo, obtenemos la ecuacién

"

1, 1 1 !
y'o gy - By = pmx
que tiene una solucién particular de la forma

yp(x) = xup(x) + xInxup(x) + x In® xUs(x)

El sistema
xuﬁ—kxlnxu’z—l—xlnzxué = 0
uh 4 (Inx + 1)y + (Inx +2Inx)uy = 0
1 2Inx +2
;u’z%—fug = Elnx

es equivalente a

u} —i—lnxuf,_—|—1r12xu\f3 = 0
uy+2Inxuy = 0
Inx
2ué = 7
De aqui,
! 1 2
u3:ﬂlnx = uz3=—-In"x
1
uh=—=Inx = uy=--Inx
1 1
up = ﬂlnsx = = §1n4x
Por lo tanto, y,(x) = % In* x, como esperdbamos.
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20. Resolver la ecuaciéon x?y” — xy’ — 3y = x*> + Inx.

Ecuacién de Euler no homogénea. Usamos la sustitucién x = ¢!, trans-
formando la ecuacién en:

(D* —2D = 3)(y(t)) = e* + 1t

La solucién de la ecuacién homogénea asociada es:

yn(t) = Ae* + Be™!

Como (D — 2) aniquila a ¢?' y D? aniquila a t, el operador D?(D — 2)
aniquila a * + t. Obtenemos:

D*(D-2)(D-3)(D+1)=0

cuya solucién general es:

y*(t) = Ae® + Be ! + Ce* + D + Et.
Asi, la solucién particular de la ecuaciéon no homogénea es de la forma:

yp(t) = Ce* + D + Et.

Reemplazando y, en la ecuacion se obtienen los valores:

Luego

y(t) = Ae® + Be ™! — 15(3e2f —2+3t).

Finalmente, reemplazando ¢ por In x, la solucién general de la ecuacién
dada es:

y(x) = Ax® + g - %(33(2 —2+3Inx).
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21. Resolver la ecuacion y(7) — y(3) = 12x

Lo més préctico es hacer u = y®) y resolver primero la ecuacién

u® — gy =12x

Entonces
up(x) = Cre* + Cre™* 4+ C3cos x + Cysen x

up(x) =Ax+B = A= —12, B =0.

u(x) = y“’ = C1e* 4+ Cre* + C3cos x + Cysen x — 12x

"(x) = Cre* — Coe ™ — Cysenx + Cycos x — 6x% + C
(x) = Cie* + Cae™* — Czcosx — Cysenx — 2x3 + Cx + Cg
x) = Cie* — Coe > + Czsenx — Cycos x — 2x* + Csx? + Cox + C7

22. Resolver la ecuacion : y"'y" = y'”

Hacemos la sustituciéon y” = uy’.

Entonces,
y/// — u/y/ + uy// — (u/ + MZ)y/

Luego, (v’ + u?)y? =y, dedonde y' =0 V u' +u? = 0.

Asi,
3 y// 1
y=CV u'l=x+C = u:? = T3C
= Iny = In(x+C)+C
= y(x) = /(C2x+C1)dx
= y(x) = C2x2+C1x+C3
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23. Resolver la ecuacion 1+ 2 = 2yy”

Camino 1. Hacemos la sustitucion y’ = p.

dy dydp . .. ,dy
Usando regla de la cadena, dx ~ dpdx’ implicap =y dp
Reemplazando obtenemos la ecuacién en variables separables :
dp
1+p* =2py——
+p Py dy
Luego,
Iny=In(1+p)+C=y=C1+y?) =y =+/Cy—1
Resolviendo
dy 2
—————=tdx =5 —/Ciy—1 =£x+C,,
Joy-1 TV e

Asfi la solucion es

Camino 2. Derivando.

/.1 /.1

2y'y" = 2y'y" + 2yy”

/

=2y =0=y=0 vy’ =0.

Pero y = 0 no es solucién, luego y(x) = %xz + Cox + Cs.

Reemplazando en la ecuacion:

C
1+ (Cix+C)? = 2(71x2 + Cox + G3)C

1+C5

Luego, 1+ C% =2C1C3,dedonde C; = 2
1

Asi, la solucién general es:

G, 1—|—C§
y(x) = 5 + Cox + 2C,
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/
24. Resolver la ecuacion xy” —y/ lny; =0

Claramente x # 0. Podemos escribir la ecuacién como:

Camino 1. Hagamos la sustitucién u = In=.

/ 7 /
x J—
Entonces y; =e' Nu = yxy’ Y, de donde Yy’ = xu'e" 4 e".

Reemplazando:

(xu' +1)e" = ue" = = —

= In(u—1)=Inx+C

/ /
Luego, In y; = Cx+1,dedonde y; = ¢ *t1 eg decir:

y(x) = 27z Ly g

G G
y/
Camino 2. Hagamos la sustitucién u = -
xy// - ]//
Entonces 1’ = ~—a de donde vy = xu’ + u.
Reemplazando:
du dx

!/
= l —_—— = —
xuw'tu=ulnu = w(inu—1) 2

= In(lnu—1)=Inx+C

/
Luego,Inu = Cx + 1, de donde y; = ¢C1¥*1 eg decir:

C1x+1<x o Ci) +C2
1

1
y(x) = ae
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25. Resolver la ecuacion iy’ cos x + y” senx = 1.
Camino 1. Usaremos la sustitucion u(x) =y’ (x).
Entonces, la ecuacion se convierte en: 1’ cos x +usenx = 1.

Ahora, 1’ cos x + usenx = 1 es una ecuacién lineal, de donde

u(x) = efftanxdx(f sec xeftanxdxdx+c)
= eMnlcos *l( [sec? xdx + C).

Luego, u(x) = c1 cos x + sen x.

Integrando dos veces, obtenemos, y'(x) = cisenx — cosx + C,, de
donde:

y(x) = —Cycosx + Cox + C3 —senx

Camino 2. Resolvemos primero la ecuacién homogénea y le sumamos
una solucién particular:

y"cosx+y"senx =0 = In|y”| =In|cosx| +C

Luego, y’ = Cj cosx , de donde

yh(x) = —Cicosx+ Cox+Cs

Por simple inspeccién podemos ver que Yy, = — senx es una solucioén
particular de la ecuacion.

Luego,
y(x) = —Cycosx + Cox + C3 —senx

Camino 3. En este caso, también podemos encontrar por ensayo y error
las tres soluciones l.i. de la ecuacién homogénea asociaday; =1,y = x
e Y3 = — cos X, y una solucién particular Yp = —senx para obtener la
misma solucién anterior.
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1
26. Resolver la ecuacién 4x*y” + 8x%y’ +y = tan ——

2x
. 1
En este caso usamos la sustituciéon x = 7
dt 2
Entonces, — = —t-, de donde:
dx
dy _dy dt _  dy
dx dt dx dt
dy d, ,dy, dt sdy 4 d%y
= (P =28 S
a2 = ) m ar e
) . d’y y t
Asi la ecuacion se transforma en ) + 1= 1 tan 5

La solucién de la ecuacién homogénea asociada es:

t t
yu(t) = Acos 5 + Bsené
Ahora buscamos la solucién particular por dos métodos.

Camino 1. Variacién de parametros en la variable t.

Debemos resolver el sistema:

A’(t) cos é + B'(t) sen% =0
—%A’(t) sené + %B’(t) cosé = itan%
de donde:
B(t) = /;senédt = —cos 5
y

1 t 1 t t t t
A(t):—/ [ZseC2+2COSZ] dt:—ln(seci—ktani)%—seni
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Luego, la solucién general de la ecuacion es

t t t t t
y(t) = Acosi + Bseni — ln(seci + tan §> cos 5

1
Reemplazando la variable t por 2 obtenemos la solucién de la ecuacién

original en la variable x

1 1 1 1 1
y(x) = Acos ot Bsen 7 In(sec 5y ttan ﬂ) cos o

Camino 2. Variaciéon de pardmetros en la variable x.

Debemos resolver el sistema:

1
A’(x) cos 7T B'(x) sen - = 0

- _— _tan —
2x 2x2 a 2x

de donde:

1 1 1
B(x) = —/Tﬂsenﬂdx:—cosﬂ

1 1 1 1
A/(x) — / I:sz sec ﬂ - ﬁ COs ﬂ dx

= —In(sec 1 + tan i) + sen 1
N 2x 2x 2x

Luego, la solucién general de la ecuacién es:

1 1 1 1 1
y(x) = Acos 7T Bsenﬂ — ln(secﬂ + tan 5) CoS o
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27. Resolver la ecuacion:

4xy” 4+ (2—8yx)y —5y = BvVx+2)e V¥, x>0
o 2 dt 1
Usando la sustituciéon x = t4, tenemos — = o de donde

dx
dy _ dy di _ Ldy
dx dt dx 2t dt
di/ _ i(ldi)ﬁ _ _lady idZy
dx2 dt 2t dt’ dx 4B dt  4R2 df

Reemplazando en la ecuacién tenemos:

Como (D +1)? aniquilaa (3t +2)e~f la ecuacion se transforma en:

(D+1)}D-5)=0,
cuya solucién es

y(t) = Ae™ + Be ™ + Cte ™! + Dt?e ™!

Asi,
yp(t) = Cte '+ Dt?e!
y,(t) = Ce'+ (2D —C)te™" — Dt?e™!
yy(t) = (2D —2C)e™" — (4D — C)te”" + Dt*e™"
de donde obtenemos C = —i D= —1.
12 4

La solucién general de la ecuacion es:

y(x) = Ae®V¥ + Be V¥ — %ﬁe‘ﬁ - ixe‘ﬁ
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28. Considere el problema de valor inicial

"+2'+1 — L os? 2oy (2) =0
P Tl T at e N\ )TV \R) T
o 1 : .
Demuestre que la sustitucion u = — convierte esta ecuacién en una

x
ecuacién de coeficientes constantes y tsela para resolver el problema
dado.

o 1 .
De la sustitucién u = — se tiene
X

w1
dx  x2

Usando regla de la cadena

dy _dy du

dy _ 2%

dx du dx du

Ahora, la segunda derivada es

dZJ/ _d 2dy 2 dy 2d2y 2
de_du<_u du)“” = [Z“du” duz}u

Reemplazando en la ecuacién:

du du? du
(D*+1)y = cosu

2
|:2udy+u2dy:| u2_2u3diy++u4y = M4COSU

La solucién de la ecuacién homogénea asociada es:
yn(u) = Crcosu+ Cysenu

Como el aniquilador de cosu es D? + 1, tenemos que la solucién parti-
cular es de la forma:

yp(u) = Aucosu + Busenu
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Derivando y reemplazando en la ecuacién tenemos

y,(u) = (A+Bu)cosu+ (—Au+ B)senu
yy(u) = (B—Au+B)cosu+(—A—Bu— A)senu
Y, +yp = 2Bcosu—2Asenu = cosu
1

Deaqui,BzEyA:O.

Luego, yp(u) = %u senu, de donde

1
y(u) = Cycosu + Crsenu + Slsenu

Volviendo a la variable original, la solucién general de la ecuacién es

1 1 1 1
y(x) —Clcos;+C2sen;+ﬂsen;

Ahora debemos encontrar los valores de las constantes para el proble-
ma de valor inicial. Puesto que la derivada y'(#) es mas simple que
y'(x), usaremos la primera con las condiciones iniciales en el punto

T
u= o Entonces,

1 1
y'(u) = —Cysenu + Cycosu + plicosu+ o senu

y reemplazando en las condiciones iniciales

T
T = C2 + Z
1
0 = -Ci+3
115
1 37 . o
Luego, C; = 5Y G = 27 la solucién del problema de valor inicial
es:
(x) = 1cosl+3fnsenl—i—isen1
N =35 x 4 x  2x x
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29. Un circuito RLC en serie tiene una fueza electromotriz dada por la fun-
cién E(t) = 100sen 10t Volts, un resistor de 7 Ohms, un inductor de 1
Henry y un capacitor de 0.1 Farad. Si la corriente inicial y la carga inicial
son cero, determinar la corriente del circuito.

La ecuacién diferencial que modela el problema estd dada por

dI Q
L +RI+ & =E()

donde I = d—Q
dt
Reemplazando los valores tenemos:

I'(t) + 7I(t) + 10Q = 100 sen 10¢

Derivando, obtenemos la ecuacién lineal de segundo orden :

I"+71' +10I = 1000 cos 10t
La solucién de la ecuacién homogénea es:

Ih(t) = Cleizt + C2€75t

Encontramos una solucién particular de esta ecuacién de la forma
I,(t) = Acos 10t + Bsen 10t

usando el aniquilador D? + 100:

70 90
I(t) = 13 Sen 10t — 13 <08 10t

Asi,

70 90
ot _5¢ _
I(t) = Cre " 4+ Coe™ + p sen 10t 13 cos 10t

Como las condiciones iniciales son I(0) = Q(0) = 0, se tiene:

I'(0) + 71(0) + 10Q(0) = 100sen 0 = I'(0) =0
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30.

Obtenemos asf :

90 90
0 = I1(0) = C1+C2—E = G+CG = 3
700 700
_ / —_ _ _ —
0 =1 (0) = 2C1 —5C, + 13 = 2C;+5C 3
610 340
I impli = — = —.
o que implica C; 39 C 9
Por lo tanto:
_ 340 5, 610 5 70 90
I(t) = 39°¢ 39 ¢ + 13 sen 10t 13 <08 10t

Un paracaidista cuyo peso es de 80 kg. se deja caer de un helicéptero
a cierta altura. Suponemos que cae bajo la influencia de una fuerza
de gravedad constante y que la resistencia del aire es proporcional a
la velocidad del paracaidista. La constante de proporcionalidad es 10
kg/seg. cuando el paracaidas esta cerrado y 100 kg/seg. cuando el para-
caidas estd abierto. Si el paracaidas se abre 1 m. después que el para-
caidista abandona el helicoptero, determine la altura del paracaidista
en cualquier instante .

La ecuacion del movimiento de una particula es Mx” = F donde M es
lamasay F esla suma de las fuerzas que actian sobre la particula.

Sea x(t) la distancia al helicoptero en un instante ¢. Luego, la ecuacion
del movimiento estd dada por:

80x” =80-9,8 — 10x’

es decir,
/! x/ 9 8
X o — 779,
T 8
Ademas, sabemos que la velocidad v estd dada por x' = v, luego la
ecuacion diferencial es:
, 0
U+ g = 9, 8

124
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cuya soluciénes v = 78,4 + Ce 5.
Como la velocidad en el instante f = 0 es 0 se tiene C = —78, 4.

Reemplazando C y v obtenemos la ecuacién de primer orden
X' =784(1—¢ %)

Resolviendo nuevamente esta ecuacion y considerando que x(0) = 0,
tenemos:

x(t) = 78,4t +627,2(¢”5 — 1)

Luego, en el primer minuto el paracaidista ha caido aproximadamente
4089,15 mts.

Ahora la ecuacién diferencial cuando el paracaidas se abre esta dada

por:

5x’
/! —
x'+ e 9,8

Reemplazando x’ por vse tiene que: v’ + % =9,8.

Resolviendo la ecuacién y dado que la velocidad inicial es aproximada-
mente 78, 4 tenemos:

o(t) = 7,84 + 70,56

de donde:
x(t) = 7,84t — 56,448 % + C.

Como x(0) ~ 4089, 15, tenemos que:

x(t) = 7,84t — 56,4486 % + 4145,598.
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31. Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial

(1-2)y" —xy' +4y =0
en términos de series de potencias:

Siy(x) =)_cux", tenemos que:
0

'(x) =Y nex™ 1, y(x) =Y n(n—1)c,x" 2
1

Reemplazando en la ecuacién :

—~
=
N

" —xy’ +4y—
n(n—1)cyx Zn (n—1)cyx chnx —I—Z4cn

(n+2)(n+1)cpi2x" —E (n—1)cyx" —chnx +Z4cn
P

[(n+2)(n+1)cpin — (n* — 4)cy] X" + 22 + 4cg + (6¢3 + 3c1)x

I
NM30M3NM3

Asi,
¢ = —2¢p C3:—1C1 Cnt2 n—ch para n >2
! 2 ’ n+1" !
de donde
c4 =0, ¢, =0 n>2
s = — L C1 Cy = — 3 C1 Co — 3-5 C1, -
2.4 2:4-6 2:-4-6-8 777

Por lo tanto,

1
y(x) = co(l =2x7) +e1 |x = 5x 22-4-6----2(n—1)x

126
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32. Resolver el problema de valor inicial

V' +y —xy=0,y(0)=1,4(0) =0

usando series de potencias.
(o]

Siy(x) =) cux", tenemos que:
0

(o]

v(x) =Y nc,x ', y'(x) =Y n(n—1)c,x" %
1 2
Como y(0) = 1, entonces ¢y = 1, y como ' (0) = 0, tenemos que c; = 0.
Reemplazando en la ecuacion:
V'Y -y =

(o)
n(n—1)c,x" 2 + ch,pc”fl — chx”“
1

0
(n+2)(n+1D)cpox" + Y (n+1)cypax" = Y cpo1x”
0 1

oMgwMgQ\

[e0]
= 2004+, [(n+2)(n+1)cp2+ (n+ 1)y — ey x"
1

Luego,co =0y (n+2)(n+1)cpy2+ (n+1)cyr1 — cym1 = 0 para
n > 1, es decir

c _ 1~ (n+1)cus1

2 m+2)(n+1)

de donde,
_1 _ 1 _1 _3 _ 8 _14_
C3—§, C4__E’ C5—§, Ce—a, C7——ﬁ, C8—§

Vemos que no es posible encontrar una regla general para c,, luego,
escribimos los primeros términos de la solucién:
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33. Usar el método de series de potencias para resolver la ecuacion

(x*+1)y" — 6y = 0.
Siy(x Z cux", reemplazando en la ecuacion :

(x* +1)y" — 6y =

= ) n(n—1)c,x" +Z:nn—1c,1 Z6cn

2

(o]

= ) n(n—1)c,x" +Z (n+2)(n+1)cpg2x" —Z6cnx”
2 0 0
= 2cp — 6¢¢ + (603 — 601) X+

Y[ = 6)et (1 +2)(n+ D] x
2

Esta tdltima expresion es igual a cero y por lo tanto cada uno de los
coeficientes es cero, de donde c; =3cp, c3=c1y

(n—=3)cp+(n+1)cys2=0

para n > 1. Luego,
1 1 3 3

Cqg = ZCr =2¢C Ce = —=C g = ——=C Clo = —=——=Co,-.-
4 3 0s 6 50/ 8 5.7 0/ 10 7.9 0/ s

3(—1)"
= an—3)2n-1)"

s =¢Cyr=...=Cy_1=0.

Por lo tanto,

_ - (_1)71 n
y(x) = c1(x + 2) +3c020: (20— 3)(2n = 1)x2

Usamos fracciones parciales para escribir:

1 111
(2n—-3)2n—1) 2 [2n—3 2n-1
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34.

y separamos en dos series:

3
y(x) = cax(1+x?)+ 560

= (D" o v (D"
;(Zn—?;)xz _Z(zn—1)x2]

0

= cx(1+x2) + 3¢

S Gt O M T S S G DI
DN L) DY o i 1]

3 1 1 1
= cx(14x2) — 560 [x3(3x3 -~ arctan x) + x(; + arctanx)}

= cx(1+x?)+co [1 + %xz + g(x3 + x) arctan x]

Determinar el o los valores de r para los cuales la ecuacién
xy" —(B+x)y +2y=0,x>0,
admite una solucién de la forma y(x) = x” chx” y calcular la solu-
0

cién general.

Primero escribimos la ecuacion en la forma:

w B4x) , 2
7 Zy=0
Yy x 7 + L)
Entonces, xa(x) = —3 — x, es analiticaen tornoax =0 y a9 = =3y

x2b(x) = 2x, es analitica en tornoa x = 0y by = 0.

Luego, x = 0 es un punto singular regular y es posible aplicar el Méto-
do de Frobenius para resolver la ecuacion.

Ecuacién indicial: r(r —1) - 3r=0 =r=0V r=4.

Como las raices de la ecuacién indicial difieren por un entero, la ecuacién
diferencial tiene dos soluciones de la forma:

y1(x) = chx”H, yo(x) = Zdnx”
0
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El problema es que ambas soluciones no son necesariamente Li. Anali-
zamos ¥ (x). Derivando,

yi(x) = i(n +4)e,x", Yl (x) = i(n +4)(n 4 3)c,x" 2
0 0

Reemplazando en la ecuacion:

xy" =B+ x)y +2y =

(n+4)(n+3)cax" =Y 3(n+4)c, x> =Y (n+4)cax"+?
0 0

n(n+4)c,x" > =Y (n+2)c,x" ™

3 i(
2

3 Z(
1

~[1e~-[e=["12=["1¢

+3

n(n+4)c,x"* n+1)c 1 x"

(n(n+4)c, — (n+1)cy_1)x""

(n+1)cy—1

Luego, ¢, = n(n+4) ,n>1. Asi,
c—gc c—ic 3 = 4c c—Lc
1_501 2_5'60’ 3_5'6'70’ 4_56780
4'(n+1
por lo tanto ¢, = Mco.
Luego,

_24i 1’[—|—1 n+4:24inn_'3xn
1 !

Separando y haciendo Camb1o de 1ndices,

e

4

(e xn
-3) .]
4

Entonces

n(x) = 24

3
= 4x* +24(x —3) [ex—l—x——x]

= 24(x —3)e" +12(6 + 4x + x?).
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35.

Notemos que y; = y] + y; es una combinacién lineal de dos funciones
Li. que son soluciones de la ecuacién. Luego no es necesario calcular
mas y la solucién general de la ecuacién estd dada por:

y(x) = Ci(x — 3)e* + Ca(6 + 4dx + x?)

Hallar la solucién general de la ecuacion diferencial de segundo orden

x2y" + x(x — 1)y’ — (x — 1)y = 0 por el método de Frobenius.

Escribimos primero la ecuacién como:

1 1
v+ L=y = -1y =0

Entonces, xa(x) = x —1 y x?b(x) = —x + 1, son ambas analiticas en
x:Oyao = —1yb0 =1.

Ecuaci6n indicial: r(r —1) —r+1=0=r =1.

Luego, la ecuacién admite al menos una solucién de la forma:
—_ i cn xn—i—l
n=0
o9}
Derivando: i/ (x E n+Dex",  y'(x) =Y n(n+1)e,x" L
Reemplazando en la ecuacién original:
2y +x(x—1)y — (x—1)y Z (n+1)c ”+1+Z n41)c,x"+?

—E(n 1)cyx 1 — Zcx”“—l—zcn

n=0
=Y (n4+2)(n+1)cp1x"2+ Z n+1)c,x" 2
n=0 n=0
— Y (n+2)cppx"" Zc "2 4 Z Cpp1 X
n=-1 n=-1

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera. 131



3.2 Problemas Resueltos

= —cox+coox+ Y [(n+2)(n+1) — (n+2) +1)cur1 +ncy x"*2
n=0

=Y [(n4+1)%cps1 + ncy) x*2
n=0

n

(n+1p2
donde ¢, = 0, para todo n > 0y como ¢y = 1 obtenemos y1(x) = x.

Luego, cy41 = cn, para todo n. Por lo tanto ¢; = 0, de

La segunda solucién Li. es de la forma:

o]

va(x) = Y cpx™ +x Inx

n=0
Derivando,
3 1
:Z(Tl—Fl)CZx" +Inx+1, y/Zl(x):Z (n_l_l)* n— 1_|_§
n=0 =l

Reemplazando en la ecuacién original:

2.,

Yy +x(x -1y —(x-1y =

[(n+1)2ci +nc]x"?+x+x(x—1)(Inx+1—1Inx)

I
M8+

n=0

[(n+1)2c; +nc] X724 %

Il
¢

0
¢ +1)x% + Z[ (n+1)%c; 4 +ncp] x"

I
~—~ 3

n

Luego,ci =—-1 y CZH:_WCZI para todon > 1.
L1 . 2 1 .1 . (="
2= p@ 63__22-32__3-3!’ AT g T
Asy yp(x) =x+ Z ”+1+xlnx

Por lo tanto, la soluc1on general es:

y(x) =Cix+C Z(n_l X" 4 xInx
n=1 '
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36. Usar el Método de Frobenius para resolver la ecuacion

4x?y" — 8x*y + (4x* + 1)y =0, x> 0.

Primero escribimos la ecuaciéon como:

1
" n —
y' =2y +(1+4x2)y 0

1
Ahora, xa(x) = —2x y x%b(x) = x> + 7 son ambas analiticas por lo
que el método es aplicable.
ci e 1 1
Ecuacién indicial: 7(r — 1) + 1= 0=>r= 5

o0 (o]
yi(x) = xl/zzcnx”:chxH%
0 0

1
Cn f)x”’%

2 cnln+
0
d 1 1, .3

— — — 2

;Cn(n—i_z)(n Z)x

Reemplazamos en la ecuacién e igualamos a 0:

4x2y” — 8x2y’ + (422 + 1)y =
ad 1 1

1 ad 1
= 4x?) co(n+5)(n— S)xt2 — 8x2Y cu(n+ 5)x" 2
- 272 - 2

(e ) o0

1 1

+4x2 Y epx"T2 ) cpx"t2
0 0

> 1 1 FR—— 1 3
= ;4&1(71 + E)(n — i)x’”% — ;SCH(TI + E)x”Jrg

o0 (e

5 1

+) Aoy x4 ) a2
0 0
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1
= Z4C” X+ —ZScn 1 n—z) X2

+Z4cn_zx”+f +chx
2
1 3 3 1 3
= —Cox2 +3c1x2 —4cox2 4+ cpx2 + c1x2

> 1 1 1
+ ; {4cn(n2 — 1) —8cy_1(n— 5) +4c,_o + cn] X+

1
= 4(—cote)xr + Y [cn(4n2 —1+1) =8¢, 1(n— 5) +4cn2} X"t
2

Luego, —co+c1 =0, dedondeci =cp=1y

1
n’c, —2(n— E)C"_l +cp2=0, n>1
_(2n—=1)cp—1 —cno
Cn = o .
=i =, a=—
2_21 3_2‘3/ 4_4'1
1 1
2n —1 -
=G " w1
Cp = 5 ==
n n
Luego,

I\J\H
oMg
= ‘ =
N\H

Ahora usamos la Férmula de Abel para encontrar y,(x).

[ 2dx
ya(x) = x%ex/e dx
xe2x

1
= xz2¢*lnx
Asf, la solucién general de la ecuacion es :

y(x) = (C1+ G ln x)x%e"
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3.3.

—_

W

Ejercicios propuestos

Demuestre que y = sen x es solucién de la ecuacion diferencial

y' + (tanx)y’ — 6(cot? x)y = 0

Cos x
. Demuestre que y1(x) = r es solucién en el intervalo (0,c0) de la
X

ecuacion diferencial

1
2y +xy + (xz - 4) y=0

. Pruebe que dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién
diferencial

xy" +2y +xy=0
1 1

son yip = X senx el = X T COsX.

4. Demuestre que y = Cjcos(Inx) + Cysen(Inx), x > 0, es la solucién

general de la ecuacion

x2y"+xy’—|—y:0

. Encuentre alguna ecuacién diferencial cuya solucién general sea

d) y(x) =Cie "+ Coe ¥ +x+4
x o x?
f) y(x) = Cysin (v/x) + Cacos (vVx) +1

6. Encuentre la ecuacién diferencial de las siguientes familias de curvas:

a) y=Cy+ Coe™”
1
by y=Cix+ Cz;
¢) y(x) = Cycos2x + C; cos 3x
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7. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales usando el método de
Abel:

6,12,
a) y Yy =0
b) XZ]/”-FX]/ —y:0
¢) (1—2x—x2)y" +(2+2x)y —2y =0
d) (1—x2)y" +2xy =0
e) X2y — (x> +2x)y + (x +2)y =0,con 0 < x < 1
/
VLY
Ny =-+52=0
) (1+x2)]/”+23€]/—%y:0,x>0
Y
4
i) ¥ + (tanx)y’ — 6(cot? x)y =0

h) x*y" 4+ xy' +x*y — 2 =0, con x > 0.

8. Resuelva el problema de valor inicial con las condiciones dadas.

a) (x=1)y" —xy'+y=0,y0)=2,4(0) =6
b) x>y —2y=0,y(1)=1, y'(1) =8

9. Suponga que el Wronskiano de dos soluciones de la ecuacién diferen-
cial
y' +Px)y +Q(x)y =0
es igual a 1y que y1(x) = x° es una solucién. Determine la solucién

general de
y'+P(x)y +Qx)y = x

10. Resuelva las ecuaciones siguientes:

2 " ! _
a ‘:Hg+3€g+3y:0 8y +y =0
" / .
(vit) _ o, (iv) 4, _ My —4y +4y=0
b) y 207 +y =0 ,
) y(v)_y(lv)+y//1_y1/:0

0) y///_y//+y/_yzo

d) 3y" — 6y’ +30y =0 Dy +3y —10y =0
¢) 2y///_3y//_3y/+2y:0 k) y' +4y =0
NY' +y+y=0 D) y" +10y' +25y =0
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m) y' =3y +2y=0 py' =5y +6y=0
n) y”+9y=0 (vii) "

— =0
0) y(iv) _y// -0 r) ]/W+]/N—]//—]/:0

11. Resuelva los siguientes problemas de valores iniciales:

<

3
/ e ——
(1)=->
1" ’ E _ / E _
by ty _O’y(2> =-1y 2) 0
oy"—y=0 y0)=1 y'(0)=-1 y"(0)=0
12. Sin calcular los coeficientes, dé la forma de una solucién particular de
la ecuacién diferencial

2
a)y' +2y +y=0, y(1) = =

“/—\

1
(D —1)%y = (2x +1)2¢* + ¥ sin x

13. Resuelva las ecuaciones siguientes, usando el método del aniquilador.

a) y' =2y +2y =e*senx

b) y" +3y — 10y = 6™

¢) y" 43y — 10y = 6¢**

d) v +4y =3senx

e) y' + 10y + 25y = 14e>*

f) v =3y’ + 2y = 14 sen 2x — 18 cos 2x

Q) v — 4y +4dy = x(2e** +senx)

hy y©@ —y(®) oy " = 20% 4 4x + 2x cos x

14. Halle la solucién general de las siguientes ecuaciones usando variacién
de parametros.

1" — 2e*
a) y' +y =secx ¢) y”_y:ex_ye*x
by v +y +y=xsenx

" ' f) y,/+y:tan2x
0y +y =tanx vy x4l

—x n__J J
d) y'+2y +y=e*Inx Yy -t o
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15. Resuelva las siguientes ecuaciones.

a) y" +9y = 2sen3x + 4senx — 26¢~ 2 + 27x3
b) y”’—y”+y’—y:xe"—e’x+7

C) Zy/// - 3y// - 3y/ + 2]/ — (Ex + efx)Z

d) 3y" — 6y’ + 30y = " tan(3x)

e) y' — 5y + 6y = 2x — xe?* + e~

)yl — " = dx 4 2xe*

3) y(vii) _ ]/W - 12x

6, 12
h) y”—;y’—l—;y:x +1

. vy sec(lnx)

DY+t
/

v Yy 1

])y+x x2 x24+x0

16. Dada la ecuacién xy” +2y' +xy =0, x > 0.

sen x ., .
a) Demuestre que es solucién de la ecuacion.
. senx cosx
b) Demuestre, usando el Wronskiano que { , } es un con-
X X

junto linealmente independiente.

¢) Resuelva la ecuacién xy” 42y + xy = 1.
17. Resuelva las siguientes ecuaciones de Euler para x > 0.

a) x%y" —2xy +2y = x

b) x%y" —2xy' + 2y = x*e*

o) X2y —xy' +y=x°

d) x2y" —dxy’ + 6y = 2x* + x2
e) x*y" —3xy’ =2

f By + 22y +xy =1

¢) X%y + xy’' + 9y = sen(Inx)
hy x*y" —2xy' +2y = lnxx

18. Resuelva las ecuaciones siguientes:
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19.

20.

21.

22.
23.

24.

a) (x¥*—1)y" —2xy +2y = (x* — 1)?
b) x%y" — (x> +2x)y' + (x +2)y = 23
) (1—x)y" +xy' —y=2(1—x)%* senx,con0 < x <1

1
d) %y +xy + (xz - 4) y=x"'% conx >0

4
f Q=x?)y"+2xy' =Inx

e) xzy"+xy’+< 2—1)yszx\/Esenx,c:onx>O.

Resuelva la ecuacion
Py +axy' + (2 +2)y = 2

sabiendo que una de las soluciones de la ecuacién homogénea asociada
es de la forma y; (x) = x* cos x para un cierto k.

Use una sustitucion adecuada para resolver las ecuaciones siguientes.

a) y"' +2y(y') =0 Ny =2y

b) 2]/2]/” + 2]/2(]//)2 =1 g) yy// _ yzy/ + (y/)z

o y'+x(y) =0 1

d) x = (y')? - (y")? h) yy" +4y2 - §<y,>2 =0
e) xy" —2(y")?+1=0 i) x*y" —3xy = 2(y')?

Estudie si el problema de valor inicial y'y" —x =0, y(1) =2, /(1) =1
tiene una, varias o ninguna solucién.

Use la sustitucién y’ = uy para resolver la ecuacién y?y” + (y')% = 0.

Use la sustitucién z = x? para transformar la ecuaciéon
1" 1 / 2 4
y =Y +4xy=x%, x>0

en una ecuacion con coeficientes constantes y resuelva de esta forma la
ecuacion.

Examine la ecuacién de segundo orden con coeficientes constantes

y' +by' +cy=0
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25.

26.

27.

28.

a) Si y(x) es una solucién de la ecuacion, describa qué condiciones
deben satisfacer b y ¢ para que

lim y(x) =0

X—00

b) Analice qué condiciones deben cumplir b y ¢ para que la ecuacién
posea una solucién no trivial que satisfaga las condiciones en la
frontera

Dada la ecuacién diferencial (x — 1)y —xy' +y =0
a) Encuentre la solucién de la ecuacién en torno al punto ordinario
x =0.

b) Siy(0) = 2 ey’ (0) = 6, exprese la solucién en serie de potencias
en términos de funciones conocidas.

Resolver el siguiente problema de valor inicial usando series de poten-
cias:
V'+xy' +y=0y(0)=1y(0)=0

Hallar la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial de segun-
do orden por el método de Frobenius:

xzy// o xzy/ 4 (xz _ z)y =0
Demuestre que x = 0 es un punto singular irregular de la ecuacién
x3y// _ xy/+y -0

Use el hecho que y; = x es una solucién para encontrar otra solucién
y2 linealmente independiente y demuestre que y, no puede expresarse
(o]

como una serie de la forma Y c,x""".

n=0

140
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Capitulo 4

Sistemas lineales

4.1. Resumen

Sistemas lineales. Sean x1, ..., x, funciones de una variable . Un sistema
lineal normal de n ecuaciones diferenciales de primer orden tiene la forma:

xi(8) = an(B)xq(t) +a(t)x2(t) + ... + a1 (t)xn () + f1(t)
x’z(t) = a21(t)x1(t) + 6122(t)X2(t) +...+ azn(t)xn(t) + fz(f)

) = an(Ox1(E) + 0 (O)52() 4 .o+ e (D2a(t) + fult)

o abreviadamente, X'(t) = A(t) - X(t) + F(t), donde

xl(t) fl(t) Clll(t) alz(t) . aln(t)
X(t) _ xzft) ’ F(t) _ fzz(i') , A(t) _ a21:(t) ﬂzzz(t) e aZn.(t)
Xn(t) fa(t) an () ama(t) o )

Si F(t) es el vector nulo, el sistema se dice homogéneo. En adelante omitimos
la variable ¢ para simplificar la notacién.

¢1(t)
¢2(t)

Solucién de un sistema. Una funcién ¢(t) = ) es una solucion del
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4.1 Resumen

sistema X’ = AX + F si y solo si ¢ es una funcién derivable que satisface
cada una de las ecuaciones del sistema.

La solucién general del sistema de 1 ecuaciones X’ = AX + F esta dada por
X(1) = Xi(t) + Xp(0)

donde Xj(t) es la solucion general del sistema homogéneo X' = AX y X, (t)
es una solucion particular del sistema no homogéneo X' = AX + F.

Problemas de valor inicial. Teorema de existencia y unicidad. Sean A(t) y
F(t) funciones matriciales continuas definidas sobre un intervalo [a, b]. En-
tonces, existe una tnica funcién ¢(t) que es soluciéon del problema de valor
inicial

X'=AX+F, X(t) = Xo

en todo el intervalo [a, b].
Sistemas homogéneos. Solucién general. Un conjunto de n soluciones li-

nealmente independientes de un sistema homogéneo de n ecuaciones se de-
nomina sistema fundamental de soluciones.

¢11(t) P1a(t)
Sean ¢ (t) = 4)21:(t) s, Pu(t) = (Pzn:(t) , n soluciones del sistema
P (t) Pun (t)

lineal homogéneo X' = AX. La matriz
$p11(t) ... Pm(t)

o) = | z
¢n1(t) s (Pnn(t)

se denomina una solucién matricial del sistema.
Si ademads, {¢1,...,¢n} es un conjunto linealmente independiente, decimos

que P es una solucién matricial fundamental, o una matriz fundamental
del sistema.
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4.1 Resumen

Wronskiano. Sea ®(t) una solucién matricial del sistema X’ = AX. Defini-
mos el wronskiano del sistema como W(t) = |®(t)].

Criterio para soluciones linealmente independientes. ®(t) es una solucién
matricial fundamental si y solo si W(#) # 0 siy solo si W(tp) # 0 para algin
to € [a, b]

Sistemas homogéneos con coeficientes constantes. Método matricial.

Caso 1: La matriz A es diagonalizable. En este caso la matriz tiene n vec-
tores propios linealmente independientes, vy, ..., v,, correspondientes a los
valores propios Ay, ..., A, (posiblemente repetidos). El sistema tiene n solu-
ciones linealmente independientes de la forma ¢;(t) = v;e™.

Distinguimos dos casos.

= Sitodos los valores propios de A son reales, entonces la solucién general
del sistema es

Xh(t) = C1U1€A]t + ...+ Cnvne)‘”t

= Si A tiene algtn valor propio complejo A = a + bi entonces, como A
tiene coeficientes reales, A también es un valor propio de A y si v, es
un vector propio de A, ¥, es un vector propio de A. Luego, obtenemos
dos soluciones reales linealmente independientes

pi(t) = W = ¢"(Re (v, ) cos(bt) — Im (v, ) sen(bt))

2 (1) :W — ¢ (Im (vy) cos(bt) + Re(wy ) sen(bt))

Caso 2: La matriz A no es diagonalizable. Consideraremos tinicamente el ca-
so en que el valor propio A de multiplicidad m tiene solo un vector propio
linealmente independiente asociado v.

Los demds casos se encuentran en textos avanzados de ecuaciones diferen-
ciales. La primera solucién es entonces ¢;(t) = wvye. Las m — 1 soluciones
linealmente independientes restantes son de la forma:
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4.1 Resumen

p2(t) = (tor +op)e
t2
P3(t) = <2'v1 + tvy +v3> eM
tm—l t2 Iy
donde los vectores v; con i = 2,...,m se construyen recursivamente re-

solviendo los sistemas:

(A= ADv; = v

Sistemas no homogéneos. Método de variacién de parametros.

Sea ®(t) una matriz fundamental del sistema homogéneo X' = AX. Una
solucién particular del sistema no homogéneo X’ = AX + F estd dada por:

X,(t) = ®(1) - U(t)
donde el vector columna U(t) se determina resolviendo para U’ el sistema:
D(t)-U'(t) = F(t)

e integrando componente a componente el vector U’.

Sistemas no homogéneos. Método de aniquiladores.

Este método resulta 1til cuando el sistema no es de primer orden y en el ca-
so de sistemas lineales que no estan en forma normal. Utilizando operadores
diferenciales podemos convertir el sistema diferencial en un sistema alge-
braico y resolverlo como tal. Ver ejercicios.
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4.2 Ejercicios resueltos

4.2. Ejercicios resueltos

1. Resolver el sistema
/!

= y—3x
y' = 2x -2y

Se trata de un sistema homogéneo de segundo orden con coeficientes
constantes. Para aplicar el método matricial tendriamos que usar varia-
bles auxiliares de manera de escribirlo como un sistema lineal normal
de primer orden. El método de aniquiladores resulta més eficiente en
este caso. El sistema se puede escribir como:

(D*+3)x -y =0
—2x +(D?*+2)y = 0

Aplicando (D? 4 2) a la primera ecuacién y sumandola a la segunda:
(D*+5D* +4)x =0 = (D> +1)(D*+4)x =0

Luego, x(t) = Cjcost+ Cysent + Czcos2t + Cqsen 2t

Reemplazando en la primera ecuacién obtenemos la solucién para y:

y(t) = (D* 4 3)x(t) = 2C; cost +2Cy sent — C3 cos 2t — Cy sen 2t

2. Resolver el sistema
X' —dx+y" = #
X +x+y = 0

Se trata de un sistema lineal no homogéneo de segundo orden con co-

eficientes constantes. Nuevamente conviene utilizar el método de ani-
quiladores:

(D—-4)x+D% = #

(D+1)x+ Dy 0

Resolviendo este sistema algebraico obtenemos la ecuacién no homogénea
de segundo orden
(D* +4)x = —#*
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La solucién de la ecuacién homogénea asociada es

xp(t) = Cyp cos 2t + C, sen 2t

Usando aniquiladores, tenemos que la solucién particular es de la for-
ma
xp(t) = AP + Bt +C

Reemplazando en la ecuacién tenemos A = ——, B =0, C =

21
x(t) = Cy cos2t + Cysen2t — T + 3
Para encontrar y(t) debemos reemplazar x(t) y x’(f) en la segunda
ecuacion del sistema.

ot 1
y'(t) = —Cy cos 2t — Cy sen 2t + 2C; sen 2t — 2C; cos 2t + Y + 578
Integrando con respecto a ¢,
B 2t
y(t) = ((;2 —C1> cos 2t — <C2+ %) sen 2t + i + 1738 + G

3. Usar método de eliminacién para resolver el siguiente sistema:

!/

X = —x+z
y = —y+z
Z = —x+y

Se trata de un sistema homogéneo. Lo escribimos en términos de ope-
radores diferenciales:

(D+1)x -z =0
(D+1)y -z =0
X -y +Dz =0

Eliminamos la variable z para obtener el sistema de orden 2:

(D+1)x — (D+1)y = 0
(D*4+D+1)x — y =0
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Eliminamos ahora la variable y, de donde

~D(D+1)’x =0

Esta es una ecuacioén lineal homogénea de orden tres cuya solucién ge-
neral estd dada por:

x(t) =C1+ (Cz =+ C3t)€7t

Reemplazando en la segunda ecuacién tenemos y = (D? + D +1)x, de
donde

y(t) = C1+ (Co — C3 + Cat)e ™!
Finalmente, del hecho que z = (D + 1)x obtenemos

z(t) = Cy + Cze !

. Usar método de aniquiladores para resolver el siguiente sistema:

x//+y//+z// — t
x/_y/ = 1
X"+y = e4+y—z—x

Se trata de un sistema no homogéneo y lo escribimos en términos de
operadores:

D*x + D’y + D2z = t
Dx - Dy — Dz = 1
(D°’+1)x + (D-1)y + z = e

~

Aplicamos D a la segunda ecuacién y la sumamos con la primera:

2 3

t t
2D%x =t = Dx=1+GC = x(t) =5 Tat+G

Aplicamos D a la tercera ecuacién y la sumamos con la segunda:

D(D*+2)x+D(D —2)y =€ +1
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Entonces,

2 1 £
D(D*+2)x(t) = (D* +2) [4+c1] =57 +2G

2

Reemplazando, D(D —2)y = ¢’ + % — % —2Cy, luego

y(t) = C3+ Cae® + (1)
donde y, es de la forma

yp = Ae' + Bt + C#* + DF?

Derivando y reemplazando en la ecuacién, obtenemos

y, —2y, = —Ae' +2(C — B) —2(2C — 3D)t — 6Dt*

1 1 1
L A=-1,C=-,D=-—,B=C;— - ,dedonde:
uego, ,C g 10’ C g e donde
(1) =C3+Cae” —e' + | C 1 t+ﬁ+ﬁ
=5t T8 Ts T2

Finalmente, reemplazando en la tercera ecuacion, obtenemos:

z(t) = e —(D*+1)x— (D 1)y
7t t2

1
_ t_ 0 _ - 2t 1
= e 3 C C2+C3—|—8 Cye 3

5. Resolver el sistema homogéneo de orden 2:

! _6 2
x= (25 1)x

Primero determinamos los valores propios resolviendo la ecuacién ca-
racteristica de la matriz de coeficientes:

—6—A 2

’A_A”:‘ -3 1-2

‘: (A+6)(A—1)+6 =A*+5A
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4.2 Ejercicios resueltos

Valores propios: A = 0, A, = —5.

Buscamos los vectores propios resolviendo, para cada valor propio, el
sistema (A — AI)X = 0:

l)\1:01
6 —2 3
£ -6 2)=srmoma()
1
Luego, ¢1(t) = <3)
= Ay =-5
1 -2 1 -2
5 )=rmmoma()

Luego, ¢ (t) = (?) e ot

Solucién general del sistema
— 1 2\ st
X(t)=C <3> +C <1> e

6. Resolver el sistema homogéneo:
, (-1 3
X = (_ 35 X
El polinomio caracteristico de la matriz A es

‘A_M‘:‘—l—)\ 3

-3 5—/\' = (-2

entonces A = 2 es un valor propio de multiplicidad 2.

Busquemos el primer vector propio.

(A—20)X = <:§ ;) (;) - <8> R G)
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Luego, ¢1(t) = G) e*

Como hay un solo vector propio,la matriz no es diagonalizable y debe-
mos encontrar la segunda solucién linealmente independiente ¢, (t), re-
solviendo la ecuacién (A — 2I)v; = v.

=3 3\ (x\ (1 :>x_3y—1
-3 3/\y) 1 T3
1 _1
Paray = 0, se tiene que x = —3 = v = ( 8)

1 _1 -1
Luego, ¢a(t) = <1> te?t + < 8) e = < ; 3> e

Asi, la solucién general del sistema es:
T\ o F—3)
X(t) = C1 1 e~ + C2 ¢ 3)e

Resolver el problema de valor inicial

oo ¢ Do ()

El polinomio caracteristico es

6—-A -1

\A—AI]:‘ s a0

’:A2—10A+29

10+ /100 — 116

Entonces, A = > = 5+ 21, es decir, la matriz A tiene dos

valores propios complejos conjugados. Para determinar las dos solu-
ciones l.i. de nuestro sistema, basta encontrar un vector propio asociado
al valor propio 5 + 2i.

1-2i -1 5 —1-2i
5 —1-2i 0 0
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luego, 5x — (14 2i)y = 0, de donde v; = <1 —EZZ> = <é> + <§) i

Solucién general del sistema:

X(t) = G [(é) cos 2t — <3> sen Zt)] et
+ Cy [(3) cos 2t + (;) sen 2t)] et

Usando la condicion inicial

-2 1 2 8 9
(D-e()rel)-a-bo-

Luego, la solucién (tnica) del problema de valor inicial es:

X(t) = [<_§> cos 2t — <g> senZt} et

. Resolver el sistema no homogéneo:

X/:G :g>x+<ct(;t),o<t<n

Primero buscaremos los valores propios:

2—-A -5
1 —2—-A

':/\24—1 = A=+

Ahora buscamos el vector propio asociado a A = i:

2—1 =5 (0 0
1 —2—i 1 —2—1

Luego, x = (2 + i)y, de donde un vector propio asociadoa A =i es

n= 1)+ o)
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Asi,

1) = (2 eost— (2)send] o[ (D eost s (2)snd]

o 2cost —sent cost+2sent
a C1< cost >+Cz( sen t >

Ahora buscamos una solucién particular de la forma:

_ (2cost —sent cost+2sent
Xp(t) = ( cos t ) i (f) + < sent ) a(t)

Para encontrar u1 () y ux(t) debemos resolver el sistema:
(2cost —sent)uj(t) + (cost+2sent)us(t) = 0

costu(t) + sentub(t) = ctgt

Despejando u (t) de la primera ecuacién obtenemos

__cost+2sent ,

") = ——=—— t
ul() sent—2costu2()

y reemplazando en la segunda, se tiene que

2

t
L(t) = ctgt(sent — 2cost) = cost — 20
uy(t) = ctgt(sen cost) = cos sen?

=cost—2csct+2sent

Asi, up(t) = sent —2In| csct — ctgt| —2cost. Ahora,

B cost+ 2sent

u (t) =

———ctgt(sent —2cost) =csct —sent+2cost
sent —2cost g( ) +

Luego, u1(t) = In|csct — ctgt| + cost + 2sent.

La solucién particular es entonces:
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Xp(t) = (2 coscto;sen t> (In|csct —ctgt| +cost +2sent) +
(COS t:e—HZtsen t> (sent —2In|csct —ctgt| —2cost)

—5sent -In|csct — ctg |
14 (cost —2sent)In|csct — ctgt|

Por lo tanto, la solucién general del sistema es:

X(t) = <2C1C+ Cz) cos t + <—C1(;F 2C2> sent + (2)
1 2
+< —osent )1n]csct—ctgt|

cost —2sent

9. Resolver el problema de valor inicial

x?::(} :;>X+—<_i>1, Xﬂ)::(_i), t>0

Primero buscamos los valores propios:

‘1—/\ -1

__ )2
1 —1—)\“‘)L

Luego, A = 0 es un valor propio de multiplicidad 2.

(b 2) ()= () =rmv=m= (i) =n0=()

Para encontrar ¢, () resolvemos el sistema:

(A-ADvyy=v1=x=y+1
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Si hacemos y = 0, se tiene que x = 1, luego,

w=()=00=(1)e+ ()

1 t+1
ASi, Xh(t) = C1 <1) +C2 < _;_ )

La solucién particular es de la forma:

%, = (1) mo+ (1)

donde u; y us se obtienen resolviendo el sistema
/ / 1
up + (t+uy = n

1
Mll + tu'2 = - ?

2
Restando las ecuaciones: u5 = n = Uy =2Int

Reemplazando en la segunda ecuacién:

1
ui:—?—2:>u1:—lnt—2t

X, (t) = @fD Int — G) 21

La solucién general del sistema es:

X(t) = G G) 4G (“;1> n @i) Int — G) 21

Reemplazando la condicién inicial:

(D)-a()+e()-()-a-—2ea-:
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Luego, la solucién del problema de valor inicial es:

X(t) = —2(}>+3(tt1>+<§if}>mt—G)m
_ <(2t+1)lnt+t+1>
(2t —1)Int+t—2

241 E+1
- <2t—1>h‘H <t—2)

10. Resolver el sistema homogéneo X' =

SN =
= N O
|
—_
>

El polinomio caracteristico es

1-A 0 0
2 2-A —1|=(1-A)A=2A+1)=(1-7)®
0 1 A

Luego, A = 1 es una valor propio de multiplicidad 3.
Buscamos una base del espacio propio:

00 O 00 O 0
21 -1 ~120 0 ]|=x=0y=z=v1=|1
01 -1 01 -1 1

Asi, una primera solucién del sistema es

0

Ahora debemos encontrar las soluciones ¢, (t) y ¢5(t).

Resolviendo el sistema (A — AI)v, = vy, obtenemos x =0ey =z + 1.

0
Haciendo z = 0 resulta v, = (1) , de donde
0
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0 0 0
o) = |1 ter+[1]e=[t+1]¢
1 0 t

Anélogamente, resolviendo el sistema

1
(A—Alvs = vy SX= Y=z

1

2
Paraz =0= v3 = (0) , de donde
0

0\ 2t (O A 1 .
p3(t) = (1] — + |1 te + (0 5= t2 + 2t 5
1 0 0 2

Asi, la solucién general es

0 0 1 y
Xt)=Ci|1]|e+Co|t+1]e+Cs|t2+2t 5
1 t 2

11. Resolver el problema de valor inicial

~~
~~

Resolviendo la ecuacion caracteristica

-3-A 0 0
0 3-A 2| = (A+3)(A2—4A+5)
0 1 1-A
= A+3)A—2—-)(A—2+i)=0

obtenemos un valor propio real A = —3 y dos valores propios comple-
jos conjugados A = 2 &+ i. Ahora buscamos los vectores propios asocia-
dos.
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A= -3

00 0 00 0 _y 1
06 —2|~{00 —26 :>{Z:0:> v =0
01 4 01 4 - 0

Obtenemos la solucién del sistema

A=2+1

5-i 0 0 10 0 o
0 1-i -2 |~[oo0 o :»{ =9
0 1 —1—i 01 —1—i y=Q1+i)z

0
Asi, v = (1 + i) , de donde obtenemos las dos soluciones 1.i.

1
0 0
¢(t) = |1]e*cost— [1]e*sent
1 0
0 0
¢p3(t) = |1]e*cost+ [1]e*sent
0 1

Luego, la solucién general estd dada por:

1 0 0
X(t) = CG|ofed+|C|1]+C|1 ]e%cost
0 1 0
0 0
—Gl1]+G |1 ]eztsent
0 1

Reemplazando las condiciones iniciales:

+
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3 C Ci1=3
X(O) =|-2|=1G+C | = CG=-1
-1 Gy C=-1

Asi, la solucién del problema de valor inicial es

1 0 0
X(t)=3[0|e+ || -2]cost+ | O sent]eZt
0 -1 -1

12. Resolver el sistema no homogéneo

1 -1 -1 2
X'=11 =1 0| X+ |cost
1 0 -1 cost

Resolvemos primero la ecuacién caracteristica:

1-A -1 -1 1-A -1 -1
1 -1-A 0 = 0 -1-A 14+A
1 0 -1-A 1 0 —-1-A

= —(1+M)A*+1)=0

Tenemos 3 valores propios: Ay = —1, A, = i, A3 = —i, por lo que la
matriz es diagonalizable y tenemos tres vectores propios L.i.
)\1 = -1
2 -1 -1 0
1 0 Ol =>x=0y=-2z v=| -1
1 0 0 1
)\2 =1

1—i -1 -1 1 0 —1—i
1 —-1-i 0 ~10 -1 1 =x=(1+i)z,y=z
1 0 —1-—i 0 0 0
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141
Obtenemos v, = 1 , luego, la solucién de la ecuaciéon homogénea
1
asociada es:
0 1 1
Xy(t) = Cie'| —1] +Co|cost|1]| —sent |0 ]
1 1 0

1 1
+Cs|cost | 0| +sent ]

1
0 1

Para encontrar una solucién particular resolvemos el sistema:

(cost —sent) up, + (cost+sent)uy = 2
—etul + costuh + sentul = cost
e"fuy + costu) + sentufj = cost

Restando la tercera ecuacién con la segunda: 2u} =0 = u; = 0.

cost — ufsent

Despejando u}, de la tercera ecuacion: uy =
2 2 cost

Reemplazando en la primera ecuacién: uj = 2 cost — cos t(cost —sent),
de donde

1 1 1
usz = 2sent — ZsenZt— §t+§sen2t

Ahora,

, cost — (2cost —cost(cost —sent))sent
cost
= 1-—2sent+costsent —sen’t

t 1 1
Uy = §+2cost+§sen2t—|—zsen2t
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Luego,

cost

cost

cost —sent
2 2 4 )

t 1 1
Xp(t) = ( +2cost + = sen’t + — sen 2t

sent

> cost+sent
sent

1 1 1 2
+ (ZSent— 1sen2t— §t+§sen t

13. Resolver el sistema:

t

3

X' = X+

O O ON
O ONDN
O = W W
=N

[

El polinomio caracteristico de la matriz de coeficientes es

2-A 2 3 4
0 2—-A 3 2 | 2 2
0 0 1-x 1 =(A-27(A-1)
0 0 0 1—-AX

Tenemos dos valores propios, A =2y A = 1 ambos de multiplicidad 2.

A=2
0 2 3 4 0200 0 1
0032~0000:>Z—O:>v 0
00 -1 1 0010 . 1= 1o
0 0 0 -1 0 001 0
1
Asi, la primera solucién del sistema es: ¢ (t) = 8 et
0
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Como A es de multiplicidad 2, debemos encontrar el otro vector:

0 2 3 4: 1 1 0
: y=z 1
00 3 2: 0 = (., (%:>Tomandox:0,vzz 6
00 -1 1: 0 U=0 0
00 0 -1: 0
t
1
De aqui, una segunda solucién 1i. del sistema es: ¢, (t) = (2) et
0
A=1
1 2 3 4 10 -3 0 x = 3z 3
0132N0130:>y:—3,z:>v_—3
0001 00 0 1 z =  z T
0 00O 00 0 O u = 0 0
3
Una tercera solucion Li. del sistema es: ¢3(t) = _31 et
0
Buscamos el otro vector:
1234 3 1030:9 v — 32409
0132'-3N01305—5:>y:—3z—5
000111 000 1:1 2Tz
) ) u = 1
000O0T:0 00 0 0 :
9 3(t+3)
Tomandoz =0, vy = -(E), = ¢u(t) = _Btt_5 et
1 1
Asi,
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1 t 3 3(t+3)

0 z - —3t—5
Xu(t) =C1 [, e +C 3 e +Cs 1 e +Cy ; el

0 0 0

Ahora, hacemos variacién de pardmetros para encontrar una solucién

particular:
uer +  uhte + uiBe! + uj3(t+3)et = &
1,72t /At / t 2t
FUme ui3e! — uy(3t+5) = e
ube!  + ujtel = te?
uje! = %

Despejando en el sistema:

uy=¢e = u;=¢
uy = 0 = uz = 0 ( cualquier constante).
ub = 6(t+2) = up = 3t> + 12 = 3t(t +4)

1
up =et —6t(t+2) —3(t+3) = u; =e — 25— >

29t
2

Luego,

el =213 — B2 9t
0
Xp(t) = 0 +

0
e+ 2+ —6t+9
32
Et +3t_5 eZt
t
1

3(t+3)

3t(t+4) + —(3t+5)

O ONI=
—_

Finalmente, la solucién general estd dada por

X(1) = X(t) + X,(1)
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14. Resolver el problema de valor inicial

100 0 2 1
in 2000 [t+1 -1
XW=10 20 0| et | XO 2
0021 ¢! —2

Primero buscamos los valores propios de la matriz de coeficientes:

1-A 0 0 0
2 —-A 0 0 | ., )
0 2 A o |TMASD

Tenemos dos valores propios, ambos de multiplicidad dos.

A=0:
1000 =0 0 0
2000 ~ y=0 = = 0 = () = 0
0200 22t u—0 1 1
0021 e -2 -2
Ahora buscamos el segundo vector:
1000 0
x=0
2000 0 1 oy=1
0200 1 2Zz4+u=-2
0 0 21 -2
Haciendo z = 0, tenemos u = —2 y entonces
0 0 0
% o], [ 4
vy = 0 = 4)2(t) = 1 t+ 0
-2 -2 -2
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A=1
0 0 00 2 —0 0 0
2 -1 00 B 0 0
0 2 -1 0| 7 x:gj"’f’_ o = HBH=1,
0 0 20 1 1
La otra soluciéon la obtenemos resolviendo el sistema:
0O 0 0 00O 1
2 -1 0 00| 2zf;i0$ 12
0 2 —10 0 T, T4
0 0 2 01 y= 0
0 1
_ |0 e 2]
Luego, ¢a4(t) = olte+ slal®
1 0
La solucién del sistema homogéneo asociado es entonces
0 0 0 1
_ 0 C 1 0| ; 2
Xh(t)_Cl 1 +7 ot +C3 0 e +C4 4
-2 —4(1+1t) 1 8t

Buscamos la solucién particular usando variaciéon de parametros:

1, L
5”2 + —uyet = t+1
up + tu,  + —ujet = et

—2uy — 2(14+tuy, + ulet + ujtet = ¢
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Luego,
uy = 8t% !
ug = —8(fe ' +2te ! +2¢7")
uh = 2(t+1-2)
413
Uy = P +2t— 5
up = et —2t(t+1-2t%) 4t = et — 61> — 2t + 48
u = —e -2 -2+
uy = e f(eh 4207t — 1612 + 4t — 83 +4)
us = t—e 4 e f(8t3 + 40t + 76t +72)
Luego,
—(+2t+2)
312 213
— (5 +3t+— +4)
2 3
Xp(t) = PR &
—(e+ £ 4360+ = +8t+8)
2t 14B )
Como X(t) = Xj(x) + X,(t) y usando las condiciones iniciales:
1 0 ! 0 1 2
-1 0 -~ 0 1 2 4
2 C 1 + G % 4+ Cs 0 +§C4 al ™ 3
-2 -2 ) 1 0 —72
Despejando, Cy =24, C; = —6, C; = -2, C3 = —90.
Luego, la solucién del problema de valor inicial es:
3et — (2 +2t +2)
£ 213
6e! — (3— +3t+—+7)
2 3
X(t) = , t
12¢' — (e '+ 2+ 312 + 3 14+ 10)
by 2t 148 2
(25t —90)e' +eF + ?+T+20t + 68t + 88
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4.3. Ejercicios propuestos

1. Use el método de aniquiladores para resolver los siguientes sistemas:

0) " +y = —5x
X+y = —x+4y
¥ = —x+z
by v = —y+z
Z = —x+y
n_ 0
c) x/ y/ ;
xX -y = 2+3y—3x
4) X+y = 1+x—y
X+y = 24x-—y
x//+y//+z// = ¢t
e ¥—y -7z =1
X”-f—]// — et+y_z_x
x' +z = ¢
f) ¥4+y+2Z—-x =0
x+2y+ 2 = ¢t
2. Resuelva los siguientes sistemas homogéneos utilizando valores pro-
pios:
, (11 , [ —-15
a)X_<20 X e) X' = 11 X
321 1 0 -1
nx=321]|x nAx=4 1 1|x
321 3 -1 2
4 6 6 2 4 4
) X' = 1 3 21X 9 X=1-1 -2 0]X
-1 -5 -2 -1 0 -2
2000 10 00
, | 1100 , 121 00
4 X' = 1210 X h X' = 10 11 X
1 011 01 -1 1
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3. Resuelva los siguientes problemas de valor inicial:

0) xf:(_i ;>x,x(0):<;>

2 10 1
by X' = -2 -1 2 | X, X(0)=1| 2
1 11 3

¥= —x+y x(0) =2
0 vy = x+2y+z | y(0)=-1
Z = 3y—z z(0) =0
¥ = 3x—y—z | x(0)=1
g ¥ o= ¥ty—z | y0)=1
7 = x—y+z z(0) =2

4. Resuelva los siguientes sistemas no homogéneos utilizando valores pro-
pios:
1 -1 cost
11 > X+ ( sint )
1 0 -1 1
4 1 1 |X+| 3 |
3 -1 2 4
1
2

1 cos2t —sin2t — cost — 2sint
0 >X+< —4sin2t — cost >

(
(
res( 5 2) ()7
(
|

-1 1 412 — 2t + 6+ 3¢t

3 -1 -1 0
1 1 -1 | X+ t
1 -1 1 2¢t

px-( 1) (20 (2)

_ 2 t
1 5>X+(4t 2t+20+11e>
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2 10 0 1
WX =|[-2-12]|x+(1],x0=|2
1 11 ¢! 3

5. Resolver el sistema

X = x + y + z
y = 2x + y — z
Z = =3x 4+ 2y + 4z

a) Usando el método de eliminacién.

b) Usando el método matricial.

6. Resolver el sistema no homogéneo con coeficientes variables:

7. Supongamos que un recipiente A contiene 50 litros de agua en los que

hay disueltos 250 gramos de sal. Suponga que el recipiente B contiene
50 litros de agua pura. Al recipiente A entran 3 litros de agua pura por
minuto y la mezcla, bien disuelta, fluye al recipiente B a razén de 4
litros por minuto. Desde el recipiente B, la mezcla vuelve al recipiente
A a una rapidez de 1 litro por minuto y hacia un tercer recipiente a
razén de 3 litros por minuto. Encuentre la cantidad de sal que hay en
cada recipiente en cualquier instante .

Tres recipientes grandes A, B y C contienen 100 litros de salmuera cada
uno, con 10, 20 y 30 gramos de sal cada uno, respectivamente. Al primer
tanque entra agua pura a razén de 4 litros por minuto. El liquido, bien
agitado, se bombea al tanque B a razén de 6 litros por minuto. Desde el
tanque B se devuelve mezcla al tanque A a razén de 2 litros por min-
uto y se bombea mezcla al tercer tanque a una rapidez de 5 litros por
minuto. Desde el tanque C, se devuelve mezcla al tanque B a razén de
1 litro por minuto y se expulsan al exterior 4 litros por minuto de mez-
cla. Calcule la concentracién de sal en cada uno de los tres tanques en
cualquier instante ¢.
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Capitulo 5

La transformada de Laplace

5.1. Resumen
Transformada de Laplace

Sea f una funcion real definida en el intervalo [0,c0). La Transformada de
Laplace de f(t) se define como

SO} = Fs) = [ ety
0
para todos los valores de s para los cuales la integral converge.

Funcién continua por tramos
Una funcién real f se dice continua por tramos (o seccionalmente continua o
continua a trozos) en un intervalo [a, b] si:

1. f esta definida y es continua en el intervalo [a, b] excepto en un namero
finito de puntos {x1, x2, ..., x,} de [a,]].

2. En cada punto de discontinuidad x; los limites laterales existen.

La funcién f se dice continua por tramos en el intervalo [0, o) si es continua
por tramos en todo intervalo [0, 1], n € IN.

Funcién de orden exponencial
Una funcién real f definida en [0, c0) se dice que es de orden exponencial «
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5.1 Resumen

en [0, 00) siy solo si existe M € R tal que |f(x)| < Me** para todo x > 0.

Teorema. Existencia de la Transformada de Laplace. Condiciones suficientes.
Si f es una funcién continua por tramos y de orden exponencial « en el inter-
valo [0, o), entonces su transformada de Laplace existe.

Propiedades de la Transformada de Laplace.
Sean f, g funciones reales cuya transformada de Laplace existe y estd dada
por F(s) y G(s), respectivamente.

Linealidad. £ {af(t) + Bg(t)} = aF(s) + B G(s), para todo &, € R.
Primera propiedad de traslacién. £ {e" f(t)} = F(s —a), cona € R.

Segunda propiedad de traslacién. £ {U,(t)f(t —a)} = e *F(s),
donde a € R" y U, es la funcién escalén unitario definida por

L{a(t):{l t>a

0 t<a

Cambio de escala. £{f(at)} = %F (Z), para todo a € RY.

Diferenciacién. Si f es continua y de orden exponencial a y f’ existe y es
continua por tramos en [0, c0), entonces existe la Transformada de Laplace de
f' paras > a 'y estd dada por:

£{f()} = sF(s) - £(07)
Generalizando apropiadamente se obtiene:
{0} = s"F(s) = s F(0F) =" 2F(0F) — .. — FD(0)

Integracién. Si f es de orden exponencial y continua por tramos, y a es un
numero real no negativo, la transformada de Laplace de la funcién g definida

t
por g(t) = / f(u)du existe y estd dada por:

S{/atf(u)du} = F(Ss)—i/ouf(u)du
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Multiplicacién por . £ {t"f(t)} = (—1)"F")(s) paran € N.
Division por t. £ {f(t)} = [ F(u)du, siempre que lim ft) exista.
t s t—0+t

Convolucién. Se define la convolucién de f y g, f * g, como:

/f (t—u)d

Esta operacién es conmutativa, asociativa y distributiva con respecto a la
suma. Su transformada de Laplace estd dada por:

{/f (t—u) du}:i}{(f*g)(t)}:F(s)G(s)
Funciones periédicas. Si f es periédica de periodo p > 0, entonces:

_ 1 P —st
SO} = 1 || e
Propiedades sobre limites.

1. lim F(s) =0

S—00

2. Teorema del valor inicial: lim f(¢) = lim sF(s)
t—0 5—»00

3. Teorema del valor final:lim f(f) = limsF(s)
t—o0 s—0

4. Generalizacion del Teorema del valor inicial:

f(t) F(s) _
BTN SR
5. Generalizacién del Teorema del valor final:
sitm 1) — 1, Fs) g,

i—oo g(t) s—0 G(s)

Funcién de Bessel de primera especie de orden r.
Esta funcién aparece como solucién de la ecuacién de Bessel:

2y Fxy + (2 -y =0,7r>0
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y esta dada por:
B 00 (_1)n ¢ r+2n B
WO =Ly () O =

Transformada Inversa de Laplace .

SiF(s) = L{f(t)}, decimos que f es la transformada inversa de la funcién F
y escribimos £~ {F(s)} = f(#).

Transformadas elementales

f(#) F(s) f(#) F(s)
1 %, s>0 " s:l%' s>0
sen at ﬁ, s>0 cos at (52;5_75[2), s>0
senh at (sZiuZ)' s > |a| || coshat (52jaz)’ s > |a
et sia' s>a £ T(:ﬂi—ll), s>0,a>-1
Jo(at) \/521+7a2 s>0 | Ju(at) ( ”;jj%)n, s>0
U, () e_:s, s>0 5(t) 1
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5.2. Problemas Resueltos

1. Demostrar la segunda propiedad de traslacién: si £ {f(t)} existe, en-

tonces L {U,(t)f(t —a)} = e *F(s).

Aplicamos directamente la definicién:
LU F(t—a)} = / Un(B)f(t — a)edt = / F(t— a)etdt
0 a
Haciendo el cambio de variable u = t — a:

LUt =)} = [ et du = e=*°F(s)

2. Sea f(t) :{ ft zi Ogiii .Calcular L{f(t)} y L{f'(t)}.

Escribimos primero f en términos de la funcién escalén unitario:

f(t) =2t —tUh(t) =2t — (£ = 1) U (t) — U (1)
Entonces, = L{f(t)} =5 — —5 — —

Ahora bien, como f no es continua, no podemos usar directamente la
formula L{f'(t)} = sF(s) — f(0") para calcular la transformada de f.
Pero

r={ 7% 055 2w = L{r0) -

S

©“ N

o=
S

Por supuesto, también podriamos haber usado la férmula para fun-
ciones con discontinuidad por saltos:

L{f(H)} = sF(s)—f(07) —e*(f(17) = f(17))
2 e®

— 2.0 o4
s s
2 es

s s
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3. Determinar la Transformada de Laplace de f(t) = te *' senw .
w
Como L {senwt} = 72 g2 Paras > 0, entonces
—2t _ w
L{e*senwt} = m,s >0
Luego, paras > 0,
_ d w 2w(s+2)
F(s) = L {te™* th—— =
(5) = £{te " senawi} ds((s+2)2+w2> ((5+2)2 + w?)?

4. Determinar £{(t* — 3t + 2) sen 3t}.

Aplicamos linealidad y multiplicacién por ¢ y #2.

d? 3 d 3 3
Fls) = ds? <s2+9> +3% (52+9> +2<52+9>

_ —6(s°+9) +248*  18s n 6
N (s2+9)3 (s24+9)2 " 249
18(s2 — 3) 18s 6

(2497 (21972 ' $2+9

sent si O0<t<rm

5. Calcular £L{f(t)}, donde f(t) = { 0 s P>

Aqui conviene simplemente aplicar la definicién:

LBy = [ e
= /nsente_Stdt

0

e—St( )7‘(
= ————(ssent+ cost

s2+1 0
_ e*ST[_|_1
241
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cost O<t<m
sent t>7

6. Determinar £{f(t)}, donde f(t) = {

También podriamos usar directamente la definicién, pero es mds cémo-
do escribir f en términos de la funcién escalén:

f(t) = cost+Ur(t)(sent — cost)
= cost—Ux(t) (sen(t — ) — cos(t — 7))

Luego,
_ s e (1-5)
o241 s24+1

L{f()}

. Si f es de orden exponencial y continua por tramos en [0, 00) y se sabe

que L{tf(t)} = 5(5214_1) , encontrar L{e ' f(2t)}.

Usaremos la propiedad de divisién por t. Sea g(t) = tf(t), entonces
)
Por hipoétesis, sabemos que f(07) existe, luego

e e T L

5
s2+1

Usando la propiedad de cambio de escala:

1 /s 1 s 1 s2 44
e{fn)y = §F<§)——§ln752+4—§1n -

Finalmente, usando la primera propiedad de traslacion:

L{e'f(2t)} = %F <s;1>

1 (s+1)>+4
il PO VA G e
N |
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8. Determinar L{t — [t]}, con t € [0, c0) ([t] es la funcidn parte entera).

Camino 1. Podemos escribir la funcién parte entera como una serie en
términos de la funcién escalén:

cuya transformada de Laplace es

1

esto tltimo por tratarse de una serie geométrica con coeficiente menor
que 1 que parteenn = 1.

Luego,

b= () 2 (e

Camino 2. Otra forma de resolver este problema es graficar la funcién,

notar que se trata de una funcién periddica y usar la propiedad corres-
pondiente.

(e eed

1 1—t 1 1 e S e~ s
Lit-=7—= | ¢ Stdtzl_e_s<52_s_sz>

y es un célculo sencillo verificar que este resultado es igual al anterior.
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9. a) Calcular L{sen?t}.

s s24+4

1 1/1
Senztzz(l—COSZt):>,C{sen2t}:2(— ° >

2 2
b) Usar a) para demostrar que £ {ser; t } = iln <S+4>

2

Como lim
t—0

E{sergzt}

c¢) Usar b) para calcular /
0

© o~tgen?

g2

= 0 existe, entonces

1/°° L S

2Js \u u2+4

n —
u? +4
244

In 2

[ee]

S

== N
—

dt.
t

Y 2 2
o t t 1 4
COHIO/ ¢ STy = E{Sertl } = -In <S;;>, obtene-
0

t

4

mos el valor de la integral pedida evaluando en s = 1, es decir

r

e tsen?t 1

t
10. Calcular usando propiedades £{e~% / ucosdudu}.
0

L{cos 4t}

L{tcos 4t}

t
Luego, ﬁ{e*&/ ucos 4udu} =
0

S

s2+16
d S
s (52+16)
s2—16
(s+3)2—16
(s+3)((s+3)2+16)%"
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11. Sea f tal que f y f’ son continuas y f” continua a trozos en [0, c0). Si

LA{f"(t)} = arctan <1) , f(0) =2y f'(0) = —1, encontrar L{f(t)}.

Usando la propiedad de la Transformada de Laplace de la segunda
derivada:

LA{f"(t)} = s?F(s) —sf(07) — f/(0") = arctan <1)

Luego,
Fls) = £{f(1) = [arctan C) +os— 1]

8_35
12. Calcular £714 ———— |
Caleular £ {sz—|—6s+10}

Usaremos la segunda propiedad de traslacion:

! = ! = L1 S S G e 3sen t
s24+6s+10 (s+3)2+1 s2+6s+10f
Luego,
£ e = Us(t)e 3 sen(t — 3)
s2+6s+10

13. Calcular la Transformada Inversa de F(s) = In (1 + i) .

Camino 1. Usamos la propiedad de la multiplicacién por ¢.

F(s) = ln<1—|—i> = lnsi—1
) B 1 11
Fle) = Ts(s+1) s+1 s
LUFD) = —1+ g
tf(t) = 1—et
1—et
f(e) =

t
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Camino 2. Escribimos primero el desarrollo en serie de potencias de

In <1 + 1) y aplicamos la Transformada Inversa de Laplace:

c*{m(ui)} = L—l{i(:}z:“}

I
agk

n=1
00 (_1 n+1tn71
- n;l n!
1 & (-1
Tt E n!
n=1
1
= “(1—¢t
e
14. Calcular £71{ ! }
. Fr1
Camino 1. Fracciones parciales.
1 1 A Bs+C

s3+1:(s+1)(sz—s—|—1) s+1 s2—s5+1

Entonces, debemos resolver el sistema

A + B 1 1 )
A + C =1
1 _ 171 —s+2
$34+1 3|s+1 s2—s5+1
T3 N 2
] M =
Luego,
1 t t
E_l{sai_l}:3[€_t—eécos\/2§+\/§eésen\/2§]
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Camino 2. Convolucion.

11 1
$3+1 s+1 s2—s+1°
1 t
(6)= g = fl) =
1 1 2 VAl
G(S):Sz_s+1: 12 3:73 12 3
(s—3)" +1 (s—3) +1
2 t
Entonces, g(t) = 7 e? sen \/25
Luego
1 L2
L= = /eZSen\/gue(t“)du
s3+1 0 \/§ 2
t
— ze_t/ e” sen—Bu du
3 0 2
" t
= ie_t é gsen—ﬁu—ﬁcos—ﬁu
- /3 |3 \2% 2 2 2 )],
2¢~t [e3t (3 V3t /3 V3t V3
= — |5 |zsen——— —cos— | + —
313 \2 2 2 2 6
t
ez V3t V3t et
= 3[\/§sen2—cosz —}—?

15. Demostrar que/ Jo(x)dx = 1.
0

El célculo de esta integral es una aplicacién directa de la Transformada
de Laplace.

0 1
L t)} = / t) e Stdt = , 8 > 0 (ver Tabla).
) = [ oo 5 > 0 (ver Tabla
oo [ee] 1
. P —st 14 _ 11 —
Luego, /0 Jo(x)dx = slgg ; Jo(t) e ®'dt = slg(r)l+ s 1.
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16.

17.

18.

) —Zt e—4t
Evaluar la integral / ——dt.

1 1

s+2 s+4°

f(t)y=e2—e ¥ = F(s) =

ot 4t
fit) _ Hm%:_zju}:z,existe.

t—>0+ t—0t
f(t) /°° /°° 1 1 S +2
2{ ' L Fdu= o\ g ) =0 I
oo ,—2t _ ,—4t 4
Luego, / 76 “Stdt =1n 5+ , de donde, tomando s = 0,
0 t s+ s+ 2

co ,—2t _ ,—4t
/ £ "¢ =2
0 t

o & (—1)(4n —2)!
Demostrar que L{sent"} = n;l 27 — 1)l 1

00 )n 1t2n 1
Como sent = E

, tenemos que
2n — 1 9

sent® = 71;1 2n—1)!
© (—1)""1(4n —2)!
Luego, L{sent*} = Z ( 7)1_ 1()!54;1—1)

® ¢~ gon bx b
Demostrar que / —— ~dx=arctan| - ), a,b > 0.
0 X a
. senbx .
Como lim = b, existe, entonces para s > 0:
x—0t X

[oe]

t > t b
= — — arctan - = arctan —
s 2 b S

sen bt © b u
;C { ; } = /S mdu = arctan E

© ¢~ gen bx b
Evaluando en s = a, obtenemos / ——————dx = arctan <>
0 X a
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® usentu 7T
19. D t — du= et
emostrar que /0 112 u 5 e

Aplicamos Transformada de Laplace:

r / usentu . / e*St/ usentu . .
o 1+u? 0 o 1+u?
_ / / usentuefst du dt
o Jo 1+4+u?

®© reysentu
= / / e St dtdu
o Jo 1+4+u?

u
= /0 mﬁ{sel’lut} du

_ /°° u u du
o Jo [14u2 242

1 /oo 1 82
= — du
1-s?Jo [14+u> s*+u?

1 u
= > [arctan u — sarctan (—)} ‘
1—s S

175(

1—s22
T

2(s+1)

[ee]

0
1—5)

Aplicando Transformada Inversa, y(t) = g et

20. Evaluar la integral:/ / (t—u)®e """ senu dt du.
0 u

Primero cambiamos los limites de la integral:

00 poo co pt
/ / (t—u)e """ senudtdu = / / (t—u)®e " senududt
0 u 0 0

t
Ahora, / (t —u)le " senudu = tPe~" xsent.
0
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21.

22.

Aplicando Transformada de Laplace :
6 1
(s+1)* 241

00 t
= / e_St/ (t —u)2e™ """ senu du dt
0 0

L{t’e ' xsent} =

Evaluando en s = 0 tenemos / / (t—u)de'senudtdu = 6.
0 u

Resolver la ecuacién integral:
X
y(x) =x— ex/ e ty(t)dt
0

Aplicamos Transformada de Laplace a la expresion y obtenemos

Y(s) = le —L {ex /Ox ety(t)dt}

1
. Luego,

t
Resolver la ecuacién y(t) =t + % / (t —u)3y(u)du.
0

Aplicando Transformada de Laplace, Y(s) = slz + S%Y(s). Despejando,

Y(s) = 2 _ s? _ e 1
Cost—1 0 (2-1)(s2+1) 2 [s2—1 241

Luego, y(t) = %(senht +sent).
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23.

24.

X
Resolver la ecuacién e™* = y(x) + 2/ cos(x — t)y(t)dt.
0

Aplicamos Transformada de Laplace:

1 s
sr1 - YO 2a 7Y
Despejando:
s2+1 1 2 2

Y = = —
(5) (s+1)3 s+1 (s+1)2 + (s+1)3
Aplicando Transformada Inversa:

y(t) =e 't —2tet + 12!

Resolver usando Transformada de Laplace el problema de valor inicial
y'—y=¢,y(0)=0,y(0) =1

Aplicando Transformada de Laplace,

s2Y (s) = sy(0) —y'(0) = Y(s) = ]

de donde

1 1 s
Ye) =27 [s—1+1] TG -1)72

Separando en fracciones parciales,

1] 1 2 1
Y(S):4[s—1+(s—l)2_5+1]

Aplicando Inversa:

1
y(t) = Z(Et +2te! —e7 )

184
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25. Resolver el problema de valor inicial de segundo orden

y' +dy = f(1), y(0) =y'(0) =0

donde
{3 sent 0<t<2mr

H =
us 0 t>2m
Aplicando Transformada de Laplace,
(s> +4)Y(s) = F(s)

Por supuesto, podemos calcular £{f(t)} directamente de la definicién,
es decir

00 27
F(s) = / e Sf(t)dt = 3/ e *tsentdt
0 0

Sin embargo, resulta mas conveniente aplicar la segunda propiedad de
traslacion, pues

f(t) =3sent — 33Uy (t)sen(t) = 3sent — 3Uyx(t) sen(t — 271)

Luego
3 327
F(s) = L{3sent — 33Uy, (t)sen(t —2m)} = i1 241
Asi,
Y(s) = 1 [ 3 3627TS] _ 3 B 3e 27
s24+4 [s2+1  s2+1 (s244)(s2+1) (s2+4)(s2+1)

Separando en fracciones parciales:

3 1
(s24+4)(s2+1) s2+1 s2+4+4

Luego,
3

£ { 442+ 1)

1
} =sent — 3 sen 2t
de donde
1 1
y(t) = sent— 5 sen2t — Uy (t)(sen(t — 27r) — 5 sen2(t—2m))

1
B sent—isen2t t<2m
0 t>2m
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26. Resolver el problema de valor inicial

y" +2y" =3y =3f(t), y(0) =y'(0) =0

donde
0 t<1
fH)=<Ct2—2t+1 1<t<3
4t — 8 t>3

Escribimos la funcién f en términos de la funcién escalén unitario:

F(t) = (£ = 1)U (t) — (£ = 3)*Us(t)
Aplicando Transformada de Laplace:

) B oS 6—35
de donde:
3¢S 3e3s

)= S6-16+3)  F6-D6+3)

Separando en fracciones parciales

3 _A52+B5+C_|_ D  E
$3(s—1)(s+3) s3 s—1 s+3
obtenemos
7 3 1
A_—§B———,C——1,D—1,E—%
Luego,
7 2 1 3 1
— -s|\_ - _ = _ .
Y(s) = e [ 9% 32 & 4(s—1) + 36(s —1—3)}
—6_35 _Z_i_l_{_ 3 + 1
9s 3s2 3 4(s—1) 36(s+3)
de donde:
_ 7 2(t—1) (t—1)2 371 30D
y(t) = ) [_9_ 3 2 i 3%
7 2(t—3) (t—3)2 33 739
() 15+ =3 2 4 36
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27. La corriente i de un circuito RLC en serie estd regida por la ecuacion:

1 0<t<m
i"(t) +4i(t) = g(t), i(0) =7(0) =0,cong(t) =¢ —1 n<t<2m
0 t>2m
Determinar la corriente en cualquier instante.
Tenemos g(t) = 1 — 2Ux(t) + U (t).
Asi, la ecuacion queda expresada como
(1) +4i(t) =1 —2Ur(t) + Unr(t)
Aplicando Transformada de Laplace se tiene
) 1 e~ 7TS e 27s
I 4] = —-=-2
sI(s) 4 4I(s) 5 Tt
1 —7ts —27ts
I(s) = 2 ° ¢

s(s24+4) “s(s?2+4) +5(52—1—4)

1
Ahora, como m = Z
Inversa se tiene:

1 S .
( 5 52—1-4> , aplicando la Transformada

i(t) = i(l—cosZt)—unz(t) 1 — cos2(t — )]
+L{27;1(t)[1 —cos2(t —2m)]
1 t
= 7(1—c052t)—un( )(1—c052t)+uL(t)(l—cos2t)

4 2 4

1 —cos2t

— O<t<rm

4
% n<t<2m
0 t>2m
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28. Resolver usando Transformada de Laplace el problema de valor inicial

29.

ty" +2(t-1)y' +(t—-2)y=0 , y(0) = y'(0) =0

Esta es una ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes varia-
bles, sin embargo el teorema de existencia y unicidad no es aplicable en
t=0.

Aplicando Transformada de Laplace y sus propiedades:

;s (s*Y(s)) + 255 (sY(s)) +2sY(s) + ;SY(S) +2Y(s) = 0.

Reuniendo términos semejantes, (s + 1)2Y'(s) +4(s +1)Y(s) = 0,y
separando variables:

Y'(s) 4
Y(s)  s+1
Luego, In|Y(s)| = —4In|s + 1| + C, de donde
C

Y =
()= Gx1y
Aplicando Transformada Inversa, se obtiene la familia de soluciones,
y(t) = Cte™!

lo que significa que el problema de valor inicial tiene infinitas solu-
ciones continuas que satisfacen las condiciones dadas.

Resolver el problema de valor inicial
ty' +2(t =1y’ + (t -2y =0, y(0) =1,y(0) = -1

Notemos que se trata de la misma ecuacién anterior, pero distintas condi-
ciones iniciales. Aplicando nuevamente Transformada de Laplace:

d 2 d ! _
— o (Y =5 1) =2 (sY 1) =25 +2-Y'—2Y = 0

25Y +82Y —142Y +2sY' +2sY =24+ Y +2Y = 0

(s+1)*Y +4(s+1)Y-3 = 0
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30.

Luego
4 3
s+ 1Y(S) ~ (s+1)2

Y'(s) +

Como se trata de una ecuacién lineal su solucidn es:

Y(s) = e [ wds [C+3/(s+1)2ds] = (5:1)4 [C+ (s +1)°]

Aplicando Transformada Inversa obtenemos nuevamente infinitas solu-
ciones

y(t) = Et3e’t +e!
6
Resolver el problema de valor inicial
tx" + (4t —2)x" + (13t —4)x =0, x(0)=0,x'(0)=a,a€R

Aplicando Transformada de Laplace:

—E(SZX— a) —4 d

R —_ —_ /— pu—
s ds(sX) 2sX —13X" —4X 0

—52X" — 25X —4sX' —4X —2sX —13X' —4X = 0

(s +4s+13)X +4(s +2)X = 0

Obtenemos una ecuacién de variables separables:

X 4(s+2)
X (s2+4s+13)
4(s+2)
(s+2)2+49
InX = —2In((s+2)24+9)+C
C
X6) = Grapsop
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31.

Luego, aplicando Transformada Inversa:

—2t

x(t) = ;4 (sen 3t — 3t cos 3t)

Derivando,
! C —2t
x'(t) = ¢ [9t sen 3t — 2 sen 3t — 6f cos 3t]

Por lo tanto, x'(0) = 0, de donde el problema de valor inicial dado tiene
infinitas soluciones para 2 = 0 y no tiene solucién sia # 0.

Resolver el problema no homogéneo:
ty" + (2t + 1)y + (t+1)y =3¢, y(0) =0

Aplicando la Transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién y
derivando:

3
s+1

—25Y(s) — s2Y'(s) — 25Y'(s) —2Y(s) +sY(s) — Y'(s) + Y(s) =

Simplificando y despejando obtenemos una ecuacién lineal:

3

s+1
. Y(s) 3
YO+ 5y = TErap

Y/(s)(52+25+1) +Y(s)(s+1) = —

Resolviendo esta ecuacién lineal y aplicando Transformada inversa,

1 3
Y(s) = s+1 [C+s—|—1}

y(t) = Ce'+3te!

Como y(0) =0, C =0, de donde
y(t) = 3te”!

Notemos que necesariamente, y'(0) = 3 y en este caso hay solucién
Unica. Siy’'(0) # 3, el problema no tiene solucién.
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32. Resolver el problema

t(1—t)y" +2y +2y =6t, y(0) = y(2) =0

Ahora se trata de un problema de valores de contorno.

Aplicamos Transformada de Laplace,

d 2 6
—%(SZY —/'(0)) — @(SZY —1'(0)) +2sY +2Y = 2
—25Y —$?Y' —2Y —4sY' — Y +25Y +2Y = S%
6
—s2Y"(s) — (s> +4s)Y'(s) = 2
Obtenemos la ecuacién lineal de segundo orden:
4 6
Y// 1 - Y/ —-
©+ 143 v =-5
De aqui,
j“(l+4)ds -
_ 4 e s e
Y/(S) =e f(lJrs)dS [C — 6/ S‘ldS] = ST [C — 635]

Ahora, como L {ty(t)} = —Y'(s), entonces

() =~ (e =~ 4

C(t—1)3

_ 2
de donde y(t) =t n

Ui (t)

Ahora, y(2) = 0, luego C = 48 y entonces:

y(t = 2=
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33. Resolver la ecuacién diferencial-integral:

¥ () + 2x(f) —i—/otx(u)du —f(1), x(0)=1

t t<1
donde f(t) =¢ 2—t 1<t<2
0 t>2

Como siempre escribimos la funcién f en términos de la funcién es-
calon.

f(8) =t =2 (t)(t = 1) + Ua(t)(t - 2)

Aplicando Transformada de Laplace:

X — 142X+ %x L= —1) +Us(D)(E—2)}

2 —s —2s
s“+2s+1 1 2e e
S ‘¢ - - - 4 11
. (s) 2 7 + %) +
Luego,
1 2 D¢~ —2s
X(s) = +s e " +e

s(s+1)2
1452 _26*5—6*25
s(s+1)2  s(s+1)?
1 2 1 1 1
- —(2¢7% — =25\ | = _ _
s (s+1)2 (2¢ ¢ )[s s+1 (s+1)2}

Aplicando Transformada inversa, obtenemos la solucién de la ecuacion.

x(h) = 1—2te”" —2h(t) (1 —elTt—(t— 1)61_t>
+Z/{2(t) (1 — ezft _ (t _ 2)627t)

= 1-2te " =20y (t)(1 —te' ) + Ua(t) (14 (1 —t)e* )
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34. Usar Transformada de Laplace para resolver el sistema con condiciones

iniciales:

=y = e |x(0)= 0, ¥(0)= 1
x/ + y/ —

Aplicamos Transformada de Laplace y despejamos:

$2X — Y = L—|—s—|—2
s—1
1
sX + sy = 5-1
s
De aqui,
25°X = %1+2+1
1 1 1
X e
(s) 252(5—1)+52+253
_1[1o1 11
2 s—1 s 2 ¢
_ 10 &
x(t) = 2[6—1—1—1‘-1-2}
Despejando y’ en la segunda ecuacion:
/ / 1 t 1 t
y(t):t—x(t):t—i(e +1+t):§(t—e—1)

1 1 1
luego y(t) = Zt2 — Eet — é +Cycomoy(0) =—-1,C= —5

Por lo tanto, la solucién del sistema es

x(t) = 1 et—1+t+ﬁ
2 2
y(t) = %(tZ—Zet—Zt—Z)
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35. Resolver el sistema

x// o y// — eZt X(O) — x’(O) =0
2+ Yy = —e| y0) = y(0) =0

Aplicando Transformada de Laplace:

1
2X _ 2Y —

s s "

25X + sY = -— !
B s—2

Despejando la variable X:
1-s 111 2 1
X = - = — | - = — —
(s) 3s2(s —2) 12 [s s s—Z}

Aplicando Transformada Inversa:

x(t) = % (1—2t—€*)

Derivando x(t) y reemplazando en la segunda ecuacién:

(1—2¢*)

(SNSRI

V(1) = 20 =~ L (1) =

Integrando, y(t) = %(t —e? +C) y como y(0) = 0, entonces C = %

Luego, la solucién del sistema es

x(t) = 11—2(1—21‘—(32*)

v = - 4)

194 Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera.



5.2 Problemas Resueltos

36. Resolver

1/

X y + sent| x(0) = 1, ¥(0) = 0
y" = —x' 4+ cost| y(0) = -1, y(0) = -1

Aplicando Transformada de Laplace y reordenando:

1
2 — Y = ———
S 52+1+s
S
X 2y = - _
S + s 211 S

Multiplicando la primera ecuacién por s? y suméandola con la segunda

obtenemos:
2
(s4+s)X::21i+s3—s
Luego,
s+1 s2—1
X —
(s) FIDE D) Pl
_ 1 + s—1
o (s2—s+1)(s2+1)  s2—s+1
1+ -7 +s—1
o (s2—s+1)(s2+1)
B s
o os2+1
x(t) = cost

Reemplazando la segunda derivada de x(t) en la primera ecuacion del
sistema original tenemos:

{x(t) = cost

y(t) = —cost—sent
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5.2 Problemas Resueltos

37. Resolver

x— 4x — 2y = 2U4(t) | x(0)=0
1
yo— 3+ oy = W) | y0) =5
Aplicando Transformada de Laplace :
—S
(s—4)X — 2Y - Zes
e’ 1

Resolviendo el sistema:

—s . —s _
(35— 10)Y — 6e . (s—4)e 48 4
s s 2

s—4 e’
2(s—=5)(s+2) + s(s —5)

_oaf e 11 1],
14 |s—5 s+2 5|{s—5 s

Aplicando Transformada Inversa:

Y(s) =

1 B 1 _
y(t) = u [ +6e7'] + gz/tl(t) [75 —1]

Reemplazando Y(s) en la segunda ecuacion, se tiene

X() = 5 [<S +1) <z(s “Sera S(:—_s5)> 5 ﬂ

1 e S

- (s=5)(s+2) +25(s—5)

_ip 1) a1
- 71s—5 s+42 5|s s—5

Aplicando Transformada Inversa:

x(t) = ; (e —e ) —

%Lﬁ(t) (1—¢t7)
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5.2 Problemas Resueltos

38. Resolver

x' = y—2 +2t|x(0)=0
2x = y'+7 y(0)=1 y'(0)=0
2y = 2 z(0) == Z/(0)=0

Aplicando Transformada de Laplace:

2
sX — Y + sZ = 2
2X — §2Y — sZ = —s
2Y — §27Z = 0
Eliminando X tenemos:
3 4 2
(°=2)Y + s(s+2)Z = —+s
s
2y — $2Z = 0

Eliminando Z:

4+t 1
(s* +4)Y = ts = Y(s) = ¢

Reemplazando en la tercera ecuacién obtenemos:
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5.2 Problemas Resueltos

39. Resolver el sistema no homogéneo

tx+y+ty = (t—1e ' | x(0)=1
Yoy = e | y(0) = -1
Aplicando Tranformada de Laplace:
1 1
X - sy = —
° G+12 s+1
sX — Y = ! +1
~ s+1

Despejando y derivando Yde la segunda ecuacion:

1
Y =X4+sX'+—

(s+1)2
Reemplazando en la primera ecuacién:
1 1 1
—X'—s | X+sX = -
S< i +(s+1)2> GT12 s+l

Obtenemos la ecuacién de variables separables:
(> +1)X' +sX =0

Entonces:

X(s) = = x(t) = CJo(t)
Como Jp(0) = 1, tenemos que C = 1. Asi,
x(t) = Jo(t)

Reemplazando:
1 —vs2+1 1
Y(s)= o 1 _ ST Vst
s2+1 s+1 241 s+1
de donde

y(t) = —N(t) —e”
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5.2 Problemas Resueltos

40. Resolver:

—3x" + 3y’ = te!—3cost|x(0)=-1 x'(0)=2
tx — Yy = sent y(0)=4 y'(0)=0

Aplicando Transformada de Laplace y ordenando, tenemos

3s 1

2X — 382y = -1 —
3s 3s 6 5s + 41 (5—1—1)2

1
3_ -
5241

2sX 4+ s2X' +sY =

Despejando la variable X obtenemos la ecuacién lineal

X/—{—%X = £_£_¥

X(s) = Sls{c+/<2—25—3(sil)2>ds]
1

Desarrollando en fracciones parciales
1 1 1 1 1

s3(s+1) g_?+§_s+1

Luego,
3C+1 2 5 1
Xs)=——-——+ — — —
(s) 3s3 3s  3s2 3(s+1)
de donde 3C+1 2 5 1
t) = 22—+ t— et
(=" 373 73
Reemplazando el valor de X(s) en la primera ecuacién:
3C+1 8 1 s 1
Y(s) = —=—+ 5
()= S Tt T2l 31
Aplicando Transformada Inversa:
_3C+1, 8 et 1
y(t) = G t —|—§+7+cost+§te
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5.3 Ejercicios propuestos

5.3. Ejercicios propuestos

1. Calcule la Transformada de Laplace de las siguientes funciones.

t —t

a) f(t) = e*(3 sen4t — 4 cos4t) _e—e
b) f(t) =e *cost n S t t
¢) f(t) = t>cost i f(t) = e’t/ e"usen® 2u du
d) f(t) = cos’t _ 0
1 — cos 4t j) f(t) = e sen(2t)Un(t)

t N
9 f() = t k) f(t) = Uz (t)(t —cost)
P f) =t +e) ] _ o
Q) f(t) =tcosat D) f(t) :/0 ! ue du

2. Calcule la Transformada de Laplace de las siguientes funciones usando
la segunda propiedad de traslacién.

o0 ={§ 75,7

N

_J cos3t 0<t< T
C)f(t)_{sen?)t t> 72

0) f(t):{ gsen3(t—n/4) ii;;i

3. Calcule la Transformada de Laplace inversa de las siguientes funciones.

1 s+2

a) F(s) = 2GTI7 NES) =55
b Fo) = ZneTTr 9 Fls) = £
C)F(S)Z(Szzjsl)g, h) E(s) = 318
D FO) = a6 ) EE) = o
e) F(s) = (sz)z ) F(s) = (Sz_&az)z
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5.3 Ejercicios propuestos

§>— 82— 4
k) F(s) = (sz+ 2)2(s2 +44) m) F(s) =In (1 * 52>
et (1—e7) . VT
D EGS) = S as 1) ) Fls) = 25— 1)

4. Evalte las siguientes integrales:
a) / e " senbt dt
co p,—at _
) / e (1 — cosbt) it

c) / / cos3u dtdu

d)/ / e,xtsent—v)(l—cosv) it do
0 4 (Y

5. Use Transformada de Laplace para resolver las siguientes ecuaciones
diferenciales:

a) y" =3y +2y = 4¢*, y(0) = =3, ¥'(0) =

b) ty" +2(t—-1)y' -2y =0, y(0) = ’()=
oty —(t+2)y +3y=t—-1, y(0) =0,y(0)
d) y" +y =3sin2t — Us,(t)sen2t, y(0) =1, y'(0) = —2
e) ty" +2(t—1)y' + (t—2)y=0,y(0) =1, y'(0) = -1

| |
—_

6. Resuelva los siguientes problemas de valor inicial usando Transforma-
da de Laplace. Exprese la solucién como una funcién definida por casos.

iv 0 t<1
®¢)+y:{t—1t>1fw®=yﬂD=LyW®=VW®:0

0 <3
@W+W+%={é4t;yw®=LV@=—l

t 0<t<3
oy -wray={ 1 , {2170 w0 =2, y0 -1
t t<1
d) y' =2y +2y = 2—t 1<t<2,y(0)=y'(0)=0
3t—12 t>2
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5.3 Ejercicios propuestos

t 0<t<1
oo 1 1<t<2 o , o
0 t>3

7. Resuelva usando Transformada de Laplace, las siguientes ecuaciones
integrales

a) cosx =y(x)+3 /Ox sen(x — t)e ty(t)dt
b) y(t) = £+ 4/Oty(u)(t — u)du

8. Resuelva las siguientes ecuaciones diferencial-integrales
a) y"(t) +4/Oty(u) du = 4¢*

t
b) y'(t) — 2/ sen(t —u)y(u)du =1, y(0) = —1.
0
9. Use Transformada de Laplace para resolver los siguientes sistemas:

" o —
a)x—i—x y 0

Yy +y—x = 0|x(0)=-2 y(0)=

) X' —4x+y" = 6sent|x(0) =y(0)=0
X +2x=2y" = 0 y'(0)=y"(0) =0
x/ = y—Z/+2t X(O):

0 2x = y'+7 y(0) =1 y'(0)=0
2y = 2 |0)=0 20)=0

d) Mty —4x+2y = Ug() | x(0) =6 x(0) =4
vy =0 |y0)=2 y0)=5
Xtx—y'+y -7 =0 x(0) =1

e) ¥+y'—x—y+z = 0 0)=0 y'(0)=-1
x+y = te! | 0 =1
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Apéndice A
Prueba de alternativas

I. A continuacién se da una lista de tipos de ecuaciones de primer orden.
Escriba junto a cada ecuacién, la o las letras que corresponden:

a) Variables separables f) Homogénea
b) Bernoulli &) Lineal en y
c) Algebraicaeny’

d) Exacta h) Clairaut

e) Ricatti i) Factor integrante
L Q-xy)y =y

2. xy' +y = x*cos x

3. x%y = 22 + xy — y?

4. cos(x +y)dx = x sen(x +y) dx + x sen(x +y) dy
5 y—uxy =tany

6. ylnydx —xdy=0

7. x%y —y? = 2xy

nnnnnn

8 (V)P +yy =
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II. Seleccién mdiltiple.
En cada una de los siguientes itemes, solo una alternativa es correcta.

1. Una solucién particular de la ecuacion xy’ +y = y'/1 — x?y? es:

a) x> =2y’Iny ¢) y = arcsen(xy)
b) x +y = arctan(y) d) y = 3ex

2. La ecuacion (—xy sen x + 2y cos x)dx + 2x cos x dy = 0 tiene como fac-
tor integrante la funcién:

1 1
a)wmy%=x+y c>uum>:;§
b) u(x,y) = xy d) u(x,y) =x+y

3. Elproblema de valor inicial x*y’ — 2xy = 3y*, y(1) = % tiene la soluciéon

implicita:
_ 7x 5x8
3 _ -3 _
DY VI o
5x° 7x
3 _ 3 _
DY =19 o5 DY =7 49
1
x = 5
4. Las ecuaciones paramétricas 1}9_ P

arc sen
2 T p

y:_i
vV1i=p

representan una solucién de la ecuacion:

a) xy' =y+/1-y2 ¢) y=xy +arcseny
b) y' = xy+ arcsen y d y=xy ++/1-—y?
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5. La ecuacién diferencial de la familia uniparamétrica y = xsen(x + C)
es:

a) y =sen(x + C) + xcos(x + C)
b) (xy' —y)* = 2*(¥* — y*)

) xy' =y+x*(1-y?)

d) (y—xy')? =1+y"?

6. La familia de trayectorias ortogonales a la familia r = 2C cos 6 es:

a) La familia de todos los circulos tangentes al eje X en el origen.
b) La familia de todos los circulos tangentes al eje Y en el origen.
c) La familia de todas las rectas tangentes al circulo unitario.

d) La familia 7> = C? sen 26.

7. Los arquedlogos usaron trozos de madera quemada, es decir, de carbén
vegetal, encontrados en el sitio, para fechar las pinturas prehistéricas y
rupestres en las paredes y los techos de una caverna en Lascaux, Fran-
cia. Si el C-14 radiactivo tiene una semivida de unos 5.600 afios, y se
encontré que habia desaparecido el 85,5 % del carbono 14 de un trozo
de madera, su edad aproximada es:

a) 5600

In 855 26000 atios
In2

b) 5600 In 0,855 ~ 1270 afios
In2

In 14,5 ~ 21600 afios
In

In 0,145

¢) 5600

d) 5600 ~ 15600 afios

8. La solucién general de la ecuacion y @) — 2y(®) 4y =0 es:

a) y = (C1 + Cox + C3x? + Cyx® + Csx* + Cex® + C7x® + Cgx”)e”

b) y = (C1 + Cax+ Cax? + C4x®) sen x + (Cs + Cox + Crx? + Cgx®) cos x

¢) y=e*((Cy + Cax)?senx + (C3 + Cyx)? cos x)

d) y = (C1+ Cax)e* + (C3+ Cyx)e ™ 4 (Cs5+ Cex) sen x + (C7 + Cgx) cos x
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1
9. Siyp(x) = Se\;;x es solucién de la ecuacién x2y"” + xy’ + (x% — Z)y =0,

entonces la otra solucion linealmente independiente es:

a) ya(x) = cc\)/s}x ) ya(x) = V/xsenx
sen x x2 _ senx 1

b) ya(x) = \/— sen? x d) ya(x) = Vx o x? senzxdx

10. La solucién particular de la ecuacién y” — 4y’ + 4y = x(2¢** + sen x) es

de la forma:
a) y(x) = x*(A + Bx)e** + Csenx + D cos x
b) y(x) = (A + Bx)e** + (C + Dx)senx + (E + Fx) cos x
¢) y(x) = x2(A + Bx)e* + (C + Dx)senx + (E + Fx) cos x
d) y(x) = x?(A + Bx)e?* + Cxsenx + Dx cos x

11. Laecuacién 2xy” — (x — 3)y’ — y = 0 admite una solucién de la forma:

a) y(x Z CpX o) y(x) = i cpx 1
n=0
b) y(x Z Cux" 2 d) y(x) =) Cux T3

n=0

12. Sila ecuacién (1 — x2)y” — 2xy’ + 2y = 0, tiene una solucién de la forma

y(x) = Y c,x", entonces:
n=0

2n—1"

b) CZH—HIW’ 2, =0,n>1

—C
c) CZnZ(ZT_Ol)!/CZnJA:O,nzl

a) Con = 1 =0,n2>1

—c
d) cont1 = 7(% +11), ,e,=0,n2>1
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13. Usando el método de eliminacién para resolver el sistema

x//

7

y

Y
2x

— 3x

se obtiene como solucién general:

t
t

a) x

<

b) x(t

t

)
)
)
)
t)
)
)
)

=

d) x(t
y(t

(
(
(
(
(
(
(
(

1
14. Si el polinomio caracteristico de la matriz A = ( 0
0

p(A)

(A -

1)(A - 2)°

= Cicost+ Cypsent + Czcos2t + Cy4sen 2t
Cscost+ Cgsent + C7cos2t + Cgsen 2t

Cicost+ Cyrsent + Czcos2t + Cysen2t
2Cicost+2Cysent — Czcos2t — Cysen 2t

Cicost+ Cyrsent + Czcos2t + Cysen 2t
—2Cicost —2Cysent + Cz cos2t + Cysen 2t

Cicost+ Cysent + C3cos2t + Cqsen 2t
= Cycost+ Cysent + Czcos2t + C4 sen 2t

= W o
_ _ o

)es

y los vectores propios asociados a A = 1y A = 2 son respectivamente
(1,0,0) y (0,1, —1), la solucién general del sistema es:

a) X(t) = C
b) X(t) = C
0 X(H) =G
d) X(t) =G

OO R OO, OOk OO

€t—|—Cz

et + G

et + G,

et +Co

-1

e + Cs

et + Cs

et + Cs

€ZiE + C3

0
0

1

‘

0
1

0 0
1 e+ |0

-1 1
e + Cy

0

1 €2t + C4

e

0~
)

teZt]

te

2t
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6 —1
5 4
A1 = 5+ 2i, la solucién general del sistema X' = AX es:

15. Sabiendo que la matriz A = < tiene un valor propio complejo

<+~

a) X(t)=¢é

5cos 2t 5sen 2t

cos bt — 2 sen 5t

ot
b) X(t) =e 5 cos 5t

G

5cos 5t t

cos 2t — 2sen 2t

__ 5t
d) X(t) =e 5 cos 2t

] +

o) X(t)=e*|C

( )
<Cos 5t — 2sen 5t>
( )

16. La solucién general del sistema X' =

forma:
a) X(t) = Cyviel + Covge ™t + C3’U3€2t
b) X(t) = Civie t + szzezt + C3’U3€4t
c) X(t) = C1’01€7t -+ Cz’l)zet + C3’U3€4t
d) X(t) =Civ + Cz’vzezt + C3’U3€3t

c <cos 2t — 2sen 2t> G, <2 cos 2t + sen 2t

+ G

2 cos 5t + sen 5t
5sen 5¢

2 cos 5t — sen 5t
—5sen 5t

2 cos2t — sen 2t

)
)
)
)

—5sen 2t
3 -1 -1
—6 1 2 | Xesdela
4 1 0

17. Sabiendo que la solucién general del sistema X' = AX + V es:

_ LY o 2\ 5t ot (245
X(t)=C (_3)6 +Cz<1>e +e 42
. 7 . .
entonces si X(0) = <1 0) la solucién particular es:

2 X(f) = ((2t+3)e‘2t —4€5t> 0 X(1) = <((t+8)e_2t +2€5t>

(t —8)e~2 + 26

(t+8)e 2t +2¢

2t +3)e 2 + 4™

2t —3)e 2t + 4™

b X(t) = ((2t+3)e2f+4e5f> 4 X(t) = (((t+8)e2t—2e5f>
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18. Sabiendo que X(t) = G G) e+ G <é> e~ ! esla solucién general del

sistema homogéneo asociado a:

X' = 4x — y + 18te*
y = 5x — 2y + 30te*

entonces una solucién particular es:
e (42t 446
m X =7 <30t+50>
eft (3t —1 o [(t+1
b X1 =75 <3t— 1) 1o <5t+5>

30t + 50
) X =7 (42t+46>

e [t+1 o [(3t—1
) Xp(t) =7 (5t+5> —15e <3t— 1>

345 0<t<3
P+t2+4 3<t<5
19. Sea f(t) = 0 He 5;t<6' Entonces f(t) =

78 — 2 t>6

a) B+5+ (28 + 2+ 9)Us(t) + (£ + 12+ 4)Us(t) + (783 — 1)Uy (1)
b) £2 45— (£ = 1)Us(t) + (1 — £2)Us(t) + (78 — 1)Us(t)

0) £ 45+ (2 = 1Us(t) + (1 — )Us(t) + (78 — 1)Us(t)

d) £ +5+ (2 = 1)Us(t) — (8B + 2+ 4)Us(t) + (72 — 2)Us(t)

20. Sia la ecuacién tx” 4 (t —2)x’ + x = 0, x(0) = 0 se le aplica Transfor-
mada de Laplace se obtiene:

a) X(S) _ (S 1-21)2 C) X(S) = (S —fl)4
b) X(s) = —4In(s+1)+C d) X(s)=(s+1)*
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21. Si X(s) =

~ 16

16

1
) x(t) = E( e —2te™? —

1
_E<

1 4672ns

(s +2)2(s2+4)

1
= — (&% 4 2te?

2t 2t€2t

, entonces:

1
—(e7 4 2te* — cos 2t)

— cos 2t)
cos 2t)
— cos 2t)

2674ns
Entonces:

22. Sea X(s) = o +

ot
2sen 2t
sen 2t
et

sen 2t

a) x( {
b) x( {
ot
c) x( {
d) x( {

Respuestas: I.— 1i) 2c) 3e)

24+4

t 4 2sen 2t

e’ + 2sen 2t
el + sen 2t

b4 2sen 2t
t 4+ sen2t

s244°

0<t<2m
2n <t<A4r
t >4

0<t<2m
2n <t <A4rmr
t>4r

0<t<2mr
2n < t<4m
t>4mr

0<t<2m
2n <t<4nm
t>4r

—h) 4b) 5f) 6a) 7d)h) 8g)

II.1c —2¢—3b—4¢c —5b—6a —7d — 84 —9a — 10c — 11b — 12a — 13b — 14d —
15a — 16¢ — 17b — 18a — 19d — 20c — 21a — 22d

210

Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad de La Frontera.



Bibliografia

[1] Contreras, A., Cheuquepan, F., Cisternas, E., Introduccion a las ecuaciones
diferenciales ordinarias, Facultad de Ciencias Fisicas y Matemaéticas, Uni-
versidad de Concepcioén, 2001.

[2] Derrick, R., Grossman, S., Ecuaciones Diferenciales con Aplicaciones, Fondo
Educativo Interamericano, 1984.

[3] Nagle, K., Saff, E., Snider, A., Ecuaciones diferenciales y problemas con valores
en la frontera, Pearson Educacién, 2005.

[4] Simmons, G., Ecuaciones Diferenciales con Aplicaciones y Notas Histdricas,
McGraw-Hill, 1993.

[5] Spiegel, M., Transformada de Laplace, McGraw-Hill, 2000.

[6] Zill, D., Ecuaciones Diferenciales con Problemas de Valores en la Frontera,
Thomson Learning, Quinta Edicién, 2001.

211



