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Introduccion

Esta version la he revisado, corregido y aumentado. Espero que sea de tu agrado. He tratado de
mejorar algunos aspectos deficientes en cuanto a forma y estilo que habia en las vesiones anteriores,
he corregido algunos errores, pero de seguro, quedan algunos, que espero me ayudes a corregir para
que tus “nietos” puedan trabajar mas a gusto.

Rebobinando un poco la cinta de la memoria, creo que el primer curso de matematica en la Univer-
sidad debi6 haber sido algo asi como el primer episodio de la “Guerra de las galaxias”, con naves
interplanetarias, gobernadas por el “malvado” valor absoluto, invadiendo la recta real, dando origen
a resolver desigualdades por montones, averiguando la cantidad de “paracaidistas” que se dejaban
caer, pero afortunadamente la topologia permitié dejar en la frontera del universo e incluso maés
alla a esa pandilla intergalactica. Pero eso no fue todo, en una segunda oleada llenaron el plano car-
tesian con pardbolas, elipses e hipérbolas que no lograron hacer flaquear tus ansias de victoria, te
armaste hasta los dientes con las funciones y fuiste més alld de los limites permitidos, te “volaste”
hasta el infinito. Con las funciones y sus derivadas lograste la artilleria necesaria para vencer al “la-
do oscuro” del primer curso de matematica. Ahora estds por entrar al segundo episodio “El retorno
del Jedi”, ya sabes que serds el actor principal, tu reina la integral, te serd fiel hasta morir, vivirds
con ella batallas memorables y al final, te dards cuenta que siempre triunfa el bien sobre el mal.

Recuerda que ti eres el principal responsable de tu aprendizaje, el “profe” es solo un elemento de
apoyo que estard dispuesto a ayudarte en la medida que vea tu interés en aprender. Otra cosa, no
olvides que debes complementar tu estudio con un texto de Célculo Integral, no te voy a recomendar
uno en particular, pero te conviene uno que tenga la materia, que contenga ejercicios resueltos y
propuestos, y que si ademads, trae problemas de pruebas que se han tomado en semestre anteriores,
entonces hézla corta jusa ese!

La historia de estos apuntes es de larga data, se inicia en Marzo de 1984 y se escriben en una vieja
pero fiel maquina de escribir Olimpia. Esta es la octava ediciéon y por supuesto, han desaparecido
mucho errores. Se han incrementado los ejercicios resueltos y agregado problemas considerados en
pruebas como complementacién y ayuda a la parte tedrica. Asi mismo, la modernidad nos obliga a
estar al dia, por tanto, el editor de texto que estamos usando es el Texniccenter en conjunto con Miktex
que es un compilador para Latex, y los graficos se han realizado en Pstricks. Todos esto programas
estan disponibles para bajar en la Internet de manera absolutamente gratuita.
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El texto se distribuye en 6 unidades didécticas, la primera es la iniciacién en el Calculo Integral,
su objetivo basico es que aprendas a calcular la Integral Indefinida, entregdndote para ello métodos
de integracién y sugerencias mediante ejemplos. La segunda unidad tiene que ver con la Integral
de Riemann y su conexién con el drea bajo una curva. En la tercera unidad se muestran variadas
aplicaciones de la integral definida, tales como 4rea, volumen, momentos y centros. En la cuarta
unidad se estudian las Integrales Impropias, incluyendo las famosas funciones beta y gamma, con
el fin de generalizar el concepto de integracién a intervalos no finitos y a funciones no continuas.
La quinta unidad estd dedicada al estudio de las Series Niimericas y a las Series de Funciones, dando
respuesta a un problema fundamental, su convergencia. La sexta unidad contiene problemas que
han sido considerados en pruebas, examenes y talleres.

Este es un texto relativamente corto, por lo que espero que resulte de facil comprensién. El objetivo
primordial sigue siendo el facilitar tu aprendizaje, en atencién a que:

= Tienes un texto guia, con el cual no estas obligado a peregrinar por multiples libros para seguir
el programa de la asignatura.

= Puedes repasar en tu casa los contenidos, anotar dudas y hacer consultas, ain cuando no asis-
tas a clases.

= El profesor podra enfocar la clase hacia aspectos mdas generales y desarrollar localmente aque-
llos que considere relevantes.

Cualquier error u omisién que se detecte en estos apuntes es “casi” de exclusiva responsabilidad de
la persona que los digit6. Sin embargo, cabe considerar importantes aportes y correcciones de mi
colega Manuel Gonzalez, quien ley6 los originales de pé a pa y corrigié hasta los puntos y comas.

Finalmente, agradezco a mis colegas del Departamento que hacen posible la divulgaciéon de este
texto y que contribuyen con la formacién de los estudiantes. Entre ellos menciono a Ricardo Leal,
Herme Soto, Abdén Catalan y Fernando Marchant.

Pedro H. Valenzuela T.
Peache
Agosto de 2017

v



indice general

1. INTEGRAL INDEFINIDA 1
1.1. Introduccion . . . . . . . . . e e e 1
1.2. Incrementos . . . . . . . . .. e e e e e 1
13. Larectatangente . . .. ... ... ... ... ... .. 2
14. LaaproximaciOn. . . . . .. .. . . . ... e 3
1.5. Propiedades deladiferencial . . ... ... ... .. ... .. L L L. 5
1.6. Diferencial de ordensuperior . . .. .. ... .. ... ... .. L L oL 6
1.7. Integralindefinida . .. ... ... ... ... ... ... ... .. .. .. ... 6
1.8. IntegralesInmediatas . . . . . ... ... ... ... L L 7
1.9. Propiedadesdelaintegral . . . ... .. ... .. ... ... ... ... L. 7
1.10. Técnicas deintegracidn . . . . . . . . . . ... L e 8

1.10.1. Método desustitucion . . . . . . . . . ... 8
1.10.2. Integrales trigonométricas . . . . . . . .. ... Lo Lo L oL 10
1.10.3. Sustituciones trigonométricas . . . . . ... ... 14
1.11. IntegraciOn por partes . . . . . . . . . .. 16
1.12. Fracciones parciales . . . . . . . ... ... ... .. 18
1.13. Funciones irracionales . . . . . . . . . . . . . e 21
1.14. Problemas Propuestos . . . . . ... ... ... . 27

2. INTEGRAL DEFINIDA 33

21. Elproblemadeldarea . ... ... ..... ... ... ... ... .. ... ... ... 33
2.1.1. Laideaprincipal . ... ... .. ... 34
2.1.2. Puntos:izquierdo, derechoymedio . ... ... ... .. ... ... . ..... 35
21.3. Unprocesodepasoallimite . ... ... ... ... ... .. .. ....... 36

22, Conceptosbasicos . . . . . . . .. L 40
2.2.1. Elrefinamiento . . . . . . . . . . . . e 42

23. IntegraldeRiemann . .. .. ... ... ... .. ... ... L 43

2.4. Funciones Integrables. . . . . .. ... ... ... .. ... .. o 50



INDICE GENERAL

2.5. SumasdeRiemann . . . . . . . . . ... e 50
2.6. Conexion: Area- Integral . . .. ... ... ... ... ... ... . . 53
2.7. Célculodelaintegraldefinida . . . . . .. .. ... ... ... .. ... ... .. ... .. 54
2.8. MétodosdeIntegracion . . . ... .. ... L L 57
2.9. Propiedades de la Integral Definida . . . ... ... .................... 58
2.10. Teoremadel valormedio . . . . . . . . . . . . ... 61
2.11. Funciones Escalonadas . . . . . . . . . . . . . . .. 64
2.12. Distancia recorrida porunmoévil . .. ... L oo oo o 65
2.13. Problemas Resueltos . . . . . . . . . . . . 68
2.14. Problemas propuestos . . . . . . ... 79
Aplicaciones de la integral definida 85
3.1. Areadeunaregion . . .. ... ... 85
32. Longituddeunacurva . . . ... ... ... ... e 89
3.3, Masa . . ... e e 91
34. MasadeunaregiOn . . . . .. ... .. ... ... 92
3.5. Masadeunalambre . .. . .. .. . . . . ... 93
3.6. Momentosy CentrosdeMasa . . . .. ........ ... ... ... .. ... . 93

3.6.1. Equilibrio-centrodemasa . . ... ... .. ... . ... ... .. 94
3.7. VolumenderevoluciOn . . . . . . . . . . . . e 102

3.7.1. Métododeldisco . . . . . . . . . . .. 103

3.7.2. Rotaciénsobreelejey . . ... .. ... ... ... .. ... .. 105

3.73. Traslaciones . . . . . . . . . . . . e e 107
3.8. MétododelaCorteza . . . . . . . . . . . . . e 108

3.8.1. Rotaciénsobreelejey . . ... .. ... ... .. ... ... ... ... 109

3.82. Rotacibnentornoalejex . .. ... ... .. ... . ... ... . .. 110

383. TeoremadePappus. . ... ... ... ... . ... .. 112
3.9. Areade unasuperficiederevolucién . . . . ... ... .. o oL 112

39.1. TeoremadePappus. .. ... ... .. . ... .. 115
3.10. Problemas resueltos . . . . . . . . . ... e 117
3.11. Problemas Propuestos . . . . .. ... ... .. ... ... 129
Integrales impropias de Riemann 135
4.1. Integrales de primeraespecie . . . . ... ... ... ... .. oo 136
4.2. Integrales desegundaespecie . . . ... .. ... ... ... .. oL 138
4.3. Criterios de convergencia para integrales de primera especie . . . . . . ... ... ... 140

43.1. Criteriodecomparacién . . . . . ... .. ... ... L oo 140

43.2. Criteriodepasoallimite. . . . . ... ... ... .. ... ... . ... . ... 141

VI



INDICE GENERAL

44.
4.5.
4.6.

4.7.
4.38.
4.9.

4.10. Problemas adicionales

. Series numéricas y de funciones

5.1.

5.2.

5.3.

54.

5.5.
5.6.

6.1. Integral indefinida y diferenciales
6.1.1. Integral Definida - Aplicaciones

6.2.
6.3.
6.4.
6.5.

433. Criteriop . ...............
Criterios de convergencia para integrales de segunda especie
Convergencia absoluta y condicional
FuncionGamma . . . . . ... ... ... ...
4.6.1. La funcién Gamma para ntimeros complejos
FuncionBeta . . . . ... ... ... ... ...

Problemas resueltos

Problemas propuestos

Seriesnuméricas. . . . . .. ... ... ...
5.1.1. Algebra de Series
Series de términos positivos
5.2.1. Serie alternada
5.2.2. Convergencia absoluta

Series de potencias

5.3.1. Propiedades de las series de potencia
Polinomio de Taylor y serie de Taylor
5.4.1. Polinomio de Taylor
5.4.2. Serie de Taylor

Problemas resueltos

Problemas propuestos

. Problemas de Pruebas

Integrales impropias

Series numéricas y de potencia
Problemas con alternativas
Pruebas en formato de pruebas

VII



Los encantos de esta ciencia sublime,las
matemdticas, solo se le revelan a aque-
llos que tienen el valor de profundizar
en ella.

Carl Friedrich Gauss

CAPITULO 1
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CAPITULO 1|

INTEGRAL INDEFINIDA

1.1. Introduccién

Existen muchas situaciones, tanto en matemadtica como en otras areas, en las que es necesario esti-
mar una diferencia, por ejemplo, aproximar los valores de una funcién, calcular errores al efectuar
mediciones, etc. ;Coémo hacerlo?, muy sencillo, empleando la recta tangente, y la diferencial de una
funcion.

No se piense que s6lo en matematica se emplea esta idea de diferencial, para nosotros sera habitual
hablar de diferencial de area, de arco y de volumen, todo ello para hacer referencia a una pequefia
porcién de drea, arco o volumen, pero en fisica se habla de diferencial de carga para comenzar a
analizar la carga total, en electricidad de diferencial de linea, etc.

1.2. Incrementos

Se considera la funcién y = f(x) que muestra la figura 1.1.

y y

X1 X2

caso Ay >0 figura 1.1 caso Ay < 0



1.3 La recta tangente

= Si hacemos variar el argumento x, desde una posicién x; a otra x,, este cambio se llama “incre-
mento” del argumento x, y se anota
Ax = xy — xq

= Si hemos producido un incremento en el argumento x, es evidente, que como consecuencia, se
tenga un cambio en la funcién. Este se conoce con el nombre de “incremento” de la funcién, se

anota
Ay = f(x2) — f(x1)

Estos incrementos puede ser positivos, negativos o nulos, la figura 1.1 muestra los casos Ay > 0y
Ay > 0, que correponden a que la funcién sea creciente o decreciente.

Ejemplo 1.2.1. Un movil se mueve de acuerdo con s = 4t> + t, donde s es el espacio recorrido, en metros, y
t el tiempo en segundos. La distancia exacta que recorre este movil en el tiempo comprendido entre 3 y 3,5
segundos es

As=1[4-(3,5)24+3,5]-[4-32+3]=13,5mt

1.3. Larecta tangente

La historia de la recta tangente a una curva definida por una funcién y = f(x) en un punto es
conocida del estudio de la derivada. Recordemos que la definicién de derivada es
Ay

dy .. flx+Ax)— f(x) )
/ _ 4y _ _ 24
filx) = dx Alalcrgo Ax AI;IBO Ax

y representa, “la pendiente” de la recta tangente en un punto x cualquiera. La figura 1.2 muestra la
recta tangente a la curva en el punto (xo, f(xo)). Si (xo, f(x0)) es el punto de tangencia, la ecuacién

de la recta tangente es
y— f(xo) = f'(x0) (x — x0)

v Y

y=f(x)

recta tangente

xXo  Xo+Ax

figura 1.2




1.4 La aproximacion

1.4. Laaproximacion

Vamos a aproximar la funcién f : R — R en el punto xy + Ax, conociendo f(xp), f'(xp), y un
incremento Ax pequefio. Como punto de partida se considera la figura 1.2, en la cual

f(xo+Ax) = f(xo0) + Ay
Como aproximacion a f(xg + Ax) se considera la distancia hasta la recta tangente. Esto es,
f(x0 +Ax) = f(x0) + Ayt

donde Ay, es la elevacion de la recta tangente entre el punto xg y xo + Ax. La pendiente de la recta
tangente es

Frxg) = 28

Ax
De esto se sigue que
Ayrg = f'(x0) - Ax (1.1)
Se concluye que la aproximacién es
f(xo+ Ax) & f(x0) + f'(x0) - Ax (12)

Ejemplo 1.4.1. Sea f(x) = x2, si el argumento x varia de 3 a 3,1, entonces se elige, como valor inicial 3, y
como incremento Ax = 0,1. El valor exacto del incremento de la funcion es

Ay = f(3,1) - £(3) = 0,61

Por otra parte, un valor aproximado a f(3,1) lo hallamos usando la férmula recién establecida. Se
tiene

f(34+0,1) ~ f(3)+f'(3)-0,1=9,6

dado que el valor exacto de f(3,1) es 9,61, se observa que el error en la aproximacién es 0,01. En
general, si Ax es pequefio, el error en la aproximacién también es pequefio.

Definicién 1.4.2.
1. Se llama diferencial del arqumento x a su incremento Ax. Se anota dx = Ax

2. Se llama diferencial de la funcién y = f(x), al producto de la derivada f'(x) por el incremento Ax
del arqumento. Se anota dy = f'(x) dx

Con esta notacién la ecuacion de aproximacion se transforma en

f(x+Ax) ~ f(x)+dy




1.4 La aproximacion

dy

= Sibien, en el contexto de la derivada, la expresién —= no fue pensada como un cociente, con la

nocién de diferencial es posible dar sentido a dy y a dx en forma separada, teniéndose que la
derivada de la funcién f en el punto x es igual a la razén de la diferencial de la funcién respecto
a la diferencial del argumento en el punto. Esto, de paso, permite justificar la conocida notacién
de Leibnitz para derivadas

Y-

Ejemplo 1.4.3. Para aproximar /5 se considera la funcién f(x) = /x. El punto adecuado es x = 4, de

. . o 1 .
modo que el incremento Ax = 1. La derivada de la funcién viene dada por f'(x) = ——~=. En consecuencia

2y/x
1
f(5) =V5~ f<)+ﬁ1 2,25

Ejemplo 1.4.4. Para hallar un valor aproxzmado de sen 46°, por diferenciales se considera la funcion f(x) =

senx,con x = 45° = — Ax =1°= 180" Como f'(x) = cos x, entonces por la formula de aproximacion
tenemos

sen(x + Ax) ~ senx + (cos x) Ax

Luego,
T T V2 V2 om

46° ~ 45° —) = —— 4+ —— - ——=~=0,7194
sen46 sen5+(cos4) 0~ 2 T3 T80 0,719

Veamos otro tipo de problemas de aproximacion.

Ejemplo 1.4.5. Calcular aproximadamente el incremento en el volumen de un silo cilindrico de 20 metros de
altura, si el radio aumenta de 3 a 3,4 mt. (figura 1.3)

Seanr =3, Ar = 0,4. Conello V = 7r-r2- h = 20 7t 2. De esto, la diferencial del volumen (dV) que
es la que “mide” el cambio aproximado, es dV = 40 7t r dr, de donde se obtiene

AV =40-71-3-0,4=48m
El cambio “exacto” que se produce en el volumen es

AV =V(3,4) — V(3,0) =51,6 7

I /

(i x
-5 —x X 5

figura 1.3 figura 1.4




1.5 Propiedades de la diferencial

Ejemplo 1.4.6. Se inscribe un rectingulo en un semicirculo de radio 5 mt. Calcular el incremento aproximado
en el drea del rectdngulo si la longitud de la base sobre el didmetro se incrementa de 6 a 6,16 (figura 1.4).

El 4rea del rectdngulo corresponde al producto de la base por la altura. Suponemos que el rectdngulo
estd ubicado “estratégicamente”, de tal manera que la base tiene longitud 2x, quedando la altura

determinada pory = V25 — x2. Como la base tiene longitud 2x, se tiene que x = 3,y que Ax = 0, 08.

Dado que el area del rectdngulo es
A=2x-/25—x2

2x2 7
== e p—— = - )
dA (2 V25 —x e x2> dx 5 0,28

entonces

El valor exactoes AA = 0,27.

En determinados problemas se tienen mediciones aproximadas del argumento x, y se desea deter-
minar el error que presenta la funcién y = f(x). Tal error se denomina relativo y corresponde al
valor absoluto del cociente entre la diferencial y la funcion. Esto es

error relativo = ‘c;_y‘

Ejemplo 1.4.7. Al medir el radio de una esfera se encuentra que este es de 2 £ 0,04 mts. El porcentaje de
error mdximo en el cilculo del volumen de la esfera, en forma aproximada, es

4 5 awv, 6
V—gnr :>‘7 —100—6/0
se hizo uso del hecho que dV = 4rtr?dr, dr = 0,04
1.5. Propiedades de la diferencial
Proposicién 1.5.1. Sean u,v : R — R funciones, entonces
1. d(u+v) =du+do 3. d(uv) =u-dv+v-du
u v-du—u-dv
2d(5) =% 4 dflg(0) = f1g(x) ] -g'(x) dx

Se prueba la tercera de estas propiedades

Sean u y v funciones de la variable x. Si y = u - v, entonces

dy = y'-dx = dy = (u'-v+v'-u) -dx
— dy = u'-vdx+0' - udx

Comov'dx = dv, u’ dx = du, concluimos que

d(uv) = dy = u-dv+v-du




1.6 Diferencial de orden superior

1.6. Diferencial de orden superior

Teniendo en cuenta que dy = f/(x) - dx, entonces
dy = d(dy) =d[f'(x) -dx]=[f'(x)dx]" dx
[f"(x)dx+ f'(x)- 0] dx = f"(x) - (dx)*

Si convenimos que (dx)? = dx?, entonces
&y = f"(x) - dx?

NOTA p>: Al derivar la expresion dx, se tuvo en cuenta que ella no depende de x (dx = Ax es
constante), por lo que su derivada es cero. En general, usando el mismo procedimiento se encuentra
que

dy = f)(x) - dx”
A partir de esto se obtiene la notacion de Leibnitz para derivadas

d"y
L= )

1.7. Integral indefinida

El proceso de hallar f’(x) a partir de f(x) se conoce con el nombre de derivacion. La integracion
consiste en que dada una funcién f(x) se deben buscar las funciones F(x) tales que F'(x) = f(x).
Este es el problema que pasamos a estudiar.

Definicién 1.7.1. Una funcién F se llama primitiva o antiderivada de la funcion f,si F'(x) = f(x)

3
.y . X ., e L, .
Una funcién con derivada x? es F(x) = 5 Es claro que una funcién primitiva no es tnica, ya que

por ejemplo
3 3 3
X X X 1
F(x)=—=+1, Fx)=—=-7 Fx)=—++2
(x) 3 + 4 (x) 3 4 (x) 3 + 2
también son primitivas de f(x) = x>. Este hecho conduce a un primer resultado interesante

Teorema 1.7.2. Si Fy y F, son primitivas de f, entonces su diferencia es una constante
Para probar esto, suponemos que la diferencia de las primitivas es
Fi(x) = B(x) = ¢(x)

siendo ¢(x) una funcién. Al derivar, respecto de x, se tiene que

Fi(x) = Fa(x) = ¢'(x) =0




1.8 Integrales Inmediatas

pues, F; y F, son primitivas de f, esto es, satisfacen que

Fix)=f(x) y  Falx) = f(x)
Por tanto, se sigue que ¢(x) = ¢, una constante. En consecuencia
Fi(x) —FR(x)=c

Definicién 1.7.3. Si F es primitiva de la funcién f, entonces F(x) + ¢ se llama integral indefinida de f.
Se anota

F(x)4+c= /f(x)dx

f(x) se denomina integrando, f(x) - dx elemento de integracién y [ es el signo de integracion.

1.8. Integrales Inmediatas

Se verifica de inmediato, por un proceso de derivacion, las siguientes integrales:

] /dx:x—l—c ] /tgxdx:—lncosx—l—c
1
. /x”dx:xn+ T . /seczxdx:tgx—{—c
n+1
1 dx 1 X
. /;dx:lnx-i—c = /—xz_le—;arcthnLc

2
l/senxdx:—cosx+c /CSC xdx:—ctgx+c

. /exdx:ex+c /secxdlen(secx+tgx)+c

dx x
" /cosxdx:senx+c - /\/ﬁ—arcsenz—kc
X
. /axdleia—kc . /cscxdx:—ln(cscx+ctgx)+c

1.9. Propiedades de la integral

Proposicién 1.9.1. Sea F funcién primitiva de f, entonces

1. % (/f(x)dx) = f(x) 2 /k-f(x)dx=k-/f(x)dx




1.10 Técnicas de integracion

3 /(f(x) +og(x)) dx = /f(x) dx + /g(x) dx

Demostraciones:

1. Usemos el que F es primitiva de f
32 ([ Foax) = o (R 0 = /) = £(x)

2. Derivamos ambos miembros en forma separada

%(/k.f(x)dx) = k- f(x)
%(h/f(x)dx) = k~%(/f(x)dx):k'f(x)

/k~f(x)dx:k-/f(x)dx
3. En virtud de la primera propiedad se tiene

3 (JU®+gar) = 1+

En consecuencia

y también
% </f(x)dx-|—/g(x)dx) = % </f(x)dX> +% (/g(x)dx) = f(x) +g(x)

1.10. Técnicas de integracién

Para el calculo de integrales no inmediatas se puede usar uno de los siguientes métodos: Integracién
por sustitucién o cambio de variable, integracion por partes, integracion por fracciones parciales,
por reduccién o recurrencia, otras. Veamos algunas de ellas.

1.10.1. Maétodo de sustitucion

Este método de calculo sirve para “simplificar” integrandos, en el sentido de que una sustitucién de
variable haga la integral que se esta calculando semejante a una integral bésica.

Teorema 1.10.1. Sea f funcion de la variable z, y sea z = ¢(x), entonces

[F@dz = [ flo(x) @' (x)dx




1.10 Técnicas de integracion

Demostracion

Del hecho que z = ¢(x) se deduce que dz = ¢'(x) - dx. Luego,

[Fdz = [ flo(x))- o'(x) ax

En la préctica este método opera facilmente. Sélo se debe tener presente que el integrando corres-
ponda a una funcién compuesta, y que al tomar una sustitucion, la diferencial de ella esté presente
en el integrando, salvo el producto por una constante.

Ejemplo 1.10.2. Para hallar / — Sea z =3x+5,dz = 3dx.

dx 1 d—zzélnz:%ln(Bx—l—S)—i—c

3x+5 3

Ejemplo 1.10.3. Para hallar / (2x — 3)Y/2 dx, introducimos la variable auxiliar z = 2x — 3, ya que el

integrando es una funcién compuesta. La diferencial dz = 2dx, de manera que

/(2x_3)1/2dx=%/Zl/zdz:%z3/2-§+c:%(2x—3)3/2+c

Ejemplo 1.10.4. Para / > la sustitucion z = 2x — 1 es la adecuada, ya que entonces dz = 2dx, y

X — 1)2'
por lo tanto, la integral es mas sencilla de calcular.

1 1 1
/(Zx—l)_zdx: > /z‘zdz: _EZ_1+C: —5 (2x —1)"1+c

d
Ejemplo 1.10.5. Para / _xax ,z=2x24+5=— dz = 4xdx.

V5 4+ 2x2

x dx
2
Vere Y E L ACRE Y

Ejemplo 1.10.6. Para hallar / cos5xdx, z = 5x, dz = 5dx.

1 1 1
/cosSxdx:/gcoszdz:gsenz+C:gsen5x~|—c

d
Ejemplo 1.10.7. Para calcular / ﬁ, z =3x = dz =3dx.

/ / 1/csczzalz——lcif z+c——1ct 3x+c
sen8x 3 ) sen?z 3 3 8 3 8




1.10 Técnicas de integracion

Ejemplo 1.10.8. Para hallar / x sen (5x2) dx, la sustitucion z = 5x2 lleva a que dz = 10x dx. Luego,

1 1 1
/xsenszdx: 10 /senzdz: —Ecosz—{—c: —E0055x2+c

Ejemplo 1.10.9. Para / sen® x - cos x dx, la sustitucion z = sen x conduce a que dz = cos x dx. Luego,

1 1
/sen3x-cosxdx:/z3dz: ZZ4+C: Zsen4x+c

1.10.2. Integrales trigonométricas

Se consideran ahora ciertas integrales, cuyos integrandos son funciones trigonométricas, los cuales
requieren de sustituciones ad - hoc. Dentro de este grupo se encuentran:

Integral de la forma: | [ R(sen x,cosx)dx

En este caso R es una funcién racional que contiene expre-
: g x
siones senos y cosenos. La sustitucion tg 5= t, transforma

el integrando en una funcién racional en la variable ¢t. Pa-
ra determinar la equivalencia en la nueva variable ¢, de las
funciones seno y coseno del dngulo, se utiliza un tridngulo
como el que indica la figura 1.5. De aqui:

V1—1t2

NI=

X t X 1 1
Sen - = —— coS — =

2 14+ 2 V142 figura 1.5

Al multiplicar estas expresiones entre si y por 2, se tiene

2 sens cos: = — senx = _a
2772 1+41#2 1412
Para determinar la expresién el coseno usemos la identidad, sen’x + cos?x = 1.
sen’x + cos’x = 1 = cos’x = 1— 4—t2
(1+¢2)2
= cosx = 1-r
142

Por ultimo, la diferencial dx del integrando se obtiene a partir de la sustitucion empleada. Esto es

2dt
1412

tgfx:t:>dx:

10



1.10 Técnicas de integracion

2t 1—+#2\ 24t
/R(senx,cosx) dx:/R(1+t2’1+t2> 1+ 2

d
Ejemplo 1.10.10. Para hallar / Hﬁ' seq tgg = t, entonces

En consecuencia

2dt
dx 1+£2 _y dt
/1+senx_/1_l_ 2t /(1+t)2
1412

Esta dltima integral es inmediata, de manera que

-2
1+senx 1+1tg(3)

+c

NOTA >: Si R(sen x,cos x) = R(—sen x, —cos x), es decir, si el integrando es par, entonces la sustitu-
cién tg x = t conduce a

t 1 dt
senx = cosx = dx =

V142 V1F2 1+£2

d o o
Ejemplo 1.10.11. Para / ﬁ, la sustitucion tg x = t implica

/ _/ 1+t2 _ [ 4t
2—sen2 2412

1+t2

Esta uiltima integral estd en tabla y corresponde a

dt 1
= arctg — +c¢

A

En consecuencia

x 1 x
T — _— grctoto ——
/2—sen2x \/zarcgg\/i+c

Integral de la forma: [ sen™x cos"x dx m'y n enteros

En este tipo de integrales se debe tener en cuenta la paridad o imparidad de m y n. Se distinguen los
siguientes casos:

11



1.10 Técnicas de integracion

a) casom o nimpar

Consideremos n = 2k + 1, si m = 2k + 1 es lo mismo. Se tiene
/senmx cos"xdx = /senmx cos® x cos x dx = / sen™x (1 — sen®x) cos x dx
Usando la sustitucién sen x = t, se obtiene dt = cos x dx, con lo que la integral toma la forma
/senmx cos"xdx = /t’”(l — 12)F dt
lo cual corresponde a una integral menos complicada que la original.

Ejemplo 1.10.12. En / cos®x sen*x dx la funcion coseno tiene exponente impar n = 3. Luego,

/ cos>x sen *xdx = / cos?x cos x sen *x dx = /(1 — sen’®x) cos x sen *x dx

Ahora, sen x =t = dt = cos x dx, por tanto

/cos3xsen_4x dx = /(1 — )t tdt = /t_4 dt — /t‘z dt
1

ot e 1
- 3 ~ 3genx senx

+c
Ejemplo 1.10.13. En / sen’x cos®x dx la funcion seno tiene exponente impar n = 3. Luego,

/sen3x cos’xdx = /senzx sen x cos’x dx = /(1 — cos® x) sen x cos® x dx

Ahora, cos x = t = dt = —sen x dx, por tanto

/senchoszxdx = —/(1—t2) tzdt:—/(tz—t4)dt

1 1 1 1
= —§t3+gt5+c:—gcos3x+gcos5x+c

c) casonympares, n,m >0

Para esta clase de integrando se usan las identidades

1 1
sen®x = 5 (1 — cos2x), cos? x = 5 (1 + cos 2x)
Se tiene ,
/senzp x cos®l xdx = /(1 —¢c0s2x)P (1 + cos 2x)1 T dx (1.3)

Al desarrollar paréntesis y multiplicar, se obtienen potencias pares e impares del cos 2x; para las
primeras se usa la ecuacion 1.3 y para las potencias impares se usa (a). Con esto se tienen expresiones
del tipo cos kx, que resultan féciles de integrar.

12



1.10 Técnicas de integracion

2

Ejemplo 1.10.14. Para calcular [ cos*x dx, se usa cos?x = 1 (1 + cos 2x).

1 X 1 X 1
4 f— —_— 2 - — —_— —_— —
/COS xdx = /(1+2COS2X+COS 2X)dX— + S€Tl2X+(8+3 S€714X)+C

= 3x—{—1sen2x—i— 1 sendx +c
8 4 32

d) casom y n enteros pares (uno de ellos negativo)

En este caso quedamos con una expresion racional en seno y coseno, por lo que la sustituciéon tg x = t
es la adecuada

COSZX

Ejemplo 1.10.15. Para hallar / c
senbx

dx, la sustitucion tg x = t es tal que

2 1 dt
2. ) 2. _ _
Senx—l_’_—tz,cosx—m,dx—m
Por lo tanto
/ cos? x / 1 _|_ t2 dt
sen6x - 142
(1 +t2)
Esto equivale a
2 1+ £2) dt
/Cos6x dx = /%:/t%dtqt/t%dt
sen®x t
1 5 1 4
= ——t ¢
5 3T
1 1

T 3igx 3tgdx Te

Integrales de la forma:| [ cosmxcosnxdx, [senmxcosnxdx, [ senmxsennxdx

Para el calculo de este tipo de integrales, se utilizan las identidades

1

cosmx cosnx = o (cos (m+n)x + cos (m —n)x)
1

semmxcosnx = 5 (sen (m+n)x +sen (m —n)x)
1

senmxsennx = 5 (—cos (m+n)x+ cos (m —n)x)

Ejemplo 1.10.16. Para hallar | sen 2x sen 3x dx, se usa la identidad

(—cos5x + cos x)

NI =

sen2x sen3x =

13



1.10 Técnicas de integracion

con esto, la integral dada se transforma en

senbx senx
10 2

1
/sen2x56n3xdx =5 /(—cosSx + cosx)dx = —

Integrales de la forma: [tg"xdx, [sec™xdx, [csc™xdx, [ctg"xdx

Para calcular este tipo de integrales, se recurre, en primer lugar, a la paridad o imparidad de m, ya
que si m = 2k + 1, entonces se descompone la funcién f del integrando en la forma f2* - 1. En caso
de ser m = 2k, se usan las identidades 1 + tgzx =sec?x, 1+ ctg2x = csc2x, segun corresponda.

Ejemplo 1.10.17. Para hallar [ tg°x dx tenemos

2
/tg3xdx:/tgzx-tgxdx:/(seczx—l)tgxdx:thx—Hn cos x + ¢

Ejemplo 1.10.18. Para hallar [ sec*x dx, procedemos como sigue:
/sec4x dx = /seczx sec’x dx = /(1 + tg%x) sec’x dx
= /seczx dx + / tg*x sec®x dx
1.3

= tgx+ 3 tg°x +c

Ejemplo 1.10.19. El cdlculo de la integral [ tg*x dx, es como sigue
/tg4x dx = /tgzx tg%x dx = /tgzx (sec’x — 1) dx
= /tgzx sec’x dx — /tgzx dx

1
= 3 tgx — /(seczx —1)dx

1.3
= gtg X—tgx+x+c

1.10.3. Sustituciones trigonométricas

Cuando el integrando presenta formas tales como

(a®> £ D22)"™", (Vx> —a®)"'", n#£<0, m#n €Z

14



1.10 Técnicas de integracion

es conveniente usar una identidad trigonométrica del tipo siguiente.

X = % senf V x= % cos 6 para la expresion (a> — p2x?)m/n
x = % sec 0 para la expresion (b2x? — a2)"/"
X = % tg 0 para la expresion (b*x* + az)m/"
dx
Ejemplo 1.10.20. La / ———— se resuelve considerando x = 3tg 6. La diferencial dx = 3 sec?0 d, luego
jemp o §0 Lo )
VIt a2 / dx /
X ——— = [ sec0db = In(secf +tg0) +c
Vo2 et ris?)
3 2
figura 1.6 En el tridngulo de la figura 1.6 se tiene que sec 0 = 3 con lo cual
/ dx VI9+x2  x
—=In|—5—+3 ] +c
V9 + x2 3 3
Ejemplo 1.10.21. Para hallar / x* dx la sustitucion x = 2tg 0 hace que dx = 2sec?0 db, luego
] p dVU.4l. (4 n x2)3/2/ - g q _ ¢ g

/ xX2dx /4tg29-2sec29 do
(4+x2)3/2 8 sec30

_ / tg?0.do /sen29 do

0 0
) iR sec cos
2
2 :/#déz/secedé—/cosed(?
figura 1.7 €08

=In (sec6+1tg60) —senf+c

V4 +x2  x X
=In += | - —=+c
2 2 \/4 + X2
Ejemplo 1.10.22. Para resolver cos x dx la sustitucion z = sen x es tal que dz = cos x dx
Jempo LAas V2 —senZx’ 1
/ cosxdx dz
V2 — sen?x V2 —22

15



1.11 Integracion por partes

Ahora, z = t\/2 = dz = /2 dt. Se tiene

cos x dx

dt X
7 == +c
V2 — sen?x V1 —t?

sen
+c = arcsen ——

V2

= arcsent 4 ¢ = arcsen

V2
. dx L
Ejemplo 1.10.23. Para resolver / 5002 la sustitucion adecuada es x = /5tg6.

La diferencial es dx = /5 sec?6 d6. Luego

sec?6 do /d@ 1 arct X L
5+2 5(1 + tg26) N _\@ g\/B

1.11. Integracion por partes

Este método funciona cuando se tiene un integrando que es el producto de dos o mas funciones
reales de clase ! (derivada continua). Tiene su origen en la diferencial de un producto de funciones.

du-v)=u-dv + v-du = u-dvo=d(u-v) — v-du

de donde se obtiene

/u do=u-v — /v-du

Esta expresion es la que ilustra el método. El trabajo consiste ahora en la eleccién de la funcién
u adecuada, la que se puede hacer de acuerdo a la sigla LIATE. Esto es, el mejor orden es elegir
en primer lugar, funciones Logaritmo, luego funciones Inversas trigonométricas, después funciones
Algebraicas, posteriormente funciones Trigonométricas, y finalmente, funciones Exponenciales. Es-
to, en la medida en que ellas aparezcan como parte del integrando. Se muestran algunos ejemplos
para ilustrar la forma en que se eligen las funciones u y dv.

Ejemplo 1.11.1. El integrando de [ x cos x dx es un producto entre una funcion algebraica y otra trigo-
nométrica. Por ello, y de acuerdo con la sigla LIATE, consideramos u = x, du = dx, dv = cosx dx,
v = sen x, para tener

/xcosxdx = xsenx — /senxdx

= Xx8enx + cosx + ¢

Ejemplo 1.11.2. El integrando en [ x* e* dx es el producto entre una funcion algebraica y una funcion
exponencial. Luego elegimos, u = x2, du = 2xdx, dv = e* dx, v = e*. De este modo

/xzexdx = x2e¥ — 2/xexdx

16



1.11 Integracion por partes

Observar que en la 1iltima integral, el integrando es de nuevo el producto entre una funcion algebraica y una
exponencial, de manera que le aplicamos de nuevo el método, con u = x, du = dx, dv = e* dx, v = e*. Luego

/xzexdx = xzex—Z-(xex—/exdx)
= x2e* — 2 (x — 1) +c

Ejemplo 1.11.3. El integrando de [ arcsen xdx es un producto entre la funcién trigonométrica inversa
dx

V1 -2

f(x) = arcsen x y la funcion algebraica g(x) = 1. De manera que elegimos u = arcsen x, du =
dv = dx, v = x. Se tiene
x dx

V1—x2

= xarcsenx + V1 —x2 + ¢

/ﬂ?’CS@i’l xdx = xarcsenx —

Ejemplo 1.11.4. El integrando de [ e™ sen bx dx es un producto entre una funcién exponencial y una

trigonométrica. Como ellas se encuentran al final de la sigla LIATE, es indiferente el considerar una u otra

como la funcion u, de modo que elegimos u = e**, du = a e** dx, dv = sen bx dx, v = —% - cos bx. Luego

/e“xsenbxdx: —%e”x~cosbx + %-/e”xcosbxdx

A la integral del miembro derecho, le aplicamos integracién por partes

1
u=2e",du=uae"dx, dv=cosbxdx, v:E-senbx

Asi

/e‘”‘ cosbxdx = % e senbx — % /e”x -sen bx dx

En consecuencia

/e’” senbxdx = —% e™ cos bx + % (% e™ sen bx — % /e‘” sen bx dx)

La integral del miembro derecho es semejante a la del izquierdo, entonces

1 az ax b d _ 1 ax b a ax b
+ e sen bx dx = — ¢™ cos bx + 5 ™ sen bx
De donde o
/e”x sen bx dx = azew(a sen bx — b cos bx)

17



1.12 Fracciones parciales

Ejemplo 1.11.5. Para hallar [ sec®x dx tenemos

/sec3xdx = /seczxsecxdx = /(1 + tg% x) sec x dx = /secxdx+/tg2xsecxdx
Para calcular [ tg2x sec x dx usemos integracién por partes, con
u=tgx, du= sec’xdx, dv= tgxsecxdx, v=secx

Se tiene
/tgzxsecx dx = tgx secx — /sec3xdx

/sec3xdx = /secx dx + (tgxsec, x—/sec3xdx)

Ahora, sumando términos semejantes

Luego

2/sec3xdx:tgxsecx+/secxdx

La integral [ sec xdx = In(sec x + tg x) + ¢, en efecto,

t
/secxdx: /secx—secx+ & iy
secx +tg x

La sustitucion
z = secx +tgx = dz = (sec x tg x + sec®x)dx

Al factorizar se tiene dz = sec x (tg x + sec x)dx. Luego

/secxdx: /% =Inz + c=In(secx+tgx)+c

De este modo
2/sec3xdx:1n(secx + tgx) +tgxsecx + ¢

Finalmente se obtiene

1 1
/sec3xdx: 5 In(secx + tgx)—i—itgxsecx + ¢

1.12. Fracciones parciales
Sean f(x), g(x) polinomios, estudiamos como resolver integrales de la forma
109,
8(x)

Lo primero es determinar si el grado del numerador es menor que el del denominador. Si no es asi,
el camino que se sigue es:

18



1.12 Fracciones parciales

1. Al dividir f(x) por g(x) se obtiene
f(x) h(x)
FA A — E X _|_ —_— 7
RO R E
El polinomio E(x) es de integracién inmediata y el polinomio /(x) es de grado menor que
8(x).

2. Para hallar la integral de Zg—i) se efectia la descomposicion de g(x) en factores irreductibles.

Estos factores pueden ser de las formas:
(x —a)™ obien (x*+bx+c)", b* —4ac <0

Es claro que « es raiz de multiplicidad m. Si existen otras raices reales, tal como f, entonces
aparece el factor (x — B)*. Si existen otros factores cuadraticos con raices complejas, entonces
aparece el factor (x% + dx + f)". Por simplicidad consideremos que el polinomio g(x) viene en

la forma
g(x)=(x—a)"- (x2 +bx+c)"
entonces h( )
Y)_ 4 a2 ey
g(x)_x—och(x—rx)zJr Jr(x—oc)m
by + c1x by + cox b, + cux

PR R PR s AL P s

Para determinar las constantes, se halla el comtin denominador, luego se multiplica, iguala y resuel-
ve. Los ejemplos siguientes, son suficientes para entender la mecanica del método.

dx
(x—1)(x+2)
(x —1)(x — 2). Esto indica que nos encontramos en el caso de factores lineales del método de fracciones
parciales. Para denotar las constantes usemos letras mayiisculas.

Ejemplo 1.12.1. El integrando de / , es un funcion racional, en donde f(x) =1, g(x) =

1 A B

G—D(x+2)  x—1 x+2
1 = A(x+2)+B(x—1)

x=1=—=1 = 3A:>A:%

x=-2=1 = —3B:>B:—%

Luego
1 1/3 1/3

(x—1)(x+2) x—1 x+2
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1.12 Fracciones parciales

se tiene asi que
1 dx

/(x—l x+2) 3 x—1 x+2

1 1

_1 In x—1 i
3 x+2

El método de las fracciones parciales no es la tinica forma de resolver este problema. El denominador

(D42 =2 x-2=(xt 2

Esto indica que la sustitucién x + 1 = 3 secf es también un “buen camino”. Queda como ejercicio
verificarlo.

2x + 1dx
(x24+2)(x—1)
entre los factores (x — 1), y el factor irreducible (x* + 2). Luego, la separacion en fracciones parciales es

Ejemplo 1.12.2. El integrando de / es una funcioén racional. El denominador es el producto

241 _ A Bx+C
(x2+2)(x—1) x—1 x2+2

/ 2x +1dx _/Adx_l_/Bx—l—Cdx
(x2+2)(x—1)  J x—1 x2+2
Al resolver el sistema: A =1, C =1, B = —1. De modo que
/ 2x + 1dx B / dx _/ x dx +/ dx
(x2+2)(x—1) ) x-1 x2 42 x2 42

= ln(x—l)—%ln(x2+2)+%arctg\/i§+c

Luego

2d
Ejemplo 1.12.3. En la integral / ;2—4_361, el grado del numerador es igual al del denominador. En consecuen-

cia, se debe, en primer lugar, efectuar la division entre ellos

x2 _1q 1
2+1 x2+1

/dex / / x —arctgx + ¢
x2+1 2+1 g

Se tiene
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1.13 Funciones irracionales

1.13. Funciones irracionales

En algunos casos, la integral de una funcién irracional, se puede reducir mediante una sustitucién
adecuada a una integral de funcién racional.

Integrales de la forma: | [ R (x™/", xP/q,... x'/5) dx

La funcién R es racional, con los argumentos que se indican. La sustitucién x = z, con k el comtn

denominador de las fracciones 2, £ ... L transforma esta integral en una de integrando racional

n 7 q 7
en z.
1/2
Ejemplo 1.13.1. Para hallar / 1507 dx, se observa que el comiin denominador entre las fracciones % E:
es 4. De esta forma, la sustitucion adecuada es x = z*. A partir de la cual se tiene dx = 4z> dz. Luego
/ B / z2-4z%dz z°dz
1+x3/4 1+28 1423

Como el grado del numerador es mayor que el del denominador, entonces se dividen, para tener que
/L/de:LL/ 2 72 45 4 322 dz
1+ x3/4 1+23 3 3./ 1+28

4

my/n mi/n;
Integrales: /R {x, (?iiﬁ) 1/m Jeee, <Z§IZ> i’ ] dx

ax+b
:t
cx+d

La sustitucién es , con k el comun denominador de los nameros 1y, 1y, - -+, 1;

Ejemplo 1.13.2. Hallar [ = / 2+ vatl dx

(x+1)2—Vx+1

Para comparar con el tipo de integral que estamos considerando, los valores de las constantes son:
c=0,d=1,a=1,b =1 Luego, la sustituciéon adecuada es 1 + x = t2, con lo cual dx = 2tdt. Se

tiene.

I_/(2+t)2tdt_/ 2(2+1)

B t—t ) =D +t+1)
Ahora se usan fracciones parciales. La descomposicién es

2(2+1) A N Bt+C
(t—1D(2+t+1) t—1 £24+t+1
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1.13 Funciones irracionales

Al multiplicar por el comtn denominador se tiene
22+t) = AP +t+1)+ (Bt+C)(t—1)

dando valores t = 0,t = 1, t = 2, las constantes tienen los valores A = 2, B = —2, C = —2. Luego,
para la integral original se tiene

I:/z_dt_/(2t+2)dt

t—1 22 +t4+1

(2t +1) + 1] dt
24 t+1

:zmu—1y—/

(2t 4+ 1) dt
—2In(t—1 _/— /—
n(t-1) 24+t+1 2 4+t4+1

Se observa que en una de las integrales por resolver, la diferencial del denominador es (2t + 1)dt,
exactamente el numerador. Esto significa que la solucién a la integral es logaritmica. La tltima inte-
gral requiere de completacién de cuadrados. Se tiene

dt
[=2In(t—1) —ln(t2+t+1)—/—
(t+2)+3
Esta integral se resuelve por sustitucion trigonométrica.
1
t+§ = \?tg(?:dt: \/7556(129619

La integral que estamos calculando se transforma en

/(t+dt 2\/_/519_&9

D2+3

2 1
Como 0 = arctg 7 (t+ E)’ entonces, la solucién de la integral original es

= n(t_—l)—iarct 2 (t+1)+
TP+ BT

En términos de la variable x

(\/x—+1—1) 5
2+x+m \/—arctg\/_(\/ﬁ+ )
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1.13 Funciones irracionales

/ dx
(mx+n) Vax?2+bx+c

1

Integrales de la forma:

En este caso, la sustituciéon z = reduce la integral a una que le es aplicable alguna sustitucion

mx+n
trigonométrica.
Ejemplo 113.3. Hallar | ax
JEmPTO L85 (x+1)vVx%+2x
De la sustitucion % = z se sigue dx = —le dz. Luego,

/ dx dz/z _ dz
(x+1)\/x2+2x (1/2z) V1/22 -1 1—22

= —arcsenz = —arcsen 1 +c
. dx
Ejemplo 1.13.4. Hallemos /
(x+1)3 Va2 +2x
Si xlﬂ = z, entonces dx = —le dz. Luego,

dz 2
/ dx / 22 _ dz
(x+1)3 \/x2—|—2x L 1 V1—22

1 1
_ 2 - _ i
= /sen 0 do 5 (9 5 senZG) +c
1 \/ 2
:_E (arcsenz—z 1—z>+c

Se us6 la sustitucién z = sen 0. Finalmente, en la variable x se tiene

/ dx :—1 <arcsen LI 1 \/x2+2x>+c
(x+1) x+1

3 V/x2+2x 2 x+1)2

Otra forma de resolver la integral es completar cuadrados, x*> + 2x = (x +1)2 — 1, con lo cual la
sustitucion x + 1 = sec 0 es también una alternativa adecuada.

Integrales de la forma : / R( x, vV ax?+ bx + cdx)

R es una funcioén racional. Las sustituciones que se indican, transforman esta integral en racional:

1. Sia>0,Vax2+bx+c=xya+z
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1.13 Funciones irracionales

2.Si¢>0,Vax2+bx+c=xz++/c

3. Sia € Resraiz de vVax? + bx 4+ ¢ = 0, entonces vVax? +bx +c = (x — a)z
(x+1)dx
x+vVxZ+x+1

El valor de las constanteses,a =1, b = 1, ¢ = 1. La sustitucién adecuada es

Vx24dx+l=x+z o bien Vx4 x+1l=xz+1

Con cualesquiera de ellas se obtiene

Ejemplo 1.13.5. Hallemos /

2_1 2 1
z :>dx:_2(z +z+1)dz

U1 (1—22)2

Al reemplazar en la integral original

z2 —1 z—zZ—1dZ
/ (x+1)dx 2/ 122" (1—22)2
x+vVxi4+x+1 z2 _1+z
1—22

Al simplificar el integrando esto equivale a

/ (x+1)dx _ ZZ_Z3_Zdz
x+vVa24+x+1 (1-2z)

1 (1-u\* (1-u 3_1+u »
w2 |\ 2 2 272
(13,38, 1, 15,
T 8 8

u—guz—{—gu}du
3 1 u
—/[ 82 8 é*g] du
= +3lnu 1u—|— 2+c
-~ 8u 8 8 16

Hicimos 1 — 2z = u con lo cual du = —2dz. Finalmente, se reemplaza u = 1 — 2z y luego z =

Vx2 4+ x — 1 — x para obtener la respuesta a la integral. El lector interesado puede ver que al multi-
plicar, la integral original, por el conjugado del denominador se simplifica muchos calculos.

Integrales del tipo: /xm (a+bx")P dx

Esta clase de integrales se denominan binomiales. Las constantes m, 1, p son nimeros racionales, a
y b nimeros reales. Esta integral se puede convertir a racional en los siguientes casos:
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1.13 Funciones irracionales

1. Si p es entero el calculo es mas o menos inmediato.

m+1
2. Si + es entero, entonces a + bx" = z*, k es el denominador de p.

m-+1 K

3. Si + p es entero, entonces ax ~" + b = z".

dx
Ejemplo 1.13.6. Resolvemos / —
e T+
Estamos en presencia de la forma original. Se observaquem =0, a =b=1,n=4,p = —%. Como
p no es entero tenemos:

1.m+1 O+1¢Z
n

m+1 1 1

2 By p=2 " —0ez
" +p 11 0e

Esto quiere decir que la sustitucién adecuada es 1 + x~* = z*, de donde v/1 + x* = xz. De aqui que

3
dx = —
/ / z3 du B /zzdz
~/1+x x5.xz 4 —1

Al descomponer en fracciones parciales

= Se tiene

2 z2 A B Cz+D

z
ZA—-1  (2-1)(z22+1) i R R |

El valor de las constantes es: A = 1 ,B= —i D = %, = (. Por tanto,

1 dz
/\/1—|—x 4/2—1 4/22 E/zz+1
1
= 1(z—l)—zln(z+1)+§arctgz+c
In 21 +1arct zZ4+c
z4+1 2 8
\/1+x —x 1 V1 + x4
In + = arctg—+c
V14t +x X

Es interesante sefialar que, la sustitucion z = x", reduce este tipo de integrales a la forma

u>|»—‘ NNy

/(a—i—bz)PquZ

m+1
en donde g = — 1. En esta nueva forma, considerar:
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1.13 Funciones irracionales

: — 51/ _m
1. Si p es entero, entonces u = z*/", g = 7

: _ 1/ _m
2. Si g es entero, entonces u = (a+bz)*'", p=7

1
3. Si p 4 g es entero, entonces u = . la reduce al caso anterior.
Ejemplo 1.13.7. Hallemos /(1 +2x)12 x 72 dx

En este caso tenemos, a =1,b=2,m=1,p = %, g = —2,n = 2. De esta forma, estamos en el caso g
entero. La sustitucion es
z=(1+2x)"?

de la cual; x = 1(z2 — 1), dx = zdz. Reemplazando en la integral dada.

1/2 2 2 -1\
/(1—{—2x) X dx:/z- 5 -zdz

472 dz _
:/—(22_1)2, z = secf

= /4 csc>0df, dz =secOtgfdo

1 1
= “317(x/2) +2In tg(x/2) + Etg(x/Z) +c

Esto pone punto final al proceso de célculo de integrales indefinidas. Es conveniente advertir que
el proceso de “aprender a integrar” no culmina con este tltimo ejemplo. Existen muchas y variadas
integrales de gran complejidad y de dificil determinacioén de la funcién primitiva. Mas adn, de las
siguientes integrales, a pesar de saber con certeza que la primitiva existe, es imposible determinarla
mediante un ntimero finito de funciones elementales (con excepcién de la tercera de ellas, llamada
integral eliptica, cuya primitiva es calculable luego de un laborioso proceso).

In x

/e_xz dx ; /@; /\/1—kzsen2xdx; dx

Asi como las integrales mencionadas, existen otras tanto o maés dificiles, s6lo se ha querido hacer
un llamado de atencién. Queda mucho por aprender del calculo integral, hasta aqui se ha dado un
gran paso, falta recorrer un largo camino. Es importante sefialar que el uso actual de programas
computacionales facilitan el proceso de calcular integrales, y en particular, la Internet nos ofrece
el Integrator con el cual puedes verificar “on line” si tus cdlculos de integrales estdn correctos. La
pagina indicada tiene la direccién http:/ /integrals.wolfram.com.

26



1.14 Problemas Propuestos

1.14. Problemas Propuestos

1.

10.

11.

12.

Dada la funcién y = f(x), hallar incremento Ay, y diferencial dy

a)y=x> b)y=4x>-3x+1 c)y=+/x d)y:x21+1 e)y = 2x°> + 3x?

Dados los valores de x, y, Ax, hallar los valores de Ay, y dy

1
a) y = P,x =-3,Ax=-0,1
by=x>+1,x=10x=-05
1
) y= ;,x =2,Ax =0,01
d) y= x2—3x,x =2, Ax = 0,03
Usar diferenciales para encontrar un valor aproximado de

a) /37,5 b) V7,5 c) V82

Hallar dy para las siguientes funciones:

1/2
D) y=ER-2+ 1P b)) y=VE—RE o y=35 0 y- (3)

Encontrar el crecimiento aproximado del drea de una burbtja de jabén, si su radio varia de 3 a
3.025 pulgadas

La altura de un cilindro circular recto es de 10 pulgadas. Si el radio de la base cambia de 2 a 2.06
pulgadas, calcular, usando diferenciales, el cambio aproximado en el volumen del cilindro.

El radio de un globo esférico crece de 8 a 8.1 metros. Hallar el cambio aproximado en el volu-
men del globo.

Hallar la funcién f(x) més general que satisfaga:
a) f'(x)=+v5x3 b) f"(x)=15yx ¢) f"(x)=12x—6

Hallar la ecuacién de la curva cuya pendiente en cualquier punto de ella es igual al cuadrado
de la abscisa de tal punto, sabiendo que pasa por el punto (2,1).

Hallar la ecuacién de la curva que pasa por el origen, y cuya pendiente en cualquier punto es
tres veces la distancia de tal punto a la recta x = —2.

Hallar la ecuacién de la curva cuya pendiente es 4 veces la pendiente de la curva 6y = 2x> —
3x? — 36x para cada valor de x, y cuyo intercepto con el eje y es 5.

Calcular mediante el método de sustitucion:
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1.14 Problemas Propuestos

2 / secz(t_z) dt

) / ser\z/xT

c) / sen®3x cos 3x dx

3
d) /ln—yd}/

)/ (x —1)dx
2x? 4x+11

1) /cos— sen — dx

)/ xdx

3x2 45
arcsen x

) /,/—1_362 dx

i) /(1+lnx)xxdx

. 5e* dx
/) /\/ﬁ
k) /de

D / (senx + cosx)dx
(senx — cosx)1/3

13. Calcular las integrales de la forma / sen™x cos"x dx

a) /sen3x cos*x dx
b) /sen 2x cosSx dx

c) /sen 2x cos x tg*x dx

d) /sen7x cos®x dx

e) /sen3x sec’x dx

1) / tg2x sen’x cos>x dx

14. Calcular las integrales de la forma / tg"x sec"x dx

a) /secéx dx

b) / tg*2x sec*2x dx

C) /sec3x tgx dx

d) /sec4x tgx dx

15. Calcular las integrales de la forma / ctg™ x csc” x dx

a) /csc6x dx

b) /ctg3x cscx dx

16. Calcular las siguientes integrales de senos y cosenos:

a) /senzx cos®xdx
b) / sen*x cos®xdx

C) /(sen X + cos x)%dx

1
17. Demostrar que / tg" x dx = ”

d) /(1 + sen 2x)*dx
e) / sen®x cos*xdx

) /sen 6x cos 4xdx

1x—/tg”_2xdx,n7£1

) / xdx
m
cos? x2

1) /xe(lﬂz) dx
i) /x2 V5 +7x3dx
0) / a*dx

1+ a2

)/sen (In x) dx
P X

Q) /sen5x dx

h) /senzx cos®x dx

e) /sec4x sen 2x dx

f) /sec6x Vg x dx
c) /ctg 3x csc3x dx

Q) /sen 8x sen 3xdx

h) / cos 4x cos 5xdx
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1.14 Problemas Propuestos

AYUDA b : tg"x = tg"2x - tg%x
18. Usar el resultado del problema 17 para hallar:
a) / tgtx dx b) / tg°x dx c) / tq%x dx
19. Emplear sustituciones trigonométricas para calcular:

Vxr—4
2

dx

) 0 t2 dt p dx
4 /m / (2 +16)3/2 )/xzm

) / dx f x? dx ) / (3x —2) dx n) / (4x +5) dx
219 Broa—=2 ¥ ) P rat13 —6x 1 14

V25 — x? . sec? x dx e ¥ dx dx
) / dx j) / — 55 ) / ox 573 K / 2_0)3/2
X (4 — tg2%x) (9e=2* +1) (4x2 —9)

20. Emplear integracion por partes para calcular:

a)/arctgxdx b)/xsenxdx c) /exsenxdx d) /ln x dx e)/x-seczxdx
f)/sen(lnx)dx g)/x-e_xdx h)/x-Z_zxdx i) /3x-cosxdx j)/xlnxdx

2 x dx x dx / ‘
k) /x e dx I /arcsenxdx m) /sean n) e 0) [ x-arctg xdx

21. Demostrar que:

1 _ n—1 _
a) /cos”xdx:—-cos” 1x.senx+—/cos” 2 xdx
n n

sen x n—2 _
T sec™ 2 x dx
(n—T1)cos"1x n-1

b) /sec”xdx:
C) /x” erdx =x"e* —n /x”_1 e’ dx
d) /x”senxdx:—x”cosx+n/x”1cosxdx

e)/\/l—xzdx—xx/l—x2+/ )~ dx

22. Usar fracciones parciales para calcular las siguientes integrales:
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1.14 Problemas Propuestos

)/ 2x+1 5x2 —3x +1 )/ (2x + 3)
(x+ )/ X8 +x dx 2x2 —5x—3
x2 —|—3x— 2x3 +x —7x+20 2x3 +9x2 — 5x — 18
—d d/ dx / P
)/2 —3x2 — x ) f) x34+2x2 —x -2 :

23. Usar la sustitucién t = (a + bx")/7 para hallar
a) /x3 (94 x4 dx b) /x5 (94 x) "3 dx c) /x(4+x)1/2dx

24. Usar la sustitucién tg % = t, para hallar:

a)/— b)/— c)/ ax d)/—
3 + 5cos x 1+ sen x 1+ sen x + cos x tgx —sen x
25. Usar la sustitucion t = e* para calcular:

dx dx e¥ dx
a)/l—e" b)/ex—e—x C)/ex+e—x )/e2x

26. Usar el método mds conveniente para calcular:

>/mdx b)/w c)/( ax d)/ dx

(1 —2y/x)2 x2/3 4 x1/3)2 cos? 3x
xarctg x dx ’ — / x dx / (x —5)dx
e) / (14 x2)1/2 f) /x Inv1-xdx g) cos23x ") x2 —2x +2

i)

/(1+ x+l /|x|dx k) 3x—x2 dx 1) /arcsen Vxdx

m) / dx n) / e dx 0) / arctg x dx ) / sen’x dx
xt+1 (14 ex)1/4 x2 P cos® x
dx e* dx 1— v2x dx
N SRS R
x4(x2 —1)1/2 e2x — 6e* + 13 V2x sen x sen 2x
x dx x? dx 2% dx (8x3 +7) dx
O [ 9 e R R 9 [ 3
(x2—x+1) X>+x—6 1-4 (x+1)(2x+1)

27. De una funcién f se sabe que f(2) = 3y que en cada punto (x, f(x)) de su grafico, la recta
tangente existe y tiene pendiente 3x + 2. Verificar que f(x) = 3x +2x—7.

28. Determinar la funcién que describe el movimiento rectilineo de una particula si se sabe que su
velocidad en cada instante t es t* + 2t y que x(0) = 5. Resp. x(t) = § + t2 + 5.
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He aprendido que un hombre
sOlo tiene derecho a mirar a
otro hacia abajo cuando ha de
ayudarle a levantarse

Gabriel Garcia Marquez
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CAPITULO 2|

INTEGRAL DEFINIDA

2.1. El problema del area

El origen del Calculo Integral se remonta a la época de Arquimedes (287-212 a.c.), matemadtico griego
de la antiguedad, el mismo de la famosa frase jEureka! que obtuvo resultados tan importantes como
el valor del area encerrada por un segmento parabolico. ;Cémo lo hizo?, de seguro te va a parecer
facil, pero ubicate en el afio que se le ocurrié. Te cuento. El estableci6 el hoy llamado método de
exhaucién que consiste en:

“inscribir y circunscribir el recinto considerado en regiones poligonales cada vez mds préoximas a él, tendiendo
a llenarlo y cuyas dreas se puedan calcular ficilmente. Con esto se obtienen valores mayores y menores que
acotan el drea que se desea calcular. La precision en el valor del drea dependerd de la cantidad de regiones que
se usen”

La idea de la integral definida es una generalizacion de este proceso. El método arquimediano de
aproximacién ha adquirido gran importancia, ya que el célculo de las integrales definidas puede
hacerse con los computadores actuales con la precisiéon deseada.

En relacién con el concepto de area, lo primero que cabe preguntarse es por el significado de drea de
una regién. Una respuesta simple es que el drea es una medida del tamafio de la region. Siendo asi, el
estudio del area debe comenzar por determinar el tamafio de algunas regiones de forma mas simple
y luego generalizarlo a regiones mas complicadas. Usualmente, la nocién de drea comienza con la
idea de que un rectdngulo de base x, y altura y, tiene drea A = x - y. A partir de esta idea bdsica se
puede deducir el drea de un tridngulo rectdngulo. Luego, por geometria elemental se obtiene el area
de cualquier tridngulo. Mas atn, como todo poligono puede descomponerse en tridngulos, el drea
de un poligono no sera otra cosa que la suma de las areas de los tridngulos que lo forman.

Nos proponemos definir el drea de una regién limitada por las rectas x = a, x = b, el ¢je x, y la curva
de ecuacién y = f(x). La figura 2.1 muestra un recinto tipo. Una region de esta forma se anota

R={(xy) eR*/x€[ab], 0<y< f(x)}
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2.1 El problema del area

max(f)

wi

min(f)

LS R GO R - 03
figura 2.1 figura 2.2

Una primera aproximacién al valor de area es considerar los valores mdximos y minimos de la
funcién f, ya que entonces

(b—a) - minf < Area < (b—a) -méxf

2.1.1. Laidea principal

La idea principal es dividir la regiéon dada en una serie de rectingulos. Por conveniencia, cada
rectangulo tendra el mismo ancho, que denotamos por Ax, ademads, cada rectangulo tendra su base
sobre el eje x. La altura de cada rectdngulo estard determinada por el valor de la funcién. Asi por
ejemplo, en la figura 2.2 hemos dividido la regién en 6 rectdngulos, la altura esta determinada por el
valor de la funcién en cada punto medio (x) de la base del rectangulo (linea punteada). En general,
si se considera el punto x; en el i—ésimo rectdngulo, entonces la altura es f(x;). El ancho de cada
rectangulo estd dado por Ax = bn;”, esto es, la longitud del intervalo [a, b] dividido por el niimero
de rectdngulos. En el caso de la figura 2.2

Como la altura del i—ésimo rectangulo es f(x}), entonces su drea es
fxi)Ax
Ahora, la suma de las dreas de todos aquellos rectdngulos es
f(x7)Ax + - -+ f(x;) Ax

y aproximan el drea de la region bajo f. Esta suma es llamada Suma de Riemann y denotamos tal
suma por R(f,n,P),donde P = {x],...,x;} es el conjunto de puntos seleccionados. Asf

R(f,n,P) = f(x))Ax + -+ f(x};)Ax
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2.1 El problema del area

2.1.2. Puntos: izquierdo, derecho y medio

Existen muchas formas de seleccionar los puntos del conjunto P para cada subdivisiéon. Las mds
comunes son:

= Si elegimos los puntos medios, denotamos la suma de Riemann por R(f,n, Py,).
» Si elegimos puntos izquierdos, denotamos la suma de Riemann por R(f, n, P;).

= Si elegimos puntos derechos, denotamos la suma de Riemann por R(f,n, P;).

Ejemplo 2.1.1. Sea f(x) = x? + 1 sobre el intervalo [0,2]. Hallemos la suma de Riemann para f usando
n = 4 subdivisiones y eligiendo los puntos izquierdos de cada subdivision.

Notese que estaremos computando R(f, 4, P;). En este caso

n 4

las subdivisiones son [0;0,5] [0,5;1] [1;1,5] [1,5;2] y los puntos izquierdos x; = 0, x5 = 0,5, x5 =
1, x; = 1,5. La tabla siguiente contiene los valores de f en cada uno de esos puntos

X 0[05 1] 1,5
2+1(1]125]2]325

Con esto obtenemos que

R(f,4,P) = f(x1)Ax+ f(x3)Ax + f(x3)Ax + f(x3)Ax
1(0,5) +1,25(0,5) + 2(0,5) + 3,25(0,5) = 3,75

La figura 2.3 ilustra la suma izquierda de Riemann

y Y
5,00

3,25 3,25
2,00 2,00
125 125
1,00

0 0.5 1 15 2 x 0 5 1 15 2 x

R(f,4, P,') =3,75 figura 2.3 figura 2.4 ’R,(f,4, Pd) =5,75
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2.1 El problema del area

Ejemplo 2.1.2. Para la funcién f(x) = x> + 1 sobre el intervalo [0,2] hallemos R(f,4, P;)
Es claro que se pide la suma derecha de Riemann (figura 2.4). Las subdivisiones son
[0;0,5] [0,5;1] [1;1,5] [1,5;2]
los puntos seleccionados corresponden a
x]=05x=1x3=15x,=2

La tabla siguiente muestra los valores de f en esos puntos

X 05 [1] 152
x>+1]125[2[325][5

Se obtiene la suma de Riemann

R(f,4Ps) = f(x7)Bx+ f(xz)Ax+ f(x3)Ax + f(xg)Ax
1,25(0,5) +2(0,5) + 3,25(0,5) + 5(0,5) = 5,75

2.1.3. Un proceso de paso al limite

Los ejemplos anteriores ilustran que la suma de Riemann depende del modo que se seleccionen los
puntos en la subdivisién. Sin embargo, para un ntimero grande de subdivisiones las sumas izquier-
das y derechas de Riemann tienden a coincidir. En la tabla siguiente tenemos calculadas las sumas

izquierda y derecha de Riemann para valores grandes de 7.

n 5 [ 10 [ 100 | 1000 | 10000 | 100000
R(f,n,P;) [ 392 | 428 | 4.6268 | 4.6627 | 4.6662 | 4.6666
R(f,n,P;) | 552 | 5.08 | 4.7068 | 4.6707 | 4.6670 | 4.6667

Una conjetura razonable es que las sumas izquierda y derecha de Riemann para x? + 1 sobre [0, 2]
convergen a 4.6 = %. Podemos afirmar que, si tomamos el limite de aquellas sumas de Riemann y

este limite existe, entonces representa el drea de la region. Esto es,

A = lim R(f,n,P)

n—00

Ejemplo 2.1.3. Se considera la regién acotada por la curvay = x> +2,0 < x < 4, y el eje x.

» Una primera aproximacion es usar el valor mdximo de f que estd en el extremo derecho del
intervalo (M = 18) y el minimo de f que estad en el extremo izquierdo (m = 2). Con ello

tenemos el drea acotada en la forma

4.2=8< Area <4-18=72
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2.1 El problema del area

» Mejoramos la aproximacion anterior usando la particiéon P = {0,1,2,3,4} de [0, 4].

La funcion es creciente en el intervalo [0, 4], de modo que los puntos izquierdos generan los rectingu-
los inscritos que muestra la figura 2.5, y los puntos derechos los rectangulos circunscritos de la figura
2.6. Con los primeros se obtiene una suma inferior y con los segundos una suma superior.

Yy Yy

18 18

w
w

figura 2.5 figura 2.6
La particiéon P = {0,1,2,3,4} genera 4 subintervalos I, I, I3, e I4, en los cuales se tiene:
s [ =[01]=m=2 M =3 s [ =[23=m3=6 Mz=11
s Lb=[1,2]=my=3, M, =6 w [, =[3,4 = my=11, My =18

Con estos datos se forman las sumas de puntos izquierdos y derechos, respectivamente:

R(f,4,Pl-):m1A11+m2A12+m3A13+m4AI4:2-1+3-1+6-1+11-1:22
R(f,4,Pd) =M AL+M; AL+ M3 Az + My Al;=3-146-14+11-1+18-1 =38

De esta forma,
22 < A(S) <38

= Ahora mejoramos esta aproximacién agregando los puntos 3 y 3 a la particion.

Con esto se obtiene la nueva particion r’'=H{o, %, 1,2, g, 3,4}, que es un refinamiento de P. Con esta

nueva particién la cantidad de intervalos crece a 6, en cada uno de los cuales los valores méximos y
minimos son:

1 1 1
= m =2, M =2+~ -IZ:[—,l]:>m2:Z,M2:3

1
= h=00 4 2

5]
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2.1 El problema del area

-13:[1,2]:>m3:3,M3:61 II5:[§,3]:>W[5:2+§,M5:11
5 25 ’ :
. 14:[2,5]:7714:61, My =2+ —- n [p=[3,4 = mg=11, M, =18

Con estos datos, las sumas de puntos izquierdos y derechos son:

1 19 1 1 33
'R(f’6’Pi):5'2+§'Z+1'3+§'6+§'Z+1'11:23’25
19 1 1 33 1

De esta forma,
23,25 < A(S) < 37,625

Es claro que al agregar una mayor cantidad de puntos las sumas obtenidas con puntos izquierdos
crecen y las de puntos derechos decrecen.

» La media aritmética de las sumas parciales mejora la aproximacién. En efecto,
1
A(S) ~ 5 (23,254 37,625) = 30,4375

s Hacemos ahora uso del limite de la suma de Riemann.

Lo primero es dividir el intervalo dado en n subintervalos de igual longitud. Si se tiene el [0,4],
entonces cada subintervalo tiene longitud

R

[er
-

El trabajo consiste en determinar que forma tiene cualquier elemento x; que se encuentre en esta
particion. Lo haremos paso a paso para fijar bien la idea. Si la longitud de cada intervalo de la
particion es %, entonces, partiendo del 0 el siguiente punto de la particién es %. Estamos en %, al dar
el préximo paso llegamos a &, siguiendo de este modo, la secuencia que se obtiene es

4 8 12
7 7/l/ n/ n 7
Escribiendo esto mismo usando el “paso” 2
4 4 4
0,-,2-—,3.2...
{ n n o n }
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2.1 El problema del area

Ahora, es claro que

X = —
n

Falta s6lo saber como “corre” el indice i. Si se toma i = 0, se estdn eligiendo puntos izquierdos, lo

que hace que se tenga
0<i<n-—-1

Si se toma i = 1, entonces los puntos son derechos y se tiene
1<i<n

El limite de la suma de Riemann que proporciona el resultado exacto del 4rea es

A = lim if(xl) Ax

i=1

Esta es la suma de Riemann de puntos derechos. Veamos su valor.

4
—nh_rgto Ax—hmz<x +2> -
luego se separa en dos sumatorias
Como el indice de la sumatoria es i,

—,}E}Ic}oﬁzl +nh—I>Iz}on21

Ahora se hace uso de las dos siguientes propiedades

ilz nn+1)2n+1)

: Y 1= (n—k+1)-1

i=1 i=k

Con esto se tiene

A = lim 6—3 n(n+1)(2n+1) + lim §-n
n—oo 1 6 n—oo 1

se sigue que
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2.2 Conceptos bdsicos

2.2. Conceptos basicos

Vamos a repasar los conceptos y hechos encontrados, formularlos con mayor exactitud y profundi-
zarlos.

Definicién 2.2.1.
1. Se llama particién del intervalo [a, b] a cualquier conjunto finito de puntos de la forma

P={a=xy<x1<---<x,=0}

2. Toda particion Py del intervalo [a, b] tal que P C Py se llama refinamiento de P

Ejemplo 2.2.2. Los conjuntos {0,1}, {0, %,1}, {0, }L, %, 1}, {o, }I, %, %, %,1} son particiones del intervalo
[0,1]. Ademds, todas ellas son refinamiento de {0,1}. Del mismo modo, como a cada una de las particiones
se fue agregando puntos, cada particion siguiente es refinamiento de la anterior. Por otra parte, los conjuntos

{0,1,2} y {0, 3, 3,1} no son particiones de [0, 1]. El primero por que aparece el 2 que no tiene nada que hacer

alli, y el segundo, por la sencilla razén del orden, no puede § anteceder en una particion al }.

El simbolismo que emplearemos es el siguiente:

» I = {xx_1 < x < x;} representa el k - ésimo intervalo de la particién
= Al = xp — x¢_1, es la longitud del intervalo I

» My =sup f(x),x € I, es el supremo de f en el intervalo I

» my =inf f(x),x € I, es el infimo de f en el intervalo I

» |P| = méx AlL, es la norma de la particiéon P, que corresponde a la mayor longitud de los I

Definicién 2.2.3. Sean f funcion acotada sobre [a,b], P particion de |a,b]. Se llaman suma superior e
inferior de Riemann, respectivamente, de la funcion f referidas a la particion P, a las expresiones

R(S,f,P) =) M Al y R(s, f,P) =Y m Al
p p

A partir de ahora simplificamos notacién considerando R (S, f,P) = S(f,P) y R(s, f,P) = s(f, P).
En el caso de las sumas superiores, los productos M - (xx — x;_1) corresponden a las dreas de los
rectangulos circunscritos. De esta forma, la suma superior corresponde a la suma de las dreas de los
rectangulos circunscritos o exteriores (que contienen la curva). Las sumas inferiores son la suma de
las dreas de los rectdngulos inscritos o interiores (bajo la curva). La figura 2.7 muestra rectdngulos
inscritos y circunscritos.
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2.2 Conceptos bdsicos

Mk Mk =
my M
X X
I Iy
rectangulos inscritos figura 2.7 rectangulos circunscritos

[0 Sila funcién es creciente y se eligen puntos izquierdos, los rectdngulo quedan “inscritos” a la
region (figura 2.7)

O Sila funcién es creciente y se eligen puntos derechos, los rectdngulo quedan “circunscritos” a
la region (figura 2.7)

[0 La media aritmética de las sumas parciales es una buena aproximacién al valor del &rea

Proposicién 2.2.4.  Si f es una funcion acotada sobre [a, b], entonces para cualquier particion P la sumas
inferiores son menores o iguales que las superiores. Es decir,

s(f,P) <S(f,P)

Demostracion.

Sean my y M el infimo y el supremo de f sobre el intervalo Iy = [x;_1, xx], entonces
Al >0, My > my = My - Al > my - Al
De aqui que
S(f,P) = ;Mk AL > ;mk AL, = s(f, P)
Proposicién 2.2.5. Sea f funcion acotada sobre [a, b], M, m sus cotas superior e inferior. Se verifica que
m(b—a) <s(f,P) < S(f,P) < M(b - a)

Demostracion.
Como f estd acotada, paracadak =1,2,-- -, n existen los correspondientes M y my tales que

m<m < M <M
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2.2 Conceptos bdsicos

Tomando en cuenta que a < b = (b —a) > 0, entonces

m(b—a) <mp(b—a) < M(b—a) < M(b—a)
n
Dado queb —a = Z (xr — xx_1), entonces
k=1
n n n n
m- Y (e — 1) <Y (o — xeq)mye <Y (o — x1) My S MY (o — 1)
k=1 k=1 k=1 k=1
De donde
m(b—a) <s(f,P) <S(f,P)<M(b—a)

2.2.1. El refinamiento

Otro hecho relevante en este estudio sobre el drea es observar que el valor del 4rea mejora sustancial-
mente con un refinamiento. Es claro que un refinamiento decrece las sumas superiores e incrementa
las sumas inferiores, en efecto, al aumentar el niimero de puntos en la particion las sumas inferiores
aproximan mejor el drea, por lo que existe un incremento en su valor. En la figura 2.8 se muestra que
agregando un punto, existe una diferencia en favor del refinamiento. Del mismo modo, la figura 2.9
muestra que agregando un punto, las sumas superiores aproximan mejor el 4rea de la region, y que
en este caso existe una pérdida en el refinamiento respecto de la particién.

y Yy

— —~

f /

s(f,P) <s(f, P)

Xk-1 h Xk Xk-1 h Xk

figura 2.8

-~ S(f,P) = S(f,P') -~

Xk—1 h Xk

Xpe—
figura 2.9 k=1 h Yk
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2.3 Integral de Riemann

Proposicion 2.2.6. Sea f funcién acotada sobre [a, b] y sea P’ refinamiento de la particion P de [a, b], entonces

s(f,P)<s(f,P') y S(f,P)=S(f,P)

Demostracion

Es suficiente con probar que esta propiedad es cierta cuando P’ tiene un punto més que P. Sea I el
punto agregado a P en el intervalo [xx_1, x¢]. Esto hace que este intervalo se descomponga en dos;
[xx_1,h] y [h, x]. Para demostrar la propiedad con las sumas inferiores consideremos que 1, es el
infimo sobre [x;_1, 1] y my, es el infimo sobre [h, x]. De esta forma se tiene que la relacién entre el
infimo de f sobre [x;_1, xx| y estos nuevos infimos es

me < my, y  my <y,

Luego,

s(f,P") —s(f,P) = [my, (h — xp_1) 4+ my, (xx — h) | — my(x — x4_1)

= (my, —my)(h — xx_1) + (my, —mi) (xx —h) >0
Esto prueba que s(f, P) < s(f,P’).

Proposicién 2.2.7. Para dos particiones cualesquiera Py y P, de [a, b] se satisface

s(f, 1) < S(f, P2)

Demostracion

La particién P = P; U P, es un refinamiento de P; y de P,. Del resultado anterior se sigue que
s(f,P1) <s(f,P) <S(f,P) <S(f, P)

2.3. Integral de Riemann

A partir de la proposicién 2.2.5, a saber,
m(b—a) < s(f,P) < S(f,P) < M(b—a)

se observa que, si llamamos ¢ al conjunto de todas las particiones del intervalo [, b], y la propiedad
se estd cumpliendo para cada particién P de {, entonces el conjunto de las sumas inferiores

{s(f,P)/Pel}

es un conjunto acotado superiormente por M(b — a), y en consecuencia, debe tener supremo. De
manera andloga, el conjunto de las sumas superiores

{s(f,P)/Pel}

es acotado inferiormente por m(b — a), y debe tener infimo. Damos nombre y simbologia propia a
este supremo e infimo.
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2.3 Integral de Riemann

Definicién 2.3.1. Sea f funcién acotada sobre [a,b]. Se llaman integral inferior y superior de f sobre el
intervalo [a, b a las expresiones:

= [ fx)dx = sup{s(f,P)/P € 5}

= [ flx)dx = inf{S(£, P)/P € C)
A partir de esta definicion se tiene:

Proposicién 2.3.2. Sea f funcion acotada sobre [a,b] y tal que m < f(x) < M,Vx € [a, b], entonces

m(b—a) < /bf(x) dx < ff(x) dx < M(b — a)

Demostracion

b
Como / f(x) dx es el supremo del conjunto {s(f,P)/ P € (}, de la proposicién 2.2.5 se sigue que
b
m-(b—a) <s(f,P) < [ flx)dx

b
Anélogamente, / f(x)dx es el infimo de {S(f,P)/P € {}. Luego,
a

/bf(x)dx <S(f,P) < M- (b—a)
Probaremos ahora que o
b b
| fdx< [ f

Para ello, sean P; y P, particiones de [a, b]. De acuerdo con la proposicion 2.2.4 se tiene que

s(f,P1) <S(f, P)
Luego, sup{(s(f,P1)} < S(f, P»). Estoes,

[ fedx < s e

Se sigue que

[ f)dx < (s (s, P))
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2.3 Integral de Riemann

Es dedir,

[ < [ sy ax

En consecuencia o
b b
m(b—a) < / F(x)dx < / F(x)dx < M(b—a)
Ja_ a
Con lo hasta aqui obtenido conformamos un sélo resultado

Proposicién 2.3.3. Sea f funcién acotada sobre [a, b] entonces

b b
m(b—a) <s(f,P) < [ fxdr < [ f(x)dx <S(£,P) < M(b—0)

Aparentemente nos hemos desviado del problema original que era el drea, pero no tanto, vamos a
entrar a la siguiente definicion, sobre la que se fundamenta la teoria de la integral, y posteriormente
enlazamos con nuestro problema original.

Definicién 2.3.4. La funcion f acotada sobre [a, b] es Riemann integrable sobre [a, b| si satisface
b b
[ feydx= [ flx)dx
Ja a

b
El valor comtn de estas integrales se denomina integral definida o de Riemann. Se anota / f(x)dx.
a

Esto es S
/ibf(x)dx:/abf(x)dx:/abf(x)dx

El caso particular, 4 = b corresponde al intervalo [a,a] = 4, para el cual la tnica particién es P =
{x0 =a, x; = a}. Luego, si f estd definida en x = g4, se tiene

s(f,P) = S(f, P) = f(a)(x1 — xo)
De aqui que

Esto es

/aaf(x)dx:0

Teorema 2.3.5. Si f es integrable sobre [a, b], y P es una particion de este intervalo, entonces

m(b—a) <s(f,P) < [ fx) dx < S(f,P) < M(b—a)
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2.3 Integral de Riemann

Este resultado es una consecuencia directa de la proposiciéon 2.3.3 y de la definicién 2.3.4. Lo enun-
ciamos sélo con el fin de enfatizar que la integral definida es un nimero y que tenemos un medio
para aproximarnos a él.

51
Ejemplo 2.3.6. Hallar un valor aproximado de / p dx, usando la particiéon P = {1, g, 2, g, 3,4,5}
1

Los valores méximos y minimos en cada subintervalos se muestran en un rectangulo

6
211 1] 1 21 1 1] 1 1 1
P) = —x V=2 2 s 12 1= 2
s(f,P) ];mk(xk Xk—1) 2+ 2+ 2+ 2+ +
S(f, ZMk Xk — Xg—1) I =— 1,86
k=1

De aqui que

Un valor més aproximado de la integral es la media aritmética de las sumas superiores e inferiores.

Es dedir,

51 1 49
| dx =3 [s(f,P)+S(f,P)] = 55 =1,063

El error que se estd cometiendo se puede calcular, ya que el teorema anterior asegura que

5
s(f,P) < | flx)dx < S(£,P)

A partir de aqui, sumando —1 [s(f, P) + S(f, P) ]. Se tiene

e 3 (st + 8¢ D) | < 3 (80P (7, P)]

1

En consecuencia, el error cometido al considerar esta particiéon es menor o igual que 0, 24. El valor
exacto de la integral es
51
| S dx=1n5
1 X

El siguiente resultado muestra que es posible aproximarse a un valor de la integral definida, por
medio de las sumas superior e inferior, tanto como se quiera. Proporciona una condicién de integra-
bilidad.
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2.3 Integral de Riemann

Teorema 2.3.7. (condicién de integrabilidad)
Una funcion acotada f es integrable sobre [a, b] si y sélo si, Ve > 0, existe particion P de [a, b| tal que

S(f,P)—s(f,P)<e
Demostracion

—) Si f es integrable, entonces
b b b
/ﬂ f(x)dx = /a f(x)dx = /u f(x)dx
b

Como [ f(x) dx es el supremo del conjunto {s(f,P)/P € (} y también el infimo del conjunto
{S(f, P)a/P € ('}, entonces existen particiones P; y P, tales que, Ve > 0 se tiene

/f dx —s(f,P1) <
S(f,P2) — / flx)dx <

Al sumar estas expresiones se obtiene

NI NM

S(f,Pa) —=s(f, 1) <e

Al considerar que P = P; U P, es refinamiento, tanto de P; como de P,, se concluye que

S(f,P) =s(f,P) <S(f, o) —s(f, 1) <e

<) Suponemos ahora que Ve > 0, existe P particiéon de [4, b] tal que

S(f,P)—s(f,P) <e

Usando la propiedad 2.3.3 tenemos

0< /abf(x) dx—/ubf(x) dx < S(f,P) —s(f,P) < e

Esto es

lo que asegura que
/ ¥)dx = / Flx

b
Asi, / f(x) dx existe. En consecuencia, f es integrable sobre [a, b]
a
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2.3 Integral de Riemann

1, jonal
Ejemplo 2.3.8. La funcion f : [0,1] = R, f(x) = {0 X raciona l
, X lrraciona

no es integrable. En efecto, consideremos la particién P = {xo, x1,-- -, x, } de [0, 1]. Sobre cualquier
intervalo, el valor del infimo my; = 0, y el valor del supremo es My = 1. De aqui que las sumas
inferiores y superiores son

s(P,f):imk-Axk:O y S(P,f):iMk-Axkzl
1 1
Se sigue que b —
[ fydx = sup{s(P, )} =0y [ f(x)dx = mf{S(P, )}

Las integrales son distintas, luego, f no es integrable en [0, 1].

A la condicién de integrabilidad anterior agregamos la siguiente, que guarda relacién con el calculo
de limites en las sumas superior e inferior.

Teorema 2.3.9. Una funcion f acotada sobre [a, b] es integrable si y slo si, existe una sucesion Py, Py, - - -, Py
de particiones de [a, b] tal que
lim (S(f, Pu) — s(f, Pr)) = 0

n—o00

En tal caso

b
| fydx = lim s(f, B.) = lim S(7, Py)
Demostracion
—) Si f es integrable, entonces Ve > 0 existe particiéon P tal que
S(f,P)—s(f,P) <e

n € N, resulta que para cada n existe una particién P, tal que

S(F,B0) = s(f,Ba) < 1

De esto, la sucesion de particiones Py, Py, - - -, P, es tal que

lim ( S(f, P) = s(f,P) ) = 0

n—o00

1

Tomando e = -,

<) Si suponemos ahora que la sucesion (P,) satisface la relacion
Entonces para € > 0 dado, alguna particién P, satisface

S(f,P)—s(f,P)<e
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2.3 Integral de Riemann

Esto significa que f es integrable sobre [a, ].

Por otra parte, para probar que la integral es el limite de las sumas superiores e inferiores, conside-
remos la particién P, de [a, b], la que debe verificar que

b
s(f,B) < | flx) dx < S(f,Py)

De esta relacion se deducen:

10 [ F0x) dx—s(fBa) < (o) — (£, )

b
2. 0 S(f,P) — [ f(x) dx < S(f,P) = s(f, Pa)
a
De la primera de estas expresiones se llega a

(U Ba) — U B)) < [ Fx) e, By) < S, Bo) — (£, )

de lo cual

’/abf(x) dx —s(f, Pu)|< S(f, Bu) = s(f, Pu)

Tomando limite cuando n — oo se concluye que

i | [ = (7,2 | =0

tim [s(7,2) ~ [ x| =0

En consecuencia, las sumas superiores e inferiores tienen el mismo limite. Esto es,

De igual manera,

b
| £ dx = Jim s(f, Pa) = Jim S(F, Pa)
Este resultado permite en contados casos y con mucho esfuerzo e ingenio calcular algunas integrales.
Sin embargo, tiene un corolario bastante interesante y sencillo de aplicar.
Corolario 2.3.10. Para toda funcion f integrable en |0, 1] se verifica que

i 31 () 5 = )

k=1
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2.4 Funciones Integrables

2.4. Funciones Integrables

Los teoremas 2.3.7 y 2.3.9 entregan condiciones de integrabilidad que deben tener las funciones
reales, no dicen cudles funciones son integrables. El siguiente resultado proporciona una poderosa
condicién de integrabilidad de facil verificacién.

Teorema 2.4.1. Toda funcién f continua sobre [a, b] es integrable sobre [a, b].
Demostracién

Si f es continua sobre [a, b], entonces es acotada y también uniformemente continua sobre [a, b]. Lue-
go, f tiene un méaximo y un minimo sobre cada subintervalo de [4, b], producidos por una particion
P de [a, b]. Es decir, existen xj1, x;p € [xj_1,x;] = I; tales que

flxin) =mi(f), f(xi2) = Mi(f)
teniéndose que

n

0 < S(f,P) —s(f,P) = é(wf) — i (F)) (5 — %) = Y (Fv) — Fxa) (31 — i)

i i=1
Como f es uniformemente continua sobre [a, b], entonces Ve > 0, existe § > 0 tal que

€

X1, Xpp € [a,b], |xp — xin| <0 = |f(xn) — f(xi1)| < T

Haciendo que || P ||< 4, se tiene

€

(xi - xi—l) =€

S(F,P)=s(f,P) < ). -

i1v—a

En consecuencia, f es integrable sobre |4, b]

2.5. Sumas de Riemann

Hasta este momento, la tinica herramienta de cdlculo de una integral definida son las sumas superio-
res e inferiores. Este procedimiento no es sencillo de manejar debido a la gran cantidad de computos.
Presentamos a continuacion, las denominadas Sumas de Riemann, que ya conociamos del proble-
ma del drea, y que son menos complicadas. En primer lugar, una condicién de integrabilidad y al
mismo tiempo método de aproximacién al valor de la integral.

Teorema 2.5.1. Si f es una funcion continua sobre [a, b], entonces para todo € > 0, existe & > 0 de modo que
para toda particion P de [a, b] con ||P|| < 6, y para todo Xy € [xx_1,Xk], se verifica que

[ Fedx = Y- pm) (- ven)| <
a k=1
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2.5 Sumas de Riemann

Demostracion

Para cualquier particion P, y X; € [x;_1, x| se verifica que

S(f,P) < kg £ (3¢ — x¢1) < S(f, P) 1)
Como f continua implica f integrable, entonces
(.7 < [ fx)dx < (5, ) 22)
Restando la ecuacién (2.1) de la (2.2) se tiene
~SUP) +s(fP) < [ f(x)dx - kz £ (56 — ¥ 1) < S(F,P) — s(£, P)

de esto

<€

[/ Fds= 3 ) (=)

Este teorema muestra que haciendo la norma de la particién suficientemente pequefia, se puede
calcular, por un nimero finito de adiciones y multiplicaciones la integral definida de una funcién
continua, tan aproximadamente como se desee. Este resultado es facil de recordar si lo escribimos
de otra forma. El que la norma de la particiéon tienda a cero, significa que el nimero de puntos de
la particion tiende a infinito, esto es, n — co. Como la diferencia, en valor absoluto es menor que
cualquier € > 0 dado, entonces el limite de esa diferencia es cero. Es decir,

n b
lim Y F(%) (v 1) = [ fx)da
k=1 a

La sumatoria involucrada, se llama suma de Riemann de la funcién f relativa a la particion P.
Ahora tenemos dos métodos para aproximarnos a una integral definida, a saber: uno mediante su-
mas superior e inferior, y el otro a través de la suma de Riemann. Ambos métodos presentan des-
ventajas tales como: computo de sumas, localizaciéon de los valores maximos y minimos en cada
subintervalo, y para el altimo método, en particular, no existe manera de determinar el é, depen-
diendo entonces la aproximacién de la eleccién de los X. Mostramos un ejemplo.

10

Ejemplo 2.5.2. Consideremnos / x> dx. Hallemos
0

1. un valor aproximado, dividiendo el intervalo [0,10] en cinco subintervalos de igual longitud, y emplean-
do 1 (s(f,P) + S(f,P))

n
2. un valor aproximado usando Z f(Xk) (xx — xx_1), X punto medio de cada subintervalo de la particion
k=1
dada en el punto anterior.
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2.5 Sumas de Riemann

3. el valor exacto de la integral usando el limite de una suma de Riemann.

1) La particién debe ser P = {0,2,4,6,8,10}, xx_1 — x; = 2. Como la funcién f(x) = x> es creciente,
el maximo My se encuentra en el extremo derecho de cada subintervalo, y el minimo en el extremo
izquierdo. Luego

5
S(f,P) =Y MyAL =8-2+64-2+216-2+512-2+ 10002 = 3600
k=1

5
s(f,P) =Y m ALy =0-2+8-2+64-2+216-2+472 -2 = 1600
k=1

Luego
10 1
/ X dx ~ = (3600 + 1600) = 2600
0

b) Los puntos medios de cada intervalo son:
X1=1,%=3,%x3=5X1=7,%=9
A partir de los cuales se obtiene
f(x1) =1, f(x2) =27, f(x3) =125, f(x4) =343, f(X5) =729
Luego
10 5
/ Bdx =Y () (- xp_1) = (1+27 + 125 4 343 + 729) - 2 = 2450
0 k=1

c) Al dividir el intervalo [0,10] en n subintervalos, cada uno de ellos tiene la forma Al = 111—0. Al
escoger X, como el extremo derecho de cada subintervalo, para 0 < k < n, tenemos

10 10 10
{x(,:o, =0+, z2:0+2-—,---,xk=o+k-—}
n n n

3
Como f(x) = x3, entonces f(X;) = (10 : %) . Luego

10 no1 k3 1 1 n
/ x*dx = lim Z OO(; . —0 = lim 00400 Z K3
0 n—oo =1 n n n—o00 n k=1
2 2
— lm 10000.11 (n—|—1) — 9500

n—oo pnt 4
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2.6 Conexion: Area - Integral

2.6. Conexion: Area - Integral

iPor fin!, estamos de vuelta. Si bien es cierto hicimos célculos de integrales, en el fondo nuestra
mente estaba en el problema del 4rea. Estamos en condiciones de justificar ahora que el drea de una
region se puede evaluar mediante una integral definida. Recordemos que estamos interesados en el

area de regiones planas de la forma R = {a < x < b, 0 < y < f(x)}. Previamente, se establecen los
convenios que se indican, y que muestran la figura 2.10

1. AL(f) denota el 4rea bajo f en [a,b]
2. f(x) <g(x), Vx € [a,b] = AY(f) < AL(3)

3. AY(f) = AL(f) + Al(f), parac € [a,b]

£ f
f
f
a b a b a c b
AL(f) AL(f) < AN(8) AS(f) + AL(f) = AL(f)
figura 2.10

Consideremos una particion P = {x; /0 < i < n} del intervalo [a, b] tal como lo muestra la figura
2.11. De acuerdo con el tercer convenio se tiene

n

AL(f) = AR () + AR () + -+ AT (f) = Y AL (f)

i=1

Sean M; y m; el mdximo y minimo de f, respectivamente, en el intervalo I;, entonces se satisface la
relacion
x;
mi (x; —xi—1) < Ay (f) < M (% — xi-1)

Al considerar todas las sumas se tiene
s(f,P) < Ay < S(f, P)

Esto quiere decir que A%(f) es cota superior de {s(f,P)/P € {}, y cota inferior de {S(f,P)/P € (},
por lo tanto,

[ seax < k) < [
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2.7 Célculo de la integral definida

Ahora bien, si la funcién f es integrable, debe tenerse

:/abf(x)dx

expresién que representa la tinica definicién posible de A%( f), para funciones f no negativas e inte-
grables que cumplen con las condiciones impuestas.

y

a = Xo Xi-1 X; b=x,
figura 2.11
Dejamos por otro momento el problema del drea, nos dedicamos de lleno a presentar de que forma

podemos hallar integrales definidas en forma mds simple que lo mostrado hasta ahora. Una vez
hecho esto volvemos con drea y jmucho, pero mucho mas!

2.7. Calculo de la integral definida

Ahora viene lo que se estaba esperando, una forma sencilla y facil para calcular la integral definida.
El método tiene como base dos resultados, conocidos como Teoremas fundamentales del calculo,
que relacionan la diferenciacién con la integracién y que ponen de manifiesto que la integracién es
el proceso inverso de la diferenciacion.

Teorema 2.7.1. (Primer Teorema Fundamental del Cdlculo)

Sea f funcién continua sobre el intervalo I = [a,b]. Si F(x f f(t) dt, entonces F es diferenciable sobre
I, y se tiene
F'(x) = f(x), Vx e

Demostracion

Para probar este hecho se considera la figura 2.12 y las siguientes notaciones:

F(x) = dreadesde ahasta x
F(x+h) drea desde a hasta x + h
F(x+h)—F(x) = areadesde xhastax+h
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2.7 Célculo de la integral definida
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OO
252555
LKKKY
R

¢ >

e

)
RRK

XX
3K
XX

050
XXX

020
bo2e

%
a

>

%

Q
Q

&

&
3%
55

a X x+h b
figura 2.12

Queremos probar que F/(x) = f(x), 1o que, de acuerdo a la definicién de derivada, equivale a probar
que

F(x+h)—F(x)

Il = f(x

hlg(l) h fx)

Empezamos por armar por partes este rompecabezas. Lo primero es traducir a integrales el nume-
rador de la derivada. Se tiene

F(x +h) — F(x) :/ath(t) dt—/axf(t) dt:/xth(t)dt

Toda funcién continua en un intervalo cerrado alcanza un valor maximo y un valor minimo. Esto
hace que miremos con atencién el intervalo [x, x + h] pues alli f es una funcion continua. Siendo asi,
decimos que Mj, y my, son este valor maximo y minimo, respectivamente. Luego, el 4rea bajo este
intervalo satisface

x+h
h-mhg/ FHydt<h-M,
X

lo que equivale a
F(x+h)—F(x)
h

Usando de nuevo la continuidad de f en [x, x + &], se debe cumplir que

my < <My

lim M, = lfm mj, =
lim M, = lim m, = f(x)

Ahora, por el teorema del sandwich,

Cambiando notacidn, esto es
F'(x) = f(x), Vx € [a,b]

La funcién F del teorema se llama antiderivada de f en [a, b].
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2.7 Célculo de la integral definida

X
Ejemplo 2.7.2. La derivada de la funcién / V4 + todt es, de acuerdo al primer teorema fundamental
0

F(x) = /0 VAT odt — F'(x) = VA + 10

El siguiente resultado puede ser considerado simple consecuencia del Primer Teorema Fundamen-
tal, relaciona la integral con la diferencial, y complementa el método de evaluacién de integrales
definidas.

Teorema 2.7.3. (Segundo Teorema Fundamental del Célculo)
Sean f continua en [a,b] y F una antiderivada de f en [a, b], entonces

[ F(eyat = Fv) ~ Fla) = F(x)

a

Demostracion

X
Sea G(x) = / f(t) dt otra antiderivada para f en [a, b]. Siendo asi, F y G difieren en una constante.
a

Es dedir,
G(x) = F(x)+c, Vx € [a, b]

Como G(a) = F(a)+c y G(a) = /af(t) dt = 0, se tiene c = —F(a). Luego, G(x) = F(x) — F(a).
De aqui ’

G(b) = F(b) — F(a) (2.3)
Ahora, ,

G(b) = / £(¢) dt (2.4)

Luego, de las ecuaciones 2.3 y 2.4 se tiene

[ F(eyat = Fv) - Fla)

4
Ejemplo 2.7.4. Para evaluar / xdx, se determina, en primer lugar, la primitiva de f(x) = x, que es
1

2
x . , .
F(x) = —. A continuacién, por el sequndo teorema fundamental se tiene

2
4 2\* 15
Jreee=(3),3
1
Ejemplo 2.7.5. Para calcular / (2x — 5x* + 1) dx, se conoce que la primitiva de f(x) = 2x — 5x* + 1 es
0

2

la funcion F(x) = x*> — x> + x. Luego

1
/ (2x —5x* +1) dx = <x2—x5—|—x> =1
0

56



2.8 Métodos de Integracion

2.8. Meétodos de Integracion

Los métodos de integracion que se emplean para calcular integrales definidas, son los mismos que
se usaron en el cdlculo de la integral indefinida. Establecemos los dos métodos de célculo més usa-
dos en calculo de integrales. Se podra apreciar que ya no serd necesario por ejemplo, cuando se
hacen sustituciones trigonométricas, pasar por el tridngulo para volver a la variable original y luego
evaluar.

Teorema 2.8.1. (Meétodo de Sustitucion)
Sea g’ funcién continua sobre el intervalo [a, ], y sea f funcion continua sobre el rango de g, entonces

b , s ) da
[ flst g @ax= [ ()

1
Ejemplo 2.8.2. Para hallar / 2x (x* —1)*dx, se usa la sustitucién z = x> — 1. La diferencial es dz = 2xdx.
0

Los nuevos limites de integracion son

En consecuencia 1 0 1
/ 2x(x2—1)4dx=/ ztdz = ——
0 -1 5

1

1
Ejemplo 2.8.3. Probar que/ ™M1 —x)"dx = / (1 —x)™
0

0

Si hacemos z = 1 — x, entonces dz = —dx. Para cambiar los limites de integracién tenemos que,
x=0=—=2z=1, x=1=—=2z=0

Luego

1 0 1
/ " (1—x)"dx = / (1—2)"2" (—dz) = / Z"(1—z)"dz
0 1 0
x2
Ejemplo 2.8.4. La derivada de la funcién / V4 +t0dtes
0

x2
F(x) :/ VAT 16dt = F'(x) = 2x V4 + x12
0

La explicacién para esto es que el limite superior de la integral tiene x2. Luego, con el cambio de
variable z2 = t es 2zdz = dt. Por tanto, la integral original pasa a ser equivalente con

X
F(x) :/ VA4 +212.22dz = F'(x) = 2x 4+ x12
0
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2.9 Propiedades de la Integral Definida

Teorema 2.8.5. (Método de integracion por partes)

Si la funciones f y ¢ son derivables sobre el intervalo [a, b], y las funciones f'y g’ son integrables sobre [a, ],

entonces
b

b b
| F) g 0 dx = () 8| = [ g) £/ (x) d

a

/2
Ejemplo 2.8.6. Para calcular / x cos x dx, se usa integracion por partes, con u = x, dv = cos x dx,
0

du = dx, v = sen x. Luego

/2 /2 /2
/ xXcosxdx = xsenx — / sen x dx
0 0 0
T /2 T
= —+4cosx = ——1
2 T T2

2.9. Propiedades de la Integral Definida

Vamos a continuar en la teoria de la integral, con el fin de establecer propiedades que simplifiquen
los calculos. Una vez hecho esto retomamos el problema del drea y otras aplicaciones que posee la
integral definida.

Area de un rectingulo :Sea f(x) = k,Vx € [a,b], k constante, entonces
b
/ kdx = k (b—a)
a

Esta propiedad corresponde al area de un rectdngulo de base (b — a) y altura k.

Areanula :Si f es integrable sobre [a, b] entonces
c
/ f(x)dx=0, Vcé€lab]
C
Esta propiedad corresponde al drea de un rectdngulo de base cero y altura f(x)

Positividad : Si la funcién f es integrable sobre [a,b], y f(x) > 0, Vx € |4, b], entonces

/abf(x)dXZO
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2.9 Propiedades de la Integral Definida

Demostracion

Sea F antiderivada de la funcién f sobre [a,b], entonces F'(x) = f(x), Vx € [a,b]. De la hipotesis
que f > 0, se sigue que F'(x) > 0 sobre [a, b]. Esto significa que F es creciente sobre [a,b]. Es decir,
a <b= F(a) < F(b),lo que lleva a que

[ £ dx = Fo) — F(a) > 0

Linealidad Si la funciones f y g son integrables sobre [a,] y k es una constante, entonces las fun-
ciones f + g, k - f son integrables sobre [a, b], y se tiene

[ U@ s ar = [ fdet (g0
/abk-f(x)dx — k-/abf(x)dx
Monotonia Sean f y g funciones integrables sobre [4, b] y tales que f(x) < g(x),Vx € [a, b], entonces
[ s ax < [ s ax

Para demostrarlo, considerar g(x) — f(x) > 0 en la propiedad de positividad.

Aditividad Si f es una funcién integrable sobre [a,b], y ¢ € [a, b], entonces

[ fwyac= [ faxs [ 5 dx

Demostracion

Sea F antiderivada de f sobre [a,c|, y G antiderivada de f sobre [c, b]. Ahora, definimos la funcién

H como
H(x) = F(x), six € [a,c]
G(x)+ F(c) — G(c), six € ]c,Db]

Es claro que H es una funcion continua, y antiderivada de f sobre [a, b]. Luego
[ rwax | "fa)dx = H(c)— H(a) + H(b) — H(c)
= H) - H@) = [ f() &
Aditividad Si f es una funcién integrable sobre [, b] entonces

/abf(x)dx:—/baf(x)dx

Para demostrarlo considerar a = b en la propiedad anterior.
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2.9 Propiedades de la Integral Definida

Valor absoluto : Si f es integrable sobre [a, b], entonces |f| es integrable sobre [a, b]. Se tiene

‘/abf(x) x| < [ 1)

Demostracion

—If ()] = f(x) < [f(x)]
a partir de esto
b b b
- [ if@lar< [fe < e dx
de donde se obtiene

"ty x| < [ 1F()] dx
/ /

Invarianza frente a una traslacion : Si f es una funcion integrable sobre el intervalo [g, b], entonces
para cada nimero real c se tiene

b+c
f(x—c)dx
+c

[ flayax =

a

La demostracién de esta propiedad es inmediata, el cambio de variables z = x — ¢ transforma la
integral del segundo miembro en el primero. Esta propiedad no es otra cosa que una traslacion,
proceso que ya ha sido estudiado, solo cabe recordar que cuando ¢ > 0, la curva f(x — ¢) se traslada
hacia la derecha, y cuando ¢ < 0 hacia la izquierda. Ilustramos esta propiedad, considerando el
recinto acotado por la funcién y = (x + 1)? y las rectas x = 0, y = 0, como muestra la figura 2.13.

Y Y

x figura 2.13

En este caso, f(x) = (x+1)> = f(x —1) = x%. Ademds, x € [-1,0], ¢ = —1, de manera que
esta traslacién transforma el recinto dado en otro recinto R = {(x,y)/ 0 < x <1, 0 <y < x?}
“equivalente”. Observar que las dreas permanecen invariantes bajo traslacién, como lo afirma el
teorema, pues

A(R):/O(x—kl)zdx:/lxzdx:%

-1 0
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2.10 Teorema del valor medio

Dilatacion o contraccién del intervalo Si f es una funcién integrable sobre [a, b] entonces para cada
real c se tiene

b be
[ rwar== [7 ) ax

La demostracion es inmediata usando z = % En este caso, tal como su nombre lo indica, se trata de
dilatar o de contraer el intervalo de integracién, adquiriendo la curva una ampliacién o contraccién,
proceso que establece el argumento £. Por ejemplo, el recinto que acotan y = 0, la funcién y = x?
conx € [0, %] es muy pequeno. La propiedad de dilatacién permite ampliarlo y evaluar la integral
en este nuevo recinto. En efecto, en este caso ¢ = 10, de modo que

1
o2 _1/112 _ !
/oxdx_lo . (700”9 = 3000

2.10. Teorema del valor medio

La integral definida permite ampliar el concepto de media o promedio a los valores de una funcién
sobre un intervalo. La media o promedio aritmético de los n ntimeros {a1,az, - - - ,a, }, que se denota
por 4, corresponde al nimero
ait+axy+---+ay
n

En el caso especifico del drea, la idea es la siguiente: Sabemos que la integral representa el 4rea bajo
la curva y = f(x), sobre el eje x, y entre las rectas x = a y x = b. Tal como muestra la figura 2.14

y Yy

figura 2.14

f — valor promedio de f

a b X a b X

—_— ) — g ————

En muchos problemas no se requiere tener un valor exacto sino mds bien un valor aproximado. En el
caso del drea bajo la curva ésta se puede aproximar por el drea del rectdngulo de base b — a y altura
f-Y como sabemos que el drea es la integral definida, entonces

b—a) F= [ f(x)dx
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2.10 Teorema del valor medio

Teorema 2.10.1. (del Valor Medio para Integrales)
Si la funcién f es continua sobre [a, b), entonces existe un punto c € (a,b), tal que f(c) = f. Es decir

[ F0ydi=-a) 50
Demostracion

Como f es continua sobre un intervalo cerrado [g, b], entonces ella es acotada sobre [a, b], de aqui que
existen un valor maximo M y un valor minimo m, tales que

m< f(x) <M, Vxée]ab] (2.5)

Integrando y haciendo uso de la propiedad de monotonia tenemos

m(b—a):/bmdxg/bf(x)dxg/bde:M(b—a)

al dividir por b — a se obtiene

mgbia /abf(x)dng (2.6)

La continuidad de f sobre [a, b] hace que alcance todos sus valores (teorema del valor intermedio),

1 b
entonces (observar 2.5 y 2.6) debe alcanzar, en algun punto c de [a, b], el valor - / f(x) dx. Esto
- a

es

fle) = [ )

Ejemplo 2.10.2. Un caddver se enfria de 37 grados celsius hasta los 10 grados celsius. La temperatura T a los
t minutos de empezar el enfriamiento lo modela la funcién

T =10+27¢ %"

= Un esquema gréafico de la situacién lo
muestra la figura 2.15

= La temperatura del cuerpo a cabo de una

37
hora es

T =10+27 ¢ %" — T(60) = 10,06°

. . O R
= La temperatura promedio en la primera

hora es

T L ® figura 2.
T(60) = @/0 (10 +27 e’O'”) dt = 14,488° gura 2.15

Ejemplo 2.10.3. La regién la acotan las curvas y = x%, y = 0, x = 1. Hallemos el niimero c del T.V.M.,
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2.10 Teorema del valor medio

Para satisfacer el T.V.M. se necesita que

flo) = 5 [ flx)

Mirando el recinto y esta integral nos damos cuenta que, a = 0, b = 1 Como se conoce la funcién y
los limites de integracion, entonces el T.V.M. toma la forma

f(c) :/lezdx:%

Si f(x) = x?, entonces f(c) = c%. Al resolver esta igualdad se encuentran dos valores, s6lo uno de
ellos estd en el intervalo, y es

1

c=—

V3

Se bosqueja el recinto en figura 2.16
Yy
y = x? x=1
X
y=0
figura 2.16

La siguiente, es una generalizacién de este teorema.

Teorema 2.10.4. (TVM generalizado)

Sea f funcién continua sobre [a,b|, g funcién positiva e integrable sobre [a,b]. Entonces existe un punto
c € (a,b) tal que

Demostracion

Como f continua sobre [a,b] implica f acotada, existen maximo M y minimo m para f sobre [a, ],
tales que m < f(x) < M. Al multiplicar por ¢ > 0 se tiene

m-g(x) < f(x)-g(x) < M-g(x)

como las funciones de esta desigualdad son integrables, entonces

/abmg(x) dx < /abf(x)g(x) dx < /ang(x) dx
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2.11 Funciones Escalonadas

b
Ahora, si / ¢(x) dx = 0, entonces cualquier ¢ € [a,b] satisface el Teorema (f(c) -0 = 0). Si
a

b
/ g(x) dx > 0, podemos dividir la desigualdad anterior por esta integral para tener
a

< Ju F) 8 dx
J, g(x) dx

Por el Teorema del Valor Intermedio la funcién f continua, debe asumir todos los valores compren-
didos entre su minimo m y su méximo M, en consecuencia, existe un punto c € [a, b] tal que

) f(x) g(x) dx
fab ¢(x) dx

f(c)

a partir de lo cual se obtiene

[ F0 s dx=f(0) [ st dx

Observar que con g(x) = 1, se tiene la versién simple del Teorema del valor medio para integrales.

2.11. Funciones Escalonadas

Una funcién se denomina continua por tramos en un intervalo [a,b] de R si tiene sélo un namero
finito de puntos de discontinuidad y en ellos existen los limites laterales finitos. Un caso particular
de estas funciones corresponde a las funciones escalonadas. Un resultado que asegura la existencia
de la integral para este clase de funciones es el siguiente.

Teorema 2.11.1. Si f es una funcion acotada y continua, salvo en un niimero finito de puntos de [a,b],
entonces f es integrable sobre [a, b]

La demostracién de este hecho se puede hallar en textos avanzados de cédlculo. Veamos el caso par-
ticular de las funciones escalonadas.

Definicién 2.11.2. La funcién f : [a,b] C R — R se dice escalonada si existe una particion P de [a, b, tal
que f es constante en cada subintervalo abierto de P. Esto es,

f escalonada <= f(x) =c, xp_1 <x<2x,, keN

Es claro, que la integral de una funcién escalonada f sobre [a, ] es

/abf(x) dx = kéck (XK — Xk—1)
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2.12 Distancia recorrida por un movil

3
Ejemplo 2.11.3. Hallar / [x] dx, si la particion P = {—1,0,1,2,3}
1
-1, si—-1<x<0
, si 0<x<1
, s 1<x<?2
, si 2<x<3

Como x; — x,_1 = 1, y ademds, [x] =

N — O

entonces 3
/ dx = —1-140-141-142-1=2
-1

3
Ejemplo 2.11.4. Para hallar la integral / [x] dx, usemos propiedades de la integral definida.
-1

3 0 1 2 3
/ [x]dx:/ (—1)dx—|—/ de—|—/ 1dx—|—/ 2dx =2
-1 -1 0 1 2

x, 0<x<1

2
Ejemplo 2.115. Hallar | f(x)dx, i f(x) =
jemplo allar A f(x)dx,si f(x) {3, l<x<?

Nada mas simple que emplear la propiedad de linealidad

1 2

2

? ) d e d Y P
/Of(x) x-/ox x+/1 X—?

2.12. Distancia recorrida por un mdvil

+3x

0 1

El célculo del limite que se expresa como el drea bajo una curva se presenta también en el problema
de determinar la distancia s recorrida por un cuerpo que se mueve a lo largo de una linea recta, con velocidad
variable v = f(t), en el intervalo de tiempo entre t = a y t = b. Veamos esto.

Suponemos que la funcién f(t) es continua, es decir, en intervalos pequetios de tiempo la velocidad
so6lo varia ligeramente. Se divide el intervalo [a,b] en n partes de longitudes Aty, Aty, - - - At,,. Para
hallar un valor aproximado de la distancia recorrida en cada intervalo At;, coni = 1,2,--- ,n es
l6gico creer que la velocidad en este intervalo cambia muy poco. Por eso, podemos considerar apro-
ximadamente constante esta velocidad y hacerla igual, por ejemplo, a f(t;). Luego, la distancia total
recorrida es aproximada por la siguiente suma

El limite de esta suma para subdivisiones cada vez mas pequefias (n — o0) aproximara la distancia
recorrida, a saber, b — a. Esto es,
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2.12 Distancia recorrida por un movil

Ejemplo 2.12.1. En los casos en los que la velocidad es constante o varia linealmente con el tiempo, el des-
plazamiento o distancia se calcula ficilmente. Asi, si v = 30m /s, entonces la distancia recorrida por el mévil
entre los instantes t) = 0y t = 10 sequndos es s = 30 x 10 = 300 metros. La figura muestra que corresponde
al drea del rectdngulo de lados 10 y 30.

0 0

30 30
300 150

0 10 0 10
figura 2.17 figura 2.18

Ejemplo 2.12.2. Si la velocidad de un movil es v = 3t, entonces la distancia que recorre, entre los instantes
to = 0y t = 10 segundos, es de s = 150 metros y equivale al drea del tridngulo % 30 x 10 = 150 metros

De esta forma, si un punto material se mueve a lo largo de una linea recta con velocidad y = f(f),
donde ¢ es el tiempo, la distancia d recorrida por el punto en el intervalo de tiempo desde t = ¢; a
t = t viene expresada por la integral definida

d= ttzf(t) dt

Supongamos conocida la ecuacién del movimiento del punto, esto es, la funcién s = F(t), que ex-
presa la dependencia de la distancia s respecto al tiempo t a partir de un punto inicial A sobre la
recta. La distancia recorrida en el intervalo de tiempo [t1, t2] es evidentemente igual a la diferencia
d = F(t;) — F(#;). De este modo, consideraciones fisicas llevan a la igualdad

* (e di = F(t2) - F(t)

que expresa la conexién entre la ecuacién del movimiento del punto y su velocidad.

Se llega asi al resultado de que para una clase muy amplia de funciones f(x), que incluye todos los
casos en los que la funcién f(x) puede ser considerada como velocidad de un punto en el instante x
se verifica la siguiente igualdad.

[ Fydx = )~ Fl@

donde F(x) es una primitiva cualquiera de f(x).

Estaigualdad es la famosa férmula de Newton-Leibniz que reduce el problema de calcular la integral
definida de una funcién a la obtencién de una primitiva de la misma, y constituye un enlace entre el
célculo diferencial e integral.
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2.12 Distancia recorrida por un movil

En sus investigaciones matemdticas Newton siempre adopté un punto de vista fisico. Sus trabajos sobre los fundamentos
del cdlculo diferencial e integral no pueden ser separados de sus trabajos sobre los principios de la mecinica. En cambio
las investigaciones de Leibniz no tienen una conexion tan inmediata con la fisica, hecho que, en ausencia de definiciones
matemidticas precisas, le condujo a veces a conclusiones equivocadas. Por otra parte el rasgo mds caracteristico de la
actividad creadora de Leibniz fue su esfuerzo por generalizar su biisqueda de los métodos mds generales de resolucion de
los problemas del anilisis matemitico.

El mayor mérito de Leibniz fue la creacion de un simbolismo matemdtico que expresaba lo esencial de la cuestion. Las
notaciones por conceptos fundamentales del andlisis matemdtico tales como la diferencial dx, la diferencial sequnda d*x,
la integral [ydx, y la derivada % fueron propuestas por Leibniz. EIl hecho de que estas notaciones se utilicen todavia
muestra lo acertado de su eleccion.

Una de las ventajas de un simbolismo bien elegido es que hace las demostraciones y cdlculos mds cortos y fdciles, y evita
también, a veces, conclusiones equivocadas. Leibniz, quien no ignoraba esto, presté especial atencién en todo su trabajo a
la eleccion de notaciones.

La evolucién de los conceptos del andlisis matemadtico (derivada, integral, etc.) continud, naturalmente, después de New-
ton y Leibniz y contintia todavia en nuestros dias, pero hay una etapa en esta evolucion que merece ser destacada. Tuvo
lugar a comienzos del siglo pasado y estd particularmente relacionada con el trabajo de Cauchy.

Cauchy dio una definicion formal precisa del concepto de limite y la utilizé como base para sus definiciones de continuidad,
derivada, diferencial e integral. Estos conceptos se emplean constantemente en el andlisis moderno. La gran importancia
de estos resultados reside en el hecho de que gracias a ellos es posible operar de un modo puramente formal y llegar a
conclusiones correctas no sélo en la aritmética, el dlgebra y la geometria elemental, sino también en esa nueva y extensa
rama de la matematica, el andlisis matemdtico. (Aleksandrov, 1979, 170-173)
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2.13 Problemas Resueltos

2.13. Problemas Resueltos

Ejemplo 2.13.1. Un recinto lo acota la curva y = x2, el eje x, y las rectas x = 0y x = 3. Usar la particion
P =0, %, Z, Z, 3} para aproximar el drea de la region mediante una suma de Riemann, en la cual los X; sean,

respectivamente, 3

La particion dada genera 4 subintervalos, a saber, [0,0,5], [0,5,1,25], [1,25,2,25] y [2,25,3]. En el pr1—
mero de ellos se debe tomar el punto x; = 411 para tener un rectangulo de base 0,5y altura f ( )=
X4

del mismo modo, en el segundo intervalo se toma x; = 1, en el tercero x3 = 2 y en el cuarto
Con estos datos se construy¢ la figura 2.19.

7

1

SIS 15N

Yy Yy

2

Hkl\O_________}.

@
>g
=
I
=

figura 2.19 figura 2.20

La aproximacién pedida es

- @) A = £ 1 3) 4 3
Z.;f(xz') x=f() 5+ 7+fG)1+f(5) 3
:l'1+1-_+_.1 §§:E
16 2 4 4 4 32

Ejemplo 2.13.2. Un recinto lo acotan la curva y = x?, el eje x y la recta x = 2. Hallar el drea del recinto
usando el limite de una suma de Riemann que contenga solamente rectingulos inscritos.

La figura 2.20 muestra el recinto y la forma en que estd determinada la particién del intervalo. Para
rectangulos inscritos, m; es el minimo de f sobre A;x, y la suma de Riemann tiene la forma

lim ZmIAx

7’1—)00
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2.13 Problemas Resueltos

Sea P particién de [0, 2], tal que ||P|| = 2. Es claro, que para tener rectangulos inscritos, es necesario
considerar, en este problema, el extremo izquierdo en cada A;x, ya que f es una funcién creciente.

De la sucesién 5 5 5 5
{0-21.22.2,...i-5},1<i<n
n n n

se observa que el extremo izquierdo tiene la forma (i — 1) - % = x;_1. Luego

. no 2\* 2
A = }%Zmi-Aix: im | 1((1—1)~—) -

i=1 nﬁooz: h n
h (1) & (2 -2i+1)
- 8.113302 ns _8.n£o; n3
i=1 i=1
(52 g
= 8. 1lim — “—2 1+ 1
n—eo 13 \ =1 i=1
1 1)(2 1 1
= 8- lim — (”(”+ )(2n + )_2 n(n+ )+n)
n—oo 1 2
_ 8
3

El mismo problema resuelto mediante rectdngulos circuncritos, obliga a considerar extremos dere-
chos, los que tienen la forma i - 2, ya que f es creciente. Se obtiene g, el mismo resultado.

lim Z M; - Aix;  M;es el maximo de f sobre A;x

n—00 ¢

Por lo general, aunque es un proceso largo, el limite de la suma de Riemann entrega el resultado
exacto.
2

Ejemplo 2.13.3. Escribir 11_r>n Z como una integral y calcular su valor.
n—,oo

En esta clase de problemas debemos tener presentes la forma que tiene una suma de Riemann. En
particular, podemos establecer que ! es la norma de la particién P y que la funcién a integrar es
f(x) = x? pues, la sumatoria sefiala que los puntos x; = % elegidos, y que corresponden a los
extremos derechos de cada intervalo, estdn al cuadrado. Estos puntos son puntos extremos derechos
ya que cuando i = 1 se obtiene el segundo punto de la particién, que en este caso es x; = %, con lo

cual a = x9p = 0. Ademads, con i = n se logra el tltimo punto b = x, = 1. Por tanto,
n, 8i% i\ 1 L 8
Ii —_ =81 ~)] .- —8§. 2 dy = =
ngrolo Zl 3 8 ngrc}ol_zl n n 8 /O X" dx 3
El camino seguido no es el tnico. Veamos que sucede con el siguiente arreglo

n 1222
,}%Z Z()
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2.13 Problemas Resueltos

lo que corresponde a
I 182 2 2 4 8
E&;ﬁ—/o dx =3

De nuevo se eligieron los extremos derechos en cada intervalo, pero ahora el segundo punto x; =
0+ g’ con lo cual xg = 0, y el tltimo punto, parai = n, es x, = 2.

Ejemplo 2.13.4. Escribir como una integral nlglgo Z 2y calcular su valor.

Escribimos la sumatoria como sigue

n n 2 n i\ —2
n n 1 1 1
lim ) - = lim (—) - — = lim — - =
n—00 Z 12 n—00 Z i n n—ooo 1—21 n n

i=1 i=1
Esta es una suma de Riemann, de la forma

1 1
/ x2dx = —1+lim =
0

x—0 X

1 . . . .
como hn}) —, no existe, se concluye que el limite de la sumatoria no existe.
x—0 X

Ejemplo 2.13.5. Expresar como una integral definida 11m Z (:izl) %

Mirando la forma que tiene la expresién en la sumatoria se considera Ax = 2. Como f(x;) = (%) ,
entonces x; = % y la funcién a poner en la integral es f(x) = x%. Ademas, sii = 1 se tiene x; = Q

y con i = nesx, = 3. Esto nos hace ver la sumatoria como una de puntos derechos. Por tanto, la
integral parte es 0 y llega hasta 3. Tenemos

n .\ 2 3
lim Z(&) g:/ x2dx =9
n%ool.:1 n n 0
n

Ejemplo 2.13.6. Probar que lim —2 Z Vn2—k2=1lim )_ L

n—oo = 1712—|—k2 4

La forma general del limite de la suma de Riemann para puntos extremos derechos es

b b—a

,}%Zf R

Luego

n 2
limLZZ;\/nz—k2 = lim Z\/ Ky 1 / vV1—2x2dx

= <§arcsenx + Exﬂ) :Z

0

70



2.13 Problemas Resueltos

Analogamente
“on z 1 1 T dx

lim ——— = Ilim _— . — = —_—
n—>ookzzlnz—|—k2 n—>ook:11+<%>2 n o 14 x2

= arctgl —arctg0 = %

0, <0

Ejemplo 2.13.7. Probar que es integrable sobre [a, ], a > 0, la funcién f(x) = {1 =0
, X

Sea P = {a = xg,x1 = 0,xp = b} particion de [a, b], entonces

n
S(f,P) = Zmi-Aix:O-A1x+1-A2x:b
i=1

b
con lo cual sup{s(f,P)} =b = /a f(x)dx

Del mismo modo

n b
S(f,P) = ZMi~Aix:0~A1x+l~A2x:b:/f(x)dx
a

i=n

b b
Como / f(x)dx = / f(x)dx, la funcién f es integrable Riemann sobre [a, b], y su valor es
a a

/abf(x)dx:b

X
Ejemplo 2.13.8. Sea I,(x) = / sent dt. Demostrar que
0

n-Iy(x) = (n—1) I_o(x) —sen" 'xcosx, n>2
Por la expresion a probar, hay que hacer integracién por partes. Para ello se consideran;

u = sen" 't = du = (n — 1)sen” >t cos t dt

dv =sentdt = v = —cost
Con esto se tiene
X
Ii(x) = —sen" ltcost+ (n—1) / sen” "2t cos’t dt
0
X
Ii(x) = —sen" ltcost+ (n—1) / sen 2t (1 — sen®t) dt
0

= —sen™ tcost+ (n—1) /
0

= —sen" ttcost+ (n—1), [_o(x) — (n — 1) Ly(x)

X X
sen 2tdt — (n —1) / sen"tdt
0
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2.13 Problemas Resueltos

Al reunir términos semejantes,

n-Iy(x) = (n—1) Li_p(x) —sen" Y xcosx, n>2
/2
Ejemplo 2.13.9. Sea K, (x) = / cos" x dx. Relacionar Ky, con Ky,_.
0

Escribimos la integral que define K;, como

/2 /2 1
K, :/ cos”xdx:/ cos" " xcos xdx
0 0

Aplicando integracién por partes

2

u=cos" 'x = du=—(n—1)cos" > xsenxdx

dv=cosxdx = v =senx

Entonces
/2 /2
K, = senxcos" x —i—/ (n —1) cos" 2 x sen®x dx
0 0
/2
= (n—1) / cos" 2 x (1 — cos® x) dx
0
/2 /2
= (n—-1) / cos" 2xdx — (n—1) / cos" x dx
0 0
= (n—1)Ky,—p — (n—1)K,
de aqui
-1
Kyt (n—1)Ky=(1—1) Ky_o = Ky = = Ky_»
/2
Ejemplo 2.13.10. Calcular / cos*x dx, usando el resultado anterior.
0
/2 4—1 /2
/ costxdx = —— cos? x dx
0 4 Jo
31 x+sen2x /2
402 2/,
31 n 3rm
42 2 16

/2 /2
Ejemplo 2.13.11. Probar que/ cos"xsen"x dx = 2’”/ cos"xdx,m >0
0 0
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2.13 Problemas Resueltos

/2 /2 /9 m /2
/ cos"x sen"x dx = / (§ cos x sen x) dx = / (sen™ 2x)-27™ dx
0 0 0

Por propiedad de dilatacién, c = 2
s

/2
/ cos™x sen™x dx =2"1.27™ /
0

7T
senx dy = 2~ (m+1) / sen™x dx
0 0

Ahora,z:g—xjx:g—z, dx = —dz

/2 —r/2 T /2
/ cos"x sen™x dx = —2-(m+1) / sen™ (% —z) dz =2~ (m+1) / cos"z dz
0 /2 2 —n/2
Como la funcién coseno es par, entonces
/2 /2
/ cos"'zdz =2 / cos"z dz
—m/2 0

En consecuencia
/2 1 /2 /2
/ cos"x sen™x dx = 2 .2~ (m+1) / coszdz =27 / cos"z dz
0 0 0

Cambiando z por x se obtiene lo pedido.

T

Ejemplo 2.13.12. Demostrar que /

; x - f(senx)dx = % /Oﬂf(senx) dx.

Sea z = 7 — x, entonces dz = —dx. Para los limites de integracién se tieneque, x =0 =z =7, x =
m —> z = 0. De esta forma

/Oﬂx-f(senx) dx = /O(N—z)f(sen(n—z))-(—dz)
= /On(ﬂ—z)f(senz) dz
= ﬂ-/onf(senz)dz—/onz-f(senz)dz
2-/0nx-f(senx)dx = n-/()nf(senx)dx;z:x

/0 x-f(senx)dx = g/onf(senx)dx

T x.senxdx
Eijemplo 2.13.13. Usar la propiedad del eiemplo anteri leul /—
]emp (0] sar La prople a e €]€mp 0 anterior pﬁlrﬂ cailcular 0 1 + Coszx
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Sea f(x) — sen x

m.setiene
/”x-senxdx_n T sen x dx
o l14+cos2x 2 Jo 1+ cos?x
Haciendo z = cos x, dz = —sen x dx
/”x~senxdx B 7T /
o 1l4cos2x 2 /1 1+z2 2 11+22
= 7T /1 dz T arctgz —nz
o 0 1—1—22_ 8 0_ 4

-1 dx -1 dx
Ejemplo 2.13.14. Prob / > / ax
]emp (0] rooar que 5 x— 3 = o x

Para los denominadores de ambos integrandos se tiene

1
x—23

x—3<x—

>

R

Vx € [-2,—1]
En consecuencia, por la propiedad de monotonia de la integral definida
-1 -1
[
2 x—=3 " J2 x

213 4
Ejemplo 2.13.15. Demostrar que x —

?+§—Z<ln(1+x), x>0

Vamos a derivar la desigualdad y a suponer que ésta se mantiene. Si la expresion a la que se llega es
verdadera, quiere decir que hemos encontrado el “punto de partida”

x> x>« » 3
x—3+§—z<ln(1—|—x):>1—x+x —x’ <

1+x
— (1-x+22-x)(1+x) <1

— x* >0 jverdadero!
Luego

>0 = (I-x+22-2%)(1+x) <1

— 1-x+x*—2< ; ox>1
+ 1+x
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Ahora se integra entre 0 y x, y por propiedad de monotonia se tiene:

X X 1
/ (1—x—i—x2—x3)dx</
0 0

1+x
de lo cual ) 5 .
x°x° X
- =4+ =—-—<In(1
x-St < n(1+ x)
x2 x3 xt 1
Ejemplo 2.13.16. Probar que x + StgtT<- In(1—x);0<x< 5
Derivamos suponiendo que la desigualdad se mantiene.
1
1+ x+x2+ 3 <
1—x
1
T+x+x2+23— —— < 0
1—x
x* 1
— <0 0<x<-=
1—x = =¥=3

Asi, considerando —x* < 0, como punto de partida, y retornando por el camino que condujo a ello.

Se tiene
4

1
<0 = 1+x+x2+x3——§0
—x 1—x

X X

= / (1~|—x+x2+x3)dx§/

0 0
23 A

X
— — < = —
:>x—|—2+3+4_1n(1 X)

—x4§O:>—1
dx

1 /2
(1—x2)""V2dx = / cos*" zdz

Ejemplo 2.13.17. Demostrar que /
0

0

Con la sustitucion x = sen z se tiene dx = cos zdz. Para los limites de integracion:

x=0=—=2z=0 x:1:>z:g

Luego
1 /2
/ (1—x2)""V24x = / (1 —sen?z)" 12 coszdz
0 0

/2 /2
:/ (coszz)”l/zcoszdz:/ cos®" zdz
0 0

L dt xdt
Ejemplo 2.13.18. Demostrar que T1e = /1 T

1—x
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o 1 . z oo : .
Con la sustituciéon z = 7 se obtiene dt = 2 Para los limites de integracion t = 1 = z = 1,

1
t:x:>z:;.Luego

dz
1 dt /1 22 x dz 1x dt
2 - 1 :/ 2 :/ 2
x 1+t 1/x1+Z_2 1 1+z 1 1+t

Ejemplo 2.13.19. Demostrar la siquiente identidad

2\n 2
N x (a= — x%) 2a°n
— d =
/(a )" dx w1 an+d

2

(a® —x*)"1idx

Esta clase de problemas requieren de integracién por partes.
u=(a®—x*)" = du = —2nx (a*> — x*)" 1 dx, dv=dx =v=x

Se tiene

/(a2 — x*)"dx = x(a® — x*)" + 2n / x? (e — x*)" L dx

= x(a® — x})" —2n /(—a2 +a? — x%)(a® — x*)" L dx
La integral del segundo miembro se puede escribir en la forma
—2n /(a2 — x3)"dx + 2na? /(a2 — 3"y

Se observa que la integral original (la del primer miembro) se repite en el segundo. Al reunir térmi-
nos semejantes se llega a

@n+1) (@ = 22)" dx = x(@ = )"+ 20 [ (@@ = 22)" dx

de donde

x (a? — x?)" 2a’n _
/(aZ_x2)ndx: (2n+1) +2n+1 (az_x2>n 1dx

x+T
Ejemplo 2.13.20. Demostrar que la funcion continua f : R — IR, es periddica si y solo si / f(t)dt =k
X

con k constante, Vx € R.

x+T
—) Sean f continua y periédica, F(x) = / f(t) dt, entonces
X
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:/xcf(t) dt+/cx+Tf(t)dt:/Cx+Tf(t) at — /fo(t) at

Por el primer Teorema fundamental

F'(x) = f(x+T) - f(x)

como f es periddica, se tiene F’(x) = 0y de esto F(x) = k, una constante. Es decir,

x+T
= / f(t) dt = constante
X

<) Suponemos ahora que f es continua y que / f(t) dt = k, k constante, entonces
X

F'(x) = fx+T) - f(x) = 0

Finalmente
fx+T)—f(x) =0= f(x+T) = f(x)

Esto es, f periddica.

X
Ejemplo 2.13.21. Demostrar que la funcién continua f : R — R es impar, si y sélo si / f(t)dt =k
—X

Vx € R, con k constante.

<) Suponemos que f es continua y satisface / f(t) dt = k. Probaremos que f(x) = —f(—x)

/f £ dt — /f dt+/f b dt = /f ) df — O_xf(t)dt

Aplicando la propiedad de dilatacion en la segunda integral del miembro derecho, con ¢ = 1, se

tiene . ;
— [ e+ / -
| fmar+ [
y de esto
F'(x) = f(x) + f(—x)
X
como F(x) = f(t)dt = k, con k constante implica F’(x) = 0, entonces
—X

F'(x) = f(x) + f(-x) = 0= f(x) = —f(-x)

lo que significa f impar.

X
—) Sea f funcién continua e impar. Demostremos que / f(t)dt =k
—X
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/x f(Hdt = _Oxf(t)dtJr/Oxf(t)df
- _Ox —f(=1) df+/0xf(t) dt,  f(t) =—f(-t)

Por propiedad de dilatacién, con ¢ = —1, para la primera integral del miembro derecho se tiene

—t)dt:/xof(t)dt:—/oxf(t)dt

f /f dt—f—/ f(t)dt =0, constante

Ejemplo 2.13.22. Hallar F'(1) si F(t) = [; x e dx.

con lo cual

La derivada de F, segtin el primer teorema fundamental es
F'(t)=te' = F'(1) =e
X
Ejemplo 2.13.23. Hallar la funcién f # 0 tal que/ f(t)dt = f3(x), Vx > 0.
1

Se observa que la funcién f a determinar se encuentra en el integrando, por tanto, derivando (primer
teorema fundamental) tenemos:

[ fd = P20 = £x) =20 (0) F'(0)

de donde,

f(x)[l—Zf'(x)]:0:>f’(x) — f(x) == +c

% I\J|>—\

Ejemplo 2.13.24. Hallar la derivada de la funcién F(x) = / (1+ %) 3dt.
X

Para usar el primer teorema fundamental tenemos que separar en dos la integral
X3

0 x2 x2
F(x) :/3(1+t2)‘3dt+/ (1+t3)3dt = —/ (1+t2)—3dt+/ (1+t3)3adt
x 0 0 0

Ahora derivamos
F'(x) = =3x2(1+ x%) 3 +2x(1 + »*) 3
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2.14. Problemas propuestos

1. Sea A = {%, 1, %, 2,4} una particion de [%, 4]. Explicar las razones que validan esta afirmacion.

Indicar cudntos puntos tiene la particién y cudles son los subintervalos en que queda subdivi-
dido el intervalo [%, 4]. Determinar la norma de esta particion.

2. Sean P; = {0, %, %, 1}y P, = A0, %, 411' %, 1} particiones del intervalo [0, 1].

a) Construir P; =P, UP,
b) ¢Es P; un refinamiento de P; o P,? Justificar la respuesta.

c) Calcular la norma de P;, P, y P; respectivamente.

3.SeaP={-1,— %, 0, %, 1, %, 2} una particion del intervalo [—1,2]. Demostrar que la funcién

3—x sixe[-1,0)
f(x)=¢1+x> sixe[0,1)
-3 six € [1,2]

es acotada en [—1,2] y calcular s(f, P) y S(f, P).

4. Probar que:

It n? n? n? b dx
%) M, G K R v e _/0 1+
1 ¢ 1
b) im — - Y k-" = [ xe*dx
2
n—oo 1 k=1 0

¢) lim 1 + ! +--+ ! =1In2
nseo \n+1 n+2 n+n)

(12 1
4 nlgr;( na+1 >_1+oc’ “>0
n+1 n+2 n+n T 1
It L S P L Y
e)nl—r>ro}o(nz—{—1jLnZ—HL+ n2+n2) ;T

5. Suponiendo que folf(x) dx =6, fozf(x) dx =4y f;f(x) dx = 1, calcular:

5 2 5
o [ flx)d b [ fx)dx o [ fx)dx
0 1 1
6. Hallar la suma de Riemann para la funcién, el intervalo, puntos y particién que se indica:
2 1 3 5 159 247
a) f(x) =x5,0<x<3, e1=3,&=1€e=356e=3P={0,57%73} Resp. =
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b) f(x) - %/ 1 <x< 3/ €1 = %I € = 2/ €3 = %1 €4 = %IP = {11%1%/%/3} Resp- %
o) fx)=x>—x+1Lx€e[01e1=3, e2=% e3=32, ea=15P={0,1,3 %1}
Resp. %

7. Hallar el valor de la integral dada usando el limite en la suma de Riemann:

a) f02 x? dx Resp. §

b) flz x3 dx Resp. 22

c) ffz(x3 +1)dx Resp. 4

d) [(x2+4x +5)dx Resp. 66
8. Hallar el area que se indica, usando el limite de una suma de Riemann:

a) Laregion que acotan el eje x ylasrectasy =2x —1,x =1, x =5 Resp. 20

b) Laregién que acotan el eje x, y las curvasy =4 —x2,x =1, x = 2. Resp. g

¢) Laregion que acotan el eje x y las curvasy = 12 — x — x?, x = =3, x = 2. Resp. %

9. Hallar el area de la regién dada, usando rectangulos inscritos o circuncritos, segin se indique.

a) La region que acotan y = x?, el eje x y la recta x = 2. Usar rectdngulos circunscritos.

8

Resp. 3
b) Laregion que acotan y = 2x, el eje x, las rectas x = 1, x = 4. Usar rectangulos circunscri-

tos. Resp. 15
c) La region sobre el eje x, a la derecha de la recta x = 1, acotada por el eje x, la recta x =1,
y la curva y = 4 — x2. Usar rectdngulos inscritos. Resp. g
d) La region a la izquierda de la recta x = 1, acotada por la curva y = 4 — x?, y el eje x. Usar
rectangulos circunscritos. Resp. 9

e) La region que acotan y = x4, el eje x y la recta x = 1. Usar rectangulos inscritos.

Resp. %
f) Laregion que acotan y = x°, el eje x y las rectas x = —1, x = 2. Usar rectdngulos inscritos
Resp. %

g) Laregion que acotan el eje x, las rectas x = a, x =b,conb > a > 0, y larecta y = mx con
m > 0. Usar rectdngulos circunscritos. Resp. 3 m(b? — a?)

10. Usar m(b —a) < fabf(x) dx < M(b — a) para hallar el menor y mayor valor de las siguientes
integrales:

4
2) / 2 dx Resp. 0y 64
0
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2.14 Problemas propuestos

11.

12.

13.

14.

15.

16.

6

b) / V3 + xdx Resp. 0y 27
-3
0

o) / (x* — 8x% +16) dx Resp. 0y 576
—4

d) /2 X dx Resp. —3y 3
x4+ 2 p y 2
4

e) / |x — 2] dx Resp.0y 6
1

Hallar el valor de c que satisfaga el TVM para integrales:

2 4 2

a)/ x3 dx b)/(x2+4x+5)dx c)/ (x®+1)dx
1 1 -2

Resp \/_0 -2+ \/— 0

Verificar que:

4 37 1 2V/2
a) /3]x+2]dx—? b) /_1«/|x\—xdx:—

Hallar la derivada con respecto a x de las integrales que se indican:

dt 5 2
) b)/ V1t C)/ VT At
X 1

X3+ 12
Sea f : [a,b] — [c,d] funcién biyectiva de clase {!. Probar que

/f dt_bd—ac—/f

Indicacion: t = f(x) e integracién por partes.

Hallar una funcién f : [0,00) — R de clase ', tal que

/Olf(kx) dx = %f(k), Wk > 0

Resp. z = kx => f(k) = ck?, c real cualquier

Verificar, en cada caso, el valor de c tal que:

3/15

a)/xdx— )2—-1) = c= T

b) /1 (24 4x+5)dx = fO)(4—1) = c = —2+ V21
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2.14 Problemas propuestos

17.

18.

19.

20.

21.

22.

2
c)[2u1+ndx:f@xz+zy=¢c=

2x ’

e~tdt, x > 0. Resp. e (2¢3%

Hallar la derivada de F(x) = / -1)

X

2
fox sen~/tdt 2

Verifica que lim &—— = —
d x—0+ x3 3

Sean g1 y g» funciones diferenciables de la variable x. Si f es continua, demostrar que

2(x)
(L5 0at) = flgala) 500 — s ()1 0

d ([ 2dt\ d [ (E—=1)dt
Calcular %</x T) y E(/l—x 7)

Un objeto se mueve con aceleracién a(t) = \/%

a) Hallar su velocidad en el instante ¢ si su velocidad inicial es de 1 unidad por segundo.

b) Determinar la posiciéon del objeto en el instante t( si su velocidad inicial es de 1 unidad
por segundo y su posicion inicial es el origen.

Hallar la ley general para el movimiento rectilineo de un objeto que tiene aceleracion

1
MO=4&5+;@
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Cuando vedis a un hombre sabio,
pensad en igualar sus virtudes.
Cuando vedis un hombre despro-
visto de virtud, examinaos vosotros
mismos.

Confucio

CAPITULO

& disco
Eje de revolucién W

=
rectangulo

=
2
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CAPITULO 3|

Aplicaciones de la integral definida

Ya hemos visto que las integrales definidas proporcionan el drea bajo una curva. Te sorprendera que
magnitudes tan diversas como drea, volumen, longitud de arco, masa, momento y otras tengan como
base para su determinacién el mismo proceso j el limite de una suma de Riemann!

3.1. Areade unaregi6n

Por lo visto, si una regién R estd acotada por una funcién real positiva f, el eje x, y las rectas x = a,
x = b, el 4rea viene dada por la integral definida

A(R) = /abf(x) dx

También se tuvo la oportunidad de ver, que cuando esta idea de 4rea se extiende a un recinto R mds
general, como por ejemplo el que muestra la figura 3.1, acotado por dos funciones continuas f y g en
el intervalo [a, b], o bien el de la figura 3.2 acotado por dos funciones continuas f y g en el intervalo
[c, d], entonces las dreas de cada recinto son:

y y

y=g(x)

figura 3.1 figura 3.2
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3.1 Area de una regién

AR = [ s@dx— [ {6 de= [ (3x) - f(2)

A(Ry) zfcdg(y)dy—/cdf(y)dyz/cd (&(y) — f(y)) dy

A partir de este momento las integrales definidas a calcular son simples. El principal escollo es poner
los limites de integracién a la integral, para tener éxito en esto, lo primero es leer bien el problema
y hacer un bosquejo de la region. Ademads, si la region estd sobre o bajo el eje x, se mira solamente
cual es la curva que acota superiormente y cual acota inferiormente, o bien, si se mira desde el eje y,
entre la que acota por derecha y la que acota por izquierda. La diferencia entre las curvas que acotan
te proporciona de diferencial del drea. A continuacién vemos como elegir la diferencial de area.

» Diferencial en x

En este caso la variable de integracién es x, por tanto, un rectdngulo genérico dibujado en la regioén
R (figura 3.1) tiene altura g(x) — f(x) y base Ax = dx. Su diferencial de drea es

dA = (g(x) - f(x)) dx

Al sumar todas estas diferenciales se obtiene el drea de R. Esto es,

14 = (3(x) ~ f() dx = A= [ (3x) ()

= Diferencial en y

En este caso el rectdngulo genérico es paralelo al eje x (figura 3.2), con base dy y de altura g(v) — f(v).

Su diferencial de &rea es
dA = (g(y) — f(y)) dy

Como antes, al sumar todas estas diferenciales se obtiene el drea de R. Esto es,

dA = (g(y) — f(y))dy = A(R) = /Cd(g(y) —f(y))dy

En algunos problemas es necesario usar una mezcla de diferenciales debido a que una curva f puede
ser mayor que otra curva g en una parte del intervalo de integracién y menor en otra parte de dicho
intervalo. Asi que cuidado con esto.

Ejemplo 3.1.1. Se considera la region R que acotan y = x> e y = 4x — x2.

Tal como se ha dicho, lo primero es hacer un bosquejo del recinto (figura 3.3).
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3.1 Area de una regién

Una vez hecho el dibujo del recinto viene la
decision de elegir la diferencial, y para ello
es fundamental resolver rdpidamente, tra-
zando mentalmente el rectdingulo genérico
y ver aquél que simplifica el problema (me-
nor cantidad de integrales). En términos de
x la diferencial es:

dA = ((4x — x2) — xZ) dx figura 3.3

Debe quedar claro que ello se obtuvo trazando una recta paralela al eje i y sobre el recinto. Esto
permite ver que la curva superior es y = 4x — x? y la inferior y = x2. Asf se construye el rectangulo
genérico, que permite obtener la diferencial. Los puntos de interseccién son:

(0,0) y (2,4)

Ahora anotamos la integral que define el area con la diferencial en x

A(R) = /02(43( o) dx = g

Sélo para complementar, en términos de y la diferencial es
dA = (Y — (2—+/4+y))dx
Luego, la integral, con diferencial en y que proporciona el drea de la regién es
4
AR) = [ (Vi =2+ /AT dy

Ejemplo 3.1.2. El drea de la region R acotada por las rectas x = 1,x = 2,y = 3x y la pardbola y = x* es

2 2
A(R):/l (3x — x%)dx = (§x2_%x3)1:§

Y Y
I
1
/"‘0* l
4
Y
N 4
) 3
1 y=Xx
N y= x2 X
I} -1 1
1
[I
4
II /l
< X
1 2
figura 3.4 figura 3.5
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3.1 Area de una regién

La region R es la que muestra la figura 3.4. Ella esta acotada, a la izquierda por la recta x = 1, a la

derecha por la recta x = 2, superiormente por la recta y = 3x, e inferiormente por la pardbola y = x2.

La diferencial en x es
dA = (3x — x?)dx

Ejemplo 3.1.3. El drea de la region limitada por la curva y = x3 y la recta y = x se determina considerando
dos recintos.

La figura 3.5 muestra el recinto. Se tiene

0 1 1
A(R) :/ (2 —x) dx—|—/ (x—x3)dx ==

-1 0 2
Una vez mds, d A ha sido considerada en direccién del eje x.

Veamos un par de ejemplos que muestren que el calculo del drea de una regién plana se puede
realizar en direccién del eje x, o bien en direccién del eje y. Esto es, consideraremos ambas dA.

Ejemplo 3.1.4. Calcular el drea de la region R acotada por la curva y* = x y la recta x = 4.

La figura 3.6 muestra el recinto. Tenemos:

= En direccién del eje x

figura 3.6 figura 3.7
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3.2 Longitud de una curva

Ejemplo 3.1.5. Calcular el drea de la region R limitada por la curva y*> = x — 1,y larecta y = x — 3.

La figura 3.7 muestra la region a la que calculamos el area. Hacemos el cdlculo en ambas direcciones
s6lo como ejercitacion. Por lo general, o salvo que se indique lo contrario, el cdlculo del area debe
hacerse mediante el procedimiento més simple.

= En direccién del eje y

N \©

2
AR = [ [+3) =P +1) ] ay=
= En direccién del eje x

A(R)=/12[Vx—1—(— dx+/ Vi—1- x—3)]dx:§

fla)p---

QlF-———=-==-2=
[ SR

figura 3.8 figura 3.9

3.2. Longitud de una curva

Si f es una funcién continua sobre [, b], entonces su grafica se denomina curva o trayectoria. A la
longitud de esta curva queremos asignarle una medida. Para aproximarnos un poco a este objetivo,
pensemos que la curva fuese una recta, entonces

L=/ (f(b) — f(a))* + (b—a)?

es la longitud de la curva (figura 3.8). De este modo, parece razonable tratar de obtener la longitud
de una curva considerando pequefios segmentos rectilineos sobre la curva, sumarlos y considerar
algtun tipo de limite. Esto debe traer a la memoria el trabajo con particiones. Es lo que hacemos
(figura 3.9). Sea P = {a = x¢p < x1--- < x, = b} particién de [a, b]. La longitud de cada segmento
rectilineo que une P;_1 con Py es |P;_1 P;|, 1 <i < n,ylasuma s, de tales segmentos es

;\/ i—xio1)’ + (i — yio1) (3.1)

n
Sn =
i=1
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3.2 Longitud de una curva

El teorema del valor medio para una funcién f continua sobre [a,b] y diferenciable sobre (a,b),
asegura la existencia de un punto ¢ € (a,b) tal que

Aplicando este hecho en el intervalo [x;_1, x;], y teniendo presente que f(x;_1) = y;—1, f(xi)) = v,
entonces existe ¢; en el intervalo (x;_1, x;) tal que

fxi) = fxic1)

Xi — Xi—1

fl(ei) =

Lo cual escribimos en la forma
f(ei) (xi —xim1) =yi — Vi

Al reemplazar en la ecuacién 4.1 se tiene
n n
sn= Y A/1+[f(c)]? (xi —xi21) = Y \/1+[f'(ci)]? A
=1 i=1

Este valor s, es una suma de Riemann que corresponde a la particion P, de la funcién f(x) =
v/ 1+ [f’(x)]?. Si la norma de la particién P tiende a cero, entonces la suma de Riemann tiene por

limite a la integral
b
s= [ 1+l dx
a

Toda curva que tenga longitud recibe el nombre de rectificable. Es comtin usar la letra s o bien la
letra L para denotar la longitud de una curva. A partir de la expresiéon que define la longitud de arco
de una curva se obtiene la diferencial de arco ds. En efecto,

s= /ab\/1+[f’(x)]2dx:>ds = /14 [f/(x)]?>dx

Esta diferencial de arco puede escribirse en términos de la variable y usando regla de la cadena. Se
tiene
ds ds dx_\/—,2 dx | dx |,

dx
ds = |1+ [—2dy=/1+[x"]?d
LG, Py =1+ [Py

La importancia de escribir la diferencial en una u otra forma tiene que ver con el clculo de la integral
que define la longitud de la curva.

de donde
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3.3 Masa

3/2 2

2
Ejemplo 3.2.1. La longitud de la curva y = 3 X5 entre los puntos (0,0) y (1, 5) se calcula como sigue

Elegimos la diferencial en la variable x. Por tanto

y—§x3/2:>y’—x1/2
Luego,
1 1 21 2
s:/ \/1+(x1/2)2dx:/ \/1+xdx:(x+1)3/2-§ 25(2\/5—1)
0 0 0
3.3. Masa

La masa es la medida de cudnta materia hay en un objeto, es una cantidad fija. El peso de un objeto es
una medida de qué tanta fuerza ejerce la gravedad sobre ese objeto, esto es, el peso es una cantidad
variable, y varia en funcién de la aceleraciéon de la gravedad. La masa de una persona es la misma no
importa si esté en la tierra, en la luna, o flotando en el espacio, porque la cantidad de materia de la
que estd hecho no cambia. Pero su peso depende de cuanta fuerza gravitatoria esté actuando sobre
la persona en ese momento, en la luna pesa menos que en la tierra, y en el espacio pesa casi cero.

La masa esta relacionada con el peso mediante la segunda ley de Newton
W=M-g

en donde, W es el peso del objeto (fuerza de la gravedad), M es la masa del objeto, y g es la acelera-
cion de la gravedad en la tierra.

Aunque toda la materia posee masa y volumen, la misma masa de sustancias diferentes ocupan
distintos voltiimenes, asi por ejemplo, notamos que el hierro o el hormigén son pesados, mientras que
la misma cantidad de goma de borrar o pléstico son livianas. La propiedad que nos permite medir
lo liviano o pesado de un objeto se llama densidad. Cuanto mayor sea la densidad de un cuerpo,
mas pesado nos parecerd. De esta forma, el concepto densidad tiene que ver con la composicién y
espesor de la materia.

La densidad p se define como el cociente entre la masa de un cuerpo y el volumen que ocupa.
M

1%

Si la densidad es la misma en todas partes de un cuerpo, entonces se dice que el cuerpo es ho-
mogéneo, y se tiene, de la ecuacién anterior, que “La masa es directamente proporcional al volumen
del cuerpo”, es decir,

M=pV

En particular, un alambre se dice homogéneo si su masa es directamente proporcional a su longitud
(M = ps), y una regién plana es homogénea si su masa es directamente proporcional a su drea
(M=pA).
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3.4 Masa de una region

3.4. Masa de una region

Sea R la regién homogénea que muestra la figura 3.10. Consideremos que P es una particion del
intervalo [a, b]. Se elige un rectdngulo genérico R;, para el cual, w; es el punto medio del intervalo

[xi—ll xi]' Y

El drea de tal rectangulo es A; = f(w;) Al;. De
aqui que su masa, M;, sea
M; = p f(w;) Al

La suma de las masas es flw;

n

M~} p f(w) AL X
i=1 a Xi1wi X b
figura 3.10

Asi, la masa total, M, de la regién es

n

M = lim Y p f(w;) Al

n—oo 4
i=1

Si f es continua, entonces
b
M= ["pfx)dx
a
Ejemplo 3.4.1. Una placa cubre la region del plano xy que acotan la curva y = x2, el eje x y la recta x = 1.
Si la densidad en cada punto es p(x,y) = x3, hallemos la masa de la region.

La figura 3.11 muestra la regiéon que ocupa la placa. La densidad viene dada en términos de x, por
lo que es conveniente considerar la diferencial de 4rea en esa variable. Tenemos que

b 1 1, 3
M:/ d:/1/32d:/ Sdy = —
apf(x)x T xtdx = xddy = o0

La diferencial de drea dA en términos de y es
dA = (1—-/y)dy

figura 3.11 figura 3.12
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3.5 Masa de un alambre

3.5. Masa de un alambre

Si un alambre homogéneo tiene la “forma” de una curva plana en [a, b], con densidad p, entonces la

masa total M del alambre es ) )
M = / pds = / dM
a a

dM se llama “diferencial de masa”, ds es la diferencial de arco.

La diferencial de arco, al igual que la de &rea, es posible obtenerla en términos de la diferencial de x,
o bien de la diferencial de y. Lo importante es saber elegir la adecuada a usar en el problema dado.

Ejemplo 3.5.1. Un alambre tiene la forma de la curva y = x?, para 0 < x < 1. La densidad en cada punto es
p(x,y) = \/y. Hallar su masa.

La figura 3.12 muestra la forma del alambre. Recordemos que la diferencial del arco se determina a

partir de
X
s:/ V14+4x2dx = ds = V1 +4x? dx
a

Al elegir esta diferencial tenemos que

1 1
M:/\/yds:/x\/l—i—élxzdx
0 0

Para calcular esta integral, si z = 1+ 4x2, entonces dz = 8xdx. Para los limites de integracion,
x=0=—=2z=1, x=1=— z = 5. De este modo

51 z2

> 551
12

1
NOTA >
= Sobre una curva siempre se puede reemplazar y por su equivalente en x, segin y = f(x)

» jEsto no se puede hacer en regiones!, en cada punto no es y = f(x)

3.6. Momentos y Centros de Masa

» Para una particula

Iniciamos el estudio de los momentos considerando en primer término, masas puntuales o particu-
las. Si L es cualquier recta del plano (figura 3.13), entonces el momento de masa o primer momento
My de una particula de masa m respecto de la recta L es el producto m - d, siendo d la distancia del
punto donde se ubica la particula a la recta. Esto es, M = m - d
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3.6 Momentos y Centros de Masa

3

<

N
L e

figura 3.13 figura 3.14

El momento de la particula de masa m respecto del origen es igual m - d, con d la distancia del origen
al punto de masa m. La figura 3.14 ilustra lo anterior, y el caso particular, de los momentos de una
particula de masa m respecto de los ejes coordenados. En este tltimo caso se usan las notaciones:

My=m-y, My=m-x
para indicar, por M, el momento respecto del eje x, y por M;, el momento respecto del eje y.

En lenguaje fisico, el momento mide las tendencia de la particula a girar en torno a la recta L (lo
mismo para sistema, regién, alambre o s6lido)

» Para un sistema de particulas
Para un sistema de n particulas de masas m; ubicadas en los puntos (x;, y;), los momentos del siste-
ma, respecto de los ejes coordenados son
n

n
Me=Y mi-y;, My=1Y m-x
i=1 i=1

3.6.1. Equilibrio - centro de masa

Sea L una recta que coincide con el eje x, y consideremos dos particulas de masas m; y m; ubicadas
en los puntos de coordenadas x; > 0y xp < 0, respectivamente (figura 3.15). El conjunto formado
por estas dos masas puntuales se encuentra en equilibrio si

my x1 = my|xa|, x2 <0

lo que equivale a
mix1+myx, =0

es decir, la suma de los momentos respecto al origen es cero.

Si las particulas no estan en equilibrio, entonces existe un punto X en el cual se puede estar en
equilibrio. Hallemos una expresion matematica para este X que muestra la figura 3.16.
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3.6 Momentos y Centros de Masa

3 my m3

o =

X2 0 X1 X2 0 X1
figura 3.15 figura 3.16

my(xp — %) =mp(—x2+ %) = my(x; —X) —mp(—x2+%) =0
= (m1 +mp)X = myxy + maxs

. mpXxyp+myx
z— Mmx 2X2
my + my
esto significa que el centro de masa es la suma de los momentos dividido por la masa total.

Si ahora se considera un sistema S de n particulas, cada una con masa m;, y ubicadas sobre el eje x, el
momento de cada particula respecto del origen es m; - x;, en donde x; representa la distancia dirigida
de la particula al origen (figura 3.17). De este modo, el centro de masa del sistema S es

M1X1 + MaXg + -+ + MyXy

X =
mq+mp+---my
y y
m;
—_——— O — O —O—O—O—> X X
-6 —4 2 4
figura 3.17 figura 3.18

Ejemplo 3.6.1. Cuatro masas de 2, 3,2, 1 gramos se encuentran ubicadas en los puntos (4,0), (2,0),
(—4,0) y (—6,0). Su centro de masa es

2:4+3:242-(—4)+1-(—6)
2+43+2+1

En general, si un sistema S de n masas esta distribuido en varios puntos del plano xy, entonces

x= =0, 7=0

M1X1 + MpXp + -+ - + MyXy — My +mpys + -+ MuYy

X = ,
my+my+ -+ my my+my+ -+ my

Ejemplo 3.6.2. Tres masas de 1, 2 y 3 gramos estdn situadas en los puntos (1,3), (=2,1) y (4, —2), respec-
tivamente (figura 3.19). El centro de este sistema es

__114(=2)-2434 3 __1:342.143-(-2) _ 1
- 1+2+3 2 Y= 11243 ~ 76

Observar que el centro de masa estd !fuera! del sistema
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3.6 Momentos y Centros de Masa

(1,3)

figura 3.19 figura 3.20

(4,22

» Centro de masa de un rectangulo

Se considera el sistema S consistente en un rectangulo de base a y altura b, con densidad uniforme
p, entonces el centro de masa se encuentra en el centro del rectdngulo (figura 3.20). Los momentos
de masa respecto de los ejes x e y, son

y= % —> M, = masa - distancia al eje x = (abp) -y
_ My . . . -
X= = M, = masa - distancia al eje y = (abp) - X

En este caso, abp es la masa.

Para hallar el centro de masa de una regién compuesta por una combinacién de rectdngulos de
densidad uniforme p, se determinan los (¥;,y;) de cada uno de ellos. Luego se consideran masas
puntuales.

Ejemplo 3.6.3. Hallar ( X,y ) para el sistema S de la figura 3.21

Suponemos que la densidad en cada punto del sistema es p. En la figura 3.21 se consideran tres
rectangulos:

Si=[-4,-2] %[04, S=[-22x[01], S3=[24]x[0,2]

Los centros de masa son, respectivamente:

(32, 03 v G

La masa total de cada S; es 8p, 4p,4p, de manera que

y_%_8p(—3)+o-4p+4,o-3__§ __%_8()(2)—1—4,0(%)—1—4,0-1_2
M 16p —r Y YT M T 160 ~ 8
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3.6 Momentos y Centros de Masa

y y
4

flw;)

2 (%7

(x%,7)
1 .

X X
—4 -2 2 4 a Xi1Wi Xi p
figura 3.21 figura 3.22

» Momento y Centro de regiones

Para regiones mds generales que un rectangulo, tal como la que muestra la figura 3.22, los momentos
y centros de masa se obtienen al “estilo” Riemann. Es decir, se considera una particiéon P del intervalo
[, b], se elige un rectangulo genérico R; de altura f(w;) y longitud de la base igual a Al; = x; — x;_1,
cuyo centro de masa es el punto medio del rectangulo

(xi+xi-1)

N =

(9) = (wi g fw), i =

La masa de este i-ésimo rectangulo es M; = p f(w;)Al;, en donde p es la densidad. El momento de
masa de este elemento respecto del eje y es

M, = masa x distanciaalejey = p f(w;) Al X w;

Considerando estas masas puntuales, el momento de masa de la region es

n—00 !

n
My = lim Zp w; f(wl) Ali
i=1
Si f es una funcién continua, entonces esta suma de Riemann tiene por limite una integral. Esto es,

My:/Rpr(x)dx:/Rpdi

la que representa el momento de la regién respecto al eje y.

Para el momento de la regién respecto del eje x, se tiene que el momento del i-ésimo rectdngulo (el
genérico de la figura 3.22) es

My =p f(w) -5 flwy) Al

Luego, el momento de masa de toda la region, respecto del eje x es
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3.6 Momentos y Centros de Masa

Si f es integrable, esto se traduce en la expresion

b
Mx:% /a o f2(x)dx

que representa el momento de la region respecto al eje x. Debe tenerse presente que con esta férmula
se estd obligado a tomar la integral respecto de la variable x. Ademads, es importante sefialar que estas
férmulas son validas para esa clase de recintos. Para recintos acotados por dos curvas hay que hacer
la diferencia de ambas respecto del eje. Esto se indica en un ejemplo posterior.

Definicién 3.6.4. Sea R region del plano y L una recta. El momento de la regién respecto a la recta L, que se
anota My, estd dado por

M:/d~ JA
L B 1Y

dM = p dA es la diferencial de masa de la region de drea A, d la distancia de cualquier punto de R a
la recta L, p la densidad y dA la diferencial del area de R.

Esta férmula de los momentos resulta sencilla de usar, y en particular, para los momentos respecto
de los ejes coordenados se tiene

b b
Mx:/y-p-dA, My:/x-p-dA
a a

estas expresiones son equivalentes a las encontradas con anterioridad. Ahora los célculos son mds
sencillos puesto que uno elige la diferencial, dependiendo esto del momento a calcular. El siguiente
ejemplo muestra esto.

Ejemplo 3.6.5. Hallar el centro de masa de la region R que acotan las curvas y*> = 4x,y =0, x = 1, x = 4.
La densidad p(x,y) = 1.

La figura 3.23 muestra la region a la que se va a determinar el centro de masa. Como la densidad es
1, entonces masa=area. Luego,

A(R):/f@dx:?

Respecto de los momentos se tiene:

4 4 124
My:/di:/x-\/4xdx:2/x3/2dx:T
R 1 1

Se eligi6 la diferencial en términos de x pues aparece una x en el integrando. Para el M, podemos
usar

1 4, 1 4
MX:E /1 Y dx:E /1 4x dx =15
Observar que en esta forma, la integral es obligatoriamente respecto de la variable x. Como la férmu-

la en sino es facil de recordar, veamos que sucede cuando se usa M, = / ydA.
R

= dA = ’ - d ! ——yzd =
M / A / (41 +/ (4 15
x= |y v (=Ddy+ [y (4= ) dy
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3.6 Momentos y Centros de Masa

Aunque se tuvo que descomponer en dos integrales, lo que implica un trabajo mayor, esta forma de
calculo del M, es facil de recordar. De esta forma

__124 3 93 s 3%
5 28 3 Y YTV T
Y y
-
y=x
y=1
R
x=0 y = x?
X X
1 4
figura 3.23 figura 3.24

Ejemplo 3.6.6. Hallar los momentos My, My, de la region que acotan y = x>, x =0, y = 1.

En este ejemplo, figura 3.24, queremos mostrar como es la eleccién de la diferencial de area. Se sabe
que la densidad es 1, pues se habla de centroide. Veamos el momento M.

1 1 1
My:/o x-l-dA:/O x(l—xz)dxzz

En este caso se tomo la diferencial de area en funcién de la variable x (en direccién del eje x). La
integral result6 sencilla de calcular. Para elegir la diferencial de 4rea en funcién de la diferencial de
y hacemos lo siguiente: Se elige un rectangulo genérico R;, tal como se muestra en la figura 3.25. El
centroide de este rectangulo se encuentra en el punto (x;, y;), con

X =

[f(y) +8W)], yi=Yi

N =

De esta forma hemos encontrado x en funcién de y. Con ello, el momento M, lo podemos escribir y
calcular, en la forma

M= [ 20+ ymda= [ 10+ 5 iy =]

b
Para el momento M, se tiene que M, = / ydA. Sise considera dA = | /y dy, entonces
a

1 2
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3.6 Momentos y Centros de Masa

Si se considera la diferencial de 4rea en funcién de la variable x, se tiene dA = (1 — x?) dx. En el
rectangulo genérico que muestra la figura 3.26 el centro de masa se encuentra en el punto

[f(x) + g(x)]

Xi = X, yi =

N —

De este modo
M —/1 A =1 /1(1+x2)(1—x2)dx—g
T2 ) -5
El célculo del centroide requiere del area de la region.
1
Az/ (1—x2)dx:%
0 3

En consecuencia

My 133 M 233
TA 4278 YT AT5275
Y Y
y=1
x=0 ; y=x?
Vi { > xi=%3(f+g)
““““““ - X X
figura 3.25 figura 3.26

s Momento de un alambre

Suponemos que un alambre estd representado en el plano por una funcién continua f sobre un
intervalo I. Sea L una recta en el plano. El momento del alambre respecto a la recta L es

ML:/d-pds
I

dM = p ds es la diferencial de masa del alambre, d la distancia de un punto sobre el alambre a la
recta L.

En particular, los momentos de un alambre respecto de los ejes coordenados son

My:/lx-pds, Mx:/ly-pds

Ejemplo 3.6.7. La curva y = x° para x € [0,1] representa un alambre cuya densidad en cada punto es
p(x,y) = 2. Hallar el momento del alambre respecto del eje x.
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3.6 Momentos y Centros de Masa

Se aplica la definicién

! 1 1 12 1
_ [y Pax—2. [ . Tgy— - Y R S V0
M, /Oy 2.\ /14 [y']2dx =2 /O VT 9 dx = oo [(19¥)2] (1032 — 1)

3 27

La diferencial de arco se eligi6é en funcién de la variable x. Al igual que para regiones, uno puede
optar por la diferencial y elegir la que estime conveniente. Por ejemplo, la diferencial en y es

[ 1 1
— 2 e — *4/3 — _2/3 4/3
ds =V1+x"*dy 1-|—9y dy—3y \V1+9y*>dy

Es claro que esta dltima férmula es mas complicada que la anterior.
» Centro de masa de un alambre

Consideremos un alambre unidimensional descrito por una funcién y = f(x), entre los puntos A y
B de coordenadas (a, f(a)) y (b, f(b)) respectivamente. Se supone que este alambre estd hecho de
un material uniforme de densidad p(x,y) = 1, con el fin que la masa total sea numéricamente igual
a la longitud de la curva.

1
figura 3.27 figura 3.28

Si P una particién del intervalo [a, b], entonces el arco AB de la curva se subdivide en pequefios
subarcos, de tal forma que se tiene {A = Py, Py, - - - , P, = B}. Ahora se aproxima cada subarco por
un segmento rectilineo (figura 3.28). Como el centro de masa de cada uno de estos segmentos se
encuentra en el punto medio, la aproximacién al centro de masa del alambre serd la del sistema de
masas puntuales. Esto es,

en donde As; es la longitud del arco P;_1P;. Al tomar limite de n — oo estas sumas equivalen a las
integrales de Riemann.

d d
Jxds sy,

7 y: — -
/ds § /t;ls S
I I

X =
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3.7 Volumen de revolucion

En términos fisicos, el centro de masa es el punto (¥, ) para el que un alambre, una regién o un
cuerpo de masa M concentra toda su masa para efectos de sus momentos.

Ejemplo 3.6.8. Hallar el centro de masa del alambre descrito por la circunferencia x> + y* = a2, ubicada en
el primer cuadrante.

En la figura 3.29 se observa que la
recta y = x es eje de simetria, lue-

go, X = y. Hallemos la diferencial en Y
términos de x. :
2
x X 2,2
_ /A2 2 I 7 _ x*+y-=1
Yy s —x Yy -2 Yy 22— 2
X
Por tanto, 1

figura 3.29
ds =\/1+y"?dx = 1—i—x—2dx =% ux
az—xz \/az—xz

M
Para el calculo de ¥ = —Y tenemos

5
a a x2 a xdx w/2
M:/xds:/x 1+—dx:a/—:a2 sen0do = a?
o o "\ a? — x2 0 Va2 — 22 0

La longitud total de la circunferencia es 27ta, su cuarta parte es . En consecuencia,
2a

x:;:y

3.7. Volumen de revolucion

Ahora nos dedicamos al estudio del calculo de volimenes de s6lidos de revolucién que genera una
region al girar en torno de una recta L del plano.

figura 3.30
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3.7 Volumen de revolucion

Sea R una region del plano xy, L una recta que no intersecta el interior de R, tal como se muestra en
la figura 3.30. Si esta region es rotada alrededor de la recta L, entonces se obtiene un sélido en el es-
pacio tridimensional, llamado sélido de revolucién, cuyo volumen podemos calcular mediante una
integral definida. Mostramos tres métodos de cdlculo del volumen de tales s6lidos: Disco, Corteza y
Pappus.

3.7.1. Meétodo del disco

La base de este método se encuentra en el hecho de que uno de los s6lidos de revolucién mds simples
es el cilindro circular recto o disco, el cual se forma haciendo girar un rectdngulo alrededor de un eje
adyacente a los lados del rectdngulo, tal como muestra la figura 3.31

W
W

2
2 disco
50

R £ AN~ F { (\\% @
©
: W

Eje de revolucién

figura 3.31

= Rotacién en torno del eje x

Sea R region del plano limitada por la curva no negativa y = f(x), lasrectasx =a,x = b,y =0,
esto es

R={(xy)/a<x<b 0<y< f(x)}

La figura 3.32 muestra un recinto como el descrito. El sélido S obtenido al hacer girar la regién R
alrededor del eje x tiene un volumen V, dado por

Vei=m /bfz(x)dx

Demostracion

Dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos mediante la particion P = {a = xo < x1--- < x, =
b}.Sean

fle;)) =min f(x), f(w;)=méax f(x), x€ L= (xi1,%)

A continuacién se construyen rectdngulos inscritos y circunscritos a la regién R, tal como lo hicimos
en el problema del drea de una region (figura 3.32). Los rectdngulos genéricos r; y R;, tienen la forma

£
R;

{(x,y)/xi-1 <x<x,0<y<f(e)}
{(y)/xis1 <x<x;, 0<y < f(w;)}
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3.7 Volumen de revolucion

!/ y
f(wi) f(wi)
f(ei) f(e)
ri R;
x x
a  rectangulosr; b a  rectangulos R; b

figura 3.33

Cuando un rectdngulo r; rota alrededor del eje x, se obtiene un cilindro circular recto que represen-
tamos por s;. De igual manera, al rotar un rectangulo R; alrededor del eje x, se obtiene otro cilindro
circular recto que denotamos por S;. Llamando V (s;) y V(S;) a los volumenes de los cilindros y Vy
al volumen del sélido, tenemos

V(s1) + V(s2) + -+ V(su) < Vx < V(S1) + V(S2) + -+ + V(Sy)

Como

entonces
n

V(si) = Y m[f(e))? AL < Vi < éV(Si) =Y nlf(w)) AL

n

Al tomar limite, con la norma de la particién tendiendo a cero, esta suma de Riemann se transforma
en una integral

Vi=m /abfz(x)dx

s Generalizacion

La regién empleada para obtener el volu-
men que acabamos de encontrar tenia a la
recta de giro como parte de su frontera. En
el caso que no sea asi, es decir, si R es una
region de la forma

R={(xy)/a<x<b f(x)<y<g)

entonces el volumen de revolucién que ge- 4 Ar b
nera la region cuando gira en torno al eje figura 3.34
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3.7 Volumen de revolucion

x es la diferencia de los volimenes entre el que genera el recinto que acota la curva mayor menos el
recinto que acota la curva menor. Esto es

Vo= [ 1800~ £2(0)) d

La figura 3.34 muestra la elecciéon de dos rectangulos genéricos, los que sirven para hacer la diferen-
cia de los voltimenes.

Ejemplo 3.7.1. Hallar el volumen del sélido que se genera al rotar en torno al eje x la regién que acotan el eje
x y el arco de la curva y = sen x entre O y 7t.

Consideremos un rectdngulo genérico, perpendicular al eje de rotacion, de altura i = f(x) y base
Ax (figura 3.35). Este rectdngulo genera un elemento de volumen V = 7 r? h. Al girar, su la altura
corresponde al radio del cilindro y la base no se altera. En consecuencia

2 T2 us
av =rm-r dx:>Vx:7T/ sen xdx:7
0
y Y
y=d
Ay _
Y = senx *=3)
y:C
x x
Ax T
figura 3.35 figura 3.36

3.7.2. Rotacién sobre el eje y

Si x = g(y) es una funcién no negativa definida sobre [c, d], entonces el volumen generado al rotar
la region

R={(vy)/esy<d 0<x<g(y)}
alrededor del eje y (figura 3.36) es

d
w:nlfmw
» Generalizacién

Si un recinto es como el que muestra la figura 3.37, se puede generalizar el volumen que se obtiene
al girar la region R = {(x,y)/c <y < d, f(y) < x < g(y)} en torno al eje y. Para ello sélo es
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3.7 Volumen de revolucion

suficiente trazar rectdngulos genéricos que conecten las curvas frontera (dos en este caso) con el eje
de rotacion.

y=0
figura 3.37 figura 3.38

Ejemplo 3.7.2. Hallar el volumen del sélido que se genera al rotar la region acotada por y = 0, x = 4,
y = /x, alrededor del eje x, y alrededor del eje y.

La figura 3.38 muestra tal region. Para hacer el giro en torno del eje x trazamos un rectangulo genéri-
co, perpendicular al eje de rotacién, de altura h = f(x), y base Ax. La altura corresponde al radio
del cilindro. Se tiene

4
dV:andx:>Vx:7r/ (\/E)2 dx = 87
0

Para la rotacién en torno del eje y, se consideran dos rectdngulos genéricos perpendiculares al eje de
rotacion, tal como se ve en la figura 3.39. Estos rectangulos tienen alturas h; = 4y h, = \/x, y bases
Ay. Ellos generan volumenes V; y V,, respectivamente. De esta forma el volumen de revolucién que
genera toda la region serd la diferencia entre V; y V5. Se tiene entonces

_ 1287

2
WV =r(F-r)dy = V=7 [ [4P- (] dy ==

y=0 4
figura 3.39 figura 3.40

Ejemplo 3.7.3. Hallar el volumen del sélido que se genera al rotar la regién acotada por larectay = x+ 2,y
la pardbola y = x?, alrededor del eje x (figura 3.40).
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3.7 Volumen de revolucion

Consideremos dos rectdngulos genéricos perpendiculares al eje x de rotacién, de alturas h; = x 42,
hy = x?,y base Ax. Luego, el volumen de revolucién que genera toda la regién serd la diferencia
entre ellos. Como la region

R:{(x,y)/—lgxgz,x2§y§x+2}

entonces

2 327

((x+22—(:2)?) dr = ==

dV:n(r%—rg)dx:>Vx:7t/ =

-1

Ejemplo 3.7.4. Hallar el volumen del sélido que se genera al rotar la region acotada por las pardbolas x =
y? — 3, x = y — y?, alrededor de la recta x = —4.

Consideremos dos rectdngulos genéricos perpendiculares a la recta de rotaciéon x = —4, de alturas

h=fly)—(-4), h=gly) —(-4)

y base Ay, con f(y) =y —y?, ¢(y) = y* — 3. Luego, el volumen de revoluciéon que genera toda la
region serd la diferencia entre ellos. Esto hace que la diferencial de volumen sea

AV = n(r? —13) dy

de donde ,
3/2 8757
.2 2 (2 2
Vy—n/_1 ((y v +4)" —(y 3—|—4))dy——32

y z:1+y2

ﬁ/ > e x 7 >z—4+y—y .

-3 1
-1 figura 3.41 -1 figura 3.42

m\
=
Il
<
¥
|
[68)
NI

x=—4

3.7.3. Traslaciones

Otra forma de resolver estos problemas, en los cuales la recta de giro es una recta paralela a uno de
los ejes coordenados, es recurrir a una traslacién. La finalidad de la traslacion es que la recta de giro,
x = —4 en este caso, se “transforme” en un “eje y”, pues ese caso es mas simple (figura 3.42). Para
ello, sea x + 4 = z, entonces x = —4 = z = 0. De esta forma logramos que la misma regién, pero
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3.8 Método de la Corteza

con curvas fronteras acordes con la traslacién rote alrededor del eje z = 0, paralelo al eje y. Se tiene

1 17
quex € [-3,-] =z €[], Z] Las ecuaciones de las parabolas, en términos de z e i son

s Z]
— 42 ) 2
x=y" -3 = z—-4=y"-3=—z=y"+1
x=y—y = z-d=y-yP=z=y—y +4
Con el procedimiento de los rectdngulos genéricos la diferencial es
AV = (12 —13) dy

de donde

3/2 8757
_ ) 22 2 _
Vy—ﬂ/l (== (P 3442 | dy = =

NOTAP: La notacién Vy identifica volimenes de sélidos de revoluciéon girando en torno al eje x 0 a
una recta paralela a él. La notacién V;, identifica la rotacion con respecto al eje y 0 una recta paralela.

3.8. Método de la Corteza

Por corteza cilindrica se entiende al s6lido comprendido entre dos cilindros concéntricos. La figura
3.43 muestra la corteza formada por dos cilindros de radios r; y r,. El volumen de una corteza
cilindrica depende, obviamente, de los radios de los cilindros que la contienen.

Si r; es el radio interior, r; el exterior, y & es la altura, entonces

T & .,
O el volumen de la cortezaes V = w2 h — 7 1?2 h. Expresién que
= escribimos
1+ 12
V=2mr (2 (rp —r1)h
2
: _ 1+ L

Si hacemos 7 = M, Ar = ry — r1, entonces la féormula

para calcular la corteza cilindrica es

figura 3.43 V=2m-7-h-Lr

Sirq es el radio interior, r; el exterior, y & es la altura, entonces el volumen de la corteza es
> (1’2 — 1’1) h

, Ar = ry — r1, entonces
V=2m-7-h-Ar

representa una férmula para la corteza cilindrica, siendo 2717 la longitud de la circunferencia cuyo
radio es la media entre r1 y rp, y Ar el espesor de la corteza. Vamos a encontrar una integral que
proporcione el volumen del sélido mediante cortezas. Al igual que el método anterior, éste puede
extenderse a regiones que roten alrededor de rectas cualesquiera que no intersecten la region.

r+r

V=mnrih — nr%h:27t(

Si hacemos las sustituciones, 7 = (rlziﬁ
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3.8 Método de la Corteza

3.8.1. Rotacién sobre el eje y

Sea R la region del primer cuadrante limitada por las rectas x = a,x = b,y = 0ylacurvay = f(x).
Al rotar R en torno al eje y se forma un sélido S cuyo volumen es

b
Vy =2m /a x f(x)dx
Demostracion

La figura 3.44 permite visualizar el problema.
Yy y

figura 3.44

Una particion P = {a = xo < x1,--- < x, = b} divide el intervalo [a, b] en n - subintervalos, entre
los cuales consideramos

fle)) =min f(x),  f(w;) = méx f(x), {xi1 <x<xi}

Ahora, construimos rectangulos r; y R;, tales que

ri={(oy)/xi1<x<x,0<y<f(e)}
Ri={(xy)/xi1<x<x,0<y< f(w)}
Al rotar R, los rectdngulos r;, R; generan cortezas cilindricas ¢; y C; de volimenes

V(ci) = 2”(%) Al f(e€;)
Xi+ X1

V(G) = 2n<T> Al f(w;)

Asi, el volumen Vj, del sélido satisface

iV = i f((-:l AI < Vy i = iff(w,-)AIi

i=1 i=1 i=1 i=1

Al tomar limite con la norma de la particién tendiendo a cero, tenemos

Vy =2m /bxf(x)dx
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3.8 Método de la Corteza

» Generalizacion

En el caso que la region R esté acotada por las rectas verticales x = a, x = b, y las curvas y = f(x) e
y = g(x). Esto es
R={(xy)/a<x<b flx)<y<g(x);

entonces el volumen de revolucién que genera la regién cuando gira en torno al eje y es
b
Vy=2m [ x[g(x) — f(x)] dx

La figura 3.45 muestra la elecciéon de un rectdngulo genérico, paralelo al eje de rotacion.

y y
y=g(x)

Ay (x,y)

y=f)

a Ax b
figura 3.45 figura 3.46

3.8.2. Rotacién en torno al eje x

Si la region R esta limitada por las rectas y = ¢,y = d, x = 0, y por la curva x = ¢(y), entonces el
volumen que genera R al rotar alrededor del eje x viene dado por

d
Vx=27r'/c y-8(y)dy

La figura 3.46 muestra este caso y la 4.47 su generalizacién, cuando la regioén la acotan dos curvas.

Ax 3
figura 3.47 figura 3.48

Ejemplo 3.8.1. La regién R acotada por la pardbola y = x2, las rectas y = 0, x = 3 gira alrededor del eje v.
Hallar el volumen del sélido generado.

110



3.8 Método de la Corteza

Resolvemos este problema por los métodos del disco y corteza.

Corteza: Los rectdngulos son paralelos al eje de rotacién (figura 3.48). Se tiene
3 817
VvV, =2 cx2dy = =2
Y T /0 x - x“dx 5

Disco: Los rectdngulos son perpendiculares al eje de rotacion (figura 3.49). Se tiene

K ? 817
— 2 2 _ _ —
Vy—r(/o (3 x>dy—7T/0 (O—y)dy ==

y=2

Ay
X X

3
figura 3.49 figura 3.50

Ejemplo 3.8.2. La region R acotada por la pardbola y* = 12 — 4x y las rectas x = 0,y = 0, y = 2, gira
alrededor del eje x. Hallar el volumen del solido generado.

Mostramos el cdlculo por ambos métodos.

Corteza: rectangulos paralelos al eje de rotacién (figura 3.50).

2 42
szzn-/ y-(124y > dy = 107
0

Disco: rectangulos perpendiculares al eje de rotacién (figura 3.51).

2 3
Vx:n-/ 4dx+7r-/ (12 — 4x) dx = 107
0 2

y = 4dx — x?

y=12-x

N F-————
=
=

Ax 2 4

figura 3.51 figura 3.52
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3.9 Area de una superficie de revolucion

3.8.3. Teorema de Pappus

El siguiente resultado es obra del gran matemaético griego Pappus (afio 300 A.C.). Proporciona otra
forma de cédlculo de volimenes de revolucién, principalmente, de aquellas regiones que giran en
torno a rectas no paralelas a los ejes coordenados.

Teorema 3.8.3. Sean R una region y L recta de ecuacion ax + by + ¢ = 0 situadas en un mismo plano, y con
la condicién de que L no intersecte el interior de R. El volumen V del sélido generado al rotar R alrededor de
L es igual al producto del drea A de R, por la longitud de la trayectoria descrita por el centro de masa de R. Es
decir

V=2rn-A(R)-d=2r-AR)d[(X,y),ax+by+c=0]
d es la distancia del centro de masa de R a la recta L.
Ejemplo 3.8.4. Hallar el volumen del sélido que se genera al rotar, en torno de la recta x +y = 8, la region
R={(xy) /0<x <4, O§y§4x—x2}

La figura 3.52 muestra la region. La recta x = 2 es eje de simetria de la parédbola. Esto significa que
X = 2. El 4rea de la region es

A(R) = /04(4x— W) dx = 2=

Para calcular y se necesita el momento en x.

4 4
sz/ydAz/o y[2+v4—y—(2—v4—y)]dy=2/o yvV4—ydy
Con la sustitucién 4 — y = z? se tiene que

2 256
M, :4/0 (422 — 24 dz = Ic

Con esto, 7 = % : % = %. De modo que el centro de masa de la region es el punto (2, %) Con estos

datos, el teorema de Pappus asegura que

32 8 32 22 14087t
V:27T—d 2,—,x+ —8:0 :27'[_ e

3.9. Area de una superficie de revolucién

La idea es hacer girar un arco de curva, como la que muestra la figura 3.53, en torno de una recta L
y calcular el drea de la superficie de revolucion que se genera (figura 3.54).
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3.9 Area de una superficie de revolucion

A

figura 3.53 figura 3.54 figura 3.55

El &rea lateral S de un tronco de cono circular recto de radios r; y 72 con generatriz L (figura 3.55)
estd dada por

L
2

AS)=mn(ri+rn)L=2r-

Sea C un arco que es la imagen de una funcién
de clase ¢! Y que tiene ecuaciéon y = f(x), con
x € [a,b] (figura 3.56). Al girar este arco en torno
de una recta se genera una superficie de revo-
lucién. A esta superficie vamos a encontrar una
expresion integral que la calcule.

Sea P = {xg,x1,---,xy} una particién del in-
tervalo [a, b], I, = [xi_l,xi], AL, = x; — xj_1.
Sea w; el punto medio del intervalo I;. Esto es,

1
w; = E(xi + x;_1). El segmento de recta L; tan-

gente a la curva en x = w; tiene pendiente
tg a; = f'(w;). La longitud de este segmento se
deduce de
Al Al
o — Iy = 25— 1+ [F(w)2AL
COS i; ||L1|| || 1|| COS ; +[f (wl)] 1

se us6 el hecho que sec’a = 1+ tg%a. La figura 3.56 muestra una ampliacién del intervalo I;, con el

tin de mostrar que efectivamente, al girar, el rectdngulo genérico d4 origen a un tronco de cono.
El 4rea del tronco de cono que engendra el segmento L;, de acuerdo a la definiciéon anterior es

r+r

A(Sl) =27 L

la que en este caso toma la forma

A(Si) =27 f(w;) \/1+ [f'(wi)]* Al
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3.9 Area de una superficie de revolucion

En consecuencia, el drea de todos los troncos de cono que se encuentran en la particiéon es

AS) =21 Y F(wi) 1+ [F (@) AT

i=1

Esta expresion es una suma de Riemann, en la cual se han elegido los puntos medios de cada inter-
valo de la funcién 27t f(x) /14 [f’(x)]?. Luego

A(Sy) = 27 /abf(x) 14 [f/(x)]2 dx = 270 /yds

= La eleccién de la diferencial de arco se puede hacer con la diferencial dx, o con la diferencial
dy. La férmula anterior muestra la eleccién con dx. Para elegir con dy, se debe tener x = g(y)
en el intervalo [c, d]. Luego

Sx) =27 /cdy\/H [§'(y)]?dy =2n /Cdyds

» Lanotacién A(Sy) denota dreas de revolucion respecto del eje x o de cualquier recta paralela a
ella.

» Si el arco C viene dado en al forma y = f(x) y el giro se hace en torno del eje y, entonces el
area A(S) generada estd dada por

b b
Sy):27r/ x\/l—i—[y’]zdx:Zn/ x ds

= Aligual que el caso anterior, al elegir la diferencial de arco con dy se tiene

d d
Sy):27r/ x«/l—i—[x’]zdy:Zn/ x ds

en donde x = g(y) en [c, d].

Ejemplo 3.9.1. Hallar el drea de la superficie que se obtiene al girar alrededor del eje x, el arco de la semicir-
cunferencia de ecuacion y = /a% — x? que muestra la figura 3.57.

Para hacer un buen uso de la férmula, lo primero es situarse sobre la curva que va a gira, para ello
se marca el punto sobre la curva quie muestra la figura 3.57 y se mide su distancia a la recta de giro,
que en este caso es igual a y. Por tanto,

c c
A(S) = 27‘[-/de:27‘(-/ a? —x?-\/14+y"?dx

= /adx—Zmzc—
b
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3.9 Area de una superficie de revolucion

y y
y=va>—x? 1
LY
I
1 X X
b c 1
figura 3.57 figura 3.58

Ejemplo 3.9.2. Hallar el drea de la superficie que se obtiene al al girar alrededor del eje y el arco de la pardbola
y = x2, para 0 < x < 1. (figura 3.58).

El punto sobre la curva muestra que su distancia a la recta de giro (eje v) es x.

A(S) —27r/ xVi+adx =2 (5v5-1)

3.9.1. Teorema de Pappus
Para calcular dreas de superficies de revolucién, que giren en torno de rectas no paralelas a los ejes
coordenados, de nuevo tenemos la ayuda del gran Pappus.

Teorema 3.9.3. Sean C un arcoy L recta de ecuacion ax + by 4 ¢ = 0 situadas en un mismo plano, y tal que
L no intersecte a C. El drea de la superficie generada al rotar C alrededor de L, A(S), es igual al producto de
la longitud de L(C) del arco C, por la longitud de la trayectoria descrita por el centro de masa de C. Es decir

A(S)=2n-L(C)-d=2m-L(C)d[(X,y),ax +by+c=0]

Ejemplo 3.9.4. Usar el teorema de Pappus para hallar el centro de masa del arco y = v/a?> — x? sabiendo que
el drea de la superficie de una esfera de radio a es 47ta®.

Si hacemos la rotacion de la curva alrededor del eje x entonces, figura 3.59, deducimos que X = 0.
Por otra parte,
4rma® = 27 (ma)y

de dondeyy = 2;”

=
<
I
S
¥}
|
=
N

X
—a a —a /1
figura 3.59 figura 3.60
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3.9 Area de una superficie de revolucion

Ejemplo 3.9.5. Hallar el drea de la superficie generada al rotar el arco y = / a? — x? alrededor de la recta
y=x-—a

Como la recta no es paralela a ninguno de los ejes coordenados, la tnica alternativa para resolver
la situacion es Pappus. Del ejemplo anterior, el centro de masa del arco es el punto (0, 2—7;), de modo
que su distanciaalarectay = x —aes

De esta manera, el 4rea de la superficie generada es

Sp = ma*V2- (m—2)
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3.10 Problemas resueltos

3.10. Problemas resueltos

Ejemplo 3.10.1. La regién acotada por la elipse b* x> + a> y*> = a b?, y los ejes coordenados en el primer
cuadrante se rota alrededor del eje x. Hallar el volumen generado.

La figura 3.61 muestra la region a rotar. Se considera un rectdngulo genérico perpendicular al eje de
rotacién (método de disco). El radio es Ax y la altura y = f(x). La ecuacién explicita de la elipse es
y =2 /a2 —x2. Luego

wh? 7, 2

V=— a? — x?) dx = = 7t ab?
a2 Jo ( ) 3
Y Y
y2:4ax
2.2 1 2.2 212
, b*x* +a*y- = a‘b (x,7)
I
I
iy
X 1 X
a 3a
figura 3.61 figura 3.62

Ejemplo 3.10.2. Hallar el drea de la superficie de revolucién que se obtiene al girar el arco de la pardbola
y? = dax ubicado en el primer cuadrante, 0 < x < 3a, alrededor del eje x.

Consideramos un punto (x,y) sobre la parabola, y medimos su distancia al eje de rotacién, para

tener
b
AS:2/ ds, =0, b=3a,ds=/1+y2d
(S) | yds, a a, ds y'? dx

como y = Vv 4ax, entonces

3a 3a a
AS) = 2 / Vaax \/1+y? dx =2 / Vaax -1+ 24
(S) LA ax y"=dx=2m | ax L x

567142
3

3a
= 4m\/a Vx+adx =
0

Se puede tomar ds = V1 +x2dy = /1 + (2y_a)2 dy para tener

2av/3 P 2
_ 2 _ 56ra
A(S)_Zn/o y\/1+(2a> ay =22

Ejemplo 3.10.3. Hallar el drea de la superficie generada por el segmento de rectay = 2x, 0 < x < 2, al girar
alrededor del eje x y del eje y
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3.10 Problemas resueltos

= Giro en torno del eje x.

La figura 3.63 muestra el segmento de recta y un punto sobre ella. La distancia de cualquier punto
(x,y) enla curva al eje x es y. Luego, el drea de la superficie generada lo representa

2
S=2m / yds
0
endonde, y = 2x,ds = /1 + y’2 dx = /5. En consecuencia

2
S:27r/ 2x\/§dx:87t\/§
0

= Giro en torno del eje y.

La distancia de cualquier punto (x, y) al eje y de rotacién es x, luego

2
S = 2n-/ x\/gdx:47t\/5, conds =+1+4dx
0

4
S = 2n-/ z\ﬁdy:@t\/g,conds:\ll—i—laly
02V4 4

<

N
e N

figura 3.63 figura 3.64

Ejemplo 3.10.4. Hallar la longitud de la curva x*/3 + y*/3 = a?/3,

La figura 3.64 muestra la curva, la que presenta simetria respecto del origen, de modo que la longitud
de ella es cuatro veces la porcién comprendida en el primer cuadrante. Como y’ = —x~1/3.y1/3,

entonces
a a
s = 4-/ \/1+ ’de:4/ 1+ x72/3.y2/3 dx
0 4 0 \/ 4

a y2/3 aa1/3
_ 4-/0 1+mdx:4-/o & s dx = 6a

Ejemplo 3.10.5. Hallar la longitud de la curva y = In x, para x € [v/3,/8]
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3.10 Problemas resueltos

La porcién de curva la muestra la figura 3.65. El calculo de su longitud es:

V8
S:/f V1+x2dx
3

Para calcular la integral, la escribimos en la forma
VB 1
s = —-V1+x2dx
J3 X

y usamos la sustitucién, x = tg 60, de la cual dx = sec? 0 df. Al resolver se obtiene

1 3
S—1+§1n§

————————————— y:b
y=Inx

% 2

1 | x x
VRG]
figura 3.65 figura 3.66

Ejemplo 3.10.6. Hallar el drea de la superficie generada por la curva x> + (y — b)?> = a? al rotar alrededor
del eje x.

La curva, que muestra la figura 3.66, se separa en dos funciones

y1 =b+Va%—x2, Yo =b—+a%—x2

Ahora se calcula el 4rea que genera cada arco al girar en torno al eje x.

Para el arco superior y; = b + Va2 — x2, la distancia de cualquier punto (x, y) al eje de rotacién es y,

de modo que
b a x2
S = 27'(/ yds:47'c/(b+\/a2—x2) 1+a2 xzdx
a 0 -

a b

= 2ma(mt b+ 2a)
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3.10 Problemas resueltos

Para el arco inferior y, = b — va? — x2, la distancia de un punto (x,y) sobre este arco al eje de
rotacion x es y, de manera que tenemos

= 2r bd—rf ab 2—x2 + i d
= 2 =1 — Va2 — 1
S /st /0( a? — x?) a2 X

a b

= 2ma(mtb— 2a)
Se concluye que el area total A(S) es
A(S) = 2ma(mth + 2a) + 27ta(7th — 2a) = 4abm®
. ., . 2
Ejemplo 3.10.7. Hallar el centro de gravedad de la region que en el primer cuadrante acota 27 + 17 = 1.

La figura 3.67 muestra la elipse. Veamos en primer lugar, los momentos:

a a / x2 a2b

My = /Odi—/Obx 1—a—2dX—T
b a 2 2

_ _ 1Y g, A
M, = /OydA—/an 1 bzdy— 3

Para el célculo del 4rea de la region, tenemos

a 2
A= [TbyJ1-3 ax
0 a

conx = asenf, dx = a cos 6 db, la integral se transforma en

/2
A:/ ab-cosZQdQ:n—al7
0 4

_ My _ a’h 4 4a . _4b
como X = —=, entonces X = — - — = —. De manera andloga, j = —
3 mab 3m Y37
g
b y? =20x
x2 =20y
x x
a
figura 3.67 figura 3.68
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Ejemplo 3.10.8. Hallar el centro de gravedad de la regién acotada por las curvas y> = 20x, x> = 20y.

En primer lugar, el 4rea de la region es

20 x2 400
A_/O (\/20x—%> dx = -

El momento respecto My, es

20 20 2
My = [“xdA= [T (V20x - ) dx=1200
0 0 20
concluimos que x = 1200 - ﬁ =9,y por simetria, ¥ = 9.

Ejemplo 3.10.9. Hallar el volumen del sélido generado por la regién acotada por las curvas y = 4 — x2, y =
0, al rotar alrededor de la recta y = —1.

Mostramos el cdlculo del volumen, por el método del disco, verificamos por traslacién, y por el
método de la corteza.

= Método del disco: Consideramos dos rectdngulos genéricos tal como se ve en la figura 3.69.
Esto hace que se tenga una diferencia de voltiimenes.

(x,y)// y=4-2x2 (x,z)/
z=1

-2

y+1 z

figura 3.69 figura 3.70

vV = n/i[(y-i—l)z—(l)z]dx=7r/_2[(4—x2+1)2—(1)2] dx

_ 71/22[(5—x2)2—(1)2] dx = 327

s Traslacién: El problema sugiere una traslacion vertical. La idea es cambiar de eje de rotacion.
Si se consideray +1 = z = 0, entoncesy = z—1,de aquique z = 1+ (4 — x?) = 5 —x?,
x € [—2,2]. La situacion gréfica es la que muestra la figura 3.70. El volumen del s6lido es

2 8327t
_ _2\2 12 _
VZ—Q—TI/2<(5 x%) 1>dx 15
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3.10 Problemas resueltos

» Corteza: En este caso se consideran rectdngulos genéricos paralelos al eje de rotacién, como
muestra la figura 3.71. La diferencial del volumen es

AV = 2nrhdr = 27t(y + 1)2x dy

Luego
4
V, =4 /0 (y+1)/3—ydy
conz = (/4 —y, se tiene
2 8327
V., = 2 _ Mgy =220
y = 87 /0 (5z° —z%) dz E
y z
(v y) f—— y=4-—x /\<—1—x2
-2 2 X i) L 1 X
y=-1
figura 3.71 figura 3.72

Ejemplo 3.10.10. Una placa cubre la region acotada por y = 1 — x?, y = 0, y su densidad p(x,y) = y + 3
en cualquier punto (x,y). Calcular el momento de inercia de la placa respecto del eje x.

El momento de inercia de una region respecto de una recta es

b
I:/ rzpdA
a

en donde, r es la distancia del punto (x, y) a la recta (figura 3.72). Ademads, como m = p A, entonces
la diferencial de masa es

dm = pdA, condA = (ﬂ— (—ﬂ)) dy

de donde
1= [ +3) (VI=y=(—VI=p)) dy

El resultado de la integral, luego de algunas integraciones por partes y sustituciones, es

524

I=3
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3.10 Problemas resueltos

Ejemplo 3.10.11. Hallar el centro de masa de la ldmina que cubre la region acotada por y = x*, y = 4,y
cuya densidad es p = 2y + 3

Mirando la figura 3.73 es claro que x= 0. Veamos el momento en x.

M= [yan=["y+3) (vi-0)dy = %

La masa M de la regién es

M= [Toan=2 [y+3) (yy-0)ay =1

En consecuencia

- 6464 5 202
Y=

37 416 91
Y Y
y=4 y = 2 y= m
x / x
) 2 -1 1
figura 3.73 figura 3.74

Ejemplo 3.10.12. Hallar el volumen que genera la region que acotan el eje x y la curvay = /1 — x2 al girar
alrededor de la recta que se indica:

1Ly=1 2. y=-1 3.y=2 4. x=2

Mostramos la resolucién de cada problema, mediante método de disco, corteza, traslacién y Pappus.

Recta de giro: y =1

Método del disco La figura 3.74 muestra la regién a la que se aplica método del disco.

1 1
Vy:n/ [12—(1—y)2]dx:27(/ [2 1—x2—1+x2]dx:%(37t—4)
-1 0

Método de traslacién Queremos que la recta de giro, y = 1, coincida con el eje x, luego, y —1 =
z=z=+vV1-x%2-1, x € [-1,1]. De este modo

Vo= /_11 12— (VI=22 - 1)] dx =

Método de la corteza En la figura 3.75,dV = 2wrhdr, r =1 —y, h = 2x, x = /1 — y2. De esto

7T

dV =2 (1 —y) 24/1—y?dy
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Luego

V:47r-/(1—y) 1—y2dy:47r-/ (1—sen9)c0529d9:§(37t—4)
0 0

Y Y
y=v1-—x2 y=v1-—x2
x x
1 1 -1 1
. y=-1 .
figura 3.75 figura 3.76

Ax
Pappus El Teorema de Pappus, para voliimenes de revolucién asegura que V = 27 - A -d, con A
area de la regién que gira, d la distancia del centro de masa a la recta de giro. Se tiene

1
A:/ \/1—x2dx:§, ¥ =0
1

_ 1 1 > 4 4 3m—4
V=gx [ fdx= g0 d=1- =T
Luego
w 3m—4 7T

Recta de giro: y = —1

Método del Disco: En la figura 3.76 se observa que la distancia de un punto sobre la curva a la recta
de giro es y + 1. Pero el Ax indica integracién respecto de x, de modo que reemplazamos el valor
que tiene y en la curva en funcién de x para tener que

y+1=v1—-x2+1

A este volumen generado se debe restar el que se encuentra entre y = —1y el eje x. Se tiene que
! / 2 2 ! 2 T
Vy:n/_l[(1+ 1—x2) —(0—(—1))]dx:27t/0 [2 1—x2+(1—x)}dx:§(37t+4)
y y
y=2
=vV1-a2 }
2-y
AN\ M\
1 1 * -1 1 *
e figura37y figura 3.78
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Método de traslacién Para hacer coincidir la recta de giro con el eje hacemos la sustitucion y +1 =
z=0,delacualy =z —1,.Comoy = v/1 — x2, entonces z = 1 + v/1 — x2. Luego

1 1
V, =27 / (2 —12) dx = 270 / (A+VI=222-12) dx = 2 (37 +4)
0 0
Método de la corteza En la figura 3.77 se tiene que

dV =2nrhdr, r =14y, h=2x, x = /1 —y?

Asi,
dV =2m (14+y)24/1—y?dy
Luego
1 /2 T
V=4n / (1+y)\/1—y?>dy=4rn / (1+ sen ) cos*0 do = 3 (3w +4)
0 0
Pappus

Para el 4rea se tiene

1
A:/ \/1—x2dx:g
-1
My

La primera coordenada del centro de masa es cero, es decir, ¥ = 0. Para hallar y = =3*, tenemos que

M —/ dA—l/l(l—xz)dx—g
* Ry 2 ) 3

Se observa que se eligic’) la diferencial de 4rea en la variable x, y se cambi6 el valor de y ( en la region)
por el valor promedio 3(fi + f2), con fi = V1 — 22, f, = 0. Para quienes no gusten de este método
y prefieren mantener la variable y, deben cambiar la diferencial a la variable y, obteniendo

/ydA—Z/ dy—z
4

con esto la coordenada iy = 5-. Ahora, la distancia del centro de masa a la recta de giro es

_ 4 3m+4
d{( y)y+1_0}—1+§— 37

En consecuencia

7
T2 T 3 (37 +4)

Recta de giro: y = 2

La forma de resolver es andloga (figura 3.78), de manera que s6lo lo hacemos aplicando Pappus.

T 4 27
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Recta de giro: x =2

Método del disco Dividimos la regién en dos partes; la que estd en el primer cuadrante, que lla-
mamos R; (figura 3.79) y la del segundo cuadrante que denominamos R; (figura 3.80). Para un
rectangulo genérico, su volumen al girar es Vs, = 7172 h.

Dibujamos dos rectdngulos genéricos (perpendiculares al eje de rotacién) y hacemos su diferencia
de volimenes. En la regién Ry, se tiene r = 2 — x, h = Ay. De modo que el elemento de volumen es

AV =m (22— (2—x)?) dy
En consecuencia

V:n/o1 {4—(2— 1—]/2)21 dy =2 - (37 —2)

Para el rectangulo genérico (perpendicular al eje de rotacién) ubicado en regién la Ry, se tiene r =
2+ x, h = Ay, de modo que el elemento de volumen es

AV =1 [(2+x)2—22)] dy
En consecuencia .
V=mn / {(2+ 1—y2)2—4} dy:g-(3n+2)
0
Se concluye que el volumen total generado por la regién al girar en torno a la recta x = 2 es

V =V(Ry) + V(Ry) = 27

(xy)

T 2—x [/_ 2+x

_ x=2
R, x=2 /Rz
\ X X

1 -1
tigura 3.79 figura 3.80

Método de la corteza Dividimos la region en dos partes; la que esta en el primer cuadrante la deno-
minamos R; (figura 3.81), y la del segundo cuadrante R; (figura 3.82).

Para un rectdngulo genérico en R, paralelo al eje de rotacién, la diferencial de volumen es dV =
2rnrhdx, conr=2—x, h=y =+1—x2,de donde

dV =21 (2 —x)vV1—x2dx
Luego

V=27 /01(2—x)\/1—x2dx:§(37r—2)
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Para el rectdngulo genérico paralelo al eje de rotacién en la regioén Ry, se tiene r = 2 — x. Cabe
consignar que al tomar un punto genérico (x, y) éste se considera sin signo, ya que el signo aparece

en la integral. Como h = y = v/1 — x2, entonces el elemento de volumen es

AV =2m (2—x)vV1—x%2dx
Luego
0
V=o2n / (2—x)V1—x2dx = g (37 +2)
1

Se concluye que el volumen total generado por la regién al girar en torno a la recta x = 2 es

V =V(Ry) + V(Ry) = 272

figura 3.81 figura 3.82

Pappus

El 4rea de la regién es A = Z. La coordenada del centro de masa, x = 0 = d = 2. En consecuencia
g 2

V=2rAd=2m 2 .2=27
Ejemplo 3.10.13. Hallar centro de masa de la region acotada por la recta y = 1y la pardbola y = x?

Se trata de una regién cuyo eje de simetria es el eje y. Luego, x = 0,y = % Calculemos este
momento y la masa que en este caso consideramos igual al drea (densidad 1)

1
0

La diferencial de 4rea en la variable y es dA = 2 y!/? dy. Observar que no es bueno usar dA =
(1 — x?) dx, pues aparece la variable y en el integrando, entonces

1 4
— o2 4, = =
Mx—/OyZy dy 5

[6;1]6M)

Como el dreaes A = %, entonces | =
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3.10 Problemas resueltos

p=4x+1

figura 3.83 figura 3.84

Ejemplo 3.10.14. Una varilla que mide 9 cms de largo tiene densidad p = 4x + 1 en cada punto. Hallar la
masa total y el centro de masa de la varilla, si se la considera situada sobre el eje x.

La figura 3.84 muestra la situaciéon. Como y = 0 = y’ = 0, entonces

ds = \/1+y"?dx =dx

Asf, para la masa se tiene

9 9
M:/ (4x+1)ds:/ (4x +1)dx = 171
0 0

Es claro que ¥ = 0. Para hallar ¥ debemos hallar el momento en y

? ? ? 2025
My:/ xdm:/ xpds:/ x(4x+1)\/0+1dx:T
0 0 0

En consecuencia 2095
X = 34—2 ~ 5, 921
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3.11 Problemas Propuestos

3.11. Problemas Propuestos

1. Hallar el 4rea de la regién acotada por las curvas indicadas:

a) y=9x—x%,y=0
byy=x*>,y=x,x=1,x=3
) x=y*-2y—3,x=0

d) x =5y, x =y> —2y* — 3y
e) Y =4dx+1, x+y=1

2. Calcular el drea de las regiones acotadas por:

a) y:4x—x2,elejex,x:1,x:3

b) y:\/x—+1,e1ejex,x:0, x=28
y=lx—1,y=x>—-2x,x=0, x =2
d y=x*y=—4

e) y+x>+4=0,y= -8

=20 y=-2,x=0

g y=2-x%y=—x

W y>»=x—-1,x=3

)y=vry=x

Resp: 22 52 7 32 32 12 9 8/2 5 64 9 7 1 32 253 71
eSp 3, 3/3/ 3,3/ 572/ 3 12, 3723737 3/ 127 67

Hy=x-Lx=y x+y=1
9=y, x=0y=4

h) y*> =6+3x, y = 3x
Ny=x—x>,y=x—4
j)y:2x,4y:x,y:xz—2,x>0

. 243 14 32 148 19 64 125 32 3
Resp: 5% 5.5, 3,9 4/ 5. 187 372

)x=y-2x=6-y
ky*=x-1,y=x-3
hy=l|x,y=x>*-1,x=-1,x=1
myy=x3y=x

ny*=x,x=4

i) y =2x3 —3x%> —9x,y = x> — 2x> — 3x
0) y=2x>—6x>+8x,y =x*—4x
p)y=x>—x,y=0,x=2

q) y=x+x+5elejex,x=—1, x =4

7 132 253 71 4 40v/5-20
r 3

3. Hallar el volumen engendrado cuando la regién limitada por las curvas dadas se rota en torno

a la recta indicada:

a) y=4x?, x=2,y=0.Larectaesx = —1
by y=Inx, x =e¢, y=0.Larectaesy = —1
c) y=9—x%, y =2x?,. Larectaes el eje y

d) y=1+senx, x € [0,27t], y = 0. La recta es el eje y

e) y=1x3,y=0, x =2.Larectaes el eje x
y Y )

f) x=4+6y—2y% x=—4. Larectaes x = —4

9 y=x*>,x=1,y=0.Larectaesx =1

h) y=x%2,y =0, x =4 Larecta es el eje x

Resp: @

Resp: me

Resp: 277"

Resp: 47 (m—1)
. 128

Resp: 57
. 1250

Resp: =537

Resp: %

Resp: 6471

129



3.11 Problemas Propuestos

10.

) y= x2—1, x =4, y =0.Larectaeselejey Resp: 22257r
/) x =y?, y = x%. Larecta es el eje x Resp: 37
k) x=y? y=x% Larectaes x = —2 Resp: 42_0”
D) y= x3/2, y =38, x =0.Larectaesel ejey Resp: %
m) y=2x32,y=0,x=4.Larectaesy = 8 Resp: 704m
n) y=x32,y=8, x =0 Larectaesx = 4 Resp: 343556”

Hallar la longitud de arco de la curva en el intervalo dado:

d) 9y? = 4x3, desde (0,0) a (3,2/3)
e) y> = 8x?,desde (1,2) a (27,18)
£ 9y = x(x—3)2

58,16 — o), ¥, b (VOF 125,43

0) y =+ %, xe2,3
b) 8y =x*—3, x € [L,2]
¢) y=3(e"+e¥), x€[0,b)

Resp.

. La longitud de una varilla es 9 cm. y la densidad lineal en un punto x cm. de un extremo es

(4x +1). Encontrar la masa total de la varilla y el centro de masa. Resp: 171, x = 5,92

Encontrar el centro de masa de la ldmina acotada por las curvas 2y*> = 18 —3x, x = 0, si la
densidad de 4rea en cualquier punto es v/6 — x. Resp: (2,0)

Hallar el centro de gravedad de las regiones acotadas por:

a)y:xz,yzél o)y=2x+1,x+y=7x=38

by=x—x%x+y=0 dy=4—x%y=0.

Resp. (0, %), (1,-2), (6,7), (0, %)

. Utilizar el teorema de Pappus para hallar el centro de masa del semicirculo centrado en el

origen y de radio 2. Resp: ¥ =0, j = 3%

. Utilizar el teorema de Pappus para hallar el centro de masa de un cono circular recto de radio

ry altura A, si el eje x es de rotacién. Resp: X = g, y=0

Usar el teorema de Pappus para hallar el volumen generado por la rotacién de la region:

Resp: V = 27%a%b
Resp: & (3t —4)

a) que acota x* + (y — b)? < a? al girar en torno al eje x.

b) que acotay =0,y = V1 — x?, al girar alrededor de la rectay = 1.

"3
¢) queacotay =0,y = V1 — x2, al girar alrededor de la recta y = —1. Resp: 3 (371 +4)
d) que acotay =0,y = v/1 — x2, al girar alrededor de la recta x = 2 Resp: 271>
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3.11 Problemas Propuestos

11. Usar el teorema de Pappus para hallar el 4rea de la superficie engendrada por la curva x? +
(y — b)? < a?. Resp: S = 47%ab

12. Hallar el 4rea de la superficie que se indica:

a) Al girar el circulo x> + y? = 2 alrededor de su didmetro. Resp: 47r?
b) Algirary = x3, 0 < x < 1 sobre el eje x, Resp: 2 (v/100 — 1)
¢) y = +(x>+2)%2, x € [0,3] al rotar en torno al eje . Resp: &7
d) x=232-y°3—3.y'/3, y €[0,1] al girar en torno de larectay = —1 Resp: 153”

13. Representar la regién acotada por las gréficas de las funciones y calcular el volumen del sélido
generado al girar alrededor del eje x. Hacer el calculo por el método del disco y corteza.

a) y:xzz,x:4,y:0 Resp. 8%
by=x3,x=2y=0 Resp. 12871'
c) y:%,le,xzél,y:O Resp.T
d) y= x> —4x Resp.%
e) y:m,y:O,x:—l,x:Z Resp. 97t
Hy=x*y=4—x? Resp. 64”‘[

14. Representar la region acotada por las graficas de las funciones y calcular el volumen del sélido
generado al girar alrededor del eje y. Hacer el calculo por el método del disco y corteza.

a) x=yx=0,y=2 Resp. 327
by x=\/y,y=4,x=0 Resp.87r
) y=4x,y = 4x> Resp. &%
d x=y>,y—x+2=0 Resp. 72”
e) x=19-1y2,x—y—7=0,x=0 Resp. 2997
f x> —y>=16,y=0,x =8 Resp. 12871\/_
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Estar preparado es importante,
saber esperar lo es ain maés,
pero aprovechar el momento
adecuado es la clave de la vida
Arthur Schnitzler (1862-1931)
dramaturgo austriaco
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CAPITULO 4|

Integrales impropias de Riemann

Al definir el concepto de integral de una funcién f sobre un intervalo [4, b], se impuso como condi-
cién que este intervalo debia ser finito y la funcién f fuese acotada. Se quiere ahora dar sentido a
expresiones de la forma

/°° dx /1 1 i /°° o~ gy /°° senx
0o 1+x% o x 0 ’ 0o X

En otras palabras, vamos a extender el concepto de integral a intervalos [, b] no finitos y a funciones
f no acotadas. Al hacer esta extension, estas integrales reciben el nombre de integrales impropias
o infinitas; las cuales se clasifican como de primera especie si [4,b] no es finito y f acotada, y de
segunda especie si [, D] finito y f no acotada.

Un par de ejemplos ilustraran la forma de afrontar esta clase de integrales.

1
Ejemplo 4.0.1. La funcién f(x) = 7 no es acotada en el intervalo (0,1]. No obstante, la funcién F(x) =
x

2+/x es primitiva de ella para todo a € (0, 1]. Por tanto,

[

Si hacemos que a — 0, se obtiene que

_mf—%f 2—-2a

1
lim de =2

a—0Ja +/x

110[ 2
——dx =
\/—

Ejemplo 4.0.2. La funcion f(x) = e~**, A > 0 es continua para todo x € R. Ademds,

b 1 b 1
Ax Ax Ab
=—= =—(1-
/0 e dx 1 e . 1 ( e )

con lo cual parece natural definir
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4.1 Integrales de primera especie

Si hacemos que b — oo, entonces también es natural escribir

b ® A 1
lim e~ xdx:/ e Mdx = =
h—o0 Jo 0 A

Definicién 4.0.3. Sea A C R. Una funcion f : A — R se dice localmente integrable en A si es integrable
en cada intervalo cerrado y acotado contenido en A.

Como ejemplo de funciones localmente integrables estan las funciones continuas y todas las funcio-
nes que son mondtonas (acotadas o no).

Observacion.

= Si se considera —oo < a < b < oo, entonces una funcién f es localmente integrable en [a, ) si
y s6lo si es integrable en cada intervalo [a, x| C [a,b).

= Andlogamente, si se considera —co < a4 < b < oo, entonces una funcién f es localmente
integrable en (a, b] si y s6lo si es integrable en cada intervalo [x,b] C (a,b].

4.1. Integrales de primera especie

Se considera el recinto
R={(xy)/0<y<e ™ 0<x<b}

El drea de este recinto, como sabemos, se expresa mediante la integral
b b
A:/ e Ydx=1—e"
0

La figura 4.1 muestra la region R. Se obser-

va que si se hace crecer b sin limite, esto es, Y
b — oo, entonces
’ b y=e*
A=1lim [ e ¥dx=1lim(1—e7)=1
b—o0 JO b—00
Hacemos uso de la notacién b x

b 0
lim e Ydx = / e Ydx
0

b—o00 JO

figura 4.1

En general, tenemos:

= Si f es continua Vx > g, (y el limite existe) entonces

/aoof(x) dx = lim /abf(x) dx

b—rc0
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4.1 Integrales de primera especie

Si F es una primitiva de f, escribimos, por el Teorema Fundamental

| Fwdx = F(eo) = Pl
en donde F(o0) = lim F(x)

X—0

» Si f es continua Vx < b, (y el limite existe) entonces

/_ boo F(x)dx = lim /ab F(x) dx

a——oo

Si F es una primitiva de f, escribimos

[ ) dx = F) — F(-0)

» Si f es continua Vx € RR, entonces

a— —oo b—o0

/_O:Of(x) dx = lim /aof(x) dx + lfm /Obf(x)dx

Si F es primitiva de f, escribimos
| £x) dx = F(eo) = F(—e9)

expresion que tiene sentido, para la convergencia, si las dos evaluaciones dan como resultado un
namero real.

Definicién 4.1.1. Una integral impropia es convergente, si el limite involucrado existe, y divergente si
no.

, ® dx
Ejemplo 4.1.2. La integral / 2% convergente pues
1

/100 = (—l)w =F(c0) —F(1) =0—(-1) =1

x2 X

dx
(4—x)?

/—200 (4 ixx)z - (4 i x)z_oo = F(2) = F(=e) = %

2
Ejemplo 4.1.3. La integral / converge ya que
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4.2 Integrales de segunda especie

Ejemplo 4.1.4. La integral / x dx diverge puesto que

—00

/w xdx = (x;)o_ooozl-"(oo)—l-"(—oo):oo—oo

como la diferencia de infinitos no estd definida, no existe el limite.

Ejemplo 4.1.5. Sia > 0y p € R, entonces la integral impropia

al=p

/midx: ﬁ’ P>1
a XxP 0 p<1

En efecto;

= Sip =1, entonces

(]

/ 1dx =Inx| =In(c0) —1In(a) =
a

X

a

= Sip # 1, entonces
b _ .
p—pr+1 Ak

T —p+1 —p+1

dx
a XP ——P'+‘1

a

Ahora,

0 —p+1 —p+1 1-p
/ lclx: lim b _ _ + L lim b'~7
a XxP —p+1 —p+1] p—-1 1—-pioe

Este altimo limite depende si p es menor o mayor que 1:

= Sip > 1, entonces 1 — p < 0. Luego, blim bl=P =0.
—00

= Sip <1, entonces1— p > 0. Luego, blim bl P = .
—00

En consecuencia,
1-p
a

[ ax= i P20
a XxP 00 p < 1

4

4.2. Integrales de segunda especie

En este caso los problemas se presentan por discontinuidades infinitas en un punto interior del
intervalo de integracién, o bien en algtn limite superior o inferior. La existencia de tales integrales
queda garantizada como sigue:
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4.2 Integrales de segunda especie

» Si f es continua en (4, b], entonces, siempre que el limite exista,

b b
/ F(x)dr= lim [ F(x)dx

e—0t Jate

= Si f es continua en [a,b), entonces, siempre que el limite exista,

b b—e
/ F(x)dx = 1im [ f(x)dx

e—0t Ja

» Si f es continua en [4, b], excepto tal vez en x = ¢, cona < ¢ < b, y siempre que los limites
existan

b c—e€ b
/ f(x)dx = lim / f(x)dx+ lim f(x)dx
a e—0" Ja e—0T Je+e

1d
Ejemplo 4.2.1. La integral / x—f diverge.
0

En efecto, el problema estd en x = 0, punto donde se indefine el denominador del integrando, lo que
nos dice que la integral es de segunda especie. Su valor es

1 1 1
dx = lim d_x: lim (—1) = lim (—1+1> =

0 p e—0t Je x2 e—0t X/ e e—0t €
Ejemplo 2 La integral / ?_dx diverge
jemp g 0 (x — 1)2 8¢

Hay problemas en x = 1. La integral es de segunda especie

——— = lim —— + lim
X — 1)2 e—0t J0 (x — 1)2 €e—0t J14e€ (x — 1)2

. 1 1—€ . 1 2
= lim + lim
€—>O+ 1 — X 0 €—>0+ 1 — X 1+€

/2 dx I-e  (dx 2 dx
0o (

= —oo jdivergente!

dx
2—x

2
Ejemplo 3 La integral / converge.
0

Hay problemas en x = 2. La integral es de segunda especie
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4.3 Criterios de convergencia para integrales de primera especie

= lim = —2. lim (2 —x)!/?

2—x e—0*T J0o V2 —x e—0t 0

= -2 lim (¢'/* -2'?)
e—0t

/2 dx 2-€  (x 2-e
0

= 2V/2 jconvergente!

4.3. Criterios de convergencia para integrales de primera especie

En muchos problemas no se necesita calcular el valor de la integral impropia, s6lo interesa saber
si ella es 0 no convergente. Hasta este punto, hemos determinado la convergencia de una integral
impropia recurriendo al cdlculo de ella. Mostramos a continuacién ciertos criterios de convergencia
que permiten decidir sobre su convergencia o divergencia. Es importante sefialar que para poder
aplicar criterios de convergencia o calcular una integral impropia, ésta debe tener a lo sumo un
punto conflictivo. De no ser asi, la integral debe descomponerse en una suma de integrales. Vamos
a trabajar tres criterios. Es interesante destacar que los criterios de convergencia estan enunciados
para integrales impropias sobre intervalos de la forma [a, o), pero todos ellos valen para intervalos
del tipo (—o0, al.

4.3.1. Criterio de comparacion

Este criterio consiste en comparar la integral que se tiene con otra, de la cual se sabe si converge o
no. Formalmente, se tiene lo que sigue.

Teorema 4.3.1. (criterio de comparacion)
Sean f y g funciones continuas en [a, +00) y supongamos que

0<f(x)<g(x), Vx>a

entonces:
1. / g(x) dx convergente = / f(x) dx convergente
a a
2. / f(x) dx divergente = / g(x) dx divergente
a a
Esta propiedad se deduce de la propiedad de monotonia de la integral definida.

© d
Ejemplo 4.3.2. La integral /1 1—|——xx2 converge.
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4.3 Criterios de convergencia para integrales de primera especie

Tal como se menciond, el uso del criterio de comparacién requiere del conocimiento de la conver-
gencia o no de integrales conocidas. En este caso, sabemos que

[
1 x2

1 <1:>/°° dx </°°d_x
1+x2 = x2 1 1+x%2— )1 x?

entonces, de acuerdo al criterio de comparacién

es convergente, Yy como

/°° dx
1 1+ x2
es convergente.
® sen x dx
Ejemplo 4.3.3. La integral / ———— es convergente.
Por criterio de comparacién
sen x ® sen x dx © dx
|senx|§1:>| 2| 2:>/ —ZS/_Z
X X 1 X
e . ® sen x dx
como la dltima integral es convergente, también lo es ——
1 x

4.3.2. Criterio de paso al limite

. . . . . o0 .
Al igual que el criterio anterior, se desea averiguar que sucede con [~ f(x) dx, conociendo la con-
. . . [ee) .
vergencia o divergencia de |~ g(x) dx. Se tiene.

Teorema 4.3.4. (Criterio de paso al limite)
Sean f y g funciones integrables para x > a y g funcién positiva:

f(x)

» Si lim ——= = A # 0, entonces las integrales

oo g(x)
Fz/oof(x)dx, G:/oog(x)dx

convergen o divergen simultdneamente.
= SiA =0, laconvergenciade G = [ g(x)dx implica la convergenciade F = [~ f(x) dx

» Si A = dooy G diverge, entonces F = [ f(x) dx diverge.
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4.3 Criterios de convergencia para integrales de primera especie

Ejemplo 4.3.5. La integral / e *x"dx, conn € N es convergente.
1

© dx
Sabemos que / — es convergente. Usando el criterio de paso al limite hacemos el cociente entre
1 X
los integrandos
) e~ X x" ) B ) xn+2
lim = lim e x""? = lim
X—00 lz X—00 x—oo eX
X

Este limite tiene la méscara 2. Por tanto usamos L "Hopital

) xﬂ—|—2 ) (n +2)xﬂ+1
lim = lim ~————
x—oo X X—00 ex

Se observa que después de derivar n + 1 veces, el numerador es un niimero y el denominador sigue
siendo e*. Al tomar limite el resultado es cero. por tanto, la integral dada es convergente.

00 xp

T dx.

Ejemplo 4.3.6. Si p,q > 0, estudiemos la convergencia de

Veamos que sucede con la aplicacion del criterio de la forma limite usando la funcién pr—g
X

TR A S P |
xgl;lo1+xq'x‘7*l7_xg>rolol—|—xq_

como el resultado del limite es igual 1, entonces ambas integrales convergen o divergen simultanea-

(o]
X . . :
mente. Pero, / 1207 converge para g — p > 1y diverge si g — p < 1. En consecuencia,
1

X

dx convergesiq—p > 1.

p
14+ x4
p

/1 n
/Oo i dx divergesig—p <1
. n gesig—p =~ 1L

1+ x4

4.3.3. Criterio p

Este criterio es uno de los preferidos para determinar convergencia por lo sencillo que resulta su
aplicacion.

Teorema 4.3.7. (Criterio p o de Pringsheim)
Sean f funcién integrable para x > a, F = [ f(x) dx. Se tiene:

lim xP f(x) =A, p>1, = F converge

lim x? f(x) =A#0 V+oo, p<1, = Fdiverge

X—r00
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4.4 Criterios de convergencia para integrales de segunda especie

. . . . [® dx
Ejemplo 4.3.8. La integral impropia /1 B converge.

En efecto, para que exista lim x? -

es suficiente elegir p = 3 para tener
X—00 + x3’ girp p

lim x° - —— =1
X500 1+ x3
con lo cual la integral impropia dada es convergente.

Observacién. El trabajo realizado con [ f(x) dx, sigue siendo valido para [ io f(x) dx, ya que la
sustitucion x = —t transforma integrales de limite inferior —oo en integrales de limite superior co.
En este caso, el criterio p toma la forma

lim (—x)? f(x) =A,p >1, = F converge

X—>00

lim (—x)P f(x) =A #0%# +oo, p<1, = F diverge

X—>00

4.4. Criterios de convergencia para integrales de segunda especie

Para las integrales de segunda especie, siguen siendo vélidos los criterios estudiados para las inte-
grales de primera especie.

Teorema 4.4.1. (Criterio de comparacion)

Sean f y g funciones no negativas localmente integrables en un intervalo [a, b) tales que f(x) < g(x) para
todo x € [a,b), entonces:

" Sif ab g(x)dx converge, entonces | ab f(x)dx converge.

m Si fabf(x)dx diverge, entonces fabf(x)dx diverge.

Teorema 4.4.2. (Criterio de comparacion al limite)
Sean f y g funciones no negativas localmente integrables en un intervalo [a, b):

f(x)

n Si lir? 7() = k # 0, entonces las integrales | ab f(x)dxy [ ab g(x)dx convergen o divergen si-
X—0"
multdneamente.

» Sik = 0, entonces la convergencia de fab g(x)dx implica la de fabf(x)dx

m Sik=tooy fabg(x)dx diverge, entonces fabf(x)dx diverge.
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4.4 Criterios de convergencia para integrales de segunda especie

2 dx
Ejemplo 4.4.3. Probemos convergencia de / :
JEmPp & 1 x3—x2+4x—4
Es claro que se trata de una integral de segunda especie con problemas en x = 1. Para determinar
convergencia usemos el criterio de paso al limite. Para ello debemos conocer otra integral para usarla
como g(x). Elegimos

1

g(x) = ——

ello porque (x — 1) es el factor que anula el denominador. Se tiene

o1t g(x)  ao1ra®—a24+d4x—4 T x—1 o1t (x—1)(x24+4)  xS1rx2+4

Como este limite es finito y distinto de cero (3) y dado que la integral |; 12 % es divergente, entonces
la integral dada tiene el mismo comportamiento.

Teorema 4.4.4. (criterio q)

m Sea f integrable en (a,b] y sea F = fab f(x) dx, entonces

lim (x —a)7- f(x) =A, 0<g<1 = F converge
x—at

lim (x —a)7- f(x) =A#0,9g>1 = Fdiverge

x—at

» Sea f integrable en [a,b) y sea F = fab f(x) dx, entonces

linbn (b—x)1-f(x)=A,0<g<1 = F converge
x—b~

lim (b—x)7-f(x) =A#0,g>1 = F diverge

x—b~

Este criterio es el equivalente al p de las integrales de primera especie.

1 d
Ejemplo 4.4.5. Estudiemos convergencia de la integral impropia / L
0

Vx(l—x)
Se observa que hay problemas en ambos limites de integracién, por tanto, debemos separar en dos

la integral
dx

/1 dx _/1/2 dx +/1
0 Va(l-x) o Vax(l-x) 12 /x(1-x)

Usaremos criterio g para estudiar convergencia de ambas integrales del segundo miembro.

lim (x —0)

1
9. -
x—>0+( \/E-\/l—x
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4.4 Criterios de convergencia para integrales de segunda especie

para tener limite finito, es claro que g = 1. Luego,

lim x!/2. 1 =1 jconvergencia!
x—07F ﬁ -v1—x
Para la segunda integral, el mismo g = %, es tal que
; 1/2 1 -
lim (1—x)"/~- 1 jconvergencia!

x—1- Vx-y/1—x
De esta forma, la serie analizada es convergente.

U'lIn xdx
N

Se trata de una integral de segunda especie con una discontinuidad infinita en x = 0. Para probar

convergencia usemos criterio g, con g = ‘%.

Ejemplo 4.4.6. Estudiemos la integral impropia

Inx
lim (x —0)¥*. —= = lim x* . Inx =0
x—07F X x—07F

Ello es razén de que al limite del segundo miembro le es aplicable la regla de L "Hépital. En efecto,

1 1
lim x4 .In x = lim nr lim /x = —4 lim x

1/4 _ g
x—0+ x—0+ x4 o+ —}Ix*5/4 x—0+

Concluimos que la integral es convergente.

2\ /xdx

Inx °

Ejemplo 4.4.7. Estudiemos la integral impropia /
1

Es claro que es una integral de segunda especie y que en x = 1 tiene hay una discontinuidad infinita.
El criterio g, con g = 1 es tal que

3/2 1/2

X x°4 —x
m (r—1)' Y% — i X g2y
xiﬁ(x ) In x xil* In x 7

Hicimos uso de la regla de L "Hopital. Se concluye que la integral dada es divergente.

Los criterios antes estudiados no son suficientes para resolver todos los problemas de convergencia
en integrales impropias. Por ello mencionamos el siguiente resultado y su aplicacion.

Teorema 4.4.8. Sean f y g funciones tales que
1. f es continua en [a, o).

2. g es continuaen [a,00),¢" <0y lim g(x) = 0.

X—00
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4.4 Criterios de convergencia para integrales de segunda especie

X
3. F(x) = / f(t)dt acotada para x > a.
a

entonces o
| @)z

es convergente.

Ejemplo 4.4.9. La integral / ? dx es convergente
0

senx .. : ) )
En x = 0 no hay problemas, pues lin}) — = 1, lo que nos indica que la integral no es impropia en
X—

x = 0. De esta forma, podemos separar la integral dada como sigue

© senx L senx © senx
[ g [ g [y,
0 X 0o X 1 X

Por lo que sélo resta analizar la tltima de estas integrales. Emplearemos el teorema 4.4.8 con f(x) =
senx, g(x) = 1. Se tiene:

1. f(x) = senx continua en [1, c0).

2. ¢'(x) = —% < 0y continua en [1,00). Ademas, xlgrolog(x) =0.

X X
3. F(x) = | f(t)dt = | sentdt. Veamos si es acotada
1 1
X

X
F(x) = / sent dt = —cost| = cos1 — cosx
1 1

Sabemos que
—1<co0sx<1=12> —cosx > —1— —1< —cosx <1

sumando cos1 se tiene
cosl — 1 < cosl — cosx < cosl + 1= cos1 — 1 < F(x) <cosl + 1

Por tanto, F(x) acotada para todo x > a. En consecuencia, se cumplen todas las condiciones del
teorema 4.4.8 y tenemos que

/ Senxdx:/ f(x)g(x)dx converge
0 0

X

© senx L senx © senx
[ [y, e,
0 X 0 X 1 X

Esto nos indica que

es convergente.
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4.5 Convergencia absoluta y condicional

4.5. Convergencia absoluta y condicional

Definicién 4.5.1. La integral [ f(x) dx se dice que converge absolutamente cuando [ |f(x)| dx con-
verge

Teorema 4.5.2. La convergencia absoluta de | :o f(x) dx implica su convergencia

Demostracion.
A partir del hecho de que —f(x) < |f(x)|, sumando en ambos lados |f(x)| se tiene que

f()] = f(x) <2[f(x)]

de lo cual, se sigue la convergencia de

[T £ )

Luego,
| f@ax= [Clf@I- @] ds+ [ 1f)]ds

converge.
La definicién de convergencia absoluta es vélida también para integrales de segundo tipo

Definicién 4.5.3. La integral [ ab f(x) dx se dice que converge absolutamente cuando | ab |f(x)| dx con-
verge.

Evidentemente, se tiene que

Teorema 4.5.4. La convergencia absoluta de fab f(x) dx implica su convergencia ordinaria.

® cosx dx

Ejemplo 4.5.5. La integral / es convergente
1

x2

Sabemos que

cosx 1
x2 |7 %2
© dx . ® cosx dx
como — es convergente, entonces la integral >— es absolutamente convergente.
1 X 1 X

Definicién 4.5.6. Si una integral impropia es convergente pero no es absolutamente convergente, se dice que
es condicionalmente convergente.

Dado que existen integrales impropias que son condicionalmente convergentes, es importante tener
criterios de convergencia que no dependan de la convergencia absoluta; de ellos, los que més se usan
en la practica son los criterios de Abel y Dirichlet.
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4.6 Funcion Gamma

Proposicién 4.5.7. (criterio de Abel)
Sea f una funcion integrable en un intervalo [a,b) y g una funcion monétona y acotada en dicho intervalo.
Entonces la integral | ab fg es convergente.

Proposicion 4.5.8. (criterio de Dirichlet)
Sea f una funcion localmente integrable en un intervalo [a,b) y tal que

[

lim g(x) =0

x—b~

sup
a<x<b

es finito, y sea g una funcién mondtona en [a, b) con

Entonces la integral | ab fg es convergente.

4.6. Funcion Gamma

Adrian Maria Legendre (1752-1833) propuso, en 1814, llamar Funcién Gamma y representar con la
letra correspondiente, I', a una funcién que habia sido introducida por primera vez en una carta
que escribié Leonard Euler (1707-1783) a Christian Goldbach (1690-1764) en el afio 1729. Es una de
las funciones no elementales mas importantes del andlisis matematico. Tiene aplicaciones en fisica,
estadistica, ingenierfa, economia, como en ramas de la matematica, asi por ejemplo, en ecuaciones
diferenciales sintetiza la solucién de la ecuacién de Bessel, permite el calculo de algunas transforma-
das de Laplace, y algo que no es menor, generaliza la funcién factorial, en efecto, la funcién factorial
de un niimero entero no negativo es conocida. En forma recurrente se define de la siguiente forma:

1, sin=20
n! =
nn—1), sin>1
lo que nos proporciona la conocida expresion

nl=1-2-3---n

Sin embargo, cabe preguntarse ;jexistird el factorial de un ntimero racional, de un irracional y por
qué no de un nimero complejo? La respuesta es afirmativa y la entrega la funcién gamma.

Partamos por considerar la funcién

o0 1
Ax Ax
dx = — = —
/o ¢ /\e 0 A

derivando respecto 1 veces respecto de A se llega a

00 I
n ,—Ax _ n.
/0 x"e clx——/\wrl

| —
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4.6 Funcion Gamma

Tomando A = 1 se obtiene que
o0
n! = / x"e *dx, n=1,23---
0
Es decir, tenemos una expresion integral para la funcién factorial. Si hacemos n = 0, entonces
[e9)
0= [ erdx=1
0
con lo que hemos extendido la funcién factorial, teniéndose que
o0
n! = / x"e *dx, n=0,1,2,3,--
0

Definicién 4.6.1. Sea p > 0 cualquier niimero real positivo. Se llama funcion gamma a la integral impropia

I'(p) = / xP~le " dx
0

Esto es, claramente, una generalizacion de la funcién factorial a los nimeros reales positivos. Asi, de
la definicién de la gamma (p=n+1) se tiene

F(n+1):/0 xte*dx=mn!sin €N

Esta funcién tiene las siguientes propiedades:

1. Lafuncién gamma es absolutamente convergente. Para probar esto debemos separar en dos
la integral que define gamma pues en x = 1 surgen problemas con x”~1. Luego,

L(p) = I(p) + J(p) & 1(p) = /01 e 5 J(p) = [ e

Respecto de I(p) se tiene que, es propia cuando p > 1, e impropia cuando 0 < p < 1. Pero en
este taltimo caso se elige g = 1 — p para tener que

0<p<l=1-p>0=0<g<Lp>0

Luego

lim (x —0)177.e 7 xP~1 = lim ¢ =0
x—07F x—07F

lo que significa jconvergencia absoluta!

Por otra parte, la integral que representa [(p) es también absolutamente convergente, pues
para x — oo el criterio p, con p = 2 entrega

im x2 e *xP 1= lime ¥ - xPt1 =0
X— 00 X— 00

de modo que J(p) es convergente, y en consecuencia, I' estd bien definida para todo p > 0.
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4.6 Funcion Gamma

2. T(0") = 4o0. En efecto,

I=x >

— e Y. xP > e

O<x<l=1—-x>0 = e

— e ¥ > ] 1

. xp_l

Luego
1 1
/ e *xPldx =I(p) > e! / xtdx =
0 0

de aqui que T'(0") = +o0

b
e-p

3. T esuna funcién continua Vp > 0.
4. T(1) = / e tdx =1
0

5 T(p+1)=p-I(p)
Esta relacion se llama de recurrencia y su verificacién es inmediata usando integracién por par-

tes,u = e %, dv = x""ldx, enla integral que define la funcién I'. Con esto se deja establecido
que la funcién gamma es una generalizacion de la funcién factorial.

6.  Sik es un entero positivo
I(p+k)=(p+k=1)(p+k=2)---pT(p), p>0

7. Sip=k+rconke Nyre(0,1),entonces

I(p)=p-D(p-2)-(p—k I(r)

Esto significa que es suficiente tabularla en (0,1)

I

Sik=1en (6)setiene'(p+1) = p!

T
9. I'(pId-p) = prp— 0<p<l

1

10. 1“(1) = /7. Esta propiedad se sigue de la anterior reemplazando p por 3.

2

Gamma para valores negativos

La integral que define la funcién Gamma no permite extenderla hacia nameros negativos, sin
embargo, si se puede hacer a partir de la igualdad

[(p+1)=p-T(p)
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4.6 Funcion Gamma

ya que entonces

1
I'(p) = ;-F(p+1)
de lo cual ()
. L p) _
P =iy

Este es el valor de I'(0) y de todos los enteros negativos

La grafica de la funcién gamma es la siguiente

100 - N

L T

figura4.2 funcién gamma

11.  Con un cambio de variables apropiado, la funcién I' se puede escribir bajo las siguientes
formas:

s x=k-z=T(p)=kP [ e ™ 2P ldz

nx=22=T(p)=2 [, o7 . 201y

La siguiente prueba es s6lo para justificar el valor de F(%) Se requiere del conocimiento de integrales
multiples.

2

1 e}
:>1"2(§):4-§/0 ree" dr

1 T
—=TI?)=-2-=-(-1)=

() =-2 5 (-1) =
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4.6 Funcion Gamma

de donde se obtiene

Hay que tener presente, que en el cdlculo de F(%), se trabaj6 en el plano polar, y con una integral
doble, elementos que por ahora se encuentran fuera del alcance de este curso.

Ejemplo 4.6.2. Los siguientes cdlculos requieren de la funcién I,
1. / x3-e_xdx:/ e dxy =T(4)=31=6
0 0
3

2. T( ):r(1+%):

N

Para dejar la integral dada en la forma de la funcién T, hacemos la sustitucién y® = x, ya que
de esta manera, dx = 3y? dy, teniéndose

1 1

eV dy = = X 24 = 2 — .
/0 VeV dy 3 /0 e " x dx 3 F(z) 3 VT

o0 1
5. / el P
0 4

Para estar en la forma de la funcién T, hacemos la sustitucién 4z2 = x, de donde, dx = 8z dz.

Se tiene - | oo . , , ,
—4z2 5, _ 1 X 120 — 2 T(2) = = . _ .
/Oe dz 4/0€x dx4(2)3\/E4ﬁ
/1 dx
6. ——— =7
0 vV—In x
La sustitucién —In x = z = dx = —e~* dz. Se tiene
Todx ® o~z _-1/2 1
= e - Z dx =T(=) = 7T
/0\/—lnx /0 (2) v
1
7 r(—i)z—zﬁ
Seusalaféormulal'(n+1) =nT(n), conn = —5 para tener
1 1 1 1 1
T(z)=—= -T(—= T(—2)=-2T(3) = -2
(3) = =5 T(—5) = T(~3) = 2T(;) = -2V
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4.7 Funcion Beta

4.6.1. La funcién Gamma para nimeros complejos

La funcién Gamma se define para todo ntimero complejo z cuya parte real es positiva como sigue

I'(z) :/ et dt
0

Esta definicion puede extendersea C — Z~, siendo Z~ el conjunto de los nimeros enteros negativos.
Las propiedades son las mismas del caso real:

1. T(1) =1

2. T(z+1) =zI(z)
3.T(n+1)=nl,neN

4 TE)T (z+}) = 2% y/aT(22)
)= va

6. T(1-2)T(z) =

5. T(

N|—

s

sen(mz)

4.7. Funcion Beta

Al igual que la Gamma, la funcién Beta permite calcular integrales definidas e impropias en forma
mucho més simple que lo usual.

Definicién 4.7.1. Para valores positivos de m y n, la funcion Beta es la integral impropia

B(m,n) = /01 X"V (1 —x)dx

Propiedades que satisface la funcién beta son:

1. La funcién B(m, n) es una integral propia cuando m, n > 1; es una integral impropia en el
limite inferior cuando m < 1, e impropia en el limite superior cuando n < 1. De esta manera,
la funcién beta la escribimos

1

1/2
B(m,n) = / WA —x) a4 [ (1= ) L dx 4.1
0 1/2

La primera integral del segundo miembro, converge para 0 < m < 1, pues

xlinéh xlfm i (1 _ x)n—l -1
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4.7 Funcion Beta

La primera integral del segundo miembro, diverge cuando m < 0, pues

1, sim=0

x—0t x—0t oo, sim<O0

lim x' ™1 (1 —x)" 1 = lim 2™ (1 —x)""! = {
Luego, en este caso, existe divergencia

Para la segunda integral en el segundo miembro de 4.1, la sustituciéon x = 1 — z, lareduce a la
primera integral del segundo miembro recién analizada, con los roles de m e n intercambiados.
Se concluye que B(m, n) estéd bien definida para m,n > 0.

2. Lafuncién B(m, n) es continua, pues cuando es impropia converge uniformemente si m, n >
a > 0. De hecho

B(m,n) < M(t) = /01 x?1 (1-— x)“_1 dx
3. Propiedad de simetria. El cambio x = 1 — z hace que
p(m,n) = p(n,m)
4.  Formas interesantes de escribir la funcién beta son:

/2
= x = cos’z = p(m,n) =2 / (cosz)® 1. (senz)®1dz
0

z

00 m—1
:>ﬁ(m,n)=/0 ﬁ

5. Larelacién entre I' y B estda dada por

_ T(m)-T(n)
Blmm) = iy ™m0
jempl Prob Ao xP =
Ejemplo 4.7.2. Pro arque/o x*(1—x) X = 5e5

Comparando la integral a calcular, con la integral que define la funcién p, tenemos
1
B(m,n) = / X1 —x)"ldx, = m=5n=4
0

Luego

/o1 (1= 2) dx = B(5,4) = r('9) 8~ 280

2 x2dx 64V2
0 V2—x 15

Ejemplo 4.7.3. Probar que
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4.7 Funcion Beta

La sustitucion x = 2z — dx = 2dz. Por tanto,

2
/02 xzd_xx B \/’/ 2) 2= V2503,
I(3)-T(3) 64v2
ST T
/2

Ejemplo 4.7.4. Calcular / sen®0 do

0

Se considera la funcién § en la forma

/2
B(m,n) =2 / (cosz)>™ 1. (senz)® 1 dz
0

entonces . .
n/2 1 17 I'(5)-T'(5) b5
6 2 2
0do == -B(5,5) =—5—5 =77
/0 sert 3 P53) T(4) 32
2
Ejemplo 4.7.5. Calcular / cos®t dt
0
{
y = cos®x
/ . x
z T 27

)

En la figura se observa que el drea bajo la curva entre 0 y 277, es 4 veces la que se encuentra bajo
la curva entre 0 y 77/2. La integral que se debe evaluar presenta problemas en el limite superior de
integracion, pero este inconveniente desaparece al tomar 4 veces la integral, por lo anteriormente

sefialado. Luego

2n /2 1 7 1 I
6 6
t=4 t=4.—. =2
/0 cos’t d /0 cos’t d > [3(2,2)
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4.8 Problemas resueltos

4.8. Problemas resueltos

En los siguientes problemas, vamos a aplicar criterios para averiguar la convergencia o divergencia
de integrales impropias. En cada problema se ilustra el empleo de al menos dos criterios.

Ejemplo 4.8.1. La inteqral improvia /oo X dx converge
jemplo +.0.1. 8 prop L B+l ge.

Por criterio de comparacién

3 3 X 1 /oo X /001
rrlzx x3+1 ~ x2 1 x34+1~ /1 x2

Se sabe que / 2 ©s convergente y que es mayor que la integral dada, se sigue, del criterio de
1

o0
., X
comparacion, qgue ————— es convergente.
1 x3+1

Por criterio de paso al limite

X X x3 X
LS f)

flx) =

lo cual prueba convergencia.
Por criterio p
Con p = 2 tenemos

lim x2 -

—— =1, p=2>1= jjconvergencia!
x—00 3 +1 P I g

Ejemplo 4.8.2. La integral impropia / es convergente.

xV/ x2

Por criterio p

lim x° - ——— —_— =

Por criterio de paso al limite

1
Se toma g(x) = 2/ ya que entonces

fx) _ x )

s T VST am(x)
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4.8 Problemas resueltos

Por criterio de comparacién

Se tiene en cuenta que

r—1>xx, Vx>2 = x-Va2—1>x-x
1 1

xvVax?—1

para obtener

/ N x73/2 dx convergente —> / VA convergente
2 2 xvVx?—1

Ejemplo 4.8.3. La integral impropia diverge.

I

Por criterio p

1 ap X
Por criterio de paso al limite
5/2
g(x) =x1?2 = lim B #0

X—00 ,/xz_l

con lo cual, la integral es divergente

0 424
Ejemplo 4.8.4. La integral impropia / ﬁ diverge.
En x = —1 existe una discontinuidad infinita,por lo cual se descompone la integral dada en la forma

/0 x?dx /—1 x? dx n /0 x? dx

o X¥+1 S xd+1 S+l

A la primera integral del segundo miembro le aplicamos una nueva descomposicién en integrales,
pues presenta atiin dos puntos conflictivos, a saber, los limites superior e inferior. Se tiene

/0 x2 dx _/—2 x2 dx +/—1 x2 dx +/0 x2 dx
o X341 S x34+1 o x341 1341

En esta expresion usamos el criterio p en la primera integral del segundo miembro para tener

2
L1 XxTdx
fim (—x)" - 5 =1

con lo cual concluimos que la integral dada es divergente.
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4.8 Problemas resueltos

1
Si la misma integral es analizada por el criterio de paso al limite, hay que elegir g(x) = v yaque
entonces 3

lim

Mmoo = 1 divergente

La alternativa del comparacion, para esta misma integral, nos lleva a mayorar el denominador para
que su reciproco se aminore y asi obtener divergencia

2
1 1 X >

3
1<x, ,Vx< -2 > -
x+1<x X < :>x3+1_x:>x3+1_

Hemos llegado a establecer que

~2 x2dx —2
/ 3 > / Xdx = —o0
—oo X°+1 —00
En consecuencia, la integral dada es divergente.

O X
Ejemplo 4.8.5. La integral impropia / e’ ¢ dx es convergente.

—00

Hacemos el calculo directo de la integral, ya que ningtin método conduce a establecer convergencia.
Sea z = ¢¥, entonces dz = e*dx. Se tiene

0 x 1 1
/ e* ¢ dx = / e dz=1—- convergencia
0 e

—00

Ejemplo 4.8.6. Determinar convergencia o divergencia de la integral / e ¥ Inxdx
1

(]
La integral / e " In x dx es impropia de primera especie con un sélo punto conflictivo. Ademds,
1

el integrando se puede escribir como f(x) = he‘—xx para usar luego el criterio p, con p = 2, y tener

. 5 Inx  x%.Inx
Iim x* — = lim ——
X—00 ex x—oo X

El limite se encuentra en la forma <2, de manera que es aplicable la regla de L "Hopital. Se tiene

In x
lim x2 - =0
X—»00 ex

Esto significa que la integral es convergente.
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4.8 Problemas resueltos

Ejemplo 4.8.7. Determinar convergencia o divergencia de la integral / (x3—1)"12 dx
1

(]
La integral / (*—1)"2 dxes impropia con dos puntos conflictivos, x = 1, x = oco. Por esta
1

razon, la integral se separa como sigue.

0o 2 oo
- e = [ - T2 -1 2
1 1 2

para cada una de las cuales se tiene:

2 1
i) La integral / (x® —1)7Y2 dx es impropia de segunda especie. Al aplicar el criterio ¢, con g = 5
1

1 1 1
i B | A = —
xg?+(x ) (x3 —1)1/2 P (¥2+x+1)V2 /3

con lo cual tenemos que esta integral converge.
© 3
2i) La integral / (x3 —1)71/2 dx es impropia de primera especie. Aplicamos el criterio p, con p = 5
2

1
{ 3/2 - — T
Lim x (3 _1)1/2 1

o0
asi, la integral / (x® —1)7Y2 dx es convergente.
2

1)—1/2

(o)
Dado que ambas integrales son convergente, la integral / (x> — dx es convergente.
1

1
Ejemplo 4.8.8. Determinar, usando criterios, convergencia o divergencia de / (1—x*)"V3dx
0

1
La integral / (1 — x*)71/3 dx es impropia de segunda especie con un punto conflictivo, x = 1. Le
0

aplicamos criterio g, con g = 3

1 1 1
lim (1 — x)1/3. ) ) —4-1/3
xi>n11*( x) (1—x)13 (1+x)/3 (14 x2)1/3

lo que significa que la integral converge.
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4.8 Problemas resueltos

[e9)
Ejemplo 4.8.9. Determinar, usando criterios, convergencia o divergencia de / x (% 4+1)7V2 dx,
0

(o)
La integral / x- (2% + 1)_1/ 2 dx es impropia de primera especie con un punto conflictivo, x = oo.
0

. o 3
Le aplicamos criterio p, con p = 5

im 32, % _
Y A E)i

lo que significa que la integral converge.

Ejemplo 4.8.10. Demostrar que/ e dt = % F(%), p>0
0

Con la sustituciéon z = t?, se obtiene dz = p tP=ldt, z =0,z = oo, parat — 0yt — oo, respectiva-
mente. Luego

/ et = / e ” 1 P dz = 1 / e (zV/P)17P 4z
0 0 p p Jo

= l/ e_zz%ldz:ll"( )
0 p

1
p p

© dt
Ejemplo 4.8.11. Usar la funcién beta para calcular /_ (1407

Con el cambio de variable z = t? se tiene que dz = 2t dt, con lo cual

/00 dt _2/°° dt _/°°z—1/2dz
o (1+82)4 " Jo 1+22)4  Jo (1+2)*

Se sabe que la funcién beta viene definida en la forma

00 Zm—l dz

B(m,n) :/O A4z

1 7
al comparar, se deducequem +n =4, m—1 = —5- Con lo cual se tiene m = 5 =75 Siguiéndose
que
© gt 17, TR 15 1 51
Lotrep —Pan = —r@m > VT VT
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4.8 Problemas resueltos

. o xP~1dx s
Ejemplo 4.8.12. Demostrar que / =
o 1+x sen 7tp

Al mirar una de las formas de la funcién beta, exactamente,

S ]’dZ
p(m,n) :/O Agzymn

se llega a la conclusién de que, m = p, n = 1 — p. Luego,

0 4p—1 . —
[T = = D r) - p) =

14 x I'(p+1-—p) sen Tp
Otra forma de encarar el problema es tomar z = <
®  dx V2

Ej lo 4.8.13. D t / =
jemplo emostrar que Ay 1

El cambio x* = z produce 4x3dx = dz = dx = 1 z73/4dz. Luego
P 1 g

o0 2%z 1,13 1.1 3, m/2
=i [ 1BG =T T =T
0 1+x 4 14z 44 4 4 4 4

mt/2
Ejemplo 4.8.14. Demostrar que / Vitgxdx = %
0

Reescibimos la integral para que parezca beta o gamma.

/2 ﬂ/Z
/ Vigxdx = / (sen x)V/2 . (cos x)~V/% dx

Ahora si que tiene forma de una beta, exactamente
/2 2m—1 2n-1
B(m,n) =2 / (cosz)™ " - (senz)™ " dz
0

Se sigue entonces que

/On/z(sen 02 (cosx) V2 dx = 2 B, 1) = % () r(}i)
1.1 1. nv2 o«
I T-9="=05
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4.9 Problemas propuestos

4.9. Problemas propuestos

1. Determinar si la integral impropia dada es o no convergente.

a) /°°d_x
)/oox+1
c)/5 xe *dx
=
A

f /ooele—xe x

/2

xdx
Q) » sec

0 dx
") /001+x2

) /_Zﬁ
/) /_Oooegxdx
K /01%

l)/ e ¥ sen xdx
2

) /2 dx
0 V2x — x?

1
n)/ x2/3
-1

(0]
i) / e “cosxdx
0

®In xdx
0)/
1 X

2. Analizar convergencia, por criterios.

/2
a) /
o X -|— senx

b)/1 sen;dx

1 parctgx
c) / dx
-1 X

d) /1 (ln1>x dt

N /“ x2+x
© x6+1

Respuestas: p = 1/2,p =
2)(x+2),B8,(p=1/2,p=2),(p=1/2,9=1/2),(p

3. Probar que si / f(x) dx converge, entonces / , f(—

2,p=1IQ2),p=3p=3p
=2,

£ /°° x? dx
oo (X2 +x+41)5/2
In x
9 / X+e” w4
® sen? x
w [
/2
) / In(sen x) dx
0

o2 x%dx
D e

q

o0

1 p=238/2,9=1/2,x =

~—

5 / Vdx

X
0 [y

”/m
s)/z%

t)/ dx

Lo 2X2 4+ 2x 41
T dx

u)/
0 v1—x2
 dx

U)/ —x

0) dt
1 t(Int)l/5

3x2+1
0 /2 S

T2 dx
p [
) 0o (cosx)l/n "=

o X
) /o x2 4+ /x

) /3 Inx dx
0 /27 — x3

i) / (x + x4)_1/2 dx
0

2t, (x —

x) dx converge y tiene el mismo valor.
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4.9 Problemas propuestos

4. Hallar el valor de n para que converga cada integral siguiente:

1
)/ (x2—|—1 2x+1)dx b)/ (x—l—l 2x2—i—n)dx )/ lnx

Resp.a)n = %, b) n

%, on<l,
5. Hallar las 4reas de las regiones que se indican. Bosquejar la region

a) La regién acotada por la curvay = (x — 8) /3, el eje x, y las rectas x = 0, x = 8

b) La regi6n en el primer cuadrante, que se encuentra bajo la curva y = (2x — 6) /4, entre
lasrectasx =3yx =5

1
c) Laregion entre las curvas y = Y= 0<x<1

x + x3’

_ 1)—2/3

d) La region limitada por la curvay = (x ,elejex,ylasrectasx =0, x =3

e) La regi6n acotada por y = (x —2) 72, y las rectas x = 0, x = 4
6. Calcular las siguientes expresiones:

a) T(=3) b) et ol%§l d) T(3)T(3)T(3)

Resp:b) 60, c) 105,d) %7(3/2

7. Usar la funcién Gamma para calcular las siguientes integrales:

a) / x3/2 e ¥ dx c) / X2 e 2 gy e) / Yxe V¥dx
0 0 0

b) / x /2 em0x gy d) / e dx 1) / > e dy
0 0 0

Resp:a) }v7, 2) 4/%, 3)2%, #)ir(d), 5)3vA 6) -

8. Demostrar los siguientes hechos:

a)/oo =\/§,s>0

1
b)/ :;rg»p>0

—1
C) /01 1 {ln(%)r dt = %, x,y>0
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4.9 Problemas propuestos

x+1
d) / sen* tdt = ————=—
0 (= +1)
2
(=1)" n!
3)/ lnx W,nEN,m>—l,x>—1
9. Calcular las siguientes integrales:
1 1 1
a) / (In x)*dx b) / (x Inx)? dx 0 / Sin(L) dx
0 0 0 X
Resp:a) 24 b) - 1378
10. Verificar los siguientes calculos de funcién beta:
1 3 4 1 21
b) B(5,2) = — =,5)=—
@) B3,5) = 15z ) B(52) =1 9833 =75
11. Verificar, con la funcién Beta, las siguientes integrales:
1 Ty1l—x T
a (1-— x)3dy = — ==
) / 50 ; < dx 5
16 /2 37
= 4 4 —
b) / sen’x dx = 15 Q) / sen™ 0 cos GdO—E
5n
c \/Z23(4—2)%dz =121 / =
) / ( ) h) cos®0do = 5
/2 8
d / 2)3/2dx =37 j / 2 5 =
) i) | sen 0 cos> 0do 105
/2
e) / —:n 7) /7T 567189cos7(9d(9:i
0 v3x —x? /2 105

12. Usar la funcién beta para demostrar los siguientes hechos:

2 g0 =
t =
) [ Vigeae =

b 7T
b/ _
" 1ty 2\f
0 /°° x dx
1+ 26 V3
1 x+1

13. Probar que/ T (1—tP)Ydt = E B(
0

,y+1),

2
d) / x\3/8—x3dx=16—\/7;

_ T%(1/4)

/ \/7 4a+/27T
dt 51
f / 1+2)% 16

x,y>-1,p>0
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4.10 Problemas adicionales

4.10. Problemas adicionales

1. Demostrar que la integral / x(1+ x*)~2 dx converge, y que la integral / x(1+x%) "1 dx

diverge.

2. Encontrar los valores de n para los cuales la integral impropia converge. Calcular su valor para
este n.

1
a) / x" dx
0

1 1
b) / x" Inxdx C) / x" In? x dx
0 0

Resp:1) n > —1, su valor TZLH 2) n> —1,suvalor —(nf1)3

3. Calcular el drea de la regién que se indica, y acotada por:

1

. T
a) elejexylacurvay = - Resp 0
b) lacurvay = 2 Resp:
¢) el primer cuadrante y bajo la curvay = e~ ¥ Resp: 1

d) lacurvay =

ot
(x —

los ejes coordenados y la recta x = 3.

4. Estudiar la convergencia por criterios:

*2 dx
b / T

)/ xdx
3x4 +5x2+1

d)/ Inxdx
1 X-+a

® (x2 —1)dx
) /2 Vx0 416

P /O°° (1 —cosx)dx

x2

6 dx
g)/3 (x —3)4

® cosx dx
h
) [

)/ x+x
[ '

0 / de
25+4x4

) / (6x — x2)1/2

CoS X dx
m) /

1 2arcsenxdx
") / C1-—x

n)/ dx
0 (x+1)vV1—x2
)/6 lnxdx

/2
p) / In senxdx
0

/2 e=¥ cos x dx
) [

X

" /3 x2 dx
3—
) / lnxdx
—x3) (] _ +3)1/3

T senxdx
) / .
0 X

L dx
“) /0 vIn(1/x)

) o xdx
Th Vet
0) /°° xdx

(Inx)3

Resp: 3 +3-(2)!/3
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4.10 Problemas adicionales

5. Clasificar cada integral siguiente, como de primera o segunda especie, y determinar su conver-

gencia mediante criterios .

0 [ i
mA

Resp:

1—sent ) /—2 (t+1)1/3
4 dx 2 dx
d)/o x2—2x+3 f /—2?

a) 2 b) div. ¢ div. d) div. e 0 f div

6. Comprobar los siguientes valores de la funcién gamma:

7) o =30 p) L)

7. Verificar los siguientes resultados:

a) / xte ¥ dx =24
0

b)(/) 6 020 gy = 2
0

8
00 5,5 (4/5)
C) / y3€ 2 dy_ (16)1/5

@/Aﬂfy@—i:

@AVCEEZJE
£ /Oooﬁeﬁdx:él

)/2 x2 dx _64\/§
& |y a—x 15

1

1
(1— _
0/ x)’ 60

8. Seana > 1y b > 0. Probar que / et dr =

a

re)TG) _ 16

r
r(3) 15

=3 d)

/(4 )3/2dx—371

a 6
) / x4\/a2—x2dx=7;—;

0

/2 4 5 p
6 0do = —
m) /0 sen~0 cos 315

7T
n) / cos*0do = 37
0

8
) /°° dx 1
e xlog®x 8

0) /°° dx =
o X24+2x+5 2

10g2
[ =
) / e"‘senxdx—1
q 0 - 2
I'(a)
ba
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Cuando el carro se ha roto,
muchos os dirdn por donde

no debia pasar

Proverbio turco
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CAPITULO 5|

Series numeéricas y de funciones

Estudiamos las series numéricas y las series de funciones, poniendo énfasis en las series de potencia.
El problema fundamental es determinar su convergencia o divergencia. La existencia de criterios
permite hacerlo con relativa facilidad.

5.1. Series numeéricas

Definicién 5.1.1. Una serie numérica en R es un par de sucesiones (an)neN, (Sn)neN relacionadas por la
férmula S, = ay + - - - + ay,. Una serie de este tipo se representa abreviadamente mediante

(o]
2, n
n=1
en donde ay, se llama término general de la serie y S, suma n—ésima.
La sucesion (S, ) estd conformada como sigue:

S1=ay, So=a1+ay -, Sp=a1+ax+---+ay

NOTA > Es importante destacar que toda serie involucra dos sucesiones; aquélla del término n -
ésimo de la serie, a saber (a,), y la sucesioén de sumas parciales (S,). La convergencia o divergencia
de (a,) no es la misma que la de la serie infinita.

(o)
Definicién 5.1.2. La serie Z a, converge si 1im S, = S existe. En tal caso se dice que la serie tiene suma
n—00
n=1

S,y seescribe Y ay = S.

n=1
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5.1 Series numéricas

. o e 1 . 1
Ejemplo 5.1.3. Los términos de la serie ,?:;1 a1 forman la sucesion (ay) con a, = () Convergente
a cero. Sin embargo, la sucesion que genera la n - ésima suma es

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
51—5, SZ_§+€’ S3_§+6+ﬁ’ S4_§+6, +ﬁ+%, cee
O en forma mds simple
1 2 3 4
S1=5, 8 =5, 83=-,S4=-, -
Ty Ty Tyt T

dela cual S, = nL—i—l De esto, S;, — 1 para n — oo. Luego

Y !
=nn+1)

El siguiente resultado caracteriza a una serie convergente

o
Teorema 5.1.4. Si la serie ) _ a, converge, entonces lim a, = 0.
=1 n—,oo
En efecto,
oo
Z a, convergente = 1im S, = S, existe
=1 n—oo

=[S, — S| <gparan>N
Como n +1 > n, entonces |S,1 — S| < § paran > N. Luego
|ap11| = |Sn+1 — Sul < [Sus1— S|+ (S — S| <€, paran > N

de esto, lim a4, =0
n—oo

o0
Corolario 5.1.5. Si lim a, # 0, entonces la serie ) a, diverge.
n—oo n=1

Demostracion.

o0
Si suponemos que la serie ) a, converge, entonces de acuerdo con el teorema 5.1.3 es lim a, = 0.
n=1 =0
Esto contradice la hipétesis, por tanto el resultado es vélido.

2 2+1

n-+1 . . n
diverge pues lim ——
n—oo n

Ejemplo 5.1.6. La serie ) | =1#0
n=1

nz

(e
Teorema 5.1.7. Si la serie Y a, es convergente, y (Sy) es la sucesién de sumas parciales, entonces Ve > 0
n=1

existe N € IN tal que
R>N,T>N:>‘SR—ST’<€
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5.1 Series numéricas

Demostracion.

Este resultado establece que la diferencia entre sumas parciales de una serie convergente, puede
hacerse tan pequefia como se quiera.

(0]

Z a, convergente = lim S, = S, existe
n—o00

n=1

Asi, de acuerdo con la definicién de limite de una sucesion, la diferencia entre S, y S puede hacerse
tan pequefna como se quiera. Esto es

€

Ve > 0, existe N talquen > N = |S, — S| < 5

Como por hipétesis, R > N, T > N, entonces para n > N se cumple
€ €
Sg—S -, St—S —
|Sr | < 5 ST | < >
de la desigualdad triangular se sigue que

‘SR—ST’<’SR—S‘+|ST—S‘<€

(o)
Ejemplo 5.1.8. La serie Z — se conoce con el nombre de arménica.
n=1

. . . 1 .
Se observa que la sucesion (a,,) tiene término general a, = — y tiende a 0 cuando n — co. Probemos
n

que esta serie diverge, usando el teorema de las sumas parciales.

1 1 1 1
Sw = l+s+g+ g+ +-

2 3 4
Son = 1+1+1+1+ —l—l—l- +---+ L
T o T2T3 g non+1 2n
1 1 1 n 1
Sy, — S = A
120 = 5l R S R T
) 1 T w1 .
Asi, |Soy — Sp| > 5/ paran > 1. Esto implica que la serie Z €S divergente.
n=1

5.1.1. Algebra de Series

Es natural preguntarse ;Qué sucede cuando se suman series convergentes, o cuando se suma una
serie convergente con otra divergente? Las respuestas la proporciona el siguiente resultado.

o o o
Teorema 5.1.9. Sean ) a,y Y. by series convergentes, ) cy serie divergente, y k una constante, entonces
n=1 n=1 n=1
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5.1 Series numéricas

n Z k-a,=k- Z a, converge n Z(an +by) = Z a, =+ Z by, converge
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Y kecp=k-Y cn diverge n Y (an + cy) diverge.
n=1 n=1 n=1

Antes de ilustrar el uso de estas propiedades necesitamos dar a conocer algunas series muy impor-
tantes.

Serie geométrica

Su importancia radica en que es sencillo determinar su convergencia o divergencia, y de aqui que
sea serie de referencia para determinar convergencia de otras series.

o0
Definicién 5.1.10. Laserie Y a-1t" =a+ar+ar>+---+ar"-- -, sellama geométrica de razén r.
n=0

(e °]
Otra forma de escribir esta serie es Y a - 7"}, la cual es posible con un simple cambio de indice en
n=1
la sumatoria.

Para saber en que casos hay o no convergencia tenemos el siguiente resultado.

(o)

Teorema 5.1.11. La serie Y a - 1", converge si |r| < 1y diverge si |r| > 1
n=0

Demostracion.

pn=a+ar+ar*+---4ar", r-S,=ar+ar*+---+ar"tl. Al restar la primera de la segunda de
estas expresiones se tiene

1— "
Sn—r-Sn:a—ar”:Sn:a-l rr’ r#1
a m,rH—l
Sy = -
I PR

de esto obtenemos 4
—, silr| <1
r

) 1
lim S, =
n—oo
oo, si|r|>1
Asi, en el primer caso hay convergencia, y en el segundo divergencia. Los casos r = 1,7 = —1, los

analizamos directamente de la serie.

_ L ; . g =
r—1:>n¥0a r ngoa:>nlgr.}05n nlgrolo(n+1) a =00
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5.1 Series numéricas

lo que significa divergencia.

r=-1= ia-r”: iw(—l)”
n=0 n=0

En estecaso, S, =a—a+a—a+--- Luego,

lim Sn —
n—,oo

{O, sin par

a, sinimpar

de este modo, lim S, no existe. Por tanto, tenemos divergencia.
n—o00

(o]
Corolario 5.1.12. La serie Y, ay, es geométrica si 1 = r € R para todo n. Esta serie converge si y s6lo si
n:N n
|| < 1yen tal caso

[e9)
Ejemplo 5.1.13. La serie Y 2'~" es geométrica convergente.
n=1

Se observa que la razén es r = 3, pues

21—(n+1) 2—n 1

Ap4+1

a, 2—n T p.p-m 2

Como el primer término de la serie es 2° = 1, entonces su suma es

i L
1
n=1 1- 2
Ejemplo 5.1.14. La serie Z;l 32 geométrica convergente.
n—=

La razén de esta serie es
a1 1 1 1

a, ~ 3n+3 : 3n+2 = 3

1

El primer término de la serie es -5 = 5, entonces la suma es

33
) 1
vy oz 1
2

= 3t 1-1 18

o (—1)!
Ejemplo 5.1.15. La serie Z ~——,—q— ¢€s geométrica convergente.

n=1
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5.1 Series numéricas

En primer lugar, su razén es

Api1 B (_1)n+2 . (_1)1’171 B _1

an 5n Fn—1
. L. . (—1)?
Como el primer término de la serie es =~ = 1, entonces la suma es
= ()5
n—1 — =z
= O 6

Serie telescépica

n
Para sumas finitas, la propiedad Y (by — by 1), se llama telescépica. Esta propiedad se extiende a
=1

o0
las series infinitas Y ay, a, = b, — b,,11, de la siguiente forma:
n=1

(o)
Teorema 5.1.16. Si la sucesion (a,) — a, entonces Y (4 — ay41) = a1 — Um a, = ag —a.
=1 n—o00
Demostracion.
La suma parcial de orden n de la serie es

n
Sn = Z(ak — A1) =41 — Ayt
k=1
como a, — a, entonces S, — a; — a, de aqui que

o
Z(”ﬂ —ayt1) =01 —4a
n=1

o

. 1 . . .

Ejemplo 5.1.17. La serie Z nln 1) tiene suma 1, ya que la serie en forma telescdpica tiene la forma
n=1

+1)
rgﬁ:;(%_nil)

1 )
endonde, a, = —, ay41 = , a1 =1, lim a, = 0. Luego
n n—»00

n+1

e} 1 .
LG - A=

n=1
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5.1 Series numéricas

1 3
Ejemplo 5.1.18. La serie ——— = —. En efecto,
jemp Z nn+2) 4 f
ad 1 1 & /1 1
ngm—ang(;—m)
1 & /1 1 1 1
_§£<E_n+1+n+1_n+2>
1 & /1 1 1 & 1
—5,;(;—71 ) §§<n+1 n+2)
1,113
2 2 2 4

d 1
Ejemplo 5.1.19. La serie ) log n
n=2

es telescopica divergente.

Por propiedad del logaritmo

Z log =

esto prueba que es telescopica. Su divergencia se deduce de que

Z log(n+1) —logn)

Y (log(n+1) —logn) = —log2+ nlgn log(n+1) =0
n=2 0

Serie arménica generalizada o serie p

La serie Z — se denomina serie arménica generalizada o serie p, converge paralos p > 1,y
— 1

diverge para p < 1. Es de referencia recurrente para la aplicacion de los criterios de convergencia. Su
demostracién se encuentra mas adelante, pero adelantamos su uso para conectarla con los criterios.

Serie aritmético-geométrica

Una serie de la forma Zan b, = Z(an + b)r", en donde, {an} es una sucesién aritmética y {b,} es
una sucesion geométrica de razén r, se llama aritmético-geométrica

Proposicion 5.1.20. Una serie aritmético-geométrica ) _(an + b)r" es convergente siy sélo si |r| < 1,y en

este caso la suma vale - )
(an+b) 1" = (a—i—b)r —2br
= (1—7)
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5.1 Series numéricas

n+4
211

Ejemplo 5.1.21. La serie Z

n=1

es aritmético-geométrica convergente.

La serie se escribe en la forma :
ad 1
n=1

paratenerque,a =4, b=1,r = % Como |r| < 11la serie converge. Su suma es

&4 (A+1)-3-4-7
S_Z on (1_1)2 =6
n=1 2
3n—1

Ejemplo 5.1.22. Estudiar el cardcter de la serie Z y hallar se suma si converge.

n=1

211

Se trata de una serie aritmético geométrica. Su razén r = % indica convergencia. Su suma estd dada

por

00 3_1lyl ]
S=)Y (an+b)r" = % =1=5
n=1 (1 o E) 4
Serie hipergeométrica
o0
La serie Z an, ap > 0 se denomina hipergeométrica si verifica
n=0

app1  an+p
ay an—+y

0>0,B#£0, a+p—7#£0

= Esta serie diverge cuando a + 8 — 7 > 0.
» Esta serie converge si y sélo si verifica que & + B — v < 0, siendo su suma, en tal caso,

__m7
T—a—p

Si la serie parte de n = p, entonces en caso de convergencia su suma es

gy (yta(p-1)

S
T—a—p

(o]
Ejemplo 5.1.23. La serie Z es hipergeométrica convergente.
n=1

4n2 —1
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5.2 Series de términos positivos

En efecto,
i1 _ 1 1 a1 (2n-1)2n+1)  2n-1
ay 4n+1)2-1 "4n>-1 4(n+1)2-1 (2n+1)(2n+3) 2n+3
Se observaquea =2, = —1, v = 3,delos cual, a + f — v = —2 < 0 entrega convergencia. Por
tanto, su suma es
1
g— 27 _ 1
2 2

Cabe indicar que la serie es también telescopica y puede hallarse su suma considerdndola de esa
forma.

5.2. Series de términos positivos

Una serie es de términos positivos si el término general es siempre positivo, es decir, a, > 0 para
todo valor de n. Estudiar la convergencia de una serie utilizando las sumas parciales no siempre
es sencillo. Por esta razon, el estudio de las series se hara en dos etapas: en primer lugar, se estu-
diard solamente el cardcter de la serie; en segundo lugar, si la serie es convergente, afrontaremos el
célculo de su suma o bien aproximaremos su valor. El proceso de estudiar convergencia o divergen-
cia se simplifica si se utilizan criterios de convergencia. Los criterios que se siguen hacen referencia
a las series de términos positivos.

Comenzaremos con un hecho clave

Proposicién 5.2.1. Dada una sucesion {a,} de terminos no negativos para todo n € IN, la sucesion S, de
sus sumas parciales es una sucesion creciente.

Demostracién. Dado que S, 11 = Sy, + 4,41, entonces
Su+1=Sn+ay41 > Sy

Esto es,
Sn+1 Z Sn

que es lo que se queria demostrar.
Criterio de las sumas parciales

Como sabemos, toda sucesion creciente tiene limite: limite finito si la sucesién es acotada supe-
riormente, y limite més infinito si la sucesién no esta acotada superiormente. En vista de esto, la
convergencia de una serie de términos no negativos es equivalente a la acotacién superior de sus
sumas parciales. Este hecho lo aplicamos para el siguiente criterio.

(o]
Teorema 5.2.2. Dada una serie de términos no negativos ), ay, se tiene:
n=1
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5.2 Series de términos positivos

o o
» Silaserie Y ay, estd acotada superiormente, entonces ) a, es convergente.
n=1 n=1

o o
» Silaserie Y, a, no estd acotada superiormente, entonces Y ay, es divergente.
n=1 n=1

serie de términos positivos y S;; su n-ésima suma parcial. Si existe M € R tal que S, < M, Vn € IN,
(o)

entonces la serie ) a, es convergente.
n=1
Demostracion.
Comoa, =S, —S,_1 > 0,lasucesién {S, } es creciente. Si {S,, } estd acotada, entonces {S,, } acotada
y creciente implica {S, } es convergente, con lo cual se concluye que la serie es convergente. Por el
contrario, si {Sy, } no es acotada, la serie claramente diverge.
o

Ejemplo 5.2.3. La serie ) % es convergente.
n=1

Veamos que su sucesién de sumas parciales es acotada. En efecto, para cada k > 1, es k! > 2K=1, con
lo cual

1 < 1
k! = 2k—1
Sumando ahora estas desigualdades para k variando de 1 hasta 7, tenemos que
71 L |
Su=1), K <) ok—1
k=1" k=1

La ultima serie es geométrica convergente y tal que su suma es

con lo cual

Criterio de comparacién

Teorema 5.2.4. Sean a, > 0, b,, > 0 con a, < b, entonces:

(e ) o
1. Si Y by converge, entonces Y _ a, converge.
n=1 n=1

2. Si Z ay diverge, entonces 2 by, diverge

n=1 n=1
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5.2 Series de términos positivos

Demostracion.

o0 o0
1. Suponemos que las sumas parciales de ) a,y Y. by, son, respectivamente
n=1 n=1

Entonces

Z b, convergente — lgn Sp=s—=65,<s5,<8§
n o)
n=1

(0]
Por teorema de las sumas parciales, ) a, converge.
n=1

2.Si b, > a,, entonces s, > S,. Como hm Sy = oo, entonces es también lim s, = oco. Se concluye

n—o00

que 2 b, diverge.
n=1

ad 1
Ejemplo 5.2.5. La serie _—
jemp ; nn+1)

es convergente, ya que

<

1
nn+1) — n?

como la serie E — es convergente (serie p, p = 2), entonces la serie menor converge.
n
n=1

. R |
Ejemplo 5.2.6. La serie 21 — converge pues
n=
>0 v > 1 — L o< (L
T LT n! = 2

Como la serie E Les geométrica convergente, entonces Z — es convergente.
n!
n=1 n=1

Criterio de condensacién de Cauchy

(0] (o)

Sea {a,} una sucesion decreciente de términos positivos. Entonces Z ay 'y Z 2ka,; tienen el mismo
n=1 n=1
caracter.
o0
Ejemplo 5.2.7. Determinar el cardcter de la serie Z
nlogn’
n=2
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5.2 Series de términos positivos

Seaa, = W Como {nlogn} es una sucesion creciente, deducimos que a, es decreciente. Asi que
podemos aplicar el criterio de condensacién y concluir que

> 1 1

p R ——
nz_z nlogn y k:Zl 2k]og 2k

tienen el mismo caracter. Luego, estudiamos esta tltima.

1
ok
Z 2klog 2k logZZk

Esta tltima serie es divergente por ser la serie arménica. Concluimos, pues que la serie dada es
divergente.

Antes de establecer el proximo criterio de convergencia, recordemos la equivalencia por cociente.

Infinitésimos e infinitos equivalentes

Definicién 5.2.8. La funcién f es un infinitésimo en a si en un entorno reducido de a es

mf(x) =0 y  f(x)#0

X—a
Ejemplo 5.2.9. f(x) = sen x es un infinitesimo en x = 0, ya que lin}) sen x = 0. De igual modo, f(x) =
x—
arctan x — 7 es un infinitésimo en x = 1, pues el limite alli es cero.

Definicién 5.2.10. Las funciones f y g son equivalentes por cociente en a si

lim f(x) =1

x—a g(x)

La equivalencia de funciones es importante en los casos en que las dos funciones son infinitésimos
en a o cuando las funciones son divergentes a +-cc en 4, ya que en ellos la definicién de equivalencia
da indeterminaciones del tipo 8 y = respectivamente. Algunas equivalencias interesantes son:

m senx ~xenx =0. » log(x+1) ~xenx =0.

" tgx ~xenx =0. tg(x>—1) ~x>—lenx=1.

2
» 1—cosx~ %5 enx=0. Y¥—1~xlogaenx =1.

logx ~x—1enx = 1.

{’/1+x—1~%enx:0

(I+x)"—1~nxenx=0

m gresenx ~xenx = 0.

= grctgx ~xenx = 0.

mef—1~xenx=0.
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5.2 Series de términos positivos

. . (I+x)"—1
Ejemplo 5.2.11. hn}) = Mmpues (14 x)" —1 ~ nx cuando x — 0, de modo que
X—
n_
x—0 X x—0 X

Sucesiones equivalentes

Definicién 5.2.12. Dos sucesiones ay y by, son equivalentes por cociente, se anota a, ~ by, si

Definicion 5.2.13. La sucesion a,, es un infinitésimo si lim a, = 0y a, # 0 para todon > N.
n—oo

Por ejemplo, para n — oo se tien:

-senlwl. = e~ = arcsent ~ 1
noon
n+1 n+1

= /a—1~ 1z . tgll » ne”"\/21tn ~ n!

el ultimo infinitésimo se conoce como férmula de Stirling.

Ejemplo 5.2.14. Demostrar que a, = log(n + k) y b, = logn son infinitos equivalentes.

S6lo debemos evaluar el limite del cociente

lim In _ lim —log(n ) ~Z
n—eo b, n—eo  logn 00

Tenemos la mdscara 2, de modo que L ’Hopital se puede aplicar

1
limwzlimﬂ:lim " 1
n—eo  logn n—eo n—co nn + k

Forma limite de comparacién

[e9) o0
Teorema 5.2.15. Si ) a, y Y. by son series de términos positivos, entonces:

n=1 n=1
a = &
1. im =~ =A>0= Z any Y. by convergen o divergen simultdneamente.
n—oo bn =1 I’Z:l
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5.2 Series de términos positivos

, a (] (o]
2. lim - =0y Y. by, converge, entonces => Y. a, converge.
n—oo by, n—1 n=1

, a St . o0 )
3. lim % =ocoy Y by, diverge, entonces =—> ay diverge.
n—oo by, =1 n=1

sz b z a .
Demostracién. Si lim —— = A, entonces existe N € IN tal que

n—oo n
An
n>N=|——Al<e
by
Como € es arbitrario, con € = > tenemos

A ay A

S <3

2 by 2

Esto equivale a

A A
an<35bn 7 an>§'bn

Usando el criterio de comparacion se concluye la demostracion.

Corolario 5.2.16. (sucesiones equivalentes)
(o) o0
Sean Z ay Y E by, series de terminos no negativos. Supongamos que {a,} ~ {b,}. Entonces ambas series
n=1 n=1
tienen el mismo cardcter.

Por supuesto, en este resultado las dos series pueden tener distinta suma.

Ejemplo 5.2.17. La serie Z

——— converge, ya que por equivalencia por cociente
1n(n 1) 8¢, ya que por eq p

1 1

~YS —

nn+1) n?

(o]
Como la serie Y — es una serie p, p = 2, entonces la serie dada converge.
n
n=1

sen 1

) - 1. o An g no_
Ejemplo 5.2.18. La serie 1;1 sen- diverge ya que ,111_I>I<}o o= nlgrolo % =1L

Hemos usado equivalencia por cociente. Por tanto, el comportamiento de la serie dada es el mismo

(e¢]
que la serie ) _ —, que como sabemos es la arménica divergente.
n
n=1
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5.2 Series de términos positivos

Criterio p o de Pringsheim !

Se quiere estudiar la convergencia de una serie de término general a,, mediante el uso del criterio de

o0
paso al limite considerando la serie armoénica generalizada b, = Z — Se tiene que
n=1 n
2 a?’l 2 p
Iim — = lim — = lim a,n
n—oo by, n—soco L n—o0
n
Recordando que la serie armoénica generalizada verifica:
i 1 convergentesip > 1
— es i )
= n divergentesip <1

entonces:

oo
= ) a, converge para p > 1, A finito
n=1

. Z a, diverge para p <1, A # 0, A puede ser co.
n=1

NoT1A >

1. Este resultado resulta especialmente 1til cuando tenemos expresiones del tipo n*. Por este
motivo es conveniente aplicar infinitésimos que transformen las funciones en expresiones po-
linomiales.

2. El nimero p se elige, en general, como la diferencia de grados entre el denominador y el nu-
merador, esto para tener infinitésimos equivalentes.

R L .
Ejemplo 5.2.19. La serie E — diverge pues, del criterio p se tiene
n=1 nz

o0
Ejemplo 5.2.20. Estudiemos convergencia de la serie ) %

11850-1941 matematico aleman
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5.2 Series de términos positivos

Lo primero que se observa es que la funcién seno estd acotada cuando n — co. Puesto que el nume-
rador es de grado 1 y el denominador de grado 3, entonces elegimos p = 3 —1 = 2. Veamos que

sucede

2
. n-+2 2 . 1+ 5
lim ———— - n"= lim ——"— =1
n—oo 11° + 3senn n—>w1+%
Se observa que de cualquier manera se llega a una equivalencia por cociente. Como el limite es finito

y p = 2 > 1, la serie dada es convergente.
Criterio de la integral

Este criterio relaciona la convergencia de la serie con una integral impropia. La formulacién original
establece que f debe ser continua, decreciente y positiva, pero para convergencia s6lo es necesaria
la monotonia

Teorema 5.2.21. Sea f funcién positiva, continua y decreciente en [a, o00) para algiin a € IN, entonces

[o'e) o0
/ f vy ) f(n) convergen o divergen simultineamente
a n=a

Demostracién. La figura 5.1 ilustra el teorema. En ella, a; corresponde al drea del rectdngulo bajo
la gréfica de f(x); 1 < x < 2, a3 es el area del rectingulo bajo la grafica de f(x),2 < x < 3,y
asi sucesivamente, del tal manera que

ap < /12f(x) dx, asz < /;f(x)dx, ceely < /nnlf(x)dx
sumando miembro a miembro, tenemos
ay+az+---+a, < /ff(x)dx
Bajo el supuesto que la integral del miembro derecho converge, entonces la sucesién (a,) estd acota-
da, como también lo esta (S,,). De acuerdo, entonces, con el teorema de las sumas parciales acotadas,

(o)
la serie ) a, converge.
n=1

!

-

123 123
rectdngulos circunscritos figura 5.1 rectdngulos inscritos

2www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate / contribuciones-v6-n1-may2005/Criteriolntegral /index.html
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5.2 Series de términos positivos

(]

oo

Vamos a probar que la serie ) a, diverge al compararla con la integral | f(x) dx que diverge. Para
i=1 1

ello consideramos en la misma figura 5.1 rectangulos circunscritos. Se concluye que

n+1
ay+ay+az+---+a, > /f(x)dx
1

Como f es positiva, y la integral diverge, entonces (a,) — oo, de aqui que S, — oo, concluyendo
(o]

que la serie )’ a, diverge.

i=1
NOTA > En una serie de términos positivos, la n -ésima suma parcial S,, es evidentemente monétona
creciente.

n=1

1 71
Ejemplo 5.2.22. La serie Z - diverge pues / p dx diverge
1

. 1 .
Ejemplo 5.2.23. La serie p, Z - converge para los p > 1y diverge para p < 1.
i=1
En efecto, si p > 1 la funcién f(x) = % es continua y satisface las condiciones del criterio de la
integral. De esta forma, el comportamiento de la serie y de la integral es analogo. Se tiene

b

® 1 1=p 1
/ L dx=limx P = lim (2 — lim (b7 —1)
1 xP b—o0 b \1—=p/; 1—p b

Por hipétesis p > 1. Luego, lim b'™7 = 0. En consecuencia, en este caso, existe convergencia.
b—oo

Para el caso p < 1, usemos el criterio de comparacion.

1 1
n<n— —>-
n? — n

Como la serie armonica es divergente, el criterio de comparacién asegura que la serie p es divergente.
Criterio de la razén o cociente

o0
Teorema 5.2.24. Sea Y a, una serie de términos positivos y tal que existe
n=1

. a
lim L — )
n—oo

entonces:
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5.2 Series de términos positivos

1. Si A < 1, entonces la serie es absolutamente convergente.
2. Si A > 1, entonces la serie es divergente.

3. Si A =1, entonces no hay informacion.

Demostracion.
1.AL1
. ., a .
Se elige g tal que A < g < 1. Como lgn ZH = A, entonces existe N € IN, tal que
n—o0 n
a
n>N=— "l o q
An

de aqui que

AN+1 < (- aN
2
AN+2 < g -aN+41 < g - aN
3
AN+3 < g aN42 < g -aN

y asi sucesivamente.

Ahora, la serie g - ay +¢%-an +¢° - an + - - -, es geométrica convergente, pues g < 1. Ademas, los
términos de la serie

ay+axy+az+---+ay+aNy1 + -0 = Zﬂn
n=1

son menores que los de la serie g - ay + ¢% - ay +¢° - ay + - - -, a partir de ay 1. Luego, segtin criterio

(o0]
de comparacién, Z a,, es convergente.
n=1

A>1

En este caso se tiene 4 4
il s As1= "> 1 vu>N

an an

Es decir, a,,41 > a,, Vn, con lo cual el término general a,, no tiende a cero. Luego, la serie diverge.

NOTA >
. , ai’l+1 o . ., . . . o . an+1
Si lim = oo, entonces la serie también diverge, pues a partir de cierto n = N, se tiene >1
n—oo (1, an

[e9)
Ejemplo 5.2.25. La serie 21 .y converge segtin criterio de la razon.
n—=
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5.2 Series de términos positivos

Luego

! 1
m 24— g " fm —— =0 <1
n—eo n—oo (n+1)!  n—oeo (n+1)

En consecuencia, la serie converge.

Ejemplo 5.2.26. La serie i —n, diverge segiin criterio de la razon.
n=1
on on+l
(TS
Luego
Jim, = tim =21

esto indica divergencia.
Criterio de la raiz

Tal como el criterio de la razén, es muy practico. Se usa en el trabajo con potencia 7 - ésima en la
serie.

[,]
Teorema 5.2.27. Sea Y ay, serie de términos positivos tal que li_r>n Van = A (finito):
n=1 n—,o0
1. La serie converge si A < 1
2. La serie diverge si A > 1

3. No hay informacion si A =1

Demostracion.
caso A < 1

Sea lim {/a;, = a,yseactalque 0 < A < ¢ < 1, entonces para n > N se tiene |an|1/” < ¢, de
n—oo
o

aqui que |a,| < ¢", Vn > N.Como 0 < ¢ < 1, entonces Y. c¢,, converge ya que es geométrica de
n=1

(o]
razén menor que 1. Luego, por criterio de comparacion, Y. |a,|, converge.
n=1

caso A > 1
Es claro, que si lgn {/a, = co > 1, entonces |a, |1/ " no es acotada, y hay divergencia.
n—o0

Si el limite es finito, entonces |a,|'/"

consecuencia hay divergencia.

> 1 para infinitos 7, esto hace que a, no tienda a cero, y en
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0 n
Ejemplo 5.2.28. La serie 1;1 ( 2nr:— 1) es convergente. En efecto,
n " ) ) n 1
a":(2n+1) :>nh—r>rolova”_nh—r>rolozn+1_§<1

esto prueba convergencia.
Criterio de Raabe

El criterio de Raabe se aplica siempre después del criterio del cociente en el caso en que este no de-
cida la convergencia. Se debe tener en cuenta que las simplificaciones realizadas al aplicar el criterio
del cociente pueden ser ttiles al aplicar el criterio de Raabe, pero no las posibles sustituciones de
infinitésimos.

& . Lo L ) a
Teorema 5.2.29. Sea ) ay serie de términos positivos, tal que lim n - ( — — 1) =7
n=1 n—oo An+1

1. La serie converge parar > 1, r real

2. La serie diverge parar <1, rreal

3. No hay informacion sir = 1
Criterio de Gauss

Al igual que el criterio de Raabe, resuelve el caso A = 1 de los criterios de la razén y raiz.

o0
Teorema 5.2.30. Sea ) ay serie de términos positivos. Si existe una sucesion acotada (Ay) tal que
n=1

An
n2

L R
An+1 n

n>N—

entonces
1. La serie converge sir > 1
2. La serie divergesir <1
> 1-3--(2n—1)

Ej lo 5.2.31. Estudi ad
jemplo studiar convergencia de 1;1 ST

Si alguien intenta el criterio de la razén se encontrara que el limite del cociente es 1. Luego el criterio
no decide. Tanto el criterio de Gauss como el de Raabe son la alternativa en este caso. Los términos
A,y ay+1 tienen la forma

1-3---(2n—1) 3 (2n41)

: 1.3..
2420 YT o4 (2nt2)

ay =
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Raabe
an  2n+2

= se tiene
Api1 2n + 1’

Como

) an Iy no 1
Jggon'(anﬂ_l) —11151;02n—|—1_2<1

de esto se obtiene la divergencia de la serie.

Gauss
an  2n+2 2n+2

1
5> A
Gn 2141 2n+1d

Tt M Tt

1 1
Comor = 5 Ay < 7 concluimos que la serie diverge.

NOTA > La insercion o supresion de un nimero finito de términos en una serie convergente no in-
fluye en su convergencia, pero si en su suma. Si se afiade o se suprime un niimero finito de términos
en una serie divergente, ésta contintia siendo divergente.

Criterio logaritmico

1
. . o . 108(;) .
Sea ) _a, una serie de términos positivos y lim ——"~ = A, se tiene que:

n—o0 log n

= 5iA <1, la serie diverge.

= S5il < A < o0, la serie converge.

Ejemplo 5.2.32. Veamos la convergencia de la serie armoénica generalizada (conocida también como serie p o
serie de Riemann)

Sia, = nl—,,, entonces al aplicar el criterio logaritmico tenemos:

log(z-)  logn? lim 1087

lim ——— = lim =p lim =
n—co logn n—eo logn n—oeo logn

Por tanto, si p > 1 la serie es convergente y si p < 1 la serie es divergente. Si p = 1 la serie resultante
es la armonica, que como sabemos es divergente.
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5.2.1. Serie alternada

Hasta ahora hemos estudiado series de términos positivos. Cuando las series tienen términos posi-
tivos y negativos, su estudio resulta mucho més complicado. Vamos a estudiar con detalle un tipo
de series que tienen términos positivos y negativos, es decir, las series alternadas. Como su nombre
lo indica, se trata de una serie en la cual sus términos se van alternando en cuanto a su signo.

Definicién 5.2.33. La serie ) (—1)’“rl ay, con a, > 0, Vn € N se llama alternada.
n=1

El tinico resultado que permite determinar su convergencia se debe a Leibnitz.

Teorema 5.2.34. (Leibnitz)

(o)
Laserie Y, (—1)"*1 . a, converge, si satisface:
n=1

1. |ayi1| < |an|,¥n € N.

2. lim ’an| — 0.
n—00

Demostracion.

Se considera la suma de los n = 2m primeros términos. Esto es, la sucesiéon de las sumas parciales
pares.

Som = (a1 —az) + (a3 — ag) + - - - + (a2m—1 — a2m)
Como cada factor es positivo, entonces es Sy, > 0. Ahora, si escribimos
Som = a1 — (a2 —a3) — (a4 — as) — - — (Aom—2 — Ayp—1) — A2
tenemos que Sy, < 4.
El hecho que 0 < Sy, < a7 permite concluir que (Sp;,) es una sucesién acotada.

También es creciente pues, Sop12 — Som = Aom+1 — Amy2 > 0, ya que azy 1 > azm42. Se sigue que
52m+2 > SZm

Como toda sucesién acotada y monétona es convergente, se tiene que

lim Sy, = S
n— 00

Par ver que sucede con las sumas parciales impares, se considera Sy, +1 = Som + 2m+1. Luego
lim SZm—l—l = lim Szm + lim Am+1 = S+0=S5
n—oo n—oo n—oo

Como la sumas pares y las impares convergen, al mismo nimero, entonces la serie alternada con-
verge.
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> n-+2 .
Ejemplo 5.2.35. —1)" - —————, es alternada vy satisface:
e LY y satisf
1. lim n——|—2 =0
n—s00 Tl(Tl—I—l)
5 |an| _ n+3 n(n+1)  n’+3n
| ap (n+1)(n+2) n+2 n2+4n+4

se sigue que 4,41 < 4, y en consecuencia, hay convergencia.

5.2.2. Convergencia absoluta

Una forma de simplificar el estudio de las series alternadas es definir un nuevo concepto: el de
[o0]

serie absolutamente convergente. Se considera una serie cualquiera Z a, que puede tener términos
n=1
positivos o negativos no necesariamente alternados.

Definicién 5.2.36. La serie E a, es absolutamente convergente si Z |\an| es convergente. La serie E ay
n=1 =1 n=1
es condicionalmente convergente, si converge, pero no absolutamente

(o]
Se observa que Z |a,| es una serie de términos positivos, por lo cual, su convergencia se estudia
n=0
mediante los criterios del apartado anterior.

o
. 2 .
Ejemplo 5.2.37. La serie ) _ (—1)"*1- 31 absolutamente convergente, pues la serie
n=1

(ee]

)3

n=1

( 1n+1

i s
=3
es geométrica convergente.

(o)
Ejemplo 5.2.38. La serie Z (—1)**+1. 2% es absolutamente convergente, ya que segiin el criterio de la razén
n=1

1 1 1
|a2+1| ”2‘; — lgn nz'; =5 < 1 = convergencia absoluta
n n—rco

> 2
Ejemplo 5.2.39. La serie ) _ ( nt

—1)*—— es condicionalmente convergente.
= ) n(n+1) 3

191



5.2 Series de términos positivos

Veamos en primer lugar lo que sucede con el criterio de la razén

laysq| = n+3 A n+2 :>an+1|_ n2 4+ 3n
T i) +2) " n(n+1) a, | n2+4n+4
de lo cual .
lim — =1, iNo hay informacién!
n—oo (1,

Veamos la alternativa del criterio de comparacion.

n+2 1
> -
nn+1) — 2n
Como
SL_1
n=1 2n a 2 n=1 n

y la serie arménica es divergente, entonces la serie

® n42

L n(n+1)

n=1

es divergente. Con esto ya no hay convergencia absoluta.

n, _n42

Co anterioridad se probé que la serie ) (—1) A1)

n=1

es convergente. Luego la convergencia es
condicional.

Teorema 5.2.40. Convergencia absoluta implica convergencia ordinaria.

Demostracion.
En la desigualdad —|a,| < a, < |ay|, al sumar la expresion |a,|, se obtiene

0<a,+ |11n‘ < 2|an’

(o]
Por el criterio de comparacion, la serie Y (a, + |a,|) converge. Ahora bien

n=1
(o] (o]
ay = (an + |au|) — |ay| = Z an = 2 ((an + |an]) — lan])
n=1 n=1
(o] (o] o
Como las series Y (a, + |an|) y ¥ |axn| convergen, entonces la serie ) a, converge.
n=1 n=1 n=1

Este resultado proporciona un nuevo criterio para estudiar la convergencia de las series alternadas:

. . . 11 1 1 1 1 1
Ejemplo 5.2.41. Consideremos la serie 1 — 2 + B2 + 5@ +- 4+ 2n—1P  (2n)? +oe
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5.2 Series de términos positivos

La serie es, evidentemente, alternada, pero no podemos aplicarle el criterio de Leibnitz porque los
términos, en valor absoluto, no forman una sucesién decreciente. Asi, surge la alternativa de estudiar
la convergencia absoluta.

(RLANRE I S T —Z !
(2n —1)3 (Zn) 2n—1 (211)2

22 3% 42 5 ¢
Descomponemos esta serie en dos.

> 1

=1
Lai-p Y L

Pero cada una de estas series es convergente, pues, por infinitésimos equivalente

1
(2n —1)3

21
5 ) 3 convergente

y la otra es una p serie con p = 2 convergente. En consecuencia, la serie es convergente. De esta
forma, la serie alternada es absolutamente convergente.

NOTA >

1. Para series de términos positivos, la convergencia absoluta coincide con la convergencia ordi-
naria.

2. Los criterios de la razén, de la raiz y de comparacion, son criterios para determinar convergen-
cia absoluta.

3. Las series absolutamente convergentes, se pueden sumar y multiplicar término a término. Con
las series que no convergen absolutamente, esto no es cierto, y es valido el siguiente resultado.

Teorema 5.2.42. (Riemann)
o0
Si Y. a, es una serie condicionalmente convergente, entonces los términos de la serie pueden ser arreglados

n=1
de tal manera que la suma de los n primeros términos tienda a cualquier niimero dado.

> 1
Ejemplo 5.2.43. La serie ) (—1)"+1E es condicionalmente convergente.
n=1

Sea S su suma (es exactamente S = In 2), entonces

1 1 1 1\ 1 1 1\ 1
S=l-5t3 gt —(1—5)—1 (5_6)_5
_1t,1 ot 1 1101 1
2 4 6 8 10 2 2 3 4
1
ES
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5.2 Series de términos positivos

lo que es un absurdo, a menos que S = 0, pero no es asi. Esto significa, que con este reordenamiento
la serie converge a la mitad de S. Se pueden encontrar otros reordenamientos para esta serie y hacerla
converger a un valor deseado. Observar lo siguiente.

5—1—1+1—1+ —1+1+1+1+ —21+1+
N 2 3 4 N 2 3 4 2 4

1 1 1 1
._@+§+§+m)—0+§+§+~>_0

Se observa ahora, que la serie original estd escrita como diferencia de dos series convergentes, y
tenemos en este caso, convergencia condicional a cero.

Finalizamos este estudio de series numéricas, con un par de criterios, que sirven tanto para series
de términos positivos como negativos, y que son utiles si se analiza convergencia en series cuyos
argumentos son productos de funciones.

Teorema 5.2.44. (Dirichlet)

n
Sean (a,) y (by) sucesiones reales. Si la sucesion (S, ) de término general S, = Y. ay es acotada, y la sucesion
n=1

[e0)
(b,) tiende a cero monétonamente, entonces la serie 'y ay - by es convergente.
n=1

Teorema 5.2.45. (Abel)

[ee]
Sean (a,) y (by) sucesiones reales. Si la serie Y, a, converge, y (by) es acotada y monétona, entonces la serie
n=1

(e )
Y. ay - by es convergente.
n=1

> 1 1
Ejemplo 5.2.46. Laserie y_ (—1)""'— - (1+ E)” converge.

n=1 \/E

En efecto, por el criterio de Abel consideremos la sucesién (ﬁ) que converge a cero. Segun el

= 1
criterio de Leibnitz, la serie Z (—1)"*!— es condicionalmente convergente. Ademés,

n=1 \/ﬁ

1 n
lim (1 + —) =e
n—0o0 n

Estos hechos hacen que estemos en las condiciones del teorema de Abel. Se sigue que la serie es
convergente.

NoT1A >

1. Elindice de sumacién 7 es una variable muda, y puede sustituirse por cualquier otra letra.
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5.3 Series de potencias

2. No es necesario que una serie empiece a sumar desde n = 1, puede empezar desde n = 0
on = p (p > 1), pero siempre se puede reescribir para que empiece en n = 1 mediante un
cambio de variable.

3. S, representa la suma de los n primeros términos de la sucesién a,, luego, se debe tener cuida-
do al calcularla cuando la serie no empiece por n = 1.

4. Las definiciones de convergencia y divergencia no dependen del término a partir del cual em-
piezan a sumar, aunque si afecta al valor de la suma.

5. Aunque se habla de la suma de una serie, no se debe olvidar que dicha suma es, en realidad,
un limite de sumas.

6. A una serie alternada no se le puede aplicar ninguno de los criterios usados en series de térmi-
nos positivos.

7. Silasucesién {|a,|} es creciente entonces no puede tener limite 0 y asf la serie serd divergente,
pero la sucesién {|a,|} puede no ser monétona ni creciente ni decreciente y en este caso no

podremos aplicar el criterio de Leibnitz.

8. Toda serie alternada puede ser escrita de la forma

Z(—l)”an 0 (—1)"*1a,, donde a,, > 0

n=1 n=1

5.3. Series de potencias

En el trabajo con series numéricas se consideraron sucesiones de niimeros, ahora hacemos uso de
sucesiones de funciones. Por ejemplo, con la sucesién de funciones

se construye la serie de funciones

Zx”:1+x+x2+...+x"+...
n=0

Dos problemas a resolver:
= ;Para qué valores de x la serie converge?

= ;A qué funcién converge la serie?
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5.3 Series de potencias

Definicién 5.3.1. Recibe el nombre de serie de potencias toda serie de la forma

o
Y ay - (x — xp)"
n=0

El niimero real a,, se denomina coeficiente n -ésimo de la serie de potencias (observar que el término n -ésimo
es a,(x — xg)").

Para estudiar las series de potencia es suficiente con suponer que xp = 0, ya que la sustitucién
o0

Yy = x — xo transforma la serie de la definicién en ) a, y". Las series de potencias en las cuales xy = 0
0

se llaman series de Maclaurin.
Convergencia de una serie de potencias

Esto va a dar respuesta a la primera interrogante planteada. Una serie de potencias

(]
> ap "
n=0
tiene tres alternativas en cuanto a su convergencia:
= converge solo para x = 0.
= converge para todo valor de x € R.

= converge en algin intervalo simétrico respecto de x = 0.

Teorema 5.3.2. (Abel)

1. Si una serie de potencias ) a,x" converge para un valor xo # 0, entonces converge para todo valor de
x tal que |x| < |xo

2. Siuna serie de potencias }_a,x" diverge para un valor x1, entonces diverge para todo valor de x tal que
x| > |x1]

Demostracion.
1. Como la serie ) a,x{ converge en xq, entonces el término general a,x; tiende a cero. Esto es,

lim a,x; — 0
n—oo
Esto significa que la sucesién (a,, x{}) estd acotada, lo que asegura la existencia de un real M tal que

lanxg| <M, n=0,1,---
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5.3 Series de potencias

Podemos escribir ;

<

n

LY

X0

0| = s - |

X

n
v | s geométrica derazonr <1,

Ahora, |x| < |xo| =

X . .
x_‘ < 1. De esto se tiene que la serie ) M
0

lo que implica su convergencia. Por criterio de comparacion, la serie }_ |a,x"| es convergente. Esto
hace que ) a,x" sea absolutamente convergente.

2. Para probar la segunda afirmacién, tenemos que la serie diverge en x;. Supongamos que la serie
converge en cierto punto x que satisface la condicién |x| > |x1|, entonces por lo probado en la
primera parte debiera ser convergente en x1, ya que |x1| < |x|. Esto contradice la hipétesis que la
serie diverge en xj. Por tanto, la serie diverge en ese punto x.

Radio de convergencia

El resultado precedente permite determinar los puntos de convergencia de la serie de potencias.
En efecto, si xp es punto de convergencia, entonces todos los puntos del intervalo (—|xg|, |xo|) son
puntos de convergencia absoluta. Si x; es punto de divergencia, entonces toda la semirrecta a la
derecha de |x1| y toda la semirrecta a la izquierda del punto —|x1| son puntos de divergencia de la
serie. Esto permite asegurar la existencia de un nttumero R, llamado radio de convergencia, tal que,
para |x| < R hay convergencia absoluta, y para, |x| > R hay divergencia. Teniéndose que:

1. Sila serie converge sélo para x = 0, entonces el radio de convergencia es R = 0

2. Si la serie converge para todo x, entonces el radio de convergencia es R = o

En los extremos del intervalo, x = & R se debe hacer un estudio particular de la serie numérica para
determinar convergencia. El intervalo (—R, R) se llama intervalo de convergencia. Para estudiar la
convergencia de una serie de potencia se recurre al criterio de la razén o al de la raiz.

Teorema 5.3.3. (criterio de la razén)

Sea Zanx”. Si
Ay xn—H

an x"

lim
n—oo

= L]

entonces:
1. L|x| < 1 la serie es convergente.

2. L|x| > 1la serie es divergente.

11
Se deduce de este teorema que el intervalo de convergencia es (_Z' Z>’ y que el radio de conver-
gencia viene dado por
1 a
= = lim |-
R n—oo| ay,
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5.3 Series de potencias

Teorema 5.3.4. (criterio de la raiz)
Sea ) a,-x". Si
0

1
. n _
nlgro}o jan| = R

entonces:

1. lim {/|a,| =0 == convergencia absoluta.
n—o0

. convergencia en x = 0
2. lim {/|ay| = o0 ' & '
n—oo divergencia Vx # 0

o convergencia absoluta si |x| < R
3. lim {/|ay| < oo =< | o
n—00 divergencia si |x| > R

En este caso, el radio de convergencia se puede determinar por la férmula de Cauchy-Hadamard

1 ]
— = lim +/|ay|
n—o00

, . . R
Ejemplo 5.3.5. Determinar el intervalo de convergencia de la serie Z o
1

Por la forma de la serie, se puede usar el criterio de la razén o el de la raiz. Se muestran ambos
procesos.

= Por criterio de la razén tenemos que

Apan xn+1 B

ay x"

n+1
lim

n—o00

Se sigue que, para |x| < 1 hay convergencia, para |x| > 1 divergencia. Si x = 1 la serie se trans-
o (=1)"
n

condicionalmente

[o0]

forma en Z — que es la armoénica divergente. Si x = —1, la serie es Z
n

1 1

convergente. En consecuencia, el intervalo de convergencia de la serie dada es [—1,1).

= Por criterio de la raiz tenemos que

y se concluye lo mismo que por el criterio de la razén.
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5.3 Series de potencias

. . R x"
Ejemplo 5.3.6. Hallar intervalo de convergencia de ) _(—1)" - =
n
1
Por criterio de la razén se tiene
a x+1 1oy
lim |[H= = 1im |(-1)"|- - —|=|x| - lim = |x]|
n=oo| g, x" n—co n+1 x" n—oon 41

De esta forma, si |x| < 1 hay convergencia, y si |x| > 1 divergencia.
Anilisis en los extremos del intervalo

m Para x = 1 la serie es

o (_
1
que es condicionalmente convergente.

s Six = —1,la serie es

que es la armoénica divergente. En consecuencia, el intervalo de convergencia de la serie dada
es (—1,1].

- (_2)n (x . 3)11.

Ejemplo 5.3.7. Hallar radio e intervalo de convergencia de la serie Z 1
n=0

Para el radio de convergencia tenemos que

Ap+1
an

= lim

n—oo

= lim =2

1
R~ n—oo

(—=2)"*t n+1
n+2 (=2)"

de donde obtenemos que R = % Esto nos dice que la serie converge para |x — 3| < %, o bien, para

5<x<7
2 2

Ahora se debe analizar lo que sucede en los extremos.

m Parax = %, tenemos

Il
¢
S|

3
I
—_

NIU‘I

Z n—|—1

n:

> 1
_En-i—l

como esta es la serie armonica, tenemos divergencia.
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5.3 Series de potencias

s Parax = %, tenemos
oo o (_1);1
2 G-y

n=0 n=0

Esta es la serie armoénica alternada, luego, tenemos convergencia condicional. Se concluye que
el intervalo de convergencia es el intervalo

5 7
— <_
2<x 5

5.3.1. Propiedades de las series de potencia

o0

Una serie de potencias Z a, x"" con radio de convergencia R > 0 define una funcién f(x) en su
n=0
intervalo de convergencia, dada por

(o]
=Y a,x", |x| <R

Se dice entonces que la serie representa a la funciéon f en el intervalo de convergencia y que es
el desarrollo en serie de potencias de la funcién f en el punto x = 0. Si la serie converge en uno
o ambos extremos podemos obviamente incluir dichos puntos en el dominio de f(x). Se plantean
entonces de manera natural dos problemas:

1. dada la serie, hallar propiedades de la funcién suma.

2. dada una funcién, averiguar si se puede representar por una serie de potencias (suele decirse
entonces que la funcién es desarrollable en serie de potencias).

Sea )" a,x" serie de potencias con radio de convergencia R > 0. Sea f(x) la funcién suma de esta
serie. Las siguientes propiedades de f(x), son validas en general s6lo en el intervalo abierto |x| < R,
donde la serie converge con seguridad en forma absoluta.

» La funcién suma f(x) de la serie es una funcién continua en |x| < R.

» Lasuma f(x) es una funcién derivable para todo x € (—R, R) y se tiene

o0 (e ) (e )
) anx”] =Y Dlaxx"]=Y na,x""', |x|<R
n=0 n=1 n=1

La derivada de f(x) se obtiene pues, derivando término a término la serie que define a f(x),y
la serie resultante posee el mismo radio de convergencia R que la serie original. La convergen-
cia en los extremos (x = £R) puede, no obstante, ser distinta que la de la serie original. Esta
propiedad (que la serie sea derivable) se expresa diciendo que las series de potencia se pueden
derivar término a término en su intervalo de convergencia.
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5.3 Series de potencias

» La suma f(x) es una funcién integrable en todo el intervalo [0, x|, incluido en su intervalo de
convergencia y se tiene

RS n _oo /x n _OO an n+1
/O L;)ant] dt_Z{O ant dt}_ZnJrlx

n=0 n=0

La integral de f(x) se obtiene pues integrando término a término la serie que define a f(x), y la
serie resultante posee el mismo radio de convergencia R que la serie original. Esta propiedad
(que la serie sea integrable) se expresa diciendo que las series de potencia se pueden integrar
término a término en su intervalo de convergencia.

Ejemplo 5.3.8. La serie de potencias

Zx”:1+x~|—x2—|—x3---
n=0

es geométrica si |x| < 1. Por tanto, se conoce su suma S(x), teniéndose

T+x+x24+x° - = = S(x)

Al derivar, término a término se obtiene
0+1+2x+3x% +4x° . = ——

lo que en simbologia de series corresponde a

(0] 1
n—1
n x = —
Z PAY
con lo cual hemos descubierto la suma de una nueva serie.

Ejemplo 5.3.9. Se considera de nuevo la serie de potencias

Zx”:1+x—|—x2+---
n=0

si ahora integramos en [0, x|, con x € (—1,1), entonces

X 1 X 2 3
/ dx:/(1+x+x +x° 4 )dx
0 0

1—x
x x x x x
—In(1—x) :/ 1dx+/ xdx+/ xzdx+/ Sdx- -
o Jo 0 0 0
2 .3 L4 0 .7
x° X0 X x
—ln(l—x)—x—l—?—i—?—i—z—l----—Z?
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5.3 Series de potencias

Si se multiplican por —1 ambos miembros de la igualdad, entonces

x> x>
Inl—x)=—-x————— —
n(1—x) x—o -5t
y cambiando x por —x se llega a que
2,3 L4
Xt ox0 x
ln(l—l—x)—x—?—i—?—z—i-
lo que en notacion de serie equivale a
o0 n
In(14x) = Y (=1)"*! %
n=1

(o]
» Sif(x) =) a,x" para |x| < R, entonces
n=0

(n)
70 o,

an - [ 7
n.

Demostracion.
Como
f(x) =ag+a1x +ax®+azx® +-- -, x| <R

se obtiene f(0) = a9. Andlogamente,
f'(x) = a1 4 2apx 4 3a3x° + - - -, |x] <R
dedonde f'(0) = a1y
f"(x) =2ap+2-3a3x +3-4agx® + -+, |x| < R

de donde f”(0) = 2a,. Siguiendo este proceso se llega a que f")(0) = n'a,. En consecuencia,

(n)
fn'(O)/ n:0/1/2/"'

an —

o0

Lo interesante es que, si la serie ) a, - x" tiene radio de convergencia R > 0, y suma f(x), entonces
n=0

podemos escribir

f(x):ian-x”:iwx”, |x| < R
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5.4 Polinomio de Taylor y serie de Taylor

5.4. Polinomio de Taylor y serie de Taylor

Los polinomios son las funciones reales més faciles de evaluar; por esta razén, cuando una funcién
resulta dificil de evaluar con exactitud, se intenta buscar un polinomio que coincida con la funcién
de partida y con algunas de sus derivadas en un tinico punto. En las proximidades de ese punto el
polinomio toma valores muy parecidos a la funcién, pero no necesariamente iguales, y lejos de ese
punto el polinomio no tiene por qué parecerse a la funcién.

5.4.1. Polinomio de Taylor

Se sabe que si una funcién es continua y derivable en un punto x, la recta mas parecida a la funcién
en un entorno de xj es la recta tangente, siendo su ecuacién

y = f(x0) + f'(x0) (x — x0)
Esta recta define un polinomio
Py(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0)
que verifica P (xo) = f(x0) y P'(x0) = f'(x0). Geométricamente esto significa que:
= la recta pasa por el mismo punto xg por el pasa la funcién y ademas,
= ]a inclinacién de la funcién en ese punto es la misma que la de la recta.

El polinomio P (x) es una primera aproximacion de la funcién f y cabe esperar que al aumentar su
grado de algtin modo, es decir al construir un polinomio

Py(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + a(x — x0)?

con un valor de a adecuado, se tenga un polinomio que se parezca atin més a f. En concreto, si f es
dos veces derivable en xj y se calcula la constante 2 imponiendo que P,(xo) = f"(xp), se tiene un
polinomio de grado dos que verifica

Py(x0) = f(x0), P2'(x0) = f'(x0) y P2"(x0) = f"(x0)

Geométricamente, esto significa que el polinomio P,(x) tiene una concavidad muy parecida a la de
f en un entorno de xq. Si f es n veces derivable en x se puede repetir este proceso y obtener un
polinomio de grado 7, tal como se indica en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.4.1. Dada una funcioén f derivable a cualquier orden en x = 0, podemos construir el polinomio

n )
Pun() = zofn—,(O) ¥ = F(O) + F 1O + 5 f (O 4 o f (O ot (0

que se denomina Polinomio de Taylor de grado m de f(x) alrededor de x = 0.
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5.4 Polinomio de Taylor y serie de Taylor

Tal polinomio cumple las siguientes propiedades:

1. Las derivadas de Py, (x) en x = 0 coinciden con las de f(x) en x = 0 hasta el orden m:

de forma que P, (0) = f(0), P,;,(0) = f'(0),--- Pr(nm)(O) = fm)(0).

2. Como consecuencia de lo anterior, se verifica que

lim L) = Pml®) _

=0 X" n=0,-,m
X

Es sencillo verificarlo usando regla de L "Hopital hasta el orden 7. Esto implica que la diferencia

Ru(x) = f(x) — Pm(x)

denominada resto o error, es muy pequefia para x — 0, ya que cumple que

lim Ry (x) =0 vy lim Ron()

x—0 x—0 x"

=0, paran=0,---,m

En otras palabras, |R;;(x)| es mas pequefio que x" para x — 0. Esto es consecuencia de que las
derivadas de Ry, (x) en x = 0 son, por 1), todas nulas hasta el orden m inclusive.

Ejemplo 5.4.2. Hallemos el polinomio de Taylor de orden 3 de la funcién f(x) = e* en xg = 0.

Debemos obtener la primera, segunda y tercera derivadas y evaluarlas en xg = 0. Como f(")(x) = ¢*
para todo , resulta que f(")(0) = ¢ = 1, y por lo tanto el polinomio de orden 3 es

1 1 1 1
Py(x) =1+ (x = 0) + 5;(x = 0)* + 5 (x = 0)* = T x 4 Sx” 4 =

5.4.2. Serie de Taylor

Dada una funcién f suficientemente derivable, es posible construir sus polinomios de Taylor en un
punto xp de un orden tan alto como se desee. Se sabe que dichos polinomios permiten aproximar los
valores de la funcién para valores proximos a xp y que, en general, podemos escribir

f(x) = Pu(x) + Ru(x)

con Ry, (x) pequefio para x — 0. Tomando ahora el limite m — oo obtenemos

flo) =, i,w + Ru(¥)
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5.4 Polinomio de Taylor y serie de Taylor

Para aquellos x en los que nlllggo Ryu(x) = 0, se obtiene el desarrollo de f(x) como una serie de
potencias:

. f(m(0)
f(x) :n;)f o - x @J%Rm(x) =0
que se denomina desarrollo en serie de Taylor de f alrededor de x = 0.
En general, considerando un punto x = x¢ formulamos lo siguiente

Definicién 5.4.3. (Desarrollo en serie de Taylor)
Sea f funcion infinitamente derivable en el punto xo, entonces la serie

o £(n) X
) = 3 e

se llama serie de Taylor de f centrada en x.

Desarrollar f en serie de Taylor centrada en x( consiste en calcular la expresion anterior y hallar los
numeros x € R que verifican la igualdad

©  (n) x
flo = 3o L0 gy

es decir, aquéllos puntos que cumplen las tres condiciones siguientes:

1. La funcién esta definida (x pertenece al dominio de la funcién).
2. La serie de Taylor converge.
3. La suma de la serie coincide con el valor de la funcion.

Definicién 5.4.4. Una funcion es f analitica en xq si en un intervalo abierto en torno de xq esta funcion es
o°]

la suma de una serie de potencias Y ay(x — xo)".
n=0
La condicién lim R, (x) = 0 se cumple en un cierto intervalo |x| < R para todas las funciones que
m—00

son analiticas en un entorno del origen.
Una expresion general para el resto, en el caso de funciones derivables a todo orden, es

Ry (x) = w X"t =,

RCES] centreQy x

Esta expresion sirve en general para acotar el resto pero no para determinarlo exactamente.

Ejemplo 5.4.5. Representemos la funcion f(x) = T como una serie de potencias en torno de x = 0.
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5.4 Polinomio de Taylor y serie de Taylor

De acuerdo a lo sefialado, se debe determinar f(")(0), y luego hacer uso de la expresiéon que propor-
ciona el desarrollo.

Concluimos que f(")(0) = n! Luego

representacion vélida para |x| < 1.

NOTA 1> El desarrollo en serie de potencias de una funcién f(x) alrededor de x = 0 es tnico (pues
necesariamente a, = f(")(0) = n!). Esto permite en muchos casos obtener el desarrollo simplemen-
te por métodos indirectos (sustitucion, integracién, derivacion) sin necesidad de calcular todas las

oM

n!

(o]
derivadas en el origen. El desarrollo obtenido coincidird de todos modos con la serie Z
n=0

Ejemplo 5.4.6. Representemos la funcion f(x) = m en serie de potencias alrededor de x = 0.

La forma del denominador sugiere una separacion en fracciones parciales y la aplicacién del desa-
rrollo realizado en el ejemplo precedente.

1 11 11
(x=3)(x—-5 2 (x-5) 2 (x-3)
_ 111
10 1-% 6 1—-3
_ _L.i(zyml.i(z)”
10 =\5 6 —=\3

Como los desarrollos son vélidos para |x| < 5y |x| < 3, respectivamente, entonces el desarrollo que
hemos hecho es vaalido en el intervalo |x| < 3. (la interseccién).

Ejemplo 5.4.7. Hallemos el desarrollo de f(x) = senx en torno de x = 0.

Tenemos que f(0) =0, f/(0) = cos(0) =1, f”(0) = —sen(0) =0, f"'(0) = —cos(0) = —1, f*#(0) =
sen(0) = 0. Se observa que, en general,

Ay =0, fE0) = (-1)", n=0,12-
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5.4 Polinomio de Taylor y serie de Taylor

Veamos que sucede con el resto.
f(m+1) (C)xm—H
(m+1)!

x|+ (c)
(m+1)!

Ra()] = |

esto es asi, pues, ‘ f (m+1) (c) ’ < 1. Tomando limite para m — oo tenemos

0 < Tim [Ry(x)| < tim [O] g
~ Mmoo ~ m—oo (m + 1)!
de donde se sigue que nll_r}l Ry (x) = 0. En consecuencia,
v DY au X
Se”x_n;o(znu)!x BT

Ejemplo 5.4.8. Hallemos la representacion en serie de f(x) = cosx.

Podemos seguir el mismo camino del ejemplo anterior, no obstante, es mas rapido obtener el desa-
rrollo directamente derivando el desarrollo anterior. Se obtiene
= (1) 2

/ n
= = =14+ ...
cos(x) = (senx) nE  (2n)! x i + i +

La serie converge para todo x € R.

NOTA > Una funcién derivable a cualquier orden en x = 0 que no puede ser desarrollada en serie

de potencias es
e V¥ x40
X) =
fx) {0, N

Es sencillo ver que f es derivable a cualquier orden en x = 0, con f(0) = 0, f'(0) = 0y en general,
£m(0) = 0 para todo 1. Con esto se prueba que la funcién dada es infinitamente diferenciable (es
decir, suave) y que las derivadas de todos los 6rdenes en x = 0 son 0. Por lo tanto, tenemos que

5= [0 g

|
=0 m:

esto, a pesar de que f(x) # 0. La razén de esto es que

lim R, (x) #0, Vx#0

m—00

siendo en realidad R, (x) = f(x) Vm

Si f es infinitamente diferenciable en un entorno de un punto xp, entonces f coincide con su serie
de Taylor (centrada en x() en dicho entorno. Por tanto si, f fuese analitica en x = 0, tendria que ser
igual a la funcién constante 0 en algun entorno del cero, pero eso es imposible pues f(x) > 0 para
todo x distinto de cero. Por tanto f no es analitica en x = 0.
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5.4 Polinomio de Taylor y serie de Taylor

Ejemplo 5.4.9. Hallemos una representacion en serie de potencias, en torno de x = 0, de f(x) = e*.

Es claro que f(0) = 1. Hacemos el célculo de las derivadas y luego las evaluamos en x = 0.
fl)=e=f'0)=1 f"(x) =" = f"(0)=1,---,fM(0) =1

por tanto, la funcién f(x) = e* se representa, en torno de x = 0, como

1o, 153
=ldad g, x| <1

O AN
n!

Ejemplo 5.4.10. Hallemos una representacion en serie de potencias, en torno de x = 0, de f(x) = e

En lugar de evaluar f(")(0), hacemos el cambio de x por x2 en la expresién
x" 1o 153
Z—|—1+x+ix TR x| <1
para tener que

= a2 2,14, 16
ZW_1+X M TRARIETE R x| <1

Ejemplo 5.4.11. La funcién f(x) = 1 no estd definida en x = 0. Luego, no es posible desarrollarla en torno
a x = 0, pero si alrededor de cualquier otro punto, como por ejemplo, x = 1.
Tenemos, f(1) = 1. Para las derivadas se encuentra que
Fl(x) = —x 2= f/(1) = =1 = (1"
flx)=2x7 = f"(1) =2=(-1)>-2
fOx) = —6x* = fO1) = —6=(-1)°-3!

En consecuencia, como (") (1) = (—1)” -n!, concluimos que

i (x—=1)"

Mas atn, el criterio de la razén dice que la serie converge absolutamente para |x — 1| < 1, es decir,
en el intervalo 0 < x < 2,y divergeen R — {0 < x < 2}

Ejemplo 5.4.12. Hallemos el desarrollo en serie de potencia en torno de x = 0 de f(x) = (1 + x)k.
Es claro que,
f0)=1, f/(0) =k(1+0)*" =k f"(0) =k(k—1)(1+0)2 =k(k—1),---
y por lo tanto,
k(k—1) , k(k—1)(k—2) 4
T 3l S

que converge en general para |x| < 1, pues, li_r>n Ry (x) = 0si |x| < 1,y es vélido para cualquier
m—o0

(14 x)"=1+kx+

nimero real k. Asi por ejemplo:
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5.4 Polinomio de Taylor y serie de Taylor

m Sik= %, se tiene

1 1
Vitx=1+x— x>+

2 8
m Sik = —1, se obtiene
! :i(—l)”-xnzl—x+x2—x3+---
14+ x 5
] Sik:—%,setieneque
1 1 1-3 1-3-5
—1—-=. S xS
Tz 2 ¥y Tt

1
Ejemplo 5.4.13. Calcular / V' 1+ x*dx usando el desarrollo de /1 + x y sus cinco primeras potencias.
0

Reemplazando x por x*en el desarrollo de v/1 + x, se tiene

1 1 1 5
4 _ - 4__ 8 - 12__ 16
VIFd =140 =g+ 3"~ 15 ¥

1 1 1 1 1 5
/\/1+x4dx:/ T+-xt =S¥+ — a2 — ——x1%) dx
0 0 128

2 8 16
_ 1 5 1 o, 1 43 5 1)
_(x+1ox 725 T208% 1976 " .
~ 1,088388
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5.5 Problemas resueltos

5.5. Problemas resueltos

Ejemplo 5.5.1. La serie Z 3 T e divergente.
n=1

— 3n2—2

Usando el criterio de paso al limite con b, = % tenemos que

lim a”—lim " L
n—oo by, C nSe3n2 -2 ' 3n

oo o0

. 1 9. . n ., .

Como la serie ). 5. diverge, entonces la serie 21 52 también diverge.
n= n=

Para quienes gustan de ver todo con una mirada répida, el empleo de infinitésimos simplifica el

trabajo. En efecto, observando los grados del numerador y denominador buscamos una serie, mds

simple, que tenga el mismo comportamiento en el infinito. Asi,

n n 1

Y ~S —

3n2—-2 3n?2 3n

[e9)
El comportamiento de la serie )’ %, que es la armonica, es similar a la dada, por tanto hay diver-
n=
gencia.

=1
Ejemplo 5.5.2. La serie Z —— es divergente.

= nn

1

Por criterio de paso al limite, con b, = -, se tiene que

., Apn . n
Iim — = 1lim — =00
n—oo b, n—oolnn

Esto resulta al aplicar L "Hopital. Se concluye que hay divergencia.
Ejemplo 5.5.3. La serie ) /4’12%7 diverge.
n=1

En el infinito, tener 41n% — 7 es lo mismo que tener 412, ello es asf pues

o 4n? -7
nlglgo 4n? =1

[e)
esto es, son infinitésimos equivalentes. Esto nos dice que el comportamiento de la serie ). 4}12%7
n=

(o]
es similar al de la serie ) /4. Dado que esta tltima es divergente (arménica), entonces la serie
n=1

original es divergente.
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5.5 Problemas resueltos

ad n
Ejemplo 5.5.4. La serie converge.
jemp L g

nd—2

Con infinitésimos volvemos a resolver, en forma rapida, el problema de la convergencia. Es claro

que el término n-ésimo de la serie dada es equivalente con el término ﬁ y ésta a su vez con %.

o0
Como la serie ) % es convergente (serie p con p = 2), la origunal también lo es.
n=1

=1
Ejemplo 5.5.5. La serie ) % diverge.
n

n=1
Usemos el criterio p

Inn
lim n!/?. —— =

n—oo 1/n 1

Como se consider6 p = 3, la serie es divergente.

© An? —n+3

——— es divergente.
nd +2n 3

Ejemplo 5.5.6. La serie
n=1

Por infinitésimos, el término general de la serie es equivalente con 4. Como esta serie es la arménica
divergente, entonces la serie original diverge. Si usamos el criterio p, entonces

4n® —
lim nl.”—mz4
n—c0 nd+2n

Dado que se consider6 p = 1, la serie dada es divergente.

+Vn

(0]
n
Ej lo 5.5.7. La serie ————— converge.
jemplo n§:1 53 8

1

Una “mirada rdpida” nos dice que el comportamiento de esta serie es similar a la que tiene la de

. 1
término general — que es convergente.
n

Si se hiciere uso del criterio p, entonces

Al haber considerado n = 2, la serie dada es convergente.

Ejemplo 5.5.8. La serie Z e converge.

n=1
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5.5 Problemas resueltos

El uso del criterio p con p = 2 permite tener

2
) 2 .. N
lim n*- e = lim — =0
n—00 n—oo ph

Se hizo uso de la regla de L "Hopital. Por tanto, la serie dada es convergente.

2

n
) conoverge.

n
+1

Ejemplo 5.5.9. La serie Z (

Al mirar la serie nos damos cuenta que el criterio indicado es el de la raiz.

n no\" n \"
lim = lim —e <1
n—00 n+1 n—oo \ 14+ 1

Esto prueba convergencia.

1 n
Ejemplo 5.5.10. La serie Z ( n) converge.
In

Por criterio de la raiz
.o 1 \" . 1
lim — ) =lim —=0<1
n—oo
Esto confirma la convergencia.

Ejemplo 5.5.11. Sea a, = Z - Calcular hm ay.

En primer lugar, determinemos los términos de la serie.

2 4
1 1 1 1 1
=Y -=1+, =Y Z=1+-+-+-
aq k:1k + a k:1k +2+3‘|‘4
8
1 1 1 1 1 1 1
_22_:1 e e e T B
BT T2t taTsT e s
21 1 1 1 1
Eln:gl%_(l-l'i)"‘(g"‘z)'f‘ '+(' +2_n)
se acota a;, como
1 1 1 1 1 1 1 1
1 4z S T e B
I+35)+ G+ +G+g+g g+ G+ +5)
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5.5 Problemas resueltos

al tomar limite en ambos lados se tiene

3 . o on+1
lim a, > lim =
n—00 n—r00

de esta forma, la serie es divergente, y lim a, = oo
n—oo

e (D"
Ejemplo 5.5.12. Probemos que la serie Z ( 3) es convergente.

n=1 In’n

Como se trata de una serie alternada, por criterio de Leibnitz.

L0, anen] < Jan] = ——t <« 1
In® n S " In*(n4+1) In’n

como n < n+ 1 entonces In’n < In®(n + 1). De esta forma, se satisfacen las dos condiciones del
teorema de Leibnitz para convergencia.

Ejemplo 5.5.13. Sean p, 4 > 0, A € (2,3). Determinar la naturaleza de

© p(p+D)(p+2) - (ptn—1) , .,
,;q(q+1)(q+2)...(q+n_1) (A—2)

Hacemos uso del criterio del cociente

no= (q+1)(q+2)...(q+n_1) (A—2)
i = PEDIAD Do) (e

Luego, el cociente

Ant1 _ (P+”).(A_2) — lim (p+n)_|)\_2| = [A=2]
ay, (qg+n) n—eo (q 4 1)

En consecuencia, |[A —2| <1 =1 < A < 3, y hay convergencia en el intervalo (1,3). En los extre-

mos del intervalo el termino general de la serie no tiende a cero, de modo que alli hay divergencia.
(e 9]

Ejemplo 5.5.14. La serie Z ay es divergente, 0 < a, < 1. Demostrar que

n=0

Erg(l—ao)(l—al)---(l—an) =0
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5.5 Problemas resueltos

Hacemos uso de la funcién f(x) = e”* 4+ x — 1, la que tiene un minimo en x = 0, su valores f(0) = 0.
Luego, f(x) > 0,Vx € R. De esto; e~ * > 1 — x. En consecuencia

1—agp<e™, 1—g<e ™, - 1—a,<e ™

El producto
(1—a))(1—ar)---(1—ay) < o—(a0+a1+ - +ay)

como lim e— (ag+ap+--+ay) _ 0, se sigue entonces que
n—00

lim (1 —a9)(1—ay)---(1—a,) =0

n—oo

Ejemplo 5.5.15. Usar el criterio de condensacion de Cauchy para estudiar la convergencia de las siguientes
series:
» Y i
1. —;p>0 2. ——, p>0
= — n(lnn)p
Recordemos que el criterio de condensacién afirma que
“la serie ) a,, a; > ap > az > --- > 0 converge si y s6lo si 22" - A,k converge”

21 1 1 1
1.Seaa, = Z prk entoncesa; =1, ap = T as = 3 ay, = prk de donde

n=1
211 1
E Zn . a P E Zn . Tp

api1 o . | .
ntl 1 el criterio de la razén asegura que hay convergencia si 51 < 1, es decir, si
Ay - -

p > 1. La divergencia se produce para p < 1.

como

Para resolver el problema por el criterio de condensacién, se procede como sigue:

1

1 L1 1 \*
Zﬁsz ﬁ:ZZk(p—l) :Z(Zp_—l)

La tltima serie es geométrica convergente si 51 < 1,estoes, p > 1. Para p < 1 la serie diverge.

2. Los términos de esta serie son:

1 1 1

2T o2 P T 33 " T (i n)

se observa que ap > a3z > --- > a,. Luego
2" 1 1 1

L2 = 22”(lr1 2P L nP(In 2)7  (In 2)7 L

Luego, para p > 1 hay convergencia, y para p < 1 divergencia.
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5.5 Problemas resueltos

COS NX
np '

Ejemplo 5.5.16. ) x € (0, 7r) es absolutamente convergente si p > 1.

cos nx

1 , 1 .
En efecto, | ; | < — Como la serie ) — converge para p > 1, la serie dada es absolutamente
n n n

convergente.

. : > n 1 1 1
Ejemplo 5.5.17. Estudiar convergencia de ,; 21" — ) + 5 + 21 + e

A este problema le viene como “anillo al dedo” el criterio de la razén.

- 2(~1)" (1) (200" gn . -1
Iim —— = lim = lim
n—oo  ay, n—oo  2(=1)"—n n—00 (2(*1)” .Q—n
. 1 ) 1
= lim = lim

n—oo 2(=1)" . o(=1)" .2 p—eo . 22(-1)"
1 .
) g sinpar
2, sinimpar

como no se cumple la unicidad del limite, la serie es divergente.

Ejemplo 5.5.18. Estudiar la naturaleza de la serie ) (e —(1+ E)“)

n=1

n+1

1 1
Hacemos uso del acotamiento (1 + g)” <e< (1+ E) , ya que entonces

1 1 1
O<e—(14+)"<(1+=)""1—(14+=)"
<e—(1+)"<(1+ ) 1+)

o bien . . ,
—(1+ )" 1+)"-(1+--1
e—(1+) < (14 )" (14 —1)

con lo cual se tiene el acotamiento

1.,\" 1 1
=le—(14+2)" 14+ 2P . —
n (e (+n)) <@+ )"

Ahora, por criterio de Abel “Y"a, convergente y (v,) mondtona acotada implican ) a, v, conver-

1 1
gente”, con a, = g convergente parap > 1,y (v,) = (1 + E)”p — ¢eP, con lo cual (v,) acotada.

Veamos la monotonia
11" 1. 1"t 11" 1
_\P < _\P P . )P >
{(1+n)} _{(1+n)} :>{(1+n)} [(1+n) 1}_0

El primer factor tiende a e y el segundo a cero. Luego, la serie dada es convergente para p > 1.
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5.5 Problemas resueltos

Ejemplo 5.5.19. Estudiar la naturaleza de las series de término general:

1 ap=vVnt+2n+1-n? 2. a, = 1

(Inn)p

1. Analizamos el término general.
_ 2n+1 S n
n2+vnt+2n+1 n2+vVnt+2n+1
Como ademas, 4+ 2n+1<n*+2m*+ n4, entonces vn4 + 2n + 1 < 2n2. En consecuencia

n 1
> _ -
an_n7—+2n2 3n

an

1

esto muestra divergencia, pues =

gente.

corresponde al término general de la serie arménica que es diver-

2Inn<n=— 1 >1:> 1 >1 Lue ip <1 laserie di e
. — > = ——— > —.Luego,sip < rie diverge.
Inn~ n (In n)P = nP 8o, stp &

. 1 n
Para p > 1 se tiene > pues lim L

Poon n— (In n)?
Otra forma de resolver este problema, es mediante el Teorema de Condensacion de Cauchy. Se veri-
fica facilmente que a; > a3 > --- > 0 para p > 1. Ademds

1 . o
(In ) = +-c0. En consecuencia, la serie diverge.
nn

,;22”'”2” =) (In 27)7 ,;2 (nIn 2)P

n=2

esta serie diverge tal como lo vemos usando criterio de la razén

A1 2+l (In 2")P 5 n \*
a,  (In2n+1)p n n+1

1 p
:2-(1— ) — lim 2 — 5
n-+1

n—eoo  (dy
De esta forma, la serie diverge para p < 1.
Ejemplo 5.5.20. Demostrar que, si la sucesion (a,,) tiene limite cero y es decreciente, entonces la serie alter-
(o)

nada Y (—1)"1 . a, es convergente.
n=1

Para las sumas parciales, Sy» y Sono se tiene

52;1 =a1—ay+az—+---+dm_1— dm
Szn+2 = Szn + (a2n+1 — dynyn > Szn
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5.5 Problemas resueltos

Ello es virtud de que la sucesién (a,,) es decreciente, y por tanto, dn 1 > dznip. Resulta asi que la
sucesion (Syn) es monotona creciente.

Por otra parte,
Szn =4a1 — (az — ﬂg) — = (azn,Z — azn_l) —aon < ai

Luego, la sucesion (Syn) es también acotada, y por ende convergente.

Sea lim Sy» = S, entonces lim Syny 1 = lim Son + apnyq, es decir, las sumas parciales convergen a
n—oo n—oo n—oo

una Unica suma S. De esta forma, la serie dada es convergente.

Ejemplo 5.5.21. Hallemos el desarrollo en serie de f(x) = arcsenx, en torno al punto x = 0.
Es evidente que no vamos a empezar a derivar para dar con la serie. Tenemos que
f(x) = arcseny = f'(x) = (1 —«?)"1/2

Como es cierto que

1 1-3 1-3-5
_ 2\ -1/2 1.2 4 6
(1—x%) 1+2x—1—2_ x—1—2_4_6x
©1.3.5.. (21 —1)
= 1+) 2.4-6---21 X% Jx <1
1

entonces, al integrar término a término, entre 0 y x, se tiene

/ (1—x%)"12dx :/
0 0

>1-3-5---(2n—1
1+; W ( )-xZ”] dx; |x] < 1

Esto es
¥ 1&1-3-5---(2n—1) ,,
= : d
arcsenx x+/0 ; WY X x
© [ x1.3.5..-(2n—1) o,
= : d
x+;[/0 24.6--on |7
_ 135 (2n—1) 5y o1 1
DR SR T oy TR R S e
1 2
Ejemplo 5.5.22. Calcular / e dx.
0

Se usa lo siguiente
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Luego,

E (-

5.6. Problemas propuestos

1. En los siguientes ejercicios, dada la suma S de los n primeros términos de la serie, hallar la
suma de la serie, y su término general.

2n 3" _ n?
— — ¢) Sp= "7
11) Sn_37’l+1 b) SH_W ) n n+1

Resp:a) S = 2, b) S = 1, ¢) no tiene suma
p 3 3

2. Hallar los cuatro primeros términos de la sucesién de sumas parciales (S, ), y una férmula para
ella. Determinar si la serie converge o no. Si converge hallar su suma.

1

a);Zn—l)(2n+1) C);nnﬂ ) ;”
= 2n+1 0 2 o on—1
RR RS Yoemmrn D rw
3. Las series siguientes son geométricas o telescopicas. Hallar su suma.
) Y (z)" b) Y (—¢)" ) Z
0 0
4. Utilizar criterios para determinar convergencia de las series
14+ /n < 1, s 7
11) 22—{—1’12 6) ;(11’11’1) Z) ;1—1—112
- 1 1 n+1 2 2n Lo e
) Y3 HEG™G) U
S 5430 = 1 > n
- - k —
C)Zl:6—n2+2n3 g);n2+2n );211
A N = Inn 2 In(n+1)
d) ;(nJrl)" h) ;? ) Z YRS
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10.

11.

00 3 [¢] [ee)
n ~ 151/2

m Yo M (-2 ;

2n(n+1) > 1 > i n+1
") ; 3nt+l °) ; n(lnn)? ; n(n+3)

Investigar si las series dadas convergen condicional o absolutamente.

& 1 a 100 + 21 \" > (—1)nt1

a —1)m = b -1)" (—) c —
) ;( ) ) ;( "'\ ) ; Van—1

Hallar el intervalo de convergencia de las series de potencias:

0o [ )n 2n 00 +1 2n71 0 "
a)z C)Z )" Tl)' e) Zn!x

- ! T : 1

O x" 2 (x+2)"
b);n—l—l d);n-l-l o1 f’;m

En los siguientes ejercicios determinar: radio de convergencia de la serie y dominio de la fun-
cién f que define la serie.

oo 2n—1

055 o fevn o fver

1

Para las funciones que se indican, obtener una representacion en serie de potencias.

a) f(x)zlsz c) f(x):ﬁ e) f(x) =eV*

b fx) = 22 e d) f(x) = 1 f) flx) = (1++2)

X

Utilizar la representacion en serie de f(x) = x - e¥, e integrar entre 0 y 1, para demostrar que
= 1 1
L nl(n+2) 2

1

Utilizar la representacién en serie de potencias de f(x) = In(1 — t), e integrar entre 0 y x para
demostrar que

;n(n—_l):x—i—(l—x)-ln(l—x)

Las siguientes integrales son calculables mediante una serie de potencias. Hallar un valor apro-
ximado a cuatro decimales.
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5.6 Problemas propuestos

1/2 1 1
a) / sen x%dx c) / cos~/x dx e) / senx dx
0 0 1/2 X
/2 1 1/10
b) / e’ dx d) / cos x% dx ) / In(1+ sen x) dx
0 0 0

12. Verificar los desarrollos y probar convergencia.

&%) n 1 n
a) a* = Zx(n—n'a)’a >0,Vx, usea* =e¢e
> !

x Ina

0 o201
b) sen® x = ;(—1)”4rl on)l X1

) 5 i x iz:—tl

d) e = é( 1’)1' x*
e DN C U EALES

13. Hallar el conjunto de ntimeros reales x para los que la serie converge.

I n x " x "
@) Lt 2 n+1'(2x+1> 9 (2x+1)

) 4 xx)z :inx” N 1x)2 zi(n—kl)x”

) %1 GJ_rx) :i;nzn_—ll 9 (1_1x)4 :i(n+1)(n;r!2)(n+3)xn
d) (1_1_x)3 _ i (n+1)25n+2)x" i) arctg x = i%-xz’m, x € (~1,1)
Fe RV S
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5.6 Problemas propuestos

15. Verificar las siguientes igualdades:

Lre 1 21 1 sen( a 2
), @;Fiﬁ>d”:;E””WE ) J, < >dx:§%ﬁiTF

cosnx x* mwx 72

— — + —, 0 < x < 2m, verificar que:

16. Sabiendo que Z

1 2 "6
| 7.[2 00 n+1 7'(3
DLip =% §%_1 ~ %

17. Determinar k € R para que Z ((mw

n=1

18. Sea 0 < a < 1, un pardmetro fijo. Demuestre que

L gt o a2
o4 _1)"
/0 1+ a2t? ;( ) 2n +1

Ind. No olvide que 1

0
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El futuro tiene muchos nombres.
Para los débiles es 1o inalcanzable.
Para los temerosos, lo desconocido.

Para los valientes es la oportunidad.

Victor Hugo
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CAPITULO 6|

Problemas de Pruebas

Los siguientes problemas han sido considerados en pruebas escritas y eximenes. Hay varios respon-
sables de que estos problemas, faciles o dificiles, hayan sido puestos para evaluar a alumnos como
ta, pero no cabe duda que el principal responsable sigue siendo el autor de estas notas. A él pues,

todas las pifias, improperios y penas del infierno.

6.1. Integral indefinida y diferenciales

1. Resolver las siguientes integrales:

1 / cosd x 9)/ 1—senx dx
\/senx 1+ cosx
) /xeamsenxdx 10) [ xf"(x)dx

ydy
3) /x3 In(x* +5) dx 1) /\/F

xdx
5 /Vl—xdx 12) /x4

2
VITx +4x-+5

13)/ xdx
5)/1+\/1+x m

V1i+x—1 14)/

6) /x +\/1+x \/5x—x2
V31+x 15) /x arcsen x dx
x7/

7)/ (31 2dx 16)/cos73xdx

8) /1+Cos X 17)/ dx

1+ cos2x 4+ /4 + 5x

225

18) /sec7 5x tg Sx dx

19) /d—x
Vit
tgx

0 [

senx cos x dx
21
) / 5+4senx

22) /sec tdt
1+ sect

x3 dx
23)/ 16 925/2

2x2 — x +2dx
24)/ X+ 2x3 + x°

2
5)/1+ex




6.1 Integral indefinida y diferenciales

3 3
26) / ”1;” dx

27) /xln(x3+x)dx 39) /\/1—x \3/1—x

)/ dx
(24 3x)V7x2+6x+1

3 x2
28)/xe dx

40)/
(x2+1)2 (x—2 Va2 —dx+1

4 41 /
29) /3x sen2x dx ) (9+4 12 )
2
30)/ x-dx

sentdt
42
V3 — 22+ 2x )/6c0s2t—1—5sen2t

2 4
31) /¢ 3) /x6+2x4+x2
(16 — 4x2)5/2 cos x dx
44) /

32) / (x+2)dx Ccos X 4 sen x
(x2 4 2x — 3)3/2 15) /x +3x+12
- dx X2+ 4
t
)/\/1—cosx ) cosx 4)/ 8%
secx+tgx
34)/ cos xz—senx>dx47) /ln1+x)dx
2
35) /\/ xdx 48) /—
xvVx2—x+3

rey [ (¥ 26 —8x+4) dx 4)/ x* dx
)/ x3—8 V8 +2x — x?

37)/x1/2(x2/3—4)3dx 50)/\/1—x—\/1—x

2. Usar integracion por partes para probar que:

)/ xdx ( a +ln(a+bx))+C

(a + bx)? a+ bx
1
24y — = )
b)/\/l 2 dx 2( V1 x+/m)
x™ dx 2 " "1 dx
X \/ax—l—b—mb/
Vax +b (1+2m)< Vax+b

d)/secedezln,/mjtc
1—sen6

5)/xe ? dx

52) / Vv x2 2x
53) /x3 V1—x2dx

54) /d—x
tgx —senx

- x° dx
) /\3/9—|—x2

56)/ xdx

57)/ 1—|—senx dx
1—|—cosx senx

58) / sen’ t cos® t dt

4x—|—7 dx
5) /2x2+3x+8

60) /x"‘ln xdx, a€R
2x
61) / dx
Viée* 4

sen- x dx
62
) /1+c052

)
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6.1 Integral indefinida y diferenciales

10.

11.

12.

mq 2 2 — X _ /
e)/x n(x” +a“) dx —— o R,

f) /x”\/ax—l—bdx = -

ﬁ x”(ax+b)3/2—nb/x”_lx/ax+bdx}

Sil(x) = / (1_5%)”, probar que se verifica que

B x (3n—1) dx
() = S ey T / ary 70

Hallar la ecuacién de la curva que pasa por el punto (—1,4) si se sabe que, la ecuacién de la

dZ
recta tangente en ese punto es 3x +y — 1 = 0 y que la segunda derivada satisface d_xg =1—-x

Hallar una funcién f que satisfaga f'(sen x) = cos’x Vx,y f(1) =1

Determinar el valor de las constantes a, b y ¢ para que la funcién F(x) = (ax® 4 bx +¢)v/3 — 2x +
C sea primitiva de f(x) = xy/3 — 2x

Los puntos (—1,3) y (0,2) estdn sobre la curva y = f(x). Si en cualquier punto (x,y) sobre la
curva se satisface que D?y = 2 — 4x. Hallar la ecuacién de la curva.

Sea F primitiva de la funcién continua e invertible x = f(t). Probar que

Sea F primitiva de la funcién f. Hallar / f(x)F(x)dx

Hallar la ecuacién de la curva que pasa por el punto (—1,4) si se sabe que la ecuacion de la

2
recta tangente en ese punto es 3x +y — 1 = 0 y que la segunda derivada satisface ZTZ =1-x

Usando diferenciales hallar:
3 1 - x
1+ x

b) cuanto aumenta en forma aproximada el volumen de una esfera, si su radio r = 15 cms
se alarga en 2 mm.

a) un valor aproximado para f(0,1) si f(x) =

Sea f(x) = x? el 4rea de un cuadrado de lado x. Calcular Af y df en términos de x y Ax. En
los cuadrados del diagrama sombrear la parte cuya area es Af y df.
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6.1 Integral indefinida y diferenciales

Ax Ax
Ax Ax

6.1.1. Integral Definida - Aplicaciones

1.

2.

Seay = f(z).Hallar y"'(1) si —/ZZd—x
y= : y Y=J, 113

La tangente a la gréfica de y = f(x) en el punto de abscisa x = a forma un dngulo de % con el
eje de abscisas, mientras que en el punto de abscisa x = b forma un dngulo de 7. Calcular:

. /abf”(x)dx . /abf’(x) f(x) dx

. Sif(x) = Ofo(t) dt = xeV™, calcular f(2).

X
Sea/ t f(t) dt =senx —x cosx — %xz. Calcular f(g)
a

. Sea f funcién real continua y decreciente en [a, b]. Probar que

z
Q(z) = . ! . / f(x)dx esdecreciente paraa <z <b
- a

2
Hallar f(4) si/ f(t)dt = x cos mtx
0

42
Demostrar que £ 4y

Yy dt
Sea X = / Ee———
0 V1F4f2 dx?

X
. Sea f continua en [—2a, 24]. Se define la funcién G(x) = / f(t)dt, Vx € [—2a,2a]
0

a) Demostrar que f par = /x f(t)dt =2 G(x)
b) Si f(t) = |t —a|, calcular G(x),Vx € [—2a,2a]
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6.1 Integral indefinida y diferenciales

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

¢) Si G(2x) = x eV, calcular £(2).

2

X
Hallar la derivada de F(x) = / e~ dt
X
, fx)
Hallar f(9) si f(t) = / t°dt = x cos 7tx
0

2
Si f(x) = —f(—x) + x, calcular /zf(x) dx

Calcular / (9 X ) dx
0 9

1

Evaluar/ x-In(x+1)dx
0

Demostrar que 3161311 o / f(t) af(a)

1
Sif(x) = / t* sentxdt, « > 0, calcular f'(0)
0
Determinar la funcién real f, continua y no nula tal que

/ f(z) senzdz

24 cosz

x dx L tdt

a
0 Vit xt Jo VIt

Demuestre que y calcule su valor

n+1 I
n+2"

/2
Sil, = / cos" x dx;n € IN, pruebe que ;17 =
0

Sea f una funcién con f” continua en [a, b] Demuestre que
b
/a (b—t)f"(t) dt = f(b) — f(a) — f (a)(b—a) f'(a)

1

X
Sea/ tf(t)dt =senx — x cosx — 5
a

x?. Calcular f( g)

La segunda derivada de una funcién f es f”(x) = 6(x — 1). Hallar f sabiendo que su gréfica
pasa por el punto (2,1) y que en ese punto la recta tangente tiene ecuacién 3x —y —5=10
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6.1 Integral indefinida y diferenciales

22. Sea g una funcién continua que satisface: g(1) =5, fol g(t)dt = 2.

Si f(x) = % - /Ox(x— D2 g(t)dt caleular £7(1), F®(1)

y demostrar que

f’(x):x-/oxg(t)dt—/xt-g(t)dt

0
23. Evaluar mediante una integral definida
ot T 27 nm
lim — sen(z) +2 sen(7) +---+4n sen(7)

n—oo 12

b
24. Usar la suma de los seis primeros términos en la siguiente serie para aproximar / f(x)dx.
a

Determine la integral a aproximar.

4\? 4 4\? 4 4\? 4
2 B I 241.-) .2 2492.2) 4.
<+03) 3+(+ 3) 3+(+ 3) =t

25. Una region tiene la forma del conjunto acotado por las rectas y = 4x, x = —2, x = 1. Hallar el
area de la region usando el limite de una suma de Riemann.

26. Usar Riemann para calcular

Ii Lo 2 v 0
lm DR _—
n—oo \14+n? 224 n? n? + n?

27. Con ayuda de una integral apropiada y mentalidad Riemanniana hallar

lim ! + ! + ! + 1
nseo \1l+n 24n 3+mn 2n
28. Escribir una integral de Riemann equivalente con

1 & K
L By

2
29. Escribir la suma de Riemann cuyo limite equivale a / (1+ %) dx
1

n 2

o1 1
30. Calcular nl1_r>r010 . 1221 yP
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6.1 Integral indefinida y diferenciales

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.
44,

4
Calcular / (3x — x?) dx, usando una suma de Riemann.
1

Sea R el recinto limitado por las curvas; y = x2, y +2x = 8, x = 1, x = 3. Calcular, usando
una suma de Riemann, la integral del recinto R.

Usar una suma de Riemann para hallar el 4rea de la regién acotada por la curva y = 4 — x2, el
eje x, y lasrectas x = —1, x = 2.

Considerar la region que se encuentra en el primer cuadrante, exterior alacurvay =1—x% e

interior a la curva y = 2x — x%. Usar el limite de una suma de Riemann para calcular el drea de
dicha region.

Usar el limite de una suma de Riemann para calcular el 4rea de la regién que se encuentra en el
2

primer cuadrante, acotada a la izquierda por x +y = 1, y ala derecha por la curva y = 2x — x~.
Considerar la region acotada por el eje x y las curvas y = x?, y = 4 — x2. Usando limite de una
suma de Riemann hallar el drea comprendidaentre x =1y x = g

Usar el limite de una suma de Riemann para calcular el drea de la regién que se encuentra en el

primer cuadrante, acotada a la izquierda por x +y = 1,y a la derecha por la curvay = 2x — x2.

Considerar la region que se encuentra en el primer cuadrante, exterior alacurvay =1—x% e

interior a la curva y = 2x — x%. Usar el limite de una suma de Riemann para calcular el drea de
dicha region.

Hallar el drea de la regién que acotan las curvas y = x2,2y = x, (x —1)2 =1 —y.

Sea R la region acotada por la curva y = x (8 + x*)71/2, el eje x, y la recta x = 2. Escribir la
integral que proporciona el volumen de revolucién al girar R en torno a:

a) El eje x b) Larectax =2 c) Larectay =1

Sea R el rectangulo de vértices (2,2), (6,2), (6,4), (2,4). Determinar usando Pappus el volumen
generado al girar R:

a) alrededor de larectax =9 b) alrededor delarectay = —x

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor de la recta x = g, la parte de la
pardbola y = 4ax, que se intersecta por la misma recta.

Hallar el centro de gravedad de la region limitada por las curvas y = x, y = /x

Graficar la regién R cuya drea esta representada por la integral que se indica, y hallar el valor

del 4rea. X

A(R) = / (2 + |x|) dx

-1
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6.1 Integral indefinida y diferenciales

45. Sea R la regi6n que acotan las curvasy = x> ey = 1:

a) Escribir como una integral (no calcular) el volumen generado al rotar la regién R alrede-
dor de y = 1, mediante el método del disco (elementos perpendiculares al eje de revolu-
cion)

b) Escribir como una integral (no calcular) el volumen generado al rotar la regién R alre-

dedor de x = 2, mediante el método de la corteza o anillo (elementos paralelos al eje de
revolucién)

c) Calcular el centro de masa de la regién R.

d) Resolver el problema a) usando Pappus.

46. Utilizar Pappus para calcular el drea de la superficie generada al girarla curvay = vR? — x2; 0 <
x < R alrededor de la recta y = R.

47. Dada la regi6n acotada por la curvay = (x — 1)? y larectay = 1.

a) Hallar el centroide de la region.
b) Hallar el volumen del sélido generado al rotar la regién alrededor de la recta x 4+ 5y = 7.

c) Escribir la integral que proporciona el drea de la superficie de revolucién generada al rotar
la region alrededor del eje y.

48. Considerar la region R limitada pory = v1 —x2, y =0

a) Escribir la integral que proporciona el volumen que genera la regién al girar, por el méto-
do del disco y de la corteza, alrededor de la recta que se indica:

1) Larectay = —1 2) Larectay =2 3) Larectax =2
y y

49. Considerar la regién acotada por las curvas y — x = 4, y +1 = (x — 1)2. Usando integrales,
escribir:

a) El area de R en la variable x
b) El drea de R respecto a la variable y

c) El volumen del sélido obtenido al rotar la regién alrededor de:

1) Larectay = —1 2) Larectax =4 3) Larectay =8

d) El area de la superficie generada al rotar alrededor del eje x el arco de pardbola ubicada
en el cuarto cuadrante.

50. Sea R la regi6n que acotan la parébola y* = 4px ylarectax = p, p > 0

a) Hallar el 4rea de la region
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6.1 Integral indefinida y diferenciales

b) Hallar el volumen del sélido obtenido al rotar la region alrededor de la recta x = 2p. (Sin
utilizar Pappus)

c) Hallar las coordenadas del centroide de la regién; utilizando el teorema de Pappus y las
respuestas de las partes a) y b).

d) Escribir (no calcular) la integral que entrega el perimetro de la region.
51. Considerar la regién que acotan las curvas, y = 1 — x> +4x, y = 1.

a) Hallar el centroide de la regién

b) Hallar el volumen del s6lido generado al rotar la region alrededor de la recta x +y = —1.
52. Considerar la regién que acotan las curvasy = x, y =4, x = 0.

a) Hallar el centroide de la region.
b) Hallar el volumen del sélido generado al rotar la regién alrededor de la recta y = x — 4.

c) Hallar el 4rea de la superficie generada al rotar la recta y = x, con 0 < x < 4, alrededor
delarecta x = 6.

d) Hallar el volumen del sélido cuya base es la regién dada y cuya seccién perpendicular al
eje x es un semicirculo.

3

53. Considerar la regién R acotada por y = 8 — x2, 2y = x°, x = —2.

a) Escribir la integral que proporciona el drea, en términos de la variable x.
b) Escribir la integral que proporciona el drea, en términos de la variable y.

c) Escribir la integral que proporciona el volumen que se genera al rotar la regién R alrede-
dor de la recta x = —2, mediante el método de la corteza y del disco.

d) Escribir la integral que proporciona el volumen que se genera al rotar la regiéon R alrede-
dor de la recta y = 10, mediante el método del disco y de la corteza.

54. Graficar la region que acotan y = x2, y = 4 — (x — 2)?, y = x — 4, y escribir el 4rea como una
integral.

55. Considerar la regién R que acotan las curvas y = v4 — x2, x = 2, x — 2y + 2 = 0. Escribir:

a) la integral que proporciona el drea, en términos de la variable x.
b) la integral que entrega el drea, en términos de la variable y.

c) la integral que proporciona el volumen que se genera al rotar la regiéon R alrededor de la
recta x = —2, mediante el método de la corteza.

d) la integral que proporciona el volumen que se genera al rotar la regién R alrededor de la
recta y = 4, mediante el método del disco.

e) la integral que proporciona el volumen que se genera al rotar la regién R alrededor de la
recta x = 2, mediante el método del disco.

233



6.1 Integral indefinida y diferenciales

f) la integral que proporciona el volumen que se genera al rotar la region R alrededor de la
recta x = —2, mediante el método de la corteza.

g) la integral que proporciona el volumen que se genera al rotar la regioén R alrededor de la
recta y = 4, mediante el método del disco.

h) la integral que proporciona el volumen que se genera al rotar la regién R alrededor de la
recta x = 2, mediante el método del disco.

56. Hallar el area de la region R = {(x,y)/ a < x < b, 0 <y < f(x)} ubicada en el primer
cuadrante, si se sabe que la regién:

s Al girar en torno al eje y genera un s6lido de volumen 247t

s Al girar en torno a la recta x = —3 genera un sélido de volumen 727
. 1., 1 13 7
57. Hallar la longitud de arco de la curva y = ¥+ entre los puntos (1, E) y (2, 6)

58. Considerar la regién R acotada por y = x3/2 — 3, y = 2x — 3.

a) Hallar el drea de la region.

b) Calcular el perimetro de la region.

c) Hallar el volumen que se genera al rotar la region R alrededor de la recta y = —3.

d) Escribir la integral que proporciona el volumen que se genera al rotar la regién R alrede-
dor de la recta x = 5, mediante el método del disco y de la corteza.

59. Considerar la regi6n interior a las curvas x? + y> = 8, y? = 2x.

a) Escribir las integrales que proporcionan el drea de la regién, en terminos de la variable x,

y en términos de la variable y. Calcular una de ellas.

b) Escribir la integral que proporciona el volumen generado al rotar la regiéon R alrededor
de las rectas:

1) x=0 2) y=-3 3) x=4

c) Calcular el perimetro de la regién R.

d) Calcular el drea de la superficie generada al rotar la curva x> + y> = 8 alrededor de la
recta y = —3v/2.

60. Considerar la region triangular de vértices (0,0), (1,2) y (1, —2).

a) Hallar el centroide de la region.

b) Hallar el volumen del s6lido generado al rotar esta region en torno a la recta 4x + 3y = 12.

61. Determinar el drea de la superficie que se genera al rotar la curvay = F (x),0 < x <2entorno
X
al eje y. La funcion F(x) viene dada por F(x) = / Vet —1dt
0
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6.1 Integral indefinida y diferenciales

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

Considerar la regién del primer cuadrante que acotan las curvasy = 2 — x2, y = x° y el eje x.
a) Escribir las integrales que proporcionan el drea de la region, en términos de la variable x,
y en términos de la variable y.

b) Escribir la integral que proporciona el volumen generado al rotar la regiéon R alrededor
delasrectas: (a)x =2, (b)y = 2, mediante método del disco y de la corteza.

1 1
Calcular el 4rea de la superficie generada al rotar la curva x = Zyz —5 Iny, desde y = 1 hasta
y =2

Hallar el volumen del sélido generado al rotar la region acotada por las curvas y? = 4x, x? = 4y
en torno a la recta y = —3.

Considerar la region que acotan las curvas x* + y? = 16, y = x/15, y* = 6x. Escribir:
a) La integral que proporcione el volumen (método del disco) al girar la regién en torno del
eje x.
b) La integral que proporcione el volumen (método del corteza) al girar la regién en torno

del eje x.

Sea R la regién que acotan las curvas x> —4x —y +5 = 0, y> = 5x. Calcular el volumen
generado por R al giraren tornodelarectax +y =1

Sea R la regi6én acotada por las curvas (y —2)2 =x—4, y—x+4=0

a) Graficar la region R.
b) Calcular el centro de masa de R.

c) Calcular el volumen que se genera al rotar la regién R alrededor de larectay —x +8 = 0.

Considerar la regiéon R que acotan y = x3, y = —2x — 12, y = —x? — 3x. Expresar mediante
integrales:
a) El perimetro de R
b) El volumen del sélido obtenido al girar la regién R en torno a la recta x = 1.
c) El 4rea de la superficie del s6lido que se obtiene al girar la regién R en torno a la recta
y = —10.
Considerar la regién R del primer cuadrante, acotada por el eje x y las curvas x> + > = 8,

y? = 2x.
a) Escribir la integral que proporciona el drea de la region, con respecto de la variable x, y
con respecto de la variable y. Calcular una de ellas.

b) Escribir la integral que proporciona el volumen de la regién, por el método del disco y
por el de la corteza, al girar alrededor de la recta x = 4.
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6.1 Integral indefinida y diferenciales

70. Calcular el volumen generado al rotar la regién acotada por la curva y = x? y la recta y = 4,
alrededor de larecta x —y = 1.

71. Sea R la region acotada por las curvas y = 4x, y = x(x + 1)(x — 2). Calcular:

a) el area de la region.
b) el volumen del s6lido generado al rotar la regiéon R en torno a la rectay = —9

72. Considere la region que acotan la rectay = 1y la curva y = (x — 1)2. Hallar el volumen del
sOlido generado al rotar la region alrededor de la recta x + 5y = 7.

73. Considerar la region R que acotany =8 — x2, y = x2, y > 0, x > 0.

a) Escribir las integrales que dan la longitud de la frontera de R

b) Calcular el centro de masa del alambre que tiene la forma de la frontera de R
c) Hallar el area de la regién R.

d) Hallar el centro de masa de la regién R.

e) Escribir la(s) integral(es) que entregan el volumen de revolucién que se indica:
Vy, Vy, Vi=s, V=4, Vie_2, Vy=-1
f) Escribir la(s) integral(es) que entregan el area de la superficie de revolucién que se indica:
Ax(S),  Ay(S),  Ax=3(S),  Ay=a(S),  Ax=22(S),  Ay=-1(S)
g) Calcular el volumen que se genera al rotar la regiéon en torno de la recta x +y = 0. Es

decir, Vi =0

h) Calcular el 4rea de superficie de revolucién que se genera al rotar la frontera de R en torno
de larecta x +y = 0. Es decir, Ay yy—0

74. Considerar la region, en el primer cuadrante, que acotan las curvas y = X3, y=2- X2, y =
3x +2,yelgjex.

a) Escribir por el método del disco, el volumen generado por R al girar en torno: del eje x y
del eje y. Calcular uno de ellos

b) Escribir por el método de la corteza, el volumen generado por R al girar en torno: del eje
x 'y del eje y. Calcular uno de ellos

c) Hallar el volumen que genera la regién R al girar en torno de la recta y = 3x + 4
75. Considerar la regién R que acotany = x, y =4, x +y =4, y* = x — 4.

a) Graficar la regién R.

b) Escribir las integrales que dan longitud de la frontera de R.
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6.2 Integrales impropias

76.

77.

78.

79.

6.2.

1.

c) Escribir las integrales que proporcionan el drea de superficie de revolucién cuando se
giran las curvas frontera de R en torno de los ejes coordenados.

d) Escribir los volimenes de revolucién, por disco y corteza, cuando la regién gira entorno
de las rectas:
y=0, x =0, x =20, y==6

e) Hallar el volumen que se genera al rotar la region en torno de la recta x 4+ y = 4.

Considerar la region que acotan las curvas x? + y? = 16,y = x1/15, y*> = 6x. Escribir la integral
que proporciona el volumen al girar la regién en torno del eje x, por método de disco y corteza.

Considerar la regioén que acotan las curvas x?> — 4x —y + 5 = 0, y* = 5x. Calcular el volumen
al girar la regién en tornodelarectax +y =1

Sea R la region que acotan la curva y = v/1 — x2 y el eje x. Hallar el volumen que se genera al
rotar R en torno de la recta:

a) y=—1 by y=2 c) x=3 d x+y=2

Sea R la regién que en el primer cuadrante acotany =2 — x2, 1> = x

a) Calcular el area de la region.

b) Escribir las integrales que entregan el volumen de los sélidos generados al rotar la region
Rentornoalasrectasx =2yy = 2.

Integrales impropias

Clasificar cada integral impropia siguiente (primera o segunda especie) y determinar su con-
vergencia o divergencia, mediante criterios.

2 /°° cos x dx /2 /x dx )/
o 1+4senx+e* f)/o X + sen x \3/8—x

5 dx -1 0¥ 4 /2 p2x+1
) eV dy e
/1 V(B5—x)(x—1)2 g /—oo y ) /0 \/senx

sen x dx
C)/ x3/2 )/ 3/2 )/ 2+1C—i(i05 xdx
Vi x5

1+x
d)/ . /°° dx ©
i) L T n)/1 e " -In xdx

o0 dx
S — 0 oo 2
) [ evae—z "0 5 [thetl) o [CEAL
J 0 X 2 x2—4
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6.2 Integrales impropias

/2 el+2xdx

)/XH r)/:w% 9 Jeenz

® (1—cosx)dx sen x dx
p)/ 4+x2 S)/O 2 U)/ X3/2

)/1 dx )/ 2 4+ x cos? x
1 0 v1—x4 V14 x°

2. Clasificar cada integral impropia siguiente (primera o segunda especie) y determinar su con-
vergencia o divergencia, mediante criterios.

———dx

a) /oo—dx e) ¥ vxdx
a  x2v/a2 — x2 2 V8 _ 13

b) /1 dx n /°°1—xsenxdx
0 v1— x4 1+ a3
0 /3 X )/°°1+x
Vix —x2 -3 §
) 2 /2
d)/ 1+ dx h)/ Y VY g
0

+senx

3. Hallar el drea bajoy = 5 y sobre el eje x, con x € (—o0,3)

L
(x—3)

4. Determinar, usando criterios, la convergencia o divergencia de:

5 dx

) ) TEeT
o0 dx

b) /a —x2 o a>0

5. Usar la funcién beta para hallar el drea de la region R, en el primer cuadrante, acotada por

3/2
= 0<x<4
7 (4—x)1/2 =7
© 1
6. Demostrar que / Vxe ™ dx = 3 VT

/2
7. Demostrar que / Vigxdx =

8. Determinar condiciones sobre m y n para que exista convergencia en la integral que se indica
y también para que exista convergencia.

/1 (x+3)" (1—x)" dx

-3
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6.2 Integrales impropias

o0

9. Calcular/ x| e dx
p+i

0 1
10. Demostrar/ xP e dx = = T > )
0

2

11. Utilizar la funcién beta para hallar el drea de la region

x3/2
/2
12. Utilizar las funciones beta y/o gamma para calcular / , senSt cos’t dt.
—m/2
13. Demostrar /1 X" (Inx)"dx = (=)t nelN, m> -1
. 0 - (m + 1)n+1l 4
1 d I'(1
14. Demostrar que/ > 75 = ﬁ (17p) , p>0
0 (1_tP)/ p 1"(1+1)
p 2

15. Usar funcién beta para hallar:

7 dx 3 dx 2
ﬂ) /ZW b)/o \/ﬁ C)/O x3(2—x)5dx

3

x

16. Usar la funcién beta para calcular / dx
P 0 vV4—x

/2 2

17. Demostrar que / r=(1/4)
J— o
1—=-sen”x

® xd
18. Usar funcién beta o gamma para calcular / Tar
o 1+x6

19. Calcular las siguientes integrales impropias:

dx

o0 X Vx3
) | e U —
0 dx 1 dx
» /_oo X2+ 4x+8 °) /0 I
c) /Ooo Vxe ™ dx £ /Ooox7e_x2dx

20. Use funcién beta para hallar:
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6.3 Series numéricas y de potencia

d 3
0) / 274 b [ dx dx
(1+x2) 1 /(x—1)(3—x)
2
21. Determinar convergencia de %
— X
1
22. Demostrar que / (1 —tP)Y dt = ﬁ (x 1 1+ y)
0
23. Calcular, usando Beta o Gamma, las siguientes integrales:
©  dx 4 /3 ©  xdx © xdx
a) / i 4.2 b) Vldx ) / 232 d) / 6
2 x*+4x 0 Vi—x 1 (1+x2) o 1+«
© ., 1 1+p
Pe=* gy = =
24. Demostrar que /0 x Pe " dx 2I’( 5 )
25. LIf(t)] = / f(t)e " dt se llama transformada de f(t). Calcular L][t]
0
2
26. Calcular, usando bet N AVEEEERE S
alcular, usando beta o gamma, | ( )
t/2 0 1,2
27. Demostrar que / dx =2 / y~dy 7}
0 Vigx 0o 1+y
6.3. Series numéricas y de potencia
1. Usar criterios par analizar convergencia o divergencia de:
2 n? X (=1)"-2".n > 1
A A k _
Q)E(n—3)2 f); n )ng“zlnn
() lnn n o 1 (e¢] 3
b -
)11;1<”) g);(nJrl) In(n+1) ),;9112 9 +2
- SN s < (~1)"
c — h e m
)n;lsen( 7) );( ) n );nlnzn
2 (n+5)! w35 (2n—1) > (34 2n)"
d)n;znnzn' 1); 2-4--2n ”);(271—1)”
2 1 L 22 I
9 ; In(n? + 4n) 2 ’; 3n—1 ) 7; (2n +3)n?
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6.3 Series numeéricas y de potencia

? i((nlff;lvo 5) i . ;;16 (-z.nzil) Y i ’ ln (1+n)
P) i(— ) (5211) ) éiii 0 il 1) n;nll)
7 ,gln%;wrg 1) ni (—1);:”2” !
" L ) LG G

2. Hallar desarrollo en serie de Taylor, en x = 0, o en el punto indicado. Indicar intervalo de
convergencia.

1 1
Ll)f(x)—x_5,X—2 g)f(x)_2+x2
X
- X
b f0) =256 h) f(x) = 2+ a7
1
c -, x=-3
) fx) =2, ) o(x) = 6
1 (4+x)(2—x)
d = 5—F——, x=—4
= )/xln(1+t)d
] ———=at
e) f(x) =x%e " J
x x

f)f(x)_3_x2 k)f(x)_z_sx

3. Determinar convergencia de
- (_1)11—1 _ E\n
; n 3" (x=5)
4. Determinar el valor de a > 0 para que converga la serie
i (n+1)!
nzoa(a—i—l)---(a—i—n)

5. Seay = f(x Z f ,¥(0) =1, ¥'(0) = 1. Hallar la serie de potencias que es solucién

de la ecuacién xy i +y'—y=0

6. Sea f(x) = isen o

3
1 n
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6.3 Series numéricas y de potencia

10.

11.

12.

13.

14.

15.

o0
. Determinar los valores de la constante p para los cuales la serie 2

. Considerar la serie ) _(—1)"

a) Probar que f(x) es absolutamente convergenteen 0 < x < 71
b " dx =2 1
) [) f(x) X = ; (2n . 1)4

(0]

La serie de términos positivos 2 ay, es convergente. Determinar convergencia o divergencia de

1
las series Yy — a

——— es convergente y
= n(lnn)?

los valores de p para los que es divergente.

> 1 n+2
n+1

1

a) Determinar convergencia de la serie.

b) Insertando paréntesis en cada par de términos, escriba la serie que resulta y determine su
convergencia. Diga cudl es su conclusion.

D 1 2 3 _q
emostrarquei—kg_}_a_}_..._

© 2n
Sea f(x) =) _ (J:l I Demostrar que

n=0

W f(x) +x - f(x) = 4n® - f(x)

(o]
Sea ) a, - (x —3)" convergente para x = 7. Hallar el intervalo de convergencia de la serie.
n=1

cost dt A

/2
Demostrar que/o m = ;m, |X| <1

oo (  1\n+1
Probar que Z V™ n _2

= 2n—1 9
Calcular la suma de la serie i 1
—n(n+1(n+2)
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6.3 Series numeéricas y de potencia

16. S1 Z |x| <1, probar que
n=0
S - jx <1
(1 - x)3 a n=2
17. Sean Zan, Z by series convergentes. Probar que Za% , Zan - b, son series convergentes.
1 1 1 1

18. Determinar intervalo de convergencia de las series:

x—2 (x—2)2_i_(x—2)3_i_(x—2)4
2 242 3++V3  4+V4

a)

x+2  (x+2)? (x+2)°  (x+2)*
1— _
b) 3-3+ 32.5 33.7 + 34.9

19. Hallar el intervalo de convergencia de la serie de potencias

a>1§n2’11-(x+1)n g)ni(":l)nz (x — 10)"
) é s h) i%

) é (x Cnf)f_l, L ) i(n iy
"k e

) i(—l)’;fj‘;l)n ) izn:-l C:)zﬂﬂ
f) in! (x —3)" ) i (1)L (x 4 5)"

20. Determinar convergencia absoluta o condicional de la serie

i ln n
] (2+vn)
21. Hallar los valores de la constante « > 0 para la convergencia o divergencia de la serie

n+1)
a(a+1)---(a+n)

M8

n:
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6.3 Series numéricas y de potencia

22. Hallar una representacion en serie de potencias de la funcién f(x) = x e¥, y determinar inter-
valo de convergencia.

23. Determinar el radio de convergencia de la serie de potencias

nO

0

24. Desarrollar en torno de x = 0 y hallar radio de convergencia si

2
xc—3x+1
flx) = x2—5x+6

(o]
25. Demostrar que la serie Z n? e"™* converge absolutamente en (—oo, — %]
n=1

26. Obtener una representacion en serie de potencias de x para la funcién f(x) = x? e ~*. A partir
de esta representacion probar que

)Tl+1 (71 + 2)

=4

L=

3n —2"
27. Halle la suma de la serie Z (—22n1 )

n_

28. Analizar la convergencia o divergencia de las series:
= (1)
a
) T; nln’n

29. Determinar el tipo de convergencia (condicional o absoluta), o bien la divergencia de cada serie
siguiente:

x—|—2

(b) Z o

< nl o 1
) nz“:ln—i—n! ) ng“ln—l—Z”
n?+1 d 1-3-5---(2n—1)
b d 1 n
)7; n’ )1;1( ) 4-7-10---(3n+1)
30. Hallar intervalo de convergencia de las series:
2 n(x —3)" > (x—3)"
b S b M
”’EO 5nZ + 1 )n;o 211

244



6.4 Problemas con alternativas

e (x+1\" 1-3-5-(2n—1)\? [x—1\"
C)ny:‘b(x—i—Z) d) Z( 2.4.-6---2n ) < 2 )

k—1 Ak Bk+1
k+1 — ok kil -

-1
2k+1

31. Hallar dos nimeros A y B tales que —— . Calcular Z

© 2 —1)"
32. Hallar la suma de la serie 2 L
n=0 3"

33. Usar el hecho que 3 = Z ", |x| <1, para hallar un desarrollo de f(x) = arctg x.
n=0

6.4. Problemas con alternativas

o
1. Dada la serie Z a,, entonces S;;:
n=0

( ) eslan -ésima suma parcial de la serie.
() esel término n-ésimo de la serie.
() eslasuma de la serie.

() N.A.

[e¢]

2. Si Z 4, es una serie convergente, entonces
n=0

( ) La serie en cuestion es geométrica
() 5, =0
() limS,=0

n—oo

() N.A.

o0
3. El criterio de convergencia de Leibnitz, se aplica en la serie Z Ay, Si:
n=0

( ) La serie es alternada
() La serie es de términos positivos y negativos.
() La serie contiene s6lo términos positivos.

() N.A.
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6.4 Problemas con alternativas

4 / P _dx es impropia de segunda especie, si:
e Vol prop g P , SL:

()a=—o00, b=o
()a=1 b=oo
()a=1 b=3/2
() N.A

o (Ydx .
5. La expresién — satisface que
1 x?

() esdivergente
( ) esconvergentea —2

( ) esuna integral propia

() N.A.
6. Sea Z o la serie p. Si Z a, es convergente, entonces:
n=1 n=1
> L 1
( ) an = ﬁ/ p >
> L 1
( ) an =2 ﬁl P <
< L <1
( ) an > ﬁ/ P =
() N.A.
7. Sea Z ay, serie convergente. Entonces
n=1

(o]

() Y |an| es divergente.
n=1
(o]

() Z a, es condicionalmente convergente.
n=1
(o]

() Z a, es absolutamente convergente.
n=1

() N.A.

[e ) o (e )
8. Sean Z ay y Z b, series de términos positivos y sea k € R™. Si Z a, es divergentey a, > by,

n=1 n=1 n=1
entonces
(o)
() No hay informacion sobre la convergencia de ) _ |by|.
n=1
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6.4 Problemas con alternativas

10.

11.

12.

oo
() ) by es convergente.
n=1

() ) by esdivergente.

n=1
() N. A
Alaserie ) 2 le es aplicable el criterio de la integral en razén de que:
n=1
1
() f(x) = 1 52 esuna funcién positiva y decreciente en [1, oo].
1
() flx)= [ 2 esuna funcion decreciente en [1, co].
1
() flx) = 1 52 esuna funcién continua en [1, 0].
() N.A.
Si la serie de términos positivos Z a, es convergente, entonces la serie Z a% es convergente
=1 =1
ya que: ! !
() Z—;’ — 0 cuando n — oo
n
22
() a—” — 0 cuando n — o
n
() ap,<a, Vn
() N.A.

d 1
La serie ) (—1)" — satisface que:
n=1

( ) Esconvergente.

( ) Esdivergente.

( ) Esabsolutamente convergente.
() N.A.

La serie Za "1 diverge para r = —1, pues,
1
() lim S, no existe
n—oo
() lima,=a+#0,Vn
n—oo

O) Jim $o= o0
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6.4 Problemas con alternativas

() N.A.

oo

13. Sea Z ay serie de términos positivos tal que cada uno de sus términos es la suma de todos los

quensizéuen. Estoes, a, = a,11 +a,42+ ---.Sia; = 1, entonces la serie es:
()1+41:+412+ +41n—|—---

()1+;+212+-~—|—2ln+---

()1+;—|—312+ +3ln—|—---

() N.A.

14. Una de las siguientes expresiones define la funcién gamma:

()/ rletdr, x>0
()/1%"1 HYlde, x,y>0

()/t’cl e tdt, x>0
() N. A.

o0

15. Sea Zan una serie telescépica, con a, = b, — b,41. Entonces:

1
oo
() ) _ayu es siempre convergente.
1
o0
() )_an converge siempre que {b,,} sea convergente.
1

() Y _au convergesi {b,} — oo
1

() N.A.
. [®senxdx 7w ®genx cosxdx .
16. Si / ————— = —, entonces / ———— tiene el valor:
0 X 2 0 X
2 T T N. A.
O O3 O3 O

[ee]

17. Sea Sy, la sucesion de sumas parciales de la serie ) _ a,. En cada problema siguiente, identificar

n=1
que proposiciones son verdaderas (puede haber mds una proposiciéon verdadera en cada problema)
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6.4 Problemas con alternativas

a) Suponga que a, — 0 a medida que n — oo.
1) La serie converge, pero se necesita mas informacién para determinar su suma
2) La serie converge, y Y > 14, =0
3) La serie diverge
4) No hay suficiente informacién para saber si la serie converge o diverge.
b) Suponga que a, — 6 a medida que n — co.
1) La serie converge, pero se necesita mas informacién para determinar su suma
2) La serie converge y su suma es 6
3) La serie diverge
4) No hay informacién para decidir sobre la convergencia o divergencia de la serie
c) Suponga que S, — 3 a medida que n — co.
1) La serie diverge
2) a, — 3 amedida que n — o
3) a, — 0 amedida quen — oo
4) La serie converge

5) La suma de la serie es 3
6) Se necesita mds informacién para deducir qué sucede con 4, a medida que n — o

18. Determinar si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera o falsa.

a) /1 % es convergente d) / 11 i’; _ 1: )
© dx =
b) / ——— =arctgx| =T 3
—eo L4 x —o0 e)/(x— 2) ldx=In|x—2|| = —In2
dx 1 0 0
C) / 1—x| =2

0
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6.5 Pruebas en formato de pruebas

6.5. Pruebas en formato de pruebas

Prueba #1 - Célculo I
Primera Escena: Riemann

Recientemente ha sido encontrada la tumba del Faraén supercrazy. En ella se encontraron algunos
papiros e imagenes en las paredes que dan a entender que en su transito hacia el mas alld debia
resolver algunos problemas matematicos, lo que era su pasatiempo favorito.

Tu tarea es resolver estos problemas

1. En uno de los muros de la tumba se muestra la figura de un conjunto acotado por las rectas
y= x2+2x,x = —1, x = 1. Determina el drea acotada de dicho conjunto usando el limite de
una suma de Riemann.

2. En otra escena aparece el Faraén supercrazy repartiendo tierras a dos de sus sudbitos, f(t) y
g(t). Les dice que conociendo

4 4
/_Z[Sf(t)+2g(t)]dt:7' /_2[3f(t)+g(t)]dt:4

descubran cudnto le corresponde a cada uno (en hectareas). jVamos esto es tarea facil para ti!

3. En uno de los papiros se ve al Faraén consultando con su ordculo ctiantos afios va a gobernar.
La respuesta que aparece es. “el valor del siguiente limite

1 + 9 n?
lim + + +---+—)
n—>00 (\/n6 +n3  V/nb+8n3  /nb+27n3 Vnb + nb

multiplicado por 60(1 + /2)". Hallar los afios que el ordculo pronostica.

Segunda Escena: Integrales

1. Calcular las siguientes integrales:

a) [ cos" T3t t3tdt / x dx
) / g 9) (x2+1)(x2—3x+2)
b) / dx senx dx
(x+1)y/(x+ D) (x —1)2 ) | T4 cosx
dt
c) /m ) /senx In(2 + cosx) dx

2. Hallar f(7) si /On[f(x) + f"(x)] senxdx =0

Puntaje: (8) + (8) + (8) + (7 x 4 = 28) + 6 = 60 puntos
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6.5 Pruebas en formato de pruebas

Prueba # 2 - Célculo I

Favor responder en forma clara y precisa en las hojas adjuntas.

1. Considerar la regién R que acotan las curvas y = x> e y = x.

a) Graficar la regién R

b) Escribir las integrales que proporcionan el volumen: V,—,, Vy—_4 tanto por disco como
por corteza.

c) Calcular el volumen generado por R al girar en torno de larectay = x

2. Siunaregion R tiene drea A y momento de Inercia I, respecto del eje y, se dice que el radio de
giro r con respecto al eje y es

I
Y 2

Hallar el radio de giro de la regién acotada por y = 4 — x y los ejes coordenados.

3. Cuando el segmento de rectay = x — 2, entre x = 1y x = 3 gira alrededor del eje x genera un
tronco de cono. Hallar el 4drea lateral de este tronco de cono.

Puntaje: ((2) + (12) + (12)) + (2 +4+2+2) + (2+8) = 46

Prueba #2 — Calculo I

El trabajo es individual. Cualquier persona que sea sorprendida traficando informacién sobre esta prueba
serd considerada “non grata” y desde ya cuenta con la indiferencia total del profe.

A “supercrazy” de repente le baja la nostalgia, y recuerda sus afios universitarios, y en particular,
sus clases de Calculo. Como se cree el més capo de la historia, me dijo, en su tdltima visita, si mis
alumnos serian capaces de dar respuesta a dos problemas que a él le plantearon cuando alumno.
Estos son:

1. Los puntos (1,1), (5,1) y (3,8) forman un lindo y hermoso tridngulo. Si R es la regién acotada
por este tridngulo, y L es su frontera (perimetro, para la galeria):
a) Calcula, por integracién, el drea del tridngulo
b) Halla el momento de R respecto del eje x
c) Halla el momento de R respecto del eje y
d) Calcula el centro de masa de R

e) Determina, por integracion, la longitud de la frontera L
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6.5 Pruebas en formato de pruebas

f) Determina el centro de masa de L
g) Encuentra el volumen generado por R al girar en torno del eje x
h) Encuentra el volumen generado por R al girar en torno del eje y

i) Halla el 4rea que genera la frontera L al girar en torno de la recta x +y = 0
2. Consideralaregion R = {(x,y) e R/ 0<x <4, y=x(x—2)(x—4)}

a) Dibujar la regiéon

b) Hallar el centro de masa

c) Escribir la integral que da el volumen de revolucién cuando gira la regiéon R en torno del
cje y

d) Escribir la integral que da el volumen de revolucién cuando gira la region R en torno de
larectax =4

e) Escribir la integral que da el volumen de revolucién cuando gira la regién R en torno de
larectay =6

f) Escribir la integral que da el volumen de revolucién cuando gira la regién R en torno de
larectax = -2

g) Escribir la integral que da el volumen de revolucién cuando gira la regién R en torno de
larectay = —6

h) Calcular la integral que da el volumen de revolucién cuando gira la regién R en torno de
larectax+y+1=0

jVamos, bdjale el ego al cretino de “supercrazy” y sdcate un 7!

Puntaje (2+3+3+2+3+3+3+3+3) + (3+2+3+3+3+3+3+3) = 48 puntos

Prueba #4 - Célculo I

(o]
El "viejo pascuero” trae de regalo la serie 1 = Zx”, |x| < 1. jno preguntes por qué!, sélo da las gracias
- 0

1. De seguro te “tuteas” con las series telescopicas. Siendo asf, calcula la suma de las series:

= 2n+1 S |
)Z ! b)znz_g

n2(n+1)2 =

2. Estudiar la convergencia de las series

[ee]

) Z (n!)? b) i
a
= (2n)!
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6.5 Pruebas en formato de pruebas

3. Hallar intervalo de convergencia de las series:

4. Determinar convergencia o divergencia de las integrales impropias:

)/1 In x dx B [ e nxdx
0 V1—x 0

5. Demostrar que

/”/2 cost dt il n
0

X
A W S 1
1— x sen?t ;Zn—kl x| <

Puntaje: (6+6)+(6+6)+(6+6)+(6+6)+(12) = 60 puntos

Prueba # 3 - Calculo I

Responder en las hojas que se adjuntan. No olvide que jcampedn hay uno sélo!

1. Calcular usando beta 0 gamma, o como quiera, las siguientes integrales:

a) /1x4\/1—x2dx c) /3\/#
b)/ (Inx)" d)/ 1+xdx

2. Decidir convergencia o divergencia de las siguientes integrales:
dx * dx L dx
Q) | i ax b) / 3 .2 0) / ——
0 e¥x—e ¥ 3 x°+x°—2x 0 /1—¥/x
3. Probar que /2x V8 —x3dx = 1on
' € Jy 93
/2 T
4. Probar que/ Vig xdx = 7
0

1
5. La funcién beta es B(x,y) = / tPt(1—0)1"tdt, p>,4g>0
0

a) Integrando por partes demuestra que

— 1
B(p.q) = qp (p+1,9-1)= pTﬁ(P—l,qH)f p>14>1
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6.5 Pruebas en formato de pruebas

b) Deducir que

— 1\ (1 — 1)
B(m,n) = (m(m—li—)n(i 1)'1)', VmneN, m>1n>1

Puntaje: (4x5)+ (4x3)+(7)+(7)+(8)+ (6) =60 puntos

Prueba # 3 - Calculo I

Favor responder en las hojas que se adjuntan. Una redaccién clara y precisa facilita la correccion. Que tenga

suerte.

1. Considerar la region que acotan las curvas x> + y*> = 16, y = x\/15, y> = 6x. Escribir La
integral que proporcione:

a) el volumen (método del disco) al girar la region en torno del eje x.

b) el volumen (método del corteza) al girar la regién en torno del eje x.

2. Considerar la regién que acotan las curvas x> — 4x — y +5 = 0, y?> = 5x. Calcular el volumen
al girar la regiéon en torno de larectax +y =1

Puntaje: 30 x 2 = 60 puntos

Prueba #4 - Célculo I

Favor responder en las hojas que se adjuntan. Una redaccién clara facilita la correccion.

1. Determinar el caracter de cada serie (converge o diverge)

n+2 21 1
c)

; n+1)vn—+3 —n 2"
4dn—2
n — (—1)"
b d —
)11;1(7114—4) )n;l 31

2. Hallar intervalo de convergencia de las series:

= 2n—1

ﬂ) Z (_1)”(x+2)n b) Z3n+1x
n=1

S
N

_|_

—_

3. Hallar la suma de cada serie
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6.5 Pruebas en formato de pruebas

ad 1
2 Z‘l_()k b)rgn2+3n+2

4. Para valores de x > a estudiar convergencia de la serie

oo

Z(X—ﬂ)(x—a—l-l)(x—.a-kz)...(x_a+n)/ a>0

n=1

(o] [o°]
5. Sea Z ay serie de términos positivos y convergente. Demostrar que Z a’% es convergente
n=1 n=1

6. Usar los cuatro primeros términos del desarrollo de la funcién f(x) = cosx en serie de Taylor
en torno de x = 0 para hallar un valor aproximado de

1/21 — cosx
/ —a
0 x

Puntaje: (5x4)+(4x2)+(4x2)+(8)+ (6) + (10) = 60 puntos

Prueba # 1 - Calculo Integral

1. Considerar el recinto del plano que acotan, el eje x, las curvas y = (x + 6)? y las rectas x = —5,
x =3.

a) Dibujar el recinto de integracion.

b) Hallar el drea usando sumas superiores y dividiendo el intervalo de integracion en 6 par-
tes iguales

c) Hallar el area utilizando el limite de una suma de Riemann.

x2

2. Hallar la derivada de F(x) = / (1+t3) 73 dt

53

1 1

x" (1—x)”dx:/ x" (1 —x)"dx

3. Probar que /
0

0

Puntaje: (30) + (15) + (15) = 60 puntos

Prueba # 3 - Calculo I

Favor responder en las hojas que se adjuntan. Una redaccién clara y precisa facilita la correccion.

Calcular las siguientes integrales. En caso de fracciones parciales, las constantes se pueden dejar sin
calcular.
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3x dx 4 /(xz_x) dx 7. /xzexdx
Vx2+4+2x+5 x+1
4dt (t+9)dt
2. /1—cost 5./x\/3x+2dx 8. / t3+9t
3'/ dt ‘ dx 9. / seny cosydy
Vit VP 5 e 9+ costy

10 /xz sen (x> +5) cos’ (x> +5) dx
Puntaje: 10 x 6 = 60 puntos

Examen Calculo Integral

1. Hallar el 4rea de la region acotada pory = x +6,y = x>, x + 2y = 0

2. Hallar el volumen del sélido que se genera al hacer girar, en torno del eje y, la regién acotada
por y = 4x y la curva y = 4x?

3. Determinar intervalo de convergencia de la serie

(x+2)?In2  (x+2)°In3 (x+2)*In4

2-9 3-27 4-81
4. Determinar la suma de la serie Z on 14
> n(n—1)(n+2)
2
x-—=3x+1
. Hallar el 11 i i =
5. Hallar el desarrollo en serie de potencia de f(x) 516

Prueba Xica # 4 - Calculo 11

1. Calcular, usando beta o gamma, las siguientes integrales impropias:

a)/ (ln )3/2 dx C) /Oncos4tdt

b)/ x> dx 4) /08 @dx

l—x

Puntaje: 15 x 4 = 60 puntos

256



Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 1A - Calculo en una Variable

NO se aceptan preguntas, los enunciados de los problemas son claros y precisos. Recuerde que la
prueba es individual y estd prohibido y penado traficar informacién.

1. Hallar las siguientes integrales:

a) /tg3xsec3xdx b) /\/3—2x—x2dx /Vl_x

—d
/5—|—4cosx * 14«

2 In t

2. Sea f(x) = Vi

tonia de f

dt, definida para x > 0. Calcular f'(x) e indicar los intervalos de mono-

/2 V/senx
0 +/senx+ /cosx

3. Evaluar la integral definida . (sugerencia: Hacer y = 7 — x y trigono-

metria)

Puntaje: (7+7+7+7) + (6+8) + (18) = 60 puntos

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 2A - Céalculo en una Variable
NO SE ACEPTAN PREGUNTAS, los enunciados de los problemas son claros y precisos. Recuerde

que la prueba es individual y estad prohibido y penado traficar informacion.

1. Sea R la regi6n del plano limitada por la pardbola y = x? y la recta y = mx (m > 0). Encontrar
el valor de m tal que los voliimenes generados por la rotacién de R en torno al eje x y en torno
al eje y sean iguales.

2. Determinar convergencia o divergencia de la integrales impropias:

5 3x2 dx )/ V3x +4
2 V5—x-vx—-2 Attt a6
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3. Calcular el valor de las siguientes integrales impropias:

« —x2 2 dx
d
zz)/0 e X b)/0 e

Puntaje: (4+6+6+6+4) + (7+7) + (10+10) = 60 puntos

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 3A - Célculo en una Variable

NO SE ACEPTAN PREGUNTAS, los enunciados de los problemas son claros y precisos. Recuerde
que la prueba es individual y estéd prohibido y penado traficar informacion.

1. Sea R la regi6n del plano limitada por la pardbola y = x? y la recta y = mx (m > 0). Encontrar
el valor de m tal que los volimenes generados por la rotacién de R en torno al eje x y en torno
al eje y sean iguales.

2. Demostrar que I'(x +1) = xT'(x), Vx >0

3. Determinar convergencia o divergencia de:

® sen x cos x 00 X ol 1
——d b / —d / — 4
”)/1 I Vo Ve ™ Vo Trova™

4. Calcular el valor de las siguientes integrales impropias:

/2 o d
a)/o V1g x dx b) /_oo—(l—l—jjcz)"‘

Puntaje: (10) + (10) + (7+7+6) + (10+10) = 60 puntos

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Taller # 6 - Calculo en una Variable

NO SE ACEPTAN PREGUNTAS, los enunciados de los problemas son lo suficientemente claros y
precisos.

1. Calcular la suma de las siguientes series:
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1+2" 3
a) b) -
,;1 3" HZ:Z n(n+2)
2. Hallar intervalo de convergencia de las series:
x2n n(x - 4)”
_1)" b LA
a) n;l( 1) (21’1)' ) n;l nd+1
3. Representar en serie de Taylor:
1
ll) f(x) = 8 _ x3
1 . 1
b) f(x)= T2 y usar esta representacion para hallar la de g(x) = TEE

Puntaje: (20) + (20) + (20) = 60 puntos

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

EXAMEN - Célculo de una Variable

NO SE ACEPTAN PREGUNTAS, los enunciados de los problemas son claros y precisos. Recuerde
que la prueba es individual y estd prohibido y penado traficar informacién. Este examen tiene un
40 % de ponderacioén, y su nota de presentacién pondera un 60 %

1. Hallar las siguientes integrales:

2) / v4x;_9dx b) /sec6(2x) tg(2x)dx

2. Sea R la region del primer cuadrante del plano limitada por las curvas y = x%, y = %2, y = 2x.
Hallar el centro de masa de la region.

1
3. Calcular el valor de la integral impropia / 3 ax
1 V14+x—x2 28

[oe]

4. Estudia la convergencia de Z

n=1

(a+1)(a+2.)~--(a+n)
= (~D(x - 3)

5. Determinar intervalo de convergencia de la serie Z Ok
k=1

Puntaje: (10+10) + (10) + (10) + (10) + (10) = 60 puntos
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