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INTRODUCCION

Este es el tercer tomo de la coleccion MATEMATICA que se ha escrito pensando en ti. Si has tenido la
oportunidad de estudiar con “Algebra+Calculo” o su actualizacién a Fundamentos de matematica
universitaria y el Matematica (Volumen II), y piensas que fueron un aporte a la hora de ponerse
las pilas, entonces tti eres uno de los “elegidos” para seguir en la buena onda del Célculo. Espero
que estas notas puedan de nuevo serte ttiles y que te ayuden al logro del objetivo minimo que es
aprobar la asignatura. Hay libros y libros, este no pretende ningtin Nobel y de seguro que desde el
punto de vista del rigor matematico los hay mejores, pero la gracia de éste es que esta hecho a tu
medida, es para este curso, no le sobra ni le falta materia, es de bajo costo, trae problemas resueltos y
propuestos de pruebas que han sido tomadas a alumnos como t4, en resumen, es para mortales.

Este es tu tercer semestre en la Universidad, es obvio que ya eres adulto joven y con ganas de asumir
tus responsabilidades estudiantiles, pero no estd demas recordarte que sélo de ti depende que apren-
das, haz un buen manejo de tu horario, aprovecha al méximo las clases de catedra, de ayudantia y
de clinicas matemaéticas, pregunta las dudas, no te quedes con ellas, piensa en positivo, el profesor
estd para ayudarte, haz uso del horario de atencién de alumnos que cada profesor tiene asignado,
es tu derecho y un deber del profesor. Las clases de ejercicios son vitales, debes poner algo de tu
parte para que resulten entretenidas. Insiste en ver tus pruebas es uno de tus grandes derechos.
Aprovecha al maximo los espacios estudiantiles tales como Biblioteca y Computeca.

Este texto consta de 4 capitulos. En el primero se estudian los elementos bésicos del dlgebra vecto-
rial del plano y espacio; esto es, vectores, su comportamiento algebraico y geométrico, finalizando
con ecuaciones de rectas, planos y superficies cuadraticas de uso frecuente. En el segundo se entra
de lleno en el estudio del cdlculo vectorial considerando como herramienta principal su lenguaje; la
topologia, en todo lo concerniente a limite, continuidad y diferenciabilidad. Como aplicaciones se
muestran ejemplos en el movimiento de proyectiles, calculo de curvatura, plano osculador, plano
normal y plano rectificante. En el tercero se trabaja sobre campos escalares, los conceptos de limite,
continuidad y diferenciabilidad, considerando derivadas parciales, direccionales y gradiente de un
campo escalar, luego, se sigue con la diferencial y sus aplicaciones a aproximaciones y teoria de méxi-
mos y minimos. El cuarto capitulo esta dedica a la integracién multiple y a sus diversas aplicaciones,
empezando por el drea de regiones planas, el volumen de superficies, masas, centros de masa. Esta
nueva version trae, en cada capitulo, una seccién de problemas resueltos, otra de propuestos y una
tercera de problemas adicionales. Los resueltos sirven para complementar lo estudiado a través del
curso. Los propuestos para profundizar los contenidos y los adicionales por si atin surgen dudas.

Se debe precisar que este es un libro de célculo, por tal razén, la parte teérica se ha tratado de




simplificar al méximo, con el fin de no recargarla exageradamente con demostraciones de teoremas
o propiedades més propias del anélisis matematico, no obstante, se ha pretendido ir avanzando en
teoria hasta llegar al punto en que, justificada la propiedad o teorema, entre a operar la maquinaria
del célculo. Aquellos estudiantes que no puedan asistir a clases podran encontrar en este texto, y
particularmente, en los ejercicios resueltos, propuestos y adicionales, un aliado valioso a la hora de
preparar un certimen de las materias aqui tratadas.

Agradezco a todos los que han ido enriqueciendo estas notas; a mis alumnos de ingenieria con los
cuales he compartido experiencias y ensefianzas siempre novedosas, y de quienes guardo gratos
recuerdos, en particular a quienes se dieron el tiempo de leer los originales, plantear sus dudas,
agregar soluciones a algunos problemas (Armin Luer, Rodrigo Tranamil y Pablo Colinas) y a todos
mis colegas del Departamento que toman este texto como parte de su bibliografia y permiten su
divulgacién y mejoramiento.

Como errar es propio del ser humano, y tropezar con la misma piedra se ha hecho habitual, es
posible que al traspasar la informacién al computador se haya deslizado mds de un error, por lo cual
pido anticipadamente las disculpas del caso. Mas atin, a medida que avances en los contenidos de
este libro o bien al final del curso, me interesa que me des a conocer tu impresién de como crees que
se puede mejorar para futuras generaciones. Mi correo electréico es phvalen@ufro.cl o me puedes
encontrar en la pagina del dme.ufro.cl.

Pedro H Valenzuela
peache
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Con sabiduria se edificara la casa
Y con prudencia se afirmara
Proverbios 24:3

CAPITULO 1
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1.1 Introduccion

1.1. Introducciéon

En el Célculo de una variable se comienza por establecer que el conjunto de los ntimeros reales,
cuerpo ordenado y completo, es la base de su estudio y que la topologia es el lenguaje que sustenta
su accionar. Se sigue con el estudio de las funciones reales, cuyo grafico podemos representar en el
denominado plano cartesiano, para posteriormente introducir el concepto de limite que es el motor
que genera las nociones de continuidad, derivada e integracién. El objetivo es ahora generalizar
estas ideas a funciones definidas sobre subconjuntos de R"” con n > 1.

1.2. Sistemas de referencia

Para especificar la posiciéon de un punto en el espacio, se utilizan sistemas de referencia. A este efec-
to, podemos citar los sistemas mas conocidos: cartesiano, esférico y cilindrico. Iniciaremos nuestro
estudio considerando el primero de estos sistemas de referencia y posteriormente definiremos los
dos restantes.

1.2.1. Sistema cartesiano

figura 1.1

Al extender el sistema cartesiano de dos a tres dimensiones se afiade una tercera coordenada z,
de tal modo que si (x,y) denota el punto bidimensional, entonces el punto (x,y,z) en el espacio se
consigue situdndose en (x, y) y elevdandose una distancia z sobre el punto (x, y). Esta es la puerta para
entrar al estudio de la geometria analitica del espacio sobre un sistema de coordenadas cartesianas.
Un sistema de coordenadas en el plano estd conformado por la asociaciéon de puntos del plano con
pares ordenados de ntimeros reales referidos a dos rectas perpendiculares entre si. En el espacio,
un sistema de coordenadas estd conformado por la asociacién de puntos del espacio con ternas
ordenadas de ntimeros reales referidas a tres rectas ortogonales entre si. Las rectas en cuestion se
denominan ejes coordenados, y su punto de interseccién origen del sistema. La figura 1.1 muestra




1.3 Distancia entre dos puntos

la ubicacién de un par de puntos en el espacio, los tres ejes coordenados y el nombre que recibe cada
uno de los planos.

Cuando la idea de terna ordenada se generaliza a espacios de dimensiones superiores se habla de
n - uplas ordenadas. Mas precisamente se tiene:

Definicién 1.2.1. Una n - upla de niimeros reales es una expresion de la forma X = (x1,xy,- - - , Xy ), conocida
también con el nombre de punto o vector. Los niimeros reales x; son llamadas componentes o coordenadas
del vector.

Al conjunto de todas las 7 - uplas de nameros reales (x1,x2,- -+ ,x,) se le denomina n-espacio y se
denota R”.

Una terna que indica un punto en el espacio se escribe P(x,y, z), en donde x, y, z son las coordenadas
del punto, y representan las distancias del punto P a los planos coordenados yz, xz y xy, respecti-
vamente. Se establece asi, una correspondencia biunivoca entre un punto P del espacio con la terna
ordenada (x,y,z). Con ello se obtiene un sistema de coordenadas rectangulares en el espacio. Los
ejes coordenados, eje x, eje y, eje z, determinan tres planos, llamados planos coordenados xy, xz, yz.
Estos planos coordenados dividen al espacio en ocho partes, llamadas octantes. El primer octante
corresponde a la parte en la cual las tres coordenadas son positivas y el octavo se encuentra bajo el
primero. Por otra parte, hemos dicho que el punto (x,y,z) recibe en nombre de punto o vector, la
razén de esto dltimo es por que podemos asociar a cualquier punto del espacio tridimensional con

el vector de punto inicial (0,0,0) y punto terminal (x,y, z).

Z Z

| B(xzrl/lle)
|
| | A(xll:yllzl)
|
- |
~~__ L Y
-~ i~
X X ~—_17
tigura 1.2 tigura 1.3

1.3. Distancia entre dos puntos

Sean P;, P, puntos cualquiera del espacio tridimensional. Por cada uno de estos puntos hacemos
pasar tres planos, paralelos a los planos coordenados, los que conforman un octoedro tal como lo
muestra la figura 1.3. Los puntos P; y P, resultan ser vértices opuestos. Si se consideran los puntos
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1.4 Desplazamientos en el espacio

A(x1,11,21) v B(x2,y1,21), entonces Py (x1,Y2,21) y P2(x1,Y1,22). En el tridngulo Py AP,, recto en A,
la distancia d que separa P; de P,, segiin Pitdgoras, es

B(P, D) =d> =P A +ADP"

En el tridngulo P;BA, recto en B, se satisface P1A2 = mz + Ez. Reemplazando esto en d? obte-
nemos

i =PB’ +AB" + AP,
En términos de coordenadas, esto equivale a d? = (y; — y2)% + (x1 — x2)? + (21 — 22)%. De aqui que
d= \/(xl —22)2+ (11 — ¥2)* + (21 — 22)?

Es claro entonces, que la distancia entre puntos del espacio es una extensién de la distancia entre
puntos del plano.

1.4. Desplazamientos en el espacio

El concepto que dio lugar a los vectores, es el de desplazamiento. Consideremos un sistema de
referencia respecto al cual esté definida la posicién de puntos.

Definicién 1.4.1.

» Se dice que un punto se mueve respecto a un sistema de referencia, si sus coordenadas varian con el
tiempo.

» Un desplazamiento se define como cualquier cambio de posicién de un punto en el espacio

Este concepto basico de desplazamiento es, en principio, mds elemental que el concepto de movimien-
to de un punto, puesto que no tiene relacién con tiempos. Si un punto pasa de una posiciéon A a otra
posicién B, se dice que el punto se ha desplazado de A a B. De su definicién se desprende que un
desplazamiento tiene tres caracteristicas:

[0 Su magnitud, que se define como la distancia entre el punto inicial y el punto final.

[0 Su direccién, que corresponde a la direccién de la recta AB. (rectas paralelas tienen la misma
direccién)

[0 Su sentido, de A hacia B. Asi el sentido del desplazamiento de B hacia A es contrario al des-
plazamiento de A hacia B.

Ademas, desplazamientos sucesivos se combinan (o se suman) de acuerdo a la regla del triangulo,
indicada en la figura 1.4, donde el desplazamiento A — B seguido del desplazamiento B — C es
equivalente a un desplazamiento A — C. Esta regla se generaliza en la seccién siguiente para dar
origen al concepto de vector. Como veremos més adelante, para el caso de las fuerzas se utiliza la
regla del paralelégramo en vez de la del tridngulo para obtener la fuerza resultante. Ambas reglas
son completamente equivalentes.




1.5 El vector

figura 1.4 figura 1.5
deplazamiento equivalente

Supongamos que la posicién inicial de un cuerpo estd representada por A y ocurre un desplaza-
miento al punto B como se ve en la figura 1.5. Este desplazamiento se representa mediante una linea
de A a B, con una punta de flecha en B para indicar la direccién. Con ello se establece que el des-
plazamiento es una magnitud vectorial, por lo que indica no sélo cuanto se mueve el cuerpo sino
también en qué direccién. Este desplazamiento siempre serd un segmento recto dirigido desde el
punto inicial al final, incluso aunque el camino real de la particula sea curvo (linea punteada en la
tigura 1.5). También, es posible observar que el desplazamiento no estd directamente relacionado
con la distancia recorrida. Si el cuerpo regresara a A, el desplazamiento total seria cero.

1.5. El vector

Los vectores son entes que tienen las caracteristicas de los desplazamientos, es decir que tienen
magnitud, direccién, sentido, y tales que la combinacién (suma vectorial) de dos de ellos, se obtiene
de acuerdo a la regla del triangulo. Obviamente un ejemplo de vectores son los desplazamientos.

En el estudio de los vectores se distingue entre magnitudes escalares y magnitudes vectoriales. Las
magnitudes escalares tales como el tiempo, la temperatura, la masa, la longitud, el trabajo, la den-
sidad, el volumen, necesitan s6lo de un nimero para determinarlas. Por ejemplo, si una clase de
Célculo dura 45 minutos, la medicién del tiempo se expresa en un ntmero (45) de su correspon-
diente unidad (minuto). Si la longitud de la pizarra es de 6 metros, entonces el resultado de su
medicién se expresa mediante un ntimero (6) y la correspondiente unidad (metro).

Por otra parte, algunas magnitudes como la fuerza, la velocidad, la aceleracién, y otras, no quedan
suficientemente definidas con un ntimero. Por ejemplo, si sobre un cuerpo se aplica una fuerza de
5 Newton, no se puede establecer en que direccién se mueve el cuerpo, porque no se ha dicho el
punto de aplicacién de la fuerza, ni la direccion y sentido de la fuerza. De igual forma, el estar en
cierto punto de la ciudad y que nos digan que la Plaza de Armas esta 5 cuadras de alli, no deja
bien establecida la ubicacién de la Plaza. En este caso se requiere de otras magnitudes, como una
direccién y un sentido. Estas magnitudes se llaman vectoriales, y la Matematica ha desarrollado un
modelo para representar a dichas magnitudes, y este modelo es el de los vectores.

En términos geométricos, un vector se representa por un segmento de recta orientado cuya longitud
indica su valor o médulo, la flecha, su direccién y la punta su sentido (figura 1.6). De esta forma,
a diferencia de los escalares, un vector tiene cuatro atributos: el punto de aplicacién, su médulo

4



1.5 El vector

(norma, magnitud o longitud), su direccién y el sentido.

modulo ) »
77777 — - = dlreCCIOn
punto de sentido
aplicacion figura 1.6

= El punto de aplicacién es el punto de origen del segmento: su comienzo, a partir de él empieza
el vector.

= El médulo de un vector es la longitud del segmento que lo representa. El médulo de un vector
se indica con la letra que designa al vector entre barras, igual que el valor absoluto de un
numero. Asi, el médulo del vector 7 se denota ||7]|

= La direccién de un vector es la de la recta sobre la que estd dibujado o cualquiera de sus
paralelas, es decir, la recta a la que pertenece el segmento orientado que representa al vector.

= Una recta puede recorrerse de izquierda a derecha o de derecha a izquierda, de modo que tiene
dos sentidos. Luego, el sentido del vector es el indicado por la flecha en la que termina.

Para representar un vector se emplean una letra maytscula o mintdscula con una flecha en su parte

superior, o bien se utiliza letra en negritas, tal como; V, 7, V, v. Si el punto inicial de un vector 7 es
Ay el punto final es B, entonces escribimos

7 =AB
y y

A B
SN,
i N

x x
E F
figura 1.7 figura 1.8

Dos segmentos orientados representan al mismo vector si tienen la misma medida, la misma di-
reccién y el mismo sentido, de forma anéloga, dos vectores son iguales si poseen igual magnitud
(medida), la misma direccién y el mismo sentido. La figura 1.7 muestra cuatro segmentos orienta-
dos, con origenes en puntos diferentes, pero representando al mismo vector, pues, son del mismo

tamario, tienen la misma direccién y el mismo sentido. La figura 1.8 muestra vectores A y B de
igual modulo, direccién y sentido, vectores C y D de igual médulo, diferente direccién y sentido no
comparable, vectores E y F de igual médulo, idéntica direccién y diferente sentido.




1.5 El vector

NOTA >

“Si dos vectores se diferencian en cualquiera de los tres elementos: magnitud, direccién o sentido,
los consideramos distintos, mientras que si s6lo se diferencian en el punto de aplicacién los
consideraremos iguales”.

De esta manera, y como ya lo
hemos hecho, un vector dado
podemos dibujarlo con su pun-
to de aplicacion en el lugar que
deseemos, ya que bastard con
dibujar una recta paralela al vec-
tor en el lugar elegido y, so-
bre ella, dibujar el vector. A
cualquiera de estos vectores se le
denomina representante del vec-
tor. La figura 1.9 muestra cinco
representaciones de un vector 7.

figura 1.9

1.5.1. Algebra de Vectores

En base a los conceptos y definiciones aportadas, podemos comenzar con el dlgebra de vectores, que
no es mas que las operaciones fundamentales: suma, resta, multiplicacién de vectores por niimeros
reales y los productos escalares y vectoriales. El sistema de referencia de los vectores que vamos a
ocupar es el Sistema de Coordenadas Cartesianas.

y zZ

Y (x,v)

RN|l-————=

figura 1.10

Al elegir el origen (0,0,0) del espacio tridimensional como punto inicial, podemos asociar univo-
camente un vector 7 con todo punto P = (x, Y, z) tomando simplemente 7 = OP. Este vector 7 con
punto inicial fijo 0 = (0,0,0) es el llamado vector de posicién de P. Al respecto,
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1.5 El vector

Un vector se llama de posicién si su punto de aplicacién es el origen de un sistema de coordenadas
y su extremo es cualquier otro punto de ese sistema

Las componentes de la posiciéon del punto P son las coordenadas x, y, z de ese punto en el espacio.
Se procede de manera similar si esto se hace en el plano. La figura 1.10 muestra el vector de posicién
en el plano cartesiano y en el espacio tridimensional.

Veamos lo sencillo que resulta usar un sistema de coordenadas cartesiano para operar con vectores.
Seand = (ay,ap, -+ ,a,) yb = (b1,by, - - -, by) vectores de R", y sea k namero real (escalar), entonces:

Igualdad ﬁ:E@ai:bi, Vi=12,---,n
Suma d+b=(a;+bi,ap+by, - ,a,+by)
Diferencia @—b=ad+(—1)b

En el plano, el vector suma es la diagonal del paralelogramo de lados 4 y b. (figura 1.11) y la
tigura 1.12 ilustra la diferencia de vectores en el plano.

vy _ o Y

|
+
<

S

[

figura1.11 figura‘ 112

Producto por escalar k-d = (kay, kay,--- ,kay). Si k > 0, el producto k - 4 es un vector cuya
longitud es k veces la longitud de @ y que tiene la misma direccién y sentido que 4. Si k < 0, el
producto k - @ es un vector |k| veces el vector @, y de sentido contrario. (figura 1.13)

27 S

a M N
z. A 5
figura1.13 figura 1.14

Ejercicio 1.5.1. Vamos a probar que dado el tridngulo ABC, con M punto medio de AC y N punto medio de
BC, entonces MN es paralelo con AB y que la longitud de MN es la mitad de la longitud de AB.




1.5 El vector

La figura 1.14 muestra el tridngulo, a partir del cual se tiene:
MN=MC + CN
Como M y N son puntos medios, entonces

—

MC= = AC y CN= - CB

N =
N~

Luego,
MN= 1 AC +1 CB= L(AC + CB) = ; AB
2 2772 S 2
Las siguientes leyes de comportamiento algebraico de vectores son sencillas de probar usando com-
ponentes, se dejan al interés del lector.

Teorema 1.5.2. Sean d, b y ¢ vectores, ky, ko escalares, entonces:

(ol

+

a
>

Asociatividad vectorial (@+Db)+T=7a+(
conmutatividad vectorial @+b="b+a
asociatividad escalar ki-(ky-d) = (ky-ky)-d
distributividad vectorial (k1 +ky)-d=ky-d+ky-d
distributividad escalar ki-(d+ E) —ky-d+k D
elemento neutro aditivo  @+0=d

inverso aditivo vectorial @+ (—d) =0

neutro multiplicativo 1-d=ad

multiplicacion por 0 k-0=0, Vk € R

1.5.2. Magnitud, direccién y sentido

» La magnitud o médulo del vector ¥ = (x1,xp,- -, Xy) €s

19 = 3+ 3+ 4+

Por ejemplo, el vector @ = (3, —2,+/3) tiene longitud 4.




1.5 El vector

» El vector de componentes (0,0, --,0) se llama vector nulo o vector cero, y tiene médulo o
longitud cero.

= Todo vector de magnitud 1 se denomina unitario. Los vectores i= ( , ), (0,1) se llaman
vectores coordenados unitarios en el plano, i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1) vectores
coordenados unitarios en el espacio R?, y en general, x; = (0,0,---,1,---,0) es el k - ésimo

vector coordenado unitario (sélo la k - ésima componente es no nula).

= Si X es un vector diferente de cero, entonces se puede construir un vector unitario ¥ con la

misma direccién que ¥, considerando ¥ = . Por ejemplo, de @ = (3, —2,+/3) se obtiene el

=1

1
vector unitario 7 = 1 (3,—2,v/3)

» La direccién de un vector 4 no nulo queda determinada por los denominados cosenos direc-
tores de 4. .

Geométricamente, los cosenos direc-
tores de un vector corresponden a los
angulos que éste forma con los ejes
coordenados. La figura 1.15 muestra
el caso tridimensional. Se observa que

0 ox X
CETTEN T Ve A2
O cosp = L /
all  /xZ+y2+ 22
z z
U cosy = ||Zi|| = \/m X figura 1.15

Las ecuaciones anteriores se justifican de la siguiente manera:

OA
» El tridngulo OAP es recto en A, por lo tanto cosa = Tl = 1]
= El tridngulo OBP es recto en B, de modo que cos f = | |y l

= El tridngulo OCP es recto en C, entonces cos y = Tl |ﬁH

Los ntimeros cos «, cos B, cos <y se llaman cosenos directores del vector 4.
Proposicién 1.5.3. Los cosenos directores verifican que cos*a + cos?B + cos>y = 1

Ejemplo 1.5.4. Si el vector @ forma un dngulo de 60° con los ejes x e y, entonces el dngulo que forma con el
eje z lo hallamos como sigue:




1.5 El vector

Como & = 60° y B = 60°, entonces, de cos?a + cos? + cos?y = 1, se deduce que cos’>y = 1 lo que
implica y = 45°.

—

= El sentido de un vector queda determinado por su punto final, por ejemplo, el vector PQ y

—

el vector QP tiene sentidos opuestos. En particular, en el plano, una condicién necesaria y
suficiente para que el vector b = (by, b) tenga el mismo sentido que @ = (a1, a) # 0 es que

b y aa b
Ja+a B+ Ja2 a2 b2+ B2

Los vectores (3,4) y (9,12) tienen el mismo sentido, ya que sus magnitudes son 5 y 15 respectiva-
mente, y se encuentran en la relacién anterior.

1.5.3. Producto Escalar

El producto escalar, llamado también producto punto o producto interno tiene la particularidad de
que su resultado es un escalar. Este producto tiene aplicaciones interesantes en la Fisica, ya que
por ejemplo el trabajo realizado por una fuerza es el producto del vector de la fuerza por el vector
desplazamiento, cuando la fuerza aplicada es constante.

Definicién 1.5.5. Sean d = (ay,a3,- -+ ,ay), b= (by,by,- - ,by). El producto escalar de los vectores d y
b, que se simboliza d o b, es el niimero @o b = aiby + axby + - - - 4+ a,by,

Ejemplo 1.5.6. El producto escalar de @ = (0,1,0) y b = (2,2,3) es

Fob=0-24+1-24+0-3=2

Propiedades del Producto Escalar

Sean @, b y ¢ vectores no nulos, k un escalar.

1. dod=||d@||> >0

2. Gob=bod Conmutatividad

3. k-(Gob) = (ki)ob=ido (kb) Asociatividad

4. Ao (b+8) =dob+doC Distributividad

5. 700 =0 Elemento neutro

6. ob = ||d|| ||b|| cos® Forma geométrica

7. i0b=0<+=d L b Perpendicularidad de vectores

10



1.5 El vector

8. |@ob| < |[all[|b]|
9. ||@a+b|| < ||@||+||b]| Desigualdad triangular

Demostracion
Demostramos las proposiciones 6), 8) y 9). Las restantes se dejan al interés del lector.

6) En la figura 1.16, sea 0 el angulo formado por los dos vectores. Los lados del tridngulo tienen
longitudes |||, ||b]|, ||@ — b||. Usando ley de cosenos se tiene:

17— b||2 = ||a@||? + ||b||* — 2||d@]| ||B|| cos®  (1.1) — v e
dado que
2

191 =l = (o +3) = fe g =73

||H—EH2 _ (Zl’—E)-(ﬁ—E)zﬁ-ﬁ—Zﬁ-E#—E-B .......... 9 ...... ..... a ........ ........

: : : : : : -
7 7 fi .
= @[> +|[p|[* —27-b (1.2) fpura 116

de las ecuaciones (1.1) y (1.2) obtenemos
27-b=2]|d||||b|| cos®

Y de esto . .
d-b=|lall||b|[cos

8) En caso de que uno de los vectores 4 o b sean nulos el resultado es evidente. Para el caso en que

ambos sean diferentes de cero, se tiene que su producto escalar - b = ||d|| ||b|| cos 6, en donde 6 es
el angulo entre los dos vectores. Tomando valor absoluto se encuentra

@ - b| = [[a][ |[b] |cos 6]

— |

Como |cos 6| < 1, entonces
|@- b < [[all |[b]]

9) Desigualdad triangular
|@+Db||>=(@+Db)- (@+b)=d-d+2d-b+b-b

= |lal|*+2a- b+ [b][* < [[al|* +2 [|a]] |[b]] + |[b]]?

< (llall + 118l1)”

11



1.5 El vector

Al extraer raiz cuadrada, obtenemos
1@ + bl < [a]] + |||

A partir de la forma geométrica del producto escalar se puede determinar el dngulo entre dos vec-
tores. Ilustramos esto.

Ejemplo 1.5.7. El dngulo entre los vectores @ = (4,5,2) y b = (—3,6,0) se determina del modo que sigue

—124+30+0 2
V45 \/45 5

2
cos 0 = = 0 = arc cos(g) ~ 66725’

1.5.4. Producto Vectorial

En IR3, los vectores unitarios canénicos i = (1,0,0), f = (0,1,0), k = (0,0,1), son linealmente
independientes y generan el espacio IR®. Esto significa que cualquier vector de R® puede ser escrito
como combinacion lineal de los vectores de esta base canénica. Sea @ = (a1, ap, a3) vector cualquiera
de R3, entonces

a=ua1(1,0,0)+ay(0,1,0) a3 (0,0,1)

es decir
(a1,a,a3) = ayi+axj+azk

Definicién 1.5.8. El producto vectorial o cruz de los vectores @ = a1 + a3 j + a3 k y b="byi+ b i+ b3k
corresponde a la expresion

7Tk
axb= a; a» as| = (ﬂzbg — a3bz, El3b1 — albg, a1b2 — azbl)
bi by bs

Ejemplo 1.5.9. Sean @ = 3i — 2j + k, b = —2i + 3] + 4k, entonces

B i ] K
ixb=|3 —2 1| =(-11,-14,5)
-2 3 4
Propiedades del Producto Vectorial
Sean 4, E, ¢ vectores no nulos de R3, k escalar.
1. axb=—-bxd Noconmutatividad
2. dxd=0
3. ax (b+¢& =dxb+dx¢ Distributividad

12
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5. k-(@xb)=(kd)xb=1ax (k-b) Asociatividad por escalar

6. ||@x b|| = ||@|| ||b|| sen® Forma geométrica

7. xb=0<=a||b Paralelismo
8. ||@ x b|| = ||d@|| ||b|| Perpendicularidad

9. ||@xb||=5 Area del paralelégramo entre 7y b

Demostracion

6) Empleamos componentes

ﬁXB: (02173—613172,(13171 — a1 b3,a1 b2—112b1)

|d x E‘ = \/(az by —az b))%+ (az3by — aq b3)2 + (a1 by —a b1)2

= \/ﬂ%b% — 2arasbybs + a%b% — 2aya3b b3 + ﬂ%b% + ﬂ%b% — 2aya,b1by + ﬂ%b%

:wﬂ@+g+%x%+@+%y4mm+@@+@@y

= @2 [B = (@-B)2 = /[a2 B2 — (] [B] cos 6)>

= /a2 [B(1 — cos26) = || [B] sen 0

7) y 8) Son evidentes a partir de la anterior

9) Si P es el paralelégramo determinado por los vectores @ = (a1, a2,a3) y b= (b1, by, b3), entonces el
area S del paralel6gramo es el producto de la base por la altura (figura 1.17). Esto es

S = |lal| - h = |[a|||Bl|sen6 = || x b||

13
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1.5.5. Triple Producto Escalar

Definicion 1.5.10. Para tres vectores ZZ’,E y
C del espacio, su “triple producto escalar”
(T.P.E.), que se denota d o (b x C) viene dado
por

a dz 4as
E[O(bXE)Z bl bz 173
1 €2 C3

) 1 23
do(bxc)=|0 1 2|=-10
-1 6 3
Propiedades del T.P.E.
1. Zz’o(ExE’): o(@xb)=bo(¢xd) Rotacién
2. Go(bx¢) =0=ahb,¢ coplanarios
3. do (dx E):

-

4. |do(bx )| =V Volumen del paralelepipedo entre @,b y ¢
Demostracion

3) Si los vectores no nulos @, b, @ x b, tienen el mismo punto inicial, entonces

. i j k
ﬁo(ﬁxb) = (al,az,[13)- ay daz das
by by b3
_ (|42 a3| |41 a3 ap az
= e (32 5~ 2 )

Al reducir términos semejantes

do(d@xb)=0

Esto s1gn1f1ca que d es perpendlcular cond x b. Analogamente se verifica que bes perpend1cular con
@ x b. En consecuencia @ X b es perpendicular al plano determinado por los vectores 4 y b. Dicho de
otra forma, @ x b apunta en la direccién y sentido del movimiento que toma un tornillo de rosca a la

derecha si gira un dngulo 6 desde 7 hasta b. Este hecho se conoce como “regla de la mano derecha”.
(tigura 1.18)
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Volumen de una caja

Consideremos la caja de aristas coterminales 4, b, ¢ que muestra la figura 1.19. El volumen de la caja
viene dado por
Volumen = (érea de la base) - (altura)

El 4rea de la base es ||b x &||. El vector b X € es perpendicular tanto al vector & como al vector b. La
altura h = ||@|| cos 0. Con estos datos tenemos

Volumen = ||b x &|| ||d@|| cos 6
Usando . .
dob=||d||||b||cos@
se tiene ~ ~
do(bx<c)=||d]|||bxc]||cosb
en donde 6 es el angulo entre @ y (b x ). En consecuencia

Volumen = |@o (b x )|

Ejemplo 1.5.12. El volumen de la caja cuyos lados son los vectores (1,—-2,1), (2,3, —-2), (—=1,3,—2) es

- — —

i j k
V=(,-21)0(2 3 —2/=|-3=3
-1 3 =2

1.5.6. Triple Producto Vectorial
El “Triple Producto Vectorial” (T.P.V.) de tres vectores en el espacio estd dado por

i x (bx7)

15
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Propiedades del T.P.V.

1.ax (bx¢) = (God)b— (Gob)é= (Goc)b— (boC)@ combinacién lineal

a

Las demostraciones son sencillas y s6lo requieren de aplicar la definicion.

1.5.7. Proyeccién Vectorial

En ciertos problemas de fisica o de ingenieria, es necesario descomponer un vector en una suma de
vectores componentes (figura 1.20). Este hecho viene a ser el proceso inverso de sumar vectores y
obtener un vector resultante. Se tiene lo siguiente.

Proposicién 1.5.13. Todo vector d se puede escribir en términos de otro vector b#0comod=sb+tbh*

Vamos a determinar los valores de s y t. La notacién b+ indica un vector perpendicular con b. Al
componer con b por derecha se tiene:

—

i=sb+tb = dob=(sb+tb")ob

de lo cual
dob=sbob+tb-ob=s|[b|[>+0
Al despejar:
dob
8=z
121

Para hallar el valor de t se compone con bt por derecha

A= 5B+ tB: — 0Bt — (sb4t5) 0B

de lo cual
dobt=sbob-+tbtobt =0+t|b"|]?
Al despejar:
B dobt
1542
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1.5 El vector

figura 1.20 Figura 1.21

Definicién 1.5.14.

1. La proyeccién vectorial del vector @ sobre el vector b # 0 es el vector

N iob\ -
s = ()

2. La componente del vector @ a lo largo del vector b es el nitmero

compz (@) = dob
ST
Al observar ambas expresiones podemos escribir
proyy(d) — H—:H comp; (@)

En términos geométricos, la componente del vector 4 sobre el vector besla longitud de la proyeccién
vectorial. Més atn, la definicién proviene del hecho que en el tridngulo rectangulo formado por 4,

proyeccién de 7 sobre b y el segmento que une el extremo del vector 4 con su proyeccién sobre el
vector b (figura 1.21), el cateto adyacente tiene magnitud ||d|| cos 0. Es decir,

compy(d) = ||d|| cos
p(a@) = [|al[ cos ®

Usando el hecho que b o @ = ||b|| ||@]||cos 6 se encuentra que

dob

I|]| cos 6 = 22

[12]]

En consecuencia .
compz(a) aob

B\ T

111
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1.6 La Recta en el espacio

Se observa que la componente del vector @ sobre el vector b es positiva si el angulo 0 se encuentra

7T . . 7T
entre Oy 5y negativa si se halla entre Sy

Ejemplo 1.5.15. Sid = (2,—1,3), b= (1, -3, —1), entonces

proy;(a@) = <(2'_1'3)O(1’_3’_1)> (1,—3,—1)2%(1,—3,—1)

(VI

compy(d) = 2

V11

1.6. La Recta en el espacio

Volvemos al estudio de la geometria del espacio con los vectores que serdan nuestra “cartita bajo la
manga”. La recta en el espacio corresponde al lugar geométrico de todos los puntos que satisfacen
un sistema lineal en tres variables, de la forma

A1X+Bly+C12+D1 =0
AzX—}—Bzy—l—CzZ—{—Dz =0

A este sistema se le conoce como ecuaciéon y
general de la recta. Vamos a usar vectores N e
para determinar la ecuacién de la recta en
el espacio. Al respecto, es sabido que una
recta en el plano bidimensional queda de- ZRRR] ERRRTIRRES’
terminada por dos puntos o bien por un S T
punto y la pendiente. Sin embargo, es tam- y
bién 1til considerar que una recta se puede /7
determinar por uno de sus puntos y su di-
reccién. Esta direccién se puede especificar
en términos de un vector no nulo llamado
vector director.

" 'd trasladado

" AP trasladado

figura 1.22

Sea A = (a1,az,a3) punto en el espacio tridimensional y d = (dy,d»,d3) # 0 vector director. Vamos
a determinar la ecuacién de la recta que pasa por A y que tiene la direccién de d.

Sea P un punto cualquiera sobre la recta, de coordenadas (x,y, z). En la figura 1.22 se tiene que
AP +d =7 =AP=7—1d

—

y como AP es paralelo al vector d, entonces 7 — @ = td, de aqui

(x,y,z) — (a1,ap,a3) =t (dy1,do, d3)

18



1.6 La Recta en el espacio

Igualando componentes
x=a1+tdy, y=ay+tdy, z=a3+tds

Definicién 1.6.1. Sean A punto del plano o del espacio, d un vector no nulo. Se llama recta por A en la
direccién de d al conjunto
L={X/X=A+td tcR}

El vector d se denomina vector director de la recta L. La ecuaciéon X = A + td se llama ecuacién
vectorial. A partir de esta ecuacién vectorial se obtiene la ecuacién paramétrica

X=A+td = (x,y,2) = (a1,a2,a3) + t (d1,d>, d3)
Al igualar componentes se obtiene su expresion paramétrica
x=a1+tdy, y=ay+tdy, z=a3+tds

Al despejar el pardmetro t en la ecuacion paramétrica, se encuentra la ecuacion cartesiana o simétri-

ca de la recta.

_X—mM _ Yy—ay z—a4as

d d d3
A partir de esta dltima ecuaciéon obtenemos la ecuacién general de la recta, tomdndolas de dos en
dos y estableciendo los sistemas respectivos.

t

Ejemplo 1.6.2. Las ecuaciones de la recta que pasa por (—1,0,2) con vector director (2, —3, —1) son:

» Ecuaci on vectorial : X =(-1,0,2) +t(2,—3,—-1) = (2t —1,-3t,2 — 1)
= Ecuaci on parametrica : x=2t—1,y=-3t,z=2—t

x+1 'y z-=2

s Ecuaci on cartesiana =2 =
2 -3 —1

= Ecuaci on general
3x+2y+0z+3 = 0
Ox—y+3z—-6 = 0

Ejemplo 1.6.3. El segmento de recta que pasa por (1,0,0), en direccién del punto (5, 3, 2), tiene ecuacion

X = (1,0,0)+¢((53,2) - (1,0,0)) = (1,0,0) + ¢ (4,3,2)
— (4 +1,34,2), te [01]

En términos de vectores directores, los conceptos de paralelismo, perpendicularidad y angulo entre
dos rectas, se formulan de la siguiente manera
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1.6 La Recta en el espacio

Definicién 1.6.4.

= Dos rectas son paralelas si tienen vectores directores paralelos
= Dos rectas son perpendiculares si los vectores directores son perpendiculares

» El dngulo entre dos rectas que se intersectan es iqual al dngulo entre sus vectores directores

Ejemplo 1.6.5. El dngulo entre larecta {x =3 +4t, y = =2+ t}ylarecta {x = —1—3t, y =5+ 12t}
lo encontramos como sigue:

La primera recta tiene vector director (4,1), y la sequnda (—3,12). Usando

cosf = floll
@] [|b]|
Se tiene
COSe—ﬂ—O:O—E
V17 /153 2

Luego, las rectas son perpendiculares.

1.6.1. Posiciones Relativas de dos rectas
Dadas dos rectas en el espacio, existen cuatro posiciones en las cuales pueden encontrarse:
= Se cortan en un punto = Son paralelas

» Se cruzan sin cortarse = Son coincidentes

La posicién relativa de dos rectas en el espacio puede determinarse usando la matriz de los coefi-
cientes y la matriz ampliada. Veamos de que se trata esto.

Se consideran un par de rectas dadas en la forma

ax + by +cd = dy mix +ny + p1d = qq
ayx + boy + cpd = dy max 4+ noy + pad = g2
Sea A la matriz del sistema formado por esas cuatro ecuaciones, y A "a ampliada. Esto es,
a b ap by o dy
A_|?2 b2 Al |32 b2 o d
mp np p1 mp N1 p1 qi1
mp Ny P2 mp Nz P2 g2

Segun teorema de Rouché existen las siguientes alternativas:
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1.6 La Recta en el espacio

1. rang(A) = 2,rang(A’) = 2 = son dos rectas coincidentes.

)
2. rang(A) = 2,rang(A’) = 3 = son dos rectas paralelas, distintas.
)

A) =3,rang(A’) = 3 = las rectas se cortan en un tnico punto

(
(
3. rang(
(A") =4, es decir, Det(A’) = 0 = las rectas se cruzan.

: rectas coincidentes

rectais par%alelasf

i rectds que se cortan figura 1.23 i ; i rectds queé se cruzan:

Dos rectas que se cruzan siempre se pueden situar en dos planos paralelos, y ademas, este es el tinico
caso en el que no existe un plano que contenga las dos rectas.

Ejemplo 1.6.6. Se considera el par de rectas L y M siguientes:

x+1 z—1

=2 =1-14, = 3t
{x +t, vy z } > 3

En primer lugar, veamos posicion relativa, esto es, jse cortan? ;se cruzan? ;son paralelas? Para verlo,
ponemos las rectas en forma general

x—2 z
{x=2+ty=1-tz=8t} = ——=""7 =2

De la forma simétrica, al tomar la primera ecuacién con la segunda y tercera se obtiene

x+y=3
3x—z=6

En forma andloga, de la segunda recta se obtiene

x—2y=>5
3y —z=-10
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1.6 La Recta en el espacio

Ahora se conforma la matriz de los coeficientes y de la ampliada

1 1 0 11 0 3

13 0 -1 , |3 0 -1 6

A=11 2 o A=11 2 0 5
0 3 -1 0 3 -1 —10

Si se calcula el rango de la ampliada se encuentra que es 4 (jhacerlo!). Por tanto, las rectas se cruzan.

Dado que las rectas se cruzan, cabe preguntarse ;como hallar los puntos Pen larecta Ly Q en M
para los que la distancia entre ambas rectas es minima?

Para dar respuesta a la pregunta es ttil saber que, “Si dos rectas se cruzan, existe una tinica recta que
corta perpendicularmente a ambas rectas” (la figura 1.23 permite “verlo”). Para hallar los puntos se
trabaja con ambas rectas parametrizadas. La parametrizacién de M es

{x=—-1+2m, y=-34+m, z=1+3m}

Un vector perpendicular a ambas rectas lo proporciona el producto vectorial

j

7
(1,-1,3)x (2,1,3) = |1 —1 3|=(—6,3,3)
2

—_
W W =

Si P es punto de L, entonces P = (2+t,1 — t,3t). De igual manera, si Q es punto de M, entonces

Q = (=14 2m,—3+ m,1+ 3m). El vector PQ es un mdltiplo escalar de (—6,3,3). Esto es, PQ=
k-(—6,3,3), de donde se debe verificar que

—3+2m—-t = —6k
—4+m+t = 3k
1+3m—-3t = 3k
Al resolver se obtiene que
_Y 7 gt
"t T3 "Te

De esta forma, las coordenadas de los puntos son:

13 4 10 5 15

P=(3.-37 v Q=3 ¢75)

Finalmente, la distancia entre dos puntos entrega la minima distancia entre las rectas dadas.

d(P,Q):\/lJrLlI%—i:\/g
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1.7 El Plano

1.7. El Plano

El plano es el lugar geométrico de todos los puntos que satisfacen una ecuacion lineal de la forma
Ax+By+Cz+D =0

Veamos como obtener ecuaciones de un plano. Lo primero es establecer que un plano queda de-

terminado cuando se conoce un punto P del mismo y dos vectores if y ¥ no nulos y linealmente
independientes que estén contenidos en el plano, llamados vectores directores del plano (figura
1.24(a)).

figura 1.24(a) figura 1.24(b)

Ecuacion en forma vectorial

El plano que contiene al punto Py = (xo, Yo, Z0) y que tiene como vectores directores i = (11, iy, U3)
y ¥ = (v1,02,03) es el conjunto de puntos del espacio que verifican la relacién vectorial

P P=AMii+ A7, A €R

en donde P = (x,y,z) es un punto cualquiera del plano. Los escalares A; y A, se denominan

—

parametros. Teniendo en cuenta que P = Py+ PP, entonces
P = Po—f-)\lﬁ—f—/\zl_f

expresion que se conoce como ecuacién vectorial del plano. En base a esta forma vectorial podemos
dar la siguiente condicién para que un punto pertenezca a un plano.

El punto P pertenece al plano <= PPy= Aqii + A ¥
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1.7 El Plano

Ecuacion en forma paramétrica

Desarrollando la ecuacién vectorial expresada en componentes, resulta

X = XxXo+Aup+Arv
Yy = Yot+tAux+ A0
z = zog+AMuzs+Arvs

expresion que se conoce como ecuacién paramétrica del plano.
Ecuacién en forma general

Como P — Py = A il + A, U, entonces en el determinante

X—X9 U1 01

Y—Yo U2 02
Z—2Z9 Uz 703

la primera columna es combinacién lineal de la segunda y de la tercera. Por tanto dicho determinante
es cero. Desarrollando el determinante, agrupando términos e igualando a 0, nos queda una ecuacién
de la forma

ax+by+cz+d=0

que es la ecuacién en forma general, o cartesiana o implicita del plano, con a, b, ¢, d nimeros reales.
Ecuaciéon normal

Otra forma de determinar la ecuacién de un plano es conociendo un punto del mismo y un vector
normal al plano. Sea Py = (xo, Yo, z0) un punto dado del plano y sea # = (a,b, c) un vector normal

—

al plano. Entonces, para cualquier punto P = (x,y,z) del plano, el vector PyP es perpendicular a 7,
de manera que

PoP o i = 0
Al escribirla en componentes
(x —x0,¥y —Yo0,z—20) 0 (a,b,c) =0=ax+by+cz+d=0
con —d = axg + byo + czp se obtiene la ecuacién general del plano.

Ejemplo 1.7.1. Determinemos la ecuacién del plano que contiene a los puntos Py = (1,0,0), P, = (0,1,0)
y Pz = (O, 0, 1)

Veamos, en primer lugar, su determinaciéon usando dos pardmetros.

PP, = P,—Py=(-1,1,0)
PP, = Py—Py=(—1,0,1)
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1.7 El Plano

son vectores directores del plano, de modo que la ecuacién del plano es

P=P+M Pﬁ’l +Az Pﬁ’z
Al reemplazar los datos tenemos que
(x,y,2) = (1,0,0) + A1 (—1,1,0) + A, (—1,0,1)
es la ecuacion vectorial del plano. De ésta se deduce la ecuacion en forma paramétrica
x=1-A1—A, y=A1, z=AXAp
En esta tltima ecuacion aislamos los pardmetros para formar el determinante

x—1 -1 -1
y 0 1|=0
z 1 0

Al resolverlo se deduce la ecuacién del plano en forma general
x+y+z—-1=0

Por otra parte, si usamos la forma normal tenemos lo siguiente:

PP, = P—Py=(-1,1,0)
PoP, = P,—DPy=(—1,0,1)

Hemos fijado el punto Py para construir dos vectores, cuyo producto cruz produce un vector per-
pendicular al plano

e

1

(—1,1,0) x (=1,0,1) = =(1,1,1)

(e i
_ O U

-1
-1
Asi, 71 = (1,1,1). Por tanto, la ecuacion general del plano es
(x—1,4,2)0(1,1,1) =0=x4+y+z—1=0
Este ejemplo muestra que la forma normal simplifica los calculos.
Ejemplo 1.7.2. Hallemos la ecuacion vectorial del plano 4x —y —z =3

Necesitamos tres puntos del plano para formar dos vectores directores. Con estos vectores y un
punto se forma la ecuacién vectorial.

» Six =y =0, entonces z = —3. Luego tenemos el punto P; = (0,0, —2) en el plano.

» Six =1,y =0, entonces z = 1. Luego el punto P, = (1,0, 1) pertenece al plano.
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1.7 El Plano

» Six =0,y =1, entonces z = —4. Luego el punto P; = (0,1, —4) estd en el plano.
De esta forma, dos vectores directores del plano son:

« P,Py= P, — P, = (—1,0,-3)

« PoPy=P;— P = (—1,1,-5)
En consecuencia la ecuacion vectorial del plano es

(x,y,z) = (1,0,1) + A1 (—1,0,—3) + A» (—1,1,-5)
Ejemplo 1.7.3. Hallemos la ecuacién del plano que contiene los puntos (3,4,1), (1,7,1) y (-1, —2,5)
Como los tres puntos estdn el plano, formamos los vectores de origen comun (3,4, 1). Tenemos
(1,7,1) — (3,4,1) = (=2,3,0) =4, (—1,-2,5)—(3,4,1) = (—4,—6,4) =b

Luego, el vector normal 7i que se necesita es
P
n=|-2 3
-4 -6 4

o U

= (12,8,24)

Ahora se toma cualquiera de los tres puntos para formar la ecuacion del plano. Si elegimos (3,4, 1),
entonces
(x—3,y—4,z—-1)-(12,8,24) =0

de donde, 3x 4 2y + 6z — 23 = 0 es la ecuacién buscada.

y+2 _z-3
6

Ejemplo 1.7.4. Hallemos la ecuacion del plano que contiene el punto (6,2,4) y la recta "T_l = = ==

De la ecuacién paramétrica de la recta, ¥ = (1,—2,3) + ¢t (5,6,7), obtenemos dos puntos, que por
hipétesis deben estar en el plano. Estos puntos son, (1, —2,3) parat = 0y (6,4,10) para t = 1. Como
estd dado un tercer punto en el plano, entonces formamos dos vectores de origen (6,2,4):

i=(1,-2,3)—(6,2,4)=(-5-4,-1) 'y b= (6,410)—(624)=(0,2,6)
con los cuales encontramos el vector normal
i ]k
n=|-5 —4 —1|=(-22,30,—-10)
0O 2 6

Como ese vector es muy grande en magnitud, elegimos (—11, 15, —5) que va en la misma direccién.
Con esto, la ecuacién del plano es

11x — 15y + 5z — 56 = 0
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1.7 El Plano

Ejemplo 1.7.5. Hallemos la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por (1,2, —1) y es perpendicular al
plano de ecuaciéon 3x + 5y — z = 6.

Como la recta es perpendicular al plano, entonces el vector director de la recta es paralelo al vector
normal del plano. Esto es

d=i=(35-1)=d=k(3,5-1), Vk
Luego, la ecuacién de la recta es
¥=(1,2,-1)4+t(3,5—-1)=(3t+1,5t+2,—-1—1t)
La ecuacion paramétrica equivalente es

x=1+3t, y=5t+2,z=-1-t

1.7.1. Distancia punto - plano

Sean ax + by + cz —d = 0 la ecuacion de
un plano y (aj,4y,43) un punto en el espa-
cio. Vamos a encontrar una expresion que
proporcione una férmula para el calculo de
la distancia del punto al plano. Para ello de-
terminemos la recta que pasa por (a1, a2, a3)
y perpendicular al plano. Si #i = (a,b,c)
es vector normal al plano, entonces es tam-
bién vector director de la recta, asi las ecua-
ciones paramétricas de la recta son

figura 1.25

X = (a1,a3,a3) +t(a,b,c)

Esto es
x=a1+t-a, y=a+t-bz=a3+t-c

Ahora bien, la recta se intersecta con el plano cuando
a(ag+t-a)+b(ap+t-b)+c(azs+t-c)—d=0
de aqui que para cierto valor ty de t se tenga que

d—a-a;—b-a,—c-aj3
aZz + b2 + c?

to =

Luego, el punto interseccién de la recta y el plano es

(a1+to-a,a2+to-b,a3+t0-c)
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1.7 El Plano

La distancia entre este punto y el punto (a1, a2, a3) viene dada por

D:\/(al+t0-a—a1)2—|—(a2+t0-b—a2)2—|—(a3+t0-c—a3)3

que al simplificar equivale a

D= \/t% (a2 4 b2 4 ¢2) = |to| vV a% + b? + ¢2
reemplazando el valor de tj se tiene

D_|d—aa1—ba2—ca3| (1.3)
a Va?+b%+c? '

Férmula Vectorial

Sea P punto arbitrario del plano, Q punto exterior al
plano, 7 vector normal tal como lo indica la figura
1.26. La distancia d desde el punto Q al plano (per-
pendicular) corresponde a la magnitud de la proyec-

—

cién del vector PQ sobre el vector normal 7 del plano
(la componente). Esto significa que

=S

d=|—<
17|

Se observa que esta expresion se puede obtener por

geometria elerrintal, ya que en el tridngulo que for- figura 1.26
man el vector PQ, su proyeccién sobre el normal, y el
segmento bajado perpendicular de Q a7, es
— P|||[fi||cos® (Q—P)odi _ PQ oii
d:HQ—PHCOSGZHQ ||_J|n||c05 :(Q _))01’1: Q_)On
17| 17| 17|

Ejemplo 1.7.6. La distancia del punto Q(2,6,9) al plano x + 2y + 2z = 8 segiin la ecuacion 1.3 es
J_18-2-12-18 24
- VI+4+4 3

Si se opta por hallar la distancia usando la forma vectorial, escojemos un punto P en el plano hacien-
do x = y = 0, lo que implica que z = 4. Luego se forma el vector Q(2,6,9) — P(0,0,4) = (2,6,5).
Ahora, un vector normal del plano es # = (1,2,2). De aqui que ||7i|| = 3, (Q — P)o# = 24. En
consecuencia

8

_(Q-P)oii 24

d=2=""J"" _“_3g
17| 3

Evidentemente, el mismo resultado anterior.
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Familias de Planos

Consideremos como punto de partida el plano de ecuacién
Ax+By+Cz+D =0

entonces el plano Ax 4+ By + Cz +k = 0, en donde k € IR, representa al conjunto de todos los planos
que son paralelos al plano dado. Esto se conoce como familia de planos.

Una familia mds interesante de planos es aquella que pasa por la interseccién de dos planos dados
en la forma
Aix+Biy+Ciz+D; =0 (1)
{AzX-I—Bz]/-I—CzZ-I— D, =0 (2)

En este caso, cualquier punto que satisfaga ambas ecuaciones se encuentra sobre la recta de intersec-
cién de ambos planos. Es claro entonces, que una recta se puede representar mediante dos planos
cualquiera que se intersecten. Mds atin, puesto que la recta estd en cada plano y sus ecuaciones son
conocidas, entonces el vector director de la recta es perpendicular a los vectores directores de esos
planos. La ecuacién

kq (Alx + By + Ciz + Dl) + kz(Azx + Boy + Coz + Dz) =0

representa todos los planos que pasan por la intersecciéon de los planos dados (1) y (2), siempre que
las constantes reales k1 y k; no sean cero simultdneamente. Esta ecuacion se puede reducir al dividir
pork; #0a

A1x + Biy + Ci1z + D1 + k(Axx + Boy + Coz + Dy) =0

El ntimero real k se denomina pardmetro.

Ejemplo 1.7.7. Los planos 5x — 2y + 3z = 13 y 3x — y + z = 0 se intersectan. Hallemos el vector director
de la recta de interseccion.

Los vectores normales de ambos planos son, respectivamente, (5, —2,3) y (3,—1,1). Sean (a,b,c)
las coordenadas del vector director a encontrar. Como el vector director de la recta en el plano debe
ser perpendicular a los otros dos vectores, entonces se tienen las siguientes relaciones

56 —2b+3c =0
3a—b+c¢c =0

Al multiplicar por —2 la segunda ecuacién y sumarla a la primera se obtiene ¢ = a. Al reemplazar
¢ = a en la segunda ecuacion se halla b = 4a. Luego, el vector director es de la forma (a,4a,a). Con

a = 1 se tiene como vector director d = (1,4,1).

Como alternativa para hallar el director de la recta se puede usar el producto vectorial de los vectores
de ambos planos. Se tiene

d=(5-2,3)x(3-1,1) = (1,4,1)
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1.8 Distancia punto - recta

1.8. Distancia punto - recta
Vamos a determinar la distancia entre un punto y una recta sin tener a mano ninguna férmula,
usando so6lo los conocimientos previos.

Ejemplo 1.8.1. Hallemos distancia del punto (6, —3,3) alarecta {2x+2y+z =0, 4x —y — 3z — 15 = 0}.

Se observa que la recta viene dada por la intersecciéon de dos planos. Para determinar el vector
director de la recta de interseccién usemos el producto cruz de los vectores normales de cada plano

d=(2,21) x (4,—1,-3) = (5,10, —10)

por simplicidad nos quedamos (al dividir por 5) con el vector d = (—1,2,—2). Con este dato se
puede hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (6, —3,3) y es perpendicular a la recta, ya

que siendo perpendicular, el vector d sirve de normal de este plano a determinar. Se tiene
(x—6,y+3,z—3)0(-1,2,-2)=0=—=x—-2y+2z—-18=0
Ahora se determina el punto de interseccion de la recta con el plano resolviendo el sistema

2x+2y+z =0
4x —y—3z =15
x—2y+2z =18

Se encuentra que x = 4, y = —5, z = 2. Es decir, el punto tiene coordenadas (4, —5,2). Finalmente,
se calcula la distancia entre dos puntos del espacio (entre este punto y el que es dado). Se halla que

d[(4,-5,2),(6,~3,3)] = /(=22 + (=2)2 + (~1)? =3

Férmula Vectorial

La forma mostrada para hallar la distancia de un pun-
to a una recta resulta engorrosa. Desde el punto de
vista de la geometria vectorial, la distancia de un pun-
to a una recta es bastante més simple. En efecto, con-
sideremos la figura 1.27, en la cual, A es el punto des-
de el cual se quiere hallar la distancia a la recta L que

pasa por el punto P y tiene vector director d. Sif es

el angulo que forman los vectores d y PA, entonces la

figura 1.27

distancia d del punto A ala recta esd = || PA || sen6.
Ademés, se sabe que el drea que generan dos vectores

dy b de origen comuin es

1@ > b = [|a][ ||b]| sen 6
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1.8 Distancia punto - recta

—

Como los vectores PA y d tienen origen comun, ellos satisfacen la misma propiedad, es decir,

| PA xdl| = || PA || ||d]] sen 8
De lo cual se deduce que,
| PA xd]|
1]

Ejemplo 1.8.2. Usemos la formula deducida para hallar distancia del punto A = (6,—3,3) a la recta de
interseccion de los planos {2x +2y +z =0, 4x —y — 3z — 15 = 0}.

d=|| PA||senf =

Primero vamos a determinar cual es la ecuacién paramétrica de esta recta. Para ello, del sistema

2x+2y+z =0
dx —y—3z =15

Se elimina la variable z al multiplicar por 3 la primera ecuacién y sumarla a la segunda. Se obtiene
2x +y = 3. Si se considera x = t, entonces y = 3 —2t, z = 2t — 6. Con ello, se tiene la ecuacién

paramétrica
{x=t y=3-2t, z=—6+2t}

Es claro entonces, que su vector director es d=(1,-2,2) y que un punto P sobre la recta, parat = 0,
es (0,3, —6). El vector PA= (6, —3,3) — (0,3, —6) = (6, —6,9). En consecuencia

1

d=————1[(1,-2,2) x (6,—6,9
iy 122 % (6,-69)
1 i f k 1 1
=31 -2 2 =§||(—6,3,6)||:§\/8_:3
6 —6 9
. , . x—1 y—-2 z-8
Ejemplo 1.8.3. Hallemos la distancia del punto A(4,7,9) a la recta 3 = g -

Un punto sobre la recta es P = (1,2,8). El vector director es d = (3,6, —2). La norma de éste es

||d|| = 7. Ahora se forma el vector PA= A — P = (3,5,1). Con estos datos se tiene:

BN )
(A—P)xd=13 5 1|=(-16,93) = ||[(A—P) xd|| = V346
36 =2
) . . 346
En consecuencia, la distancia es d = — = 2,66.
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1.9. Planos Proyectores de la Recta

Suponemos que una recta se puede representar por dos planos cualesquiera de la familia
A1x+ By + C1z + D1 + k(Axx + Boy + Coz+ Dy) =0

Dado que existe un ntimero infinito de pares de planos que definen la recta por interseccion, es
natural escojer planos con ciertas caracteristicas que los hagan interesantes. Por ejemplo, aquellos
planos que pasan por la recta y son perpendiculares a los planos coordenados, llamados Planos
Proyectores de la recta. Para su determinacion es suficiente eliminar una de las variables en la familia
para cierto valor del pardmetro k.

Ejemplo 1.9.1. Hallemos los planos proyectores de la recta {5x — 2y + 3z =13, 3x —y +z = 0}.

Al tomar el valor k = —3 en la familia 5x — 2y + 3z — 13 + k(3x — y + z) = 0, se elimina la variable
z. Esto da como ecuacién del plano proyector —4x +y — 13 = 0, en el plano xy. Las ecuaciones
restantes de los planos proyectores son

—x+z—-13 =0, —y+4z—-39=0
Las ecuaciones de los planos proyectores sirven, por ejemplo, para resolver el siguiente problema.

Ejemplo 1.9.2. Probemos que la recta de interseccion de los planos 3x +4y —2z+7 =0yx—y —3z+3 =
0, estd contenida en el plano x + 6y + 4z +1 = 0.

Al eliminar la variable y en los planos que definen la recta se obtiene el plano proyector 7x — 14z +
19 = Oenel plano xz. De la misma forma, al eliminar la variable x, el plano proyector es 7y +7z — 2 =
0 en el plano yz. Al sustituir los valores de x e y en funcién de z, en la ecuacién del plano, se obtiene

la identidad
14z — 19 2—-7z
T + 6 *

lo que muestra que los puntos de la recta satisfacen la ecuacién del plano.

+4z+1=0

1.10. Posiciones Relativas de Rectas y Planos

Posiciones de dos planos
Sean P; y P, los planos de ecuaciones
ax+byy+ciz+dp =0 y ayx +byy +cpz+dy =0

Si A es la matriz de los coeficientes de este sistema y A ’la de la matriz ampliada, entonces caben las
siguientes posibilidades:

» 7(A) =7(A’) = 2 = los planos se cortan en una recta
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» 7(A) =1# r(A’) =2 = los planos son paralelos, y distintos

» 7(A) =r(A’) =1 = los planos son coincidentes

<
\
N\
N\
figura 1.28 v \

planos paralelos planos que se intersectan

Posiciones de recta y plano

Se consideran la recta y el plano en la forma:

ax+by+cz=d

a1x+b1y+c1d:d1 P
ax + boy + cod = dy ’

Sea A la matriz del sistema formado por estas tres ecuaciones, y A’ la ampliada. Esto es,

a1 b oo ay by o dq
A= a» bz (0] A/ = | a2 bz Co dz
a b ¢ a b ¢ d

Existen las siguientes alternativas:

! = la recta esta contenida en el plano.

» rang(A) = 2,rang(

/

A 2
» rang(A) = 2,rang(A’) = 3 = la recta es paralela al plano, y no contenida en él.
A 3

= la recta corta en un punto al plano.

)
)
» rang(A) = 3,rang(A’)
)

Cabe destacar que, si det(A) = 0, entonces la recta y el plano son paralelos

| AN
| O W SR TN

recta contenida en el plano recta paralela al plano recta intersecta al plano
figura 1.29
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1.11. Superficies

Por superficie se entiende la grafica de una ecuacion de tres variables de la forma F(x,y,z) = 0. En
particular, la ecuacion lineal del plano ax + by + ¢z + d = 0 es una superficie. Se denomina superficie
cuadrética cuando F(x,y,z) = 0 es el lugar geométrico de un polinomio de segundo grado en las
variables x, y, z. Esto es

Ax* 4+ By* 4+ Cz* 4+ Dxy + Exz + Fyz+ Gx + Hy + Iz+ K = 0

1.11.1. Planos

Para trazar la grafica de un plano, en general de toda superfice, es conveniente hallar la denominada
traza de la grafica en los planos coordenados, esto es, la recta de interseccién de la grafica del plano
con cada uno de los planos coordenados. Se entiende por plano coordenado a cada uno de los planos
xy, xz, yz. Por ejemplo, si la ecuacién del plano es ax + by + cz +d = 0, entonces con z = 0 se obtiene
ax + by +d = 0 ecuacién de una recta que resulta ser la traza de la grafica del plano en el plano xy.
Anélogamente, se encuentran las dos trazas restantes.
Ejemplo 1.11.1. Tracemos la grifica de

la ecuacion x +y+z =1

Siz = 0, entonces la traza en el plano
xy es la recta x +y = 1, la que tiene
como puntos de interseccién con los
gjes los puntos (1,0,0) y (0,1,0). De
manera andloga, se encuentra que las
rectas x +z = 1, y+z = 1 son las
trazas en los planos xz e yz respec-
tivamente. La gréfica de la ecuacion
x+y+z = 1, en el primer octante,
la muestra la figura 1.30.

figura 1.30

1.11.2. Cilindros

Un cilindro estéd generado por una curva plana llamada directriz y una recta denominada generatriz,
que se mueve paralelamente a si misma, apoyandose en la directriz,

Como lugar geométrico, el cilindro es el conjunto de puntos que traza una recta que se desplaza
paralelamente a otra recta fija llamada generatriz, apoydndose en una curva fija que es la directriz
del cilindro. Sus ecuaciones son de la forma:

fxy) =0, f(x,z)=0, f(y,z)=0

En el primer caso, la directriz es paralela al eje z, en el segundo paralela al eje y, y en el tercero,
paralela al eje x. Una caracteristica primordial para identificar cilindros en el espacio es que éste
tiene omitida una de sus variables.
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generatriz %generatnz

figura 1.31
directriz directriz

El cilindro también puede ser generado por “revolucién”. En un cilindro de revolucién la generatriz
es una recta paralela al eje de revolucién. Asi, el cilindro recto se puede obtener al girar en 360° un
rectangulo alrededor de uno de sus lados (figura 1.32).

eje de revolucion eje de revolucion
generatriz rectangulo
figura 1.32

Ejemplo 1.11.2. Los cilindros x> +y*> = 1, x> +z%> = 1, y> + z* = 1 se denominan circulares pues la
directriz de cada uno de ellos es una circunferencia. La figura 1.33 muestra que ellos crecen en la direccién de
la variable faltante.

z
\Eli] x2+ 22 =a?
a
A A ”
] a ! Aﬁs”
y ] ! ] y y
AT J==i g
x2+y2=a2 t y2+22:u2

figura 1.33 x

Como norma general, para intentar la grédfica de una superficie se puede hallar, en primer lugar,
la curva de intersecciéon de la superficie con los planos coordenados o con planos paralelos a los
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coordenados, y examinar estas curvas (trazas).
Ejemplo 1.11.3. Las superficies
b>x* + a2y2 = a?b?, b2x? + a?2% = a?b?, b2y2 + a?2% = a?b?

son cilindros elipticos, que al intersectdrseles con el plano coordenado faltante tienen como curva de intersec-
cion una elipse. De iqual modo, las ecuaciones

2 = 4ax, 7% = 4ay, ¥ = 4ay, x? = 4az, y2 = 4ax, yz = 4az

son cilindros parabélicos. Es sencillo ver que al intersectarlos con el plano coordenado faltante, la curva de
interseccion es una parabola. (figuras 1.34 y 1.35).

”IIIIIII
T
i

< l iy
o 8 sl » — )
4—x W ;I% Izg%, IIZZZII zZ 1+x
\ 34";;12% ”l;II
i

IIZIIII I;;IIIIII[ ,,zll‘zz%g’

..I “I ""
Ilii"""".‘f.fi"l ""'"I
IIIII[III;;I; [Iliw'-'.ltll;

il | |

figura 1.34 figura 1.35

1.11.3. Esferas

La esfera es el lugar geométrico de todos los puntos que mantienen una distancia constante a un
punto fijo. La distancia constante se denomina radio y el punto fijo centro. Si el centro es el punto
(h,k,j) y el radio es r, entonces un punto cualquiera en la esfera de coordenadas (x,y, z) satisface la
ecuacion

(x =1+ (y—k?+(z—j)* =1
Si el centro es el punto (0,0,0), entonces la ecuacion de la esfera es
2Pt =

La figura 1.36 muestra una esfera de centro (1, —1,2).
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X figura 1.36 figura 1.37

La traza de la esfera en el plano xy se obtiene haciendo z = 0 y resulta la circunferencia x> + y? = r2.

Las trazas en los planos restantes son también circunferencias. Una parametrizacion de la esfera es

x =rcos(t)cos(u),y = rsen(t)cos(u),z=rsen(u), tecl0,2n], uec[—

N\I |
NL;]

Una parametrizacion entrega una mejor definicién al usar un programa computacional. Mds ade-
lante estudiaremos superficies parametrizadas.

1.11.4. Elipsoides

El elipsoide es el lugar geométrico de todos los puntos que satisfacen la relacién

x — h)? — k)2
o

(z—j)?
o=

Se puede verificar facilmente, que las trazas, es decir, la interseccién con planos paralelos a los planos
coordenados son elipses. Sia = b 6a = ¢, 6 b = ¢, se obtiene una superficie de revolucién, en el
cual la generatriz es una elipse que gira alrededor de uno de sus ejes.

Ejemplo 1.11.4. La ecuacién x> + 4y + 4z> = 16 es un elipsoide de centro en el punto (0,0,0) y semiejes
a =4, b=c=1. Semuestraen la figura 1.37. Una parametrizacion de este elipsoide es

x=2vV4—u?cost, y=+4—u’sent, z=u, te€[0,2n], u€[-2,2]

1.11.5. Conos

El cono es el lugar geométrico de todos los puntos que satisfacen una relaciéon de la forma

2 2 42 2 2
vz _ X2y oy B2
St Ema=0 St 55 =0 G55 =0,
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figura 1.38

figura 1.39

La ecuacién general, de la primera forma, del cono en el espacio tiene la forma

(x—h)

az

_k2 Z_'Z
(ybz) | 02]) _0

2
+

Este tipo de cono es eliptico sia # b. Sia = b el cono es circular recto. Las trazas de un cono sobre
los planos coordenados son rectas o puntos. En un cono de revolucién la generatriz es una recta que
corta al eje de revolucién en el vértice. La figura 1.38 muestra el cono de ecuacién z% = x? + y2.

Ejemplo 1.11.5. La ecuacién z> = x> + 4y? representa un cono eliptico con elipses como traza para z # 0.

Siz = 0, entonces x = y = 0, lo que significa que la traza es un punto (figura 1.39). Su parametrizacion es

1
x=ucos(t), y= 5 usen(t), z=u, te€l0,2mr],uc[-22]

1.11.6. Paraboloide eliptico

El paraboloide eliptico es el lugar geométrico de todos los puntos que satisfacen una relaciéon de la
forma

2 2 2 2

y X7z
= b

La ecuacion general, de la primera forma, del paraboloide eliptico en el espacio es
(x—h)

a2

G _ae )

La traza en el plano xy es un punto, las otras trazas son parabolas. Si a = b, se tiene un paraboloide
de revolucidn, que se obtiene haciendo girar la traza xz alrededor del eje z.

La figura 1.40 muestra el paraboloide de ecuacién z = x> + 2.
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fieura 1.41
8 y

En la forma general de la ecuacién cuadrética, el paraboloide eliptico se caracteriza por tener una de
las constantes A, B, o C igual a cero, y las restantes del mismo signo.

Ejemplo 1.11.6. La ecuacion z — 1 = x? + 4y? es de un paraboloide, cuya traza en el plano yzes z = 1+ 4y?,
una pardbola. Del mismo modo, su traza en el plano xz es la pardbola z = 1 + x2. No existe traza en el plano
xy pues, x> + 4y> = —1 es imposible. Si z = 1 la traza sobre este plano es un punto y si z > 1 las trazas
sobre estos planos son elipses (figura 1.41). Una parametrizacion de este paraboloide es

x = \ucos(t), y:%\/ﬂsen(t), z=u+1, te€(0,2n], u€lo,3]

1.11.7. Paraboloide hiperbdlico

El paraboloide hiperbdlico es el lugar geométrico de todos los puntos que satisfacen una relacion de

la forma ) ) ) ) ) )
x__y_zczz x__z_:bzy y__Z_:azx
a> b2 "oa?2 (2 Top2 2

La ecuacion general, de la primera forma, del paraboloide hiperbélico en el espacio es

x—h)2 _1\2
( a2h) _(y bzk) :CZ (Z—j)

La traza en el plano xy son rectas. En los otros planos es una parabola. Esta superficie no es de
revoluciéon. Cuando se trata de un hiperboloide de revolucién la generatriz es una hipérbola que
gira alrededor de uno de sus ejes de simetria.

En la forma general de la ecuacién cuadratica, el paraboloide hiperbdlico se caracteriza por tener
una de las constantes A, B, o C igual a cero, y las restantes de distinto signo.

Ejemplo 1.11.7. La ecuacién x*> — y> = z representa un paraboloide hiperbélico de centro el origen. Sus
trazas son una pardbola y dos hipérbolas (figura 1.42). Una parametrizacion es

x=t y=u z=t—u?, te[-22], uec[-22]
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/’I

x SN
fi 143 % ’
igura 1.

figura 1.42

1.11.8. Hiperboloide de una hoja

El hiperboloide de una hoja es el lugar geométrico de todos los puntos que satisfacen una relacién

de la forma

2 ]/2

[

2

X
+C—2:1

x
4+ - =1, ___+_2:1, _;+
La ecuacién general de la primera forma es

(x—h)

=L VAL LY 1

2
+ b2 c?

En la forma general de la ecuaciéon cuadratica, el hiperboloide de una hoja se caracteriza por tener
sus constante A, B, C diferentes de cero, y una de ellas tiene signo negativo. Las trazas de este hiper-
boloide son elipses o hipérbolas. Si 2 = b se tiene una superficie de revolucién, haciendo girar la
traza xz alrededor del eje z.

Ejemplo 1.11.8. La figura 1.43 muestra el hiperboloide de una hoja y de ecuacion x> + y*> — z% = 1.
Una parametrizacion es

x=V1+4u2cos(t), y=V1+u?sin(t),z=u, te€0,2n], ue[-22]

Esta parametrizacion se obtiene de escribir

PP =1+2>= (\/@)2

y utilizar las funciones trigonométricas de seno y coseno en su identidad bésica

sen’t + cos*t = 1

40



1.11 Supertficies

1.11.9. Hiperboloide de dos hojas

El hiperboloide de dos hojas es el lugar geométrico de todos los puntos que satisfacen una relacién

de la forma ) ) ) X ) 5
2P 2 P2y 2, 2 P2
a b2 2 a? b2 c?

La ecuacion general de la primera forma es

(=P (=R (-
22 B2 2

Esta expresion carece de traza yz, ya que z
con x = h se obtiene una suma de cuadra-
dos igual a un nimero negativo. Las trazas
restantes son hipérbolas. Si b = ¢, se tiene
una superficie de revolucién, que se ob-
tiene haciendo girar la traza xz alrededor
del eje z.

En la forma general de la ecuacién
cuadratica, el hiperboloide de dos hojas se
caracteriza por tener sus constante A,B,C
diferentes de cero, y dos de ellas son de sig-
no negativo.

X

Ejemplo 1.11.9. La ecuacién x> — y? + z> + 4 = 0 representa un Hiperboloide de dos hojas. Su traza en los
planos xy e yz son hipérbolas. Su traza en el plano xz es el conjunto vacio. Figura 1.44

Una parametrizacién de esta superficie se obtiene al escribir (1/y2 — 4)? = x> + 22, y es

x=vut—4cos(t), y=u, z=+~u?—4sen(t), tel0,2n], u>2

para la parte derecha, en tanto para la izquierda es

x=vu?—4cos(t), y=—-u, z=+u*>—4sen(t), tel0,2m], u>2
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Caminando entre rectas y planos

Estos son algunos consejos que puedes tomar en cuenta a la hora de encontrarte con rectas y planos.

. Para hallar la ecuacién vectorial de una recta que pasa por dos puntos P; y P,, basta tomar

=
como vector director al vector P; P, y tomar como punto a cualquiera de los dos.

. Si conoces las ecuaciones paramétricas de la recta, los coeficientes de t nos dan un vector pa-

ralelo a la recta y los términos constantes de la derecha nos dan un punto por donde pasa la
recta.

. Para obtener puntos de una recta de la que se tienen sus ecuaciones paramétricas, basta dar

diferentes valores al pardmetro.

. Sinecesitas la interseccién de dos rectas, se igualan sus ecuaciones y se resuelve.

. Si el vector director (a,b, c) de una recta tiene dos componentes igual a cero, entonces la recta

es perpendicular a alguno de los planos coordenados.

. Lanormal de un plano se obtiene con dos vectores no paralelos que pertenezcan al plano.

. Para hallar la ecuacién de un plano que pasa por tres puntos Py, P; y P,, basta hallar dos

vectores cualquiera que los unan y luego tomar como normal al plano al producto cruz de esos
vectores y tomar como punto a cualquiera de los tres (figura 1).

. Para hallar la ecuacién de un plano que pasa por un punto P y contiene a una recta L, se hallan

dos puntos Q y R de la recta y se estd en el caso anterior (figura 2).

. Para hallar la ecuacién de un plano que contiene a dos rectas L y Ly que se cortan con vectores

directores 71 y 7y, la normal estd dada por 7i; X 7ip y luego tomamos un punto sobre una de las
rectas (figura 3).

f=1ix7 il =iy X #ip
figura 1 figura 2 figura 3

10. Si se da la ecuacién cartesiana de un plano, los coeficientes de la ecuacién dan 7.
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11. Si nos dan una recta L perpendicular a un plano, para hallar la ecuacién del plano se toma
como normal al vector de direccién de la recta.

12. Si nos piden una recta L perpendicular a un plano, se toma como vector director de la recta a
la normal al plano (figura 4).

13. Para hallar la distancia entre planos paralelos basta hallar la distancia entre un punto cualquie-
ra del primer plano y el segundo plano.
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1.12. Problemas resueltos

Ejemplo 1.12.1. Los puntos (1,—1,3), (2,1,7) y (4,2, 6) son vértices de un tridngulo rectdangulo
En efecto, si consideramos los vectores

A=(1,24), B=(333),C=(21-1)
obtenidos al restar las coordenadas de los puntos dados, se tiene

- 21 7 = 6 2 _,
LAB:—:\/; / BC= :\ﬁ, / AC=0
V2127 9 V276 9

—

Se concluye de Z AC= 0, que el tridngulo es rectdngulo.

Ejemplo 1.12.2. Los puntos (—3,2,4), (6,1,2) y (—=12,3,6) son colineales.

Para probar esto, es suficiente hallar distancias:

V8l+1+4=+86
V8l+1+4=+86
V324 +4+16 = V344

d[(—3,2,4),(6,1,2)]
d[(—3,2,4),(—12,3,6)]
d[(6,1,2),(—12,3,6)]

Se observa que v/86 + /86 = 21/86 = \/344. Esto demuestra que los puntos son colineales.

Ejemplo 1.12.3. Los puntos medios de un tridngulo son los puntos (3,2,3), (—1,1,5) y (0,3,4). Vamos a
encontrar los vértices del tridngulo.

Para esto vamos a considerar que los vértices tienen coordenadas (x1, x2, x3), (y1,Y2,Y3), (z1,22,23).

Se tiene que
(

(xl +y1/ X2 +y2/ X3 +y3) = (3/2/3)

(X1 +z1,X2 4+ 22, X3 —|—23) = (—1, 1,5)

—_N =N

L E(yl +21/y2+221y3+23) = (013/4)

Este sistema da origen a las siguientes igualdades:

X1+y1 =6, x2+1y2=4, x3+yz3 =26
x1+z1=-2, x2+z2=2, x3+z3=10
y1+2z1 =0, Yo+20=6, Yyz+z3=28

Alresolver seencuentraz; = —4; y1 =4, x1 =2,20 =2, yop =4, x0 = 0,23 =6, y3 = 2; x3 = 4.
Con ello se tiene que los vértices tienen coordenadas (2,0,4), (4,4,2) y (—4,2,6).
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Ejemplo 1.12.4. La ecuacién paramétrica de la recta que pasa por el punto (4, —5,0) y es perpendicular al
plano x 43y — 6z —8 = Oes
X = (4,-5,0) +1(1,3,—6)

Ejemplo 1.12.5. Hallemos la ecuacién paramétrica de la recta que pasa por el origen y es perpendicular a las
rectas de directores (4,2,1) y (—3,—2,1).

Sea (dq,d»,d3) el vector director de la recta que se busca. Entonces se satisface que

(dlle/ d3) o (4/ 2/ 1) =0
(dl,dz,dg) e} (—3, —2,1) =0

Al resolver se encuentra; dy = —2d3, dr» = %dg, d3 = d3, de modo que, en particular se tiene que
d= (4, —7,—2). Luego, la ecuacion de la recta es,

X = t(4,—7,-2)
Ejemplo 1.12.6. Hallemos ecuacién del plano que contiene los puntos (3,4,1), (1,7,1) y (—1,—-2,5).
Con los tres puntos dados se forman dos vectores del mismo origen
A=(3,41)—(1,7,1) = (2,-3,0), B=(341)—(-1,-2,5) = (4,6,—4)

Luego, el vector normal 7i que se necesita es

i 7k
i=12 -3 0]|=(12824)
4 6 —4

En consecuencia, la ecuacion del plano es
(x—3,y—4,z—-1)-(12,8,24) =0
que escrito en su forma general es 3x + 2y + 6z — 23 = 0.

Ejemplo 1.12.7. Hallemos la ecuacion del plano que contiene al punto (4,0, —2) y es perpendicular a la recta
que pasa por los puntos (2,2, —4) y (7, —1,3).

Como el plano es perpendicular a la recta, el vector director de ésta sirve como vector normal del
plano. Esto es, # = (5, —3,7). Con el vector normal y el punto en el plano concluimos que

(x—4,y,z+2)0(5,-3,7) =0
de donde, la ecuacién del plano es 5x — 3y +7z — 6 = 0.

Ejemplo 1.12.8. Hallemos la ecuacién del plano que contiene al punto (4,0, —2) y es perpendicular a los
planosx —y+z=0y2x +y—4z—-5=0.
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Suponemos que el vector normal tiene la forma 71 = (a, b, ¢). Se debe cumplir que

(a,b,c)o(1,-1,1)=0
(a,b,c)0(2,1,-4) =0

de lo cual, el vector normal tiene coordenadas, 7i = (1,2,1), y en consecuencia,
(x—4,y,z+2)-(1,21)=0=x+2y+z—-2=0
es la ecuacion del plano buscado.

Ejemplo 1.12.9. Hallemos el trabajo que realiza la fuerza F = (5,0, —3) para mover un objeto a lo largo de
la recta que une los puntos P = (4,1,3) y Q = (=5,6,2), en donde la magnitud de la fuerza estd medida en
libras y la distancia en pies.

Recordemos que, si la fuerza F es constante y se desea mover un objeto una distancia d a lo largo de
una recta actuando la fuerza en la misma direcciéon del movimiento, entonces

T=F-d
El vector desplazamiento es
d=Q—-P=(-95-1)

En consecuencia
T=(50-3)0(=9,5 —1)=—42 plb

Ejemplo 1.12.10. Probemos que los vectores (A — ¢ B) y B son perpendiculares, con la condicion que A y B
AoB

[1B]1>

son distintos de cero y ¢ =

(A—cB)oB = AoB-cBof= Aol s (Boh)
— AocB—AoB=0
Ejemplo 1.12.11. Probemos que las rectas *F1 = y_i; = # = 2=8 son coincidentes.

Para esto es necesario ver que el producto cruz de sus vectores directores es cero.

i j ok
2 -5 3[=0
-2 5 -3

y ademas, el punto (—1, —4,2) estd en ambas rectas.
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Ejemplo 1.12.12. Larecta x +1 = g = z se encuentra en el plano de ecuacion 3x +y — z = 3.

En efecto, el punto (0,4, 1) pertenece tanto al plano como a la recta. La ecuacién paramétrica de la
recta tiene la forma
X=(-160)+¢t(1,-21)

de la cual se obtiene que el punto (—1,6,0) estd en la recta y en el plano. Por otra parte, los vectores
normal del plano y director de la recta satisfacen

(3,1,-1)-(1,-2,1) =0

lo que significa que la recta es paralela al plano, pero como ya se han encontrado dos puntos que
pertenecen tanto al plano como a la recta, se deduce que la recta esté en el plano.

Ejemplo 1.12.13. Hallemos el menor dngulo entre las rectas de ecuaciones {x = 2y +4, z = —y +4} y
{x=y+7, 2z=y+2}.

Escribimos las ecuaciones en forma paramétrica

t
{x=2t+4, y=t, z=4—1t}, y {x=t+4+7 y=t, Z:1+§}

Los vectores directores son, respectivamente, dy = (2,1,-1)y dy = (1,1, %) En consecuencia

V6-v9-cos6 = (2,1,-1)-(2,2,1)

5 5
co0s = = ——=—0—=uarccos —

3v6 3v6

: ; -1 _ y+2 _ z-3
Ejemplo 1.12.14. Hallemos el plano que contiene el punto (6,2,4) y a la recta *5= = = = =

=23
De la ecuacion de la recta parametrizada en la forma
X =(1,-2,3)+1(56,7)

obtenemos dos puntos, que por hipétesis, deben estar en el plano. Estos puntos son (1,—-2,3) y
(6,4,10). Como estd dado un tercer punto en el plano, entonces formamos dos vectores,

7=(624)—(1,-2,3)=(54,1), b=(624)—(6410)=(0,—2,—6)

con los cuales encontramos el vector normal

~.

ik
4 1 |=(11,-15,5)
2

=
I
S ar

—6

Luego, la ecuacion del plano es 11x — 15y 4 5z — 56 = 0
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Ejemplo 1.12.15. Hallemos la ecuacién del plano que contiene las rectas que se intersectan:

x—2 y+3 z+2
4 -1 37

{3x+2y+z+2=0,x—y+2z—-1=0}

La parametrizacion de la primera es
x=2+4, y=-3—t z=-2+3t
Para parametrizar la segunda recta, que es la interseccién de dos planos, resolvemos el sistema

3x+2y+z+2 = 0
x—y+2z—1 = 0

al eliminar la variable z se obtiene x +y = —1. Con x = s se obtieneny = —1 — 5, z = —s, de donde
la parametrizacion de la segunda recta es

x=s y=-1-s5 z=-—s5
Los vectores directores de ambas rectas son 6?1 =(4,-1,3)y ﬁz = (—1,1,1), con lo cual, un vector
normal al plano es
i
4 -1
-1 1

‘\A.l

= (—4,-7,3)

_ W A

Para hallar el punto de interseccién de ambas rectas igualamos sus coordenadas usando las parametriza-
ciones.
24+4t=s, —-3—t=-1—5s, —2+43t=-s

de donde t = 0, s = 2. Esto significa, que para esos valores de los pardmetros s y t se tiene el mismo
punto, i el de interseccién !, que resulta ser (2, —3,—2). En consecuencia

(x—2,y+3,z+2)-(47,-3)=0=4x+7y—324+7=0
es la ecuacion del plano.

Ejemplo 1.12.16. Probemos que las rectas siguientes son paralelas, y hallemos el plano que determinan.

3x—y—z =0 x—=3y+z+3 = 0
8x—2y—3z+1 = 0 7 3x—y—z+5 = 0

Haciendo z = t tenemos las parametrizaciones

t—1 t—3 t—3 t+1
(r="gmy="gna=th y {x="ry=" =t

siendo claro que los vectores directores de ambas rectas; d; = (3,3,1) y da = (3,1,1) son parale-
los. Esto prueba que las rectas son paralelas. Para hallar la ecuacién del plano consideremos en la
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1.12 Problemas resueltos

primera recta los puntos (1,0,3) y (2,1,5), y en la segunda recta el punto (0,2,3). De esta manera,
se tienen los vectores

i=(1,0,3)—(2,1,5) =(-1,-1,-2), b=(1,0,3)—(0,2,3) = (1,—-2,0)

con los cuales se determina el vector normal 7i al plano que se anda buscando

i ]k
n=|-1 -1 —2|=1(-4,-273)
1 -2 0

Luego, la ecuacion del planoes (x —1,y,z — 3) - (—4, —2,3) = 0. Es decir
4x+2y—3z+5=0

Ejemplo 1.12.17. Hallemos la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por el origen y es perpendicular a la
recta }(x —10) = 1y = 1z en su interseccion.

Si (dy,dp, d3) es el vector director de la recta, entonces la condicién de perpendicularidad hace que
se satisfaga (dy,dp,ds) - (4,3,2) = 0. Por otra parte, el punto de interseccion se determina al resolver
el par de ecuaciones

{x =10+4t, y = 3t, z = 2t}, {x =sdy, y=sdy, z=sd3}

de la segunda y tercera ecuacion se obtiene 2d, = 3d3, de donde s = t. Siendo asi, dy = 3,y d3 = 2.
Para hallar d; consideremos la condicién de perpendicularidad, 4d; + 3dy + 2d3 = 0. Al reemplazar

dy = 3,y d; = 2, se obtiene di = —14—3. Con esto, un vector director es d = (13,—-12,-8). En
consecuencia, la ecuacion buscada de la recta es

O bien
X =1(13,-12,-8)

Ejemplo 1.12.18. Hallemos la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por el punto (2,0, —4) y es paralela
a cada uno de los planos 2x +y —z =0y x + 3y + 5z = 0.

Si (dy,dp, d3) es el vector director de la recta, entonces se debe cumplir que

(dl,dz, d3) 9 (2, 1, —1) =0
(dl,dz,dg) o (1,3,5) =0

Al resolver se obtiene como vector director de la recta d = (8,—11,5). De modo que la ecuacién de
la recta es
X =(2,0,—4)+1t(8,-11,5)
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Ejemplo 1.12.19. Determinemos si las siquientes rectas son paralelas
{x=4-2t,y=1+4+4t,z=3+10t}, {x=s,y=6—2s,z=4—"5s}
La forma maés simple de ver esto es por medio de los vectores directores.
di = (—2,4,10) dy = (1,-2,-5)
dado que existe escalar k = —2 tal kd, = dj, se sigue que las rectas son paralelas.

Ejemplo 1.12.20. Estudiemos la posicién relativa de los planos dados, en caso de interseccion hallaremos la
recta de interseccion.

P =2x—-3y+4z=1
Phb=x—-y—2z=5

La respuesta se obtiene estudiando el rango de la matriz de los coeficientes de su ampliada. Veamos

que tenemos:
(2 -3 4 ;o (2 =3 4 1
A= (1 -1 —1) AL = (1 -1 -1 5)

Es sencillo ver que ran(A) = 2y que ran(A’) = 2. Luego hay recta de interseccién, y la determi-
nacioén de la ecuacion de ésta es como sigue:

2x =3y +4z=1

— 6z =10
X—y—z=>5 Yo

eligiendo z = ¢, resulta y = 10 + 6f, x = 14 4 7t. Por tanto, la ecuacién paramétrica es
{x=14+7t, y=10+6t, z=t}

Ejemplo 1.12.21. Hallemos la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, —4,5), que es perpendicular con
x+8 _ Y=5 z—1

la recta *5° = “5~ = =, y es paralela al plano 3x +y — 2z =5
Solo falta hallar el vector director de

la recta y tenemos la respuesta. De las

hipétesis, se puede hacer el esquema

gréafico que muestra la figura. La rec-

ta pedida es L y tiene vector director

d = (a,b,¢). El plano tiene vector nor-

mal # = (3,1, —2). La recta perpen-

dicularalarecta L, es L y tiene vector

director d; = (2,3,—1). De la figura figura 1.45
es facil darse cuenta que

S
I~

Ly

=
Aat)
Il
>
]
2y
I
o
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1.12 Problemas resueltos

esto lleva a resolver el sistema

20+3b—c=0 5
—a=-c¢, b=—-c
3a+b—-2c=0 7

En consecuencia, el vector director de la recta que andamos buscando es, con ¢ = 7
d=(5-1,7)

y la ecuacioén resulta ser
X =(2,-4,5)+t(5-1,7)

Ejemplo 1.12.22. Dadas las rectas L1 = {3x —y —z, 8x -2y —3z+1=0}yLr={x+1=y—-1=
%} Verifiquemos que son paralelas, hallamos distancia entre ellas y determinamos la ecuacion del plano que
las contiene.

Calculando los vectores directores estamos al otro lado. En L; hacemos z = t para tener que

3x—y=t t—1 t—3
:}x:—’ y:—, 7z =1
8x —2y =3t -1 2 2

de 1o cual, un vector director de la recta L; es d; = (1,1,2) (se multiplic6 por 2). Otra forma de
obtener este vector director es haciendo el producto cruz entre (3,—1,—1) y (8, —2,—3). Para la

recta Ly tenemos que 072 = (1,1,2). Por tanto, las rectas son paralelas.

Para hallar la distancia entre ellas, sin usar directamente la férmula, es suficiente mirar la figura 1.46
y elegir en cada recta un punto. Se forma el vector ¥ que une esos puntos

7=(1,0,3) - (-1,1,1) = (2,-1,2)
Si 0 es el angulo que forma este vector d con el director d,, entonces la distancia es

_senf 17 x do|| | - _||z7><d}||

v 9] ]dz]]

Haciendo los célculos correctos, U X d} = (—4,2,3). Se tiene

29
d=1\/—
6

Lq [;1 (1,0,3)

d

,0,

»
I

I

I

I

I

1

Ly

i

figura 1.46 figura 1.47
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Para hallar el plano que las contiene, necesitamos un vector normal y un punto del plano. El normal

se obtiene del producto cruz entre 7'y d}, y resulta ser i = (—4,2,3), con lo cual, la ecuaciéon del
plano es
(x—1,y,z—3)0(—4,2,3) =0=— —4x+2y+3z=5

Ejemplo 1.12.23. Sean il, T € R3 vectores unitarios y perpendiculares. Probemos que, si @ pertenece al
plano determinado por ii y U, entonces

1@|[* = (o @)* + (7 0 @)*
Si w pertenece al plano determinado por esos dos vectores, entonces se satisface que
W=wil + T (1.4)

La figura 1.47 muestra esto, ademds, sabemos que

S
!
QL
[e)
Sl

iio
|[#] |

o = comp W = =iowW y PB=comp W=

Al reemplazar en (1.4):
W= (low)il + (FoW)T
Tomando norma y elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacién
|@]|* = (aii + BT)o(ail + BT) =a’iioil+2uBiloT+p>Tod

= o |||} + 2 ||3]° = o +

= (lo®)*+ (Fom)?
Ejemplo 1.12.24. Probemos que las rectas siquientes se cruzan sin cortarse. Ademds, hallaremos los planos
paralelos que contienen a cada una de estas rectas y la distancia entre estos planos.

x+2 y+3 z

LlZ 3 5 E Yy Lzl

x—12 y+4 z-2
2 3 4

Ponemos cada recta en su forma general (multiplicando cruzado)
Ly: {2x—=3y=52y—2z=—6} y Lp: {3x—2y =44, 4y — 3z = —22}

Ahora se conforman las matrices de los coeficientes y la ampliada

2 -3 0 2 -3 0 5
o 2 =2 . o 2 —2 -6
M=13 5 ¢ y o M=l3 5 o u

0 4 -3 0 4 —3 —2

Haciendo reduccioén por filas se llega a que rang(M) = 3y rang(M*) = 4, lo que significa que las
rectas se cruzan sin cortarse

52



1.12 Problemas resueltos

Para determinar las ecuaciones de ambos planos, lo primero es que sabemos que son paralelos, esto
nos dice que tienen el mismo vector normal que obtenemos del rpoducto cruz de los directores.

n=(322)%x(23,4) =(2,-8,5)
El plano que contiene a la recta L contiene al punto (—2, —3,0), luego su ecuacion es
(x+2,y+3,2)-(2,-85)=0=2x—8y+5z—-20=0
El plano que contiene a la recta L, contiene al punto (1, —4,2), luego su ecuacién es
(x—1,y+4z-2)-(2,-85) =0=2x—8y+5z2—44=0

Para hallar la distancia entre los planos usemos distancia punto (en L) a plano (Ly). El punto elegido
en L1 es P(—2,—3,0), el punto del plano L, es Q = (1, —4,2). Formamos el vector que une estos
puntos

PQ=Q-P=(3-12)

Asi,

,_(3-12)-(2-85 _ 24
285l Vo3

Ejemplo 1.12.25. Hallemos la ecuacion de la esfera de centro en el plano xz y que es tangente al plano
2x —y+z—4=0enel punto (1,5,7).

La esfera queda determinada conociendo el centro y el radio. Suponemos que el centro es (4,0, k).
Ahora vamos a encontrar la ecuacion de la recta que pasa por (1,5,7) y es perpendicular al plano
dado, de esta manera, esta recta pasa por el centro de la esfera. Tenemos

X=(1,57) +t2-1,1)=x=1+2t, y=5—t, z=7+t

Por tanto,
h=1+2t, 0=5—-t, k=74+t—t=5—h=11, k=12

De esta manera, el centro de la esfera es (11,0,12). La distancia entre este punto y (1,5,7) propor-
ciona el radio

r=4d[(11,0,12),(1,5,7)] = V150
En consecuencia, la ecuacion de la esfera es
(x —11)* +y* + (z — 12)* = 150

Ejemplo 1.12.26. Hallemos la ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto (1,5, —3), que es paralela

al plano 4x — 6y + z + 13 = 0y perpendicular a la recta x—;rl = yzié = %
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Suponemos que el vector director de la recta a encontrar es d = (a,b,c). Por ser la recta paralela al
plano, el producto punto entre su director y el normal del plano debe ser cero, esto es,

doit = (a,b,c)o(4,—6,1) =4a —6b+c=0

De igual manera, el director de la recta con el director de la recta perpendicular @ debe dar cero, es
decir, B
dow=(a,b,c)o(7,2,13) =7a+2b+13c =0

De este par de ecuaciones se puede eliminar b y tener a en funcién de c y posteriormente b en funcién
de c. Se tiene .
d = (—16,-9,10)

Se concluye que la ecuacion de la recta buscada es
X=(1,5-3)+t(—16,—-9,10)
Ejemplo 1.12.27. Probemos que la recta xT_l = yziz = % y el plano 2x 4 3y — 4z + 14 = 0 se intersectan.

Ademds, sobre el punto (5,2,9) de la recta se halla instalada una hormiga, dispuesta a saltar hacia el plano,
hallemos la medida de este salto.

La ecuacion paramétrica de la recta es
x=1+2t, y=-2+2t, z=3+3t

Si reemplazamos estos valores en la ecuacién del plano hallaremos si existe algtin valor de t que le
satisface
2(14+2t) 4+3(—2+42t) —4(34+3t)+14 =0 =t = —1

Asi que se intersectan. El punto de interseccion es (—1, —4,0). Para hallar la altura del salto recurri-

mos a la distancia punto plano. Si P = (—1,—4,0) y Q = (5,2,9), entonces el vector PQ= (6,6,9).
Luego,

6,6,9)0(2,3,—4 6
4(5,2,9), 2% + 3y — 4z — 14 = 0] = . ||(2>3(_4)” L@

La figura 1.94 muestra una descripcién de la situacion.

L
L/ B __emmm""
T L Ly o ___
] S 4 e
/
) S ’ K
’ ’ ’
’ / ,
/7 4 4 ,
4 ’ /
, ’ , K
’ ¢ S K
A / /
e y
figura 1.48 figura 1.49
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Ejempl_o)1.12.28. Dados A(3,1,—1) y la recta XT_l =4= #, hallemos el punto B en la recta tal que el
vector AB sea paralelo al plano 3x — 2y + z = 4.

—

La normal del plano es 7i = (3, —2,1). Para que AB sea paralelo al plano debe ser

—

AB 1 #
Ahora bien el punto B deber estar en la recta, por tanto satisface la ecuacién paramétrica
x=1+t y=2t z=-1+43t
Ahora formemos el vector
AB= (1+1,2t,—1+3t) — (3,1,—1) = (t — 2,2t — 1,3¢)

Finalmente,
ABoii = (t—2,2t—1,3t)0(3,-2,1) =0

de donde, t = 2. Por tanto, el punto B tiene coordenadas (3,4,5).

Ejemplo 1.12.29. Determinemos la posicién relativa entre la recta {x —y+2z =3, x+z+1 =0} yel
plano 3x —y + az = 0, segiin el valor de la constante a.

Usaremos matrices para hallar soluciéon

1 -1 2 1 -1 2 3
M=1|1 0 12 y M =11 0 1 -1
3 -1 a 3 -1 a O

Al hacer reducciones se llega a:

10 1 10 1 -1
M={(01 -1 y M=|01 -1 -4
0 0 a—-4 0 0 a—4 -1

Se tienen los siguientes casos:

= Sia = 4, entonces el rango de M es 2 y de M* = 3. Se sigue que la recta es paralela al plano y
no esta contenida en €L

» Sia # 4, entonces el rang(M) = rang(M*) = 3. Se sigue que la recta corta al plano en un
punto.
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1.13. Problemas propuestos

1.

10.

11.
12.

13.
14.

15.

16.
17.

Los puntos Py Q son vértices opuestos de un paralelepipedo rectangular con caras paralelas
a los planos coordenados. Hallar las coordenadas de los vértices restantes.

a) P = (0,0,0), Q = (7,2,3) b)P = (1,1,1), Q = (3,4,2)

. Hallar la distancia y las coordenadas del punto medio del segmento que une los puntos P =

(4,-3,2), Q= (-2,3,-5).

. Probar que los puntos (2,2,2), (2,0,1), (4,1,—1), (4,3,0) son vértices de un rectdngulo.

Se traza una recta por el punto (6,4,2) perpendicular al plano yz. Hallar las coordenadas de
los puntos, en esta recta, que estdn a una distancia de 10 unidades del punto (0,4,0).

. Hallar la distancia del punto (2, —1, —4) ala recta que pasa por los puntos (3, —2,2) y (—9, —6,6).

Demostrar graficamente que —(@—b) =b—2a

. Demostrar que si los puntos (1,2,3), (2, —1,5), (4,1,3) son los vértices de un paralelogramo ,

entonces el cuarto vértice es (3,4,1) y su drea 2+/26.

. Demostrar que para vectores 7 y b no cero, los vectores |b|d + ||b y |b|@ — |d@|b son perpendi-

culares.

. Hallar la ecuacién del plano que contiene los puntos (0,0,2), (2,4,1) y (—2,3,3).

Hallar la ecuacion del plano que es paralelo al plano 4x — 2y +z —1 = 0, y que contenga al
punto (2,6, —1).

Hallar la distancia del punto (2,2, —4) al plano 2x +2y —z — 6 = 0.

Probar que los planos 4x —8y —z+9 = 0, y 4x — 8y —z — 6 = 0 son paralelos y hallar la
distancia entre ambos

Seand = (—3,1,4), b= (6, —2, k). Determinar un valor de k para d L b, a |E Resp.5, —8

Hallar el valor de k para que el tridangulo de vértices A(1, —5,k), B(4, —k,1) y C(5, —8,k) sea
rectangulo en A. Calcula su area utilizando el concepto de producto vectorial de dos vectores.

Resp.k=1,A = %
Seand = (2,4,5), b = (3,1, k). Determinar un valor de k parad L b, a |B Resp. -2, A
Hallar el 4rea del paralelogramo de diagonales @ = (3,1, —2) y b = (1, —3,4) Resp 5v/3

Hallar las ecuaciones de las rectas que se indican, en sus formas vectorial, paramétrica, carte-
siana y general
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18.

19.

20.
21.

22.
23.

24.

25.

26.
27.

28.

29.

a) Pasa por el punto (3,4,5) y sigue la direccién del vector 7 = (2,7, 3)
b) Pasa por los puntos (3,1,2) y 2,5,4)
Escribir la recta {3x —4z+5 =0, 5x — 4y + 7 = 0} en forma cartesiana.

o x—2 y—1 z-3
Escribir 1 t = =
scribir la recta — 1 5

en la forma general.

Hallar dos puntos que pertenezcan a la recta X2 = % =23

Determinar si los puntos (5,10, 8), (1,2,2), (4,7,3) pertenecen a la recta

x—3 y—6 z-5
2 4 3

Hallar el vector director de la recta "4;1 =5 =23
Hallar el punto de interseccién de las rectas

x—3 y—4 z-1 x—5 y—-3 z—-6
2~ 3 T 1 7 4 2 6

Calcular el valor de m para que las siguientes rectas sean coplanarias:

{x=3—-A y=m+A, z=2+2A} y x;lz_ll:z—;—Z

Para ese valor de m determinar la posicion relativa de las rectas.

Resp: m = —2. son secantes
Dado el plano 2x — 3y +z = 0y la recta "1;1 = % = % Hallar la ecuacién del plano que
contiene a la recta y es perpendicular al plano. Resp:5x +3y —z—-12=0
Hallar el punto simétrico de A(2,1,3) respecto del plano x +z = 3. Resp. A =(0,1,1)

Hallar el punto simétrico de A(2,1,3) respectoalarecta {x =2+t y =1+t z =1}
Resp. A = (2,1,—1)

Hallar el punto simétrico del origen de coordenadas respecto a la recta {2x +y —2 =0, x +
z—2=0}. Resp. (2,0,2)

x—8 z—15
5 YT

a) La menor distancia de P a la recta.

Dado el punto P(4,3,5) y la recta . Hallar:

b) El punto Q de la recta que determina la menor distancia del punto P a la recta.

c) La ecuacion de la recta perpendicular a la recta dada que pasa por P
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

-4 __ y=3 _ z-5
Resp. 3,46, Q(2,1,7), i = 15} = =5
Determinar si las rectas dadas son coincidentes.

x—3 y—4 z-1 x—5 y—-3 z-—8
2 ~ 3 T 17 i~ 2 "6

Dado el punto P(1,—1,3) y el plano 2x — 2y +z + 2 = 0. Se pide:

a) Simétrico de P respecto al plano.
b) Ecuaciéon del plano paralelo al plano dado y que dista dos unidades de P.

¢) Area del tridngulo que forman los puntos de corte del plano con los ejes de coordenadas.
Resp.a) (—3,3,1),b)2x —2y+z—1=0y2x —2y+z—13=0,0) A = %

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1,1,0) y es paralelo al plano 3xy +z = 2
ycortaalarecta {x —y+1=0, x —2y+z = —5}. Resp. *71 = y%l = —z.

Hallar un punto que pertenezca al eje x y que equidiste de los planos 4x —3y —3 = 0y
2x+2y—z—1=0. Resp. (2,0,0).

Hallar las ecuaciones de los planos que satisfacen:
a) Pasa por4,6,7) y tiene vector normal #i = (2,3,5)
b) Pasa por (3,5,8) y es paralelo al plano 2x + 4y + 7z — 38 = 0.
c) Pasa por (2,3,5) y sunormal es el eje z.

d) Intersecta a los ejes coordenados x, y, z en los puntos 2, 5,6
e) Contiene a los puntos (1,2,5),(2,4,3),(4,7,6).

Hallar la ecuacién del plano que contiene a las rectas paralelas

x—1 y+2 z-1 x+1 y—1 z+5
2 - 3 1 y 2~ 3 1

Resp.21x — 10y — 12z —-29 =0

Hallar dos puntos, distanciados 6 unidades, sobre la recta "T’l = y%z = %

Resp. (1,2,1) y (3,6,5)

Hallar la distancia entre el punto y plano indicado. Sefialar el punto del plano que determina
la minima distancia.

a) P(7,3,4), 6x—3y+2z—13=0 Resp.4, (2,%,2)
b) P(0,0,0), 2x+2y—z—18=0 Resp. 6, (4,4,-2)
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Hallar la minima distancia entre:

a) Los planos 3x 4+ 6y +2z —22 =0, 3x + 6y + 2z — 27 = 0. 2
b) Los planos2x +y+2z—-12 =0, x + 3y +4z —24 = 0. 0
c) Elplano 6x +6y —7z+42 =0,y la rec’ca"T_1 = y5;3 = %. Resp. %

Hallar la interseccién entre el plano y la recta que se indica

x—1 y+1 z-12
2 3 =2
x+1_z—|—2
1 27

a) 3x—y+2z—-5=0,

Resp. (3,2, —1)

b) x+2z+3=0,

y=0. Resp. (—3/5,0,—6/5)

Hallar la ecuacién del plano que es paralelo al indicado y se encuentra a la distancia d que se
sefiala.

a) x —2y—2z—-12=0,d =2. Resp.x =2y —2z—-6=0
b) 2x -3y +6z—-14=0,d=7/2. Resp. 4x — 6y +12z+21 =0

Graficar la esfera de ecuacién x? + y2 + z? — 4x — 6y — 10z + 37 = 0. Indicar centro y radio.

Hallar la ecuacién de la esfera de centro (—4,2,3) y que es tangentea2x —y —2z+7 =0

Resp. x2 + 12 + 22 +8x — 4y — 6z +20 =0
p y Y

Hallar la interseccién entre el plano z = 4 y la esfera (x —2)? + (y — 3)2 + (z — 1)2 — 25 = 0.
Identificar el lugar geométrico.

Hallar la interseccién entre la recta *57 = }/1;4 = 22 ylaesfera (x —3)2+ (y —2)2+ (z—1)2 —

36 =0. Resp. (7,4,5)y (—1,0,—3)
Sobre la esfera (x — 1) + (y +2)% + (z — 3)?> — 25 = 0 hallar el punto mas cercano al plano
3x —4z+19 = 0. Resp. (—2,-2,7),d =3

Sobre la esfera (x —2)2 + (y — 1)2 + (z — 3)?> — 9 = 0 hallar la ecuacién del plano que es tan-
gente en el punto (4,2,5). Resp.2x+y+2z—20=0

Identificar y graficar las siguientes superficies cuadraticas:

a) 2x% +2y? +2z22 —4y—9 =0 f) 8x*+8y>—z+4=0
b) 3x*+y*>+3z22-12=0
) X2 +y?>—2z2—4z=0

d) 3x> —3y> —3z22—-1=0
e) 4x2 +9y?> —z =0 i) X2+ y?>—4x —4y —16 =0

g) 3x2 —3y> —z =0
h) 3x2 +2y* — 422 =0
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1.14 Problemas adicionales

1.14. Problemas adicionales

1.

10.
11.
12.

13.

14.

Sean A(2,—1,0), B(5,—4,3) y C(1, —3,2) puntos en el espacio.

a) Graficar en un sistema rectangular el triangulo de vértices ABC.
b) Hallar el &ngulo del tridngulo cuyo vértice estd en el plano xy.
c) Hallar la ecuacién del plano que contiene el tridngulo ABC.

d) Hallar el area del triangulo ABC.

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (3, —3,4) y es perpendicular a cada una de
las rectas

x+2 y—-3 z+2

7

2

. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, —1,1) y que es perpendicular a la recta

3x = 2y = z, y que ademés, es paralela al planox +y —z =0

Determinar la posicioén relativa entre los planos x +3y —z = 9y 2x — 3y +4z = —3, si se
intersectan, hallar la recta de interseccién

. Determinar si los planos 2x —y +3z =1y 5 — x + 2y + 4z = 0 son perpendiculares.

Hallar la ecuacién simétrica de la recta que pasa por (3, 6,4), es paralela al plano x — 3y + 5z =
6 e intersecta al eje z.

Hallar la ecuacién del plano que contiene al punto (1,2, —3) y a la recta L = {(1,1,1) +
t(5,-2,3), t € R}.

. Determinar el valor de k para que los planos kx —2y +2z —7 =0y 4x + ky — 6z — 9 = 0 sean

perpendiculares entre si.

. Determinar la distancia del punto (4, 1,2) al plano 6x — 3y — 2z +4 = 0.

Hallar el valor de la constante k para que 7 = (2, k) sea perpendicular al vector @ = (1,3).
Hallar el valor de la constante k para que 7 = (3, —4) sea paralelo al vector @ = (2, k).
Hallar el valor de la constante k para que 7@ = (5,12) y @ = (1, k) formen un dngulo de 60°.

Hallar el valor de la constante k para que ¥ = (1, —c,3) sea perpendicular al vector @ =
(4,2,-7).

Hallar el valor de la constante k para que 4 + kb sea perpendicular al vector ¢ = (2,0, —3),
siendo@ = (1,-2,3),b = (4,—1,2).
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15.

16.

17.

18.
19.

20.
21.

22.

23.
24.

25.

26.
27.
28.

29.

Dado el triangulo ABC en el que ¥ A = 45°, || AB || = 8, || AC || = 6+/2. Hallar || BC ||,

—

proy . AB. Resp. || BC || = 41/6, proy . AB=1% AC
Hallar el 4rea del paralelégramo cuyos lados adyacentes son los vectores (1,2, —1) y (2, —3,4).

Si @ y b son vectores unitarios perpendiculares entre si en R3. Hallar la expresién mas simple
de:

a) (@xb)-d b) (@xb)xd ¢) @x (bxDb)
Hallar la distancia del punto (2,1, —1) al plano x — 2y +2z +5 = 0.

Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (3,2, —1) y (1, —1,2), y que sea paralelo

e 1
a la recta de ecuacion % = y% = 5.

Hallar la recta de interseccién de los planos 3x +2y —z+5 =0y 2x +y +2z — 3.

. ~ -2 _
I—ialllar la ecuacién del plano que pasa por el punto (3, —1,2) y que contiene a la recta 5= =
=3
. -1 _
Iy—{regllar la 2ecuaaon de la recta que pasa el punto (2, —1,3) y que sea paralela a la recta 5= =
_ Z—
— =7

Escribir la ecuacion del plano que pasa por los puntos (1, —2,1), (2,0,3) y (0,1, —1).

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (—2,3,1) y es perpendicular al plano
2x +3y+z—-3=0.

Uno de los extremos de un segmento de recta es el punto P(—2, 1, 6). El punto medio Q estd en

el plano y = 3. El otro extremo R se encuentra en la interseccién de los planos x = 4y z = —6.
Hallar las coordenadas de Q, las coordenadas de R, y la ecuacién vectorial del segmento de
recta. Resp. R = (4,5,6), Q=(1,3,6), y =5

Sean @ y b vectores no nulos, y & = ||b|| @ + ||@|| b. Demostrar que £ dt = bc.
Bosquejar las superficies z = y? + 1, y 9y = 9x2 + 422,
Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (—4,7,,3) y que es perpendicular a las rectas

x—2 y+3 z+1 x+2 y—-5 z+3
4~ 7 3 y 3 4 2

Hallar el punto de interseccién de las rectas

L; =(2,1,3)+t(1,2,1) y L, =(-2,1,2)+5(3,1,2)
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Determinar, si existe, un plano que contenga a las rectas

Li=(2-13)+t(1,21) y Ly=(2-13)+s(3,—1,4)

Determinar, si existe, un plano que contenga a las rectas

Li=(41,0)+¢(1,21) y Ly=(-2-32)+s(2,-1,3)

Hallar la ecuacién del plano que pasa por (—1, —1,2) y es perpendicular a los planos x — 2y +
z=4yx+2y—2z= -4

Una bala sale en linea recta del punto (0, —2,0) segun la direccién del vector 7 = (1,2,2) y
hace blanco en un vidrio plano de ecuacioén 3x + 4y — 5z = 0. Hallar trayectoria de la bala
hasta chocar con el vidrio.

Hallar la distancia del punto (1, —2,1):

a) A larecta que pasa por los puntos (2,4,1) y (—1,4,2)
b) Al plano que pasa por los puntos (2,4,1), (—1,4,2) y (—1,0,1)

Determinar la posicién relativa de las rectas
X=(1,-1,2)+t(2,1,2) 'y {3x—4y+z+6=0, 2x+y—3z+4=0}

Hallar la ecuacién del plano que contiene las rectas

x—1 x—2 y—-1 z-2
= —4: - —
— Y Y T3 4 1

Determinar la posicion relativa entre entre la recta y el plano que se indica

1 > 1
_§:y+3/ _ZF 2% — 2y +2 =12

—1 27
. . x+2 Y z+1
Hallar la ecuacién del plano que contiene la recta 3 = 5= 5 Ves paralelo a la recta
x—1 y+1 z-1
2 3 4
. . . . x—1 y-2
Hallar dos puntos P; y P, ubicados a 6 unidades de distancia sobre la recta = =

z—1
2

Dado el plano 2x + y 4 2z — 9 = 0, hallar otro plano, paralelo al anterior, y distante 6 unidades.
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1.14 Problemas adicionales

41. Los puntos A(1,—2,1),B(0,1,6),C(—3,4, —2) forman un tridngulo. Usar vectores para hallar
el angulo entre la recta AB y la recta que une A con el punto medio de BC.

42. Hallar la ecuacién de la esfera de centro (3,4,5) que es tangente al plano 2x —y 4+ 2z — 6 = 0.
43. Sea U vector y i vector unitario. Demostrar que ¥ — (7 - i) i L il

X d

ol
o

44, SiZz’+E+5:6,demostrarqueﬁxB:Ex

45. Hallar la ecuacién cartesiana de la recta de interseccion de los planos 2x +y+2z—-5 =0y
x+2y—z+3=0.

46. Hallar la ecuacién del plano que contiene las rectas que se intersectan

-2 3 2
x4 :yj-l :z—;— , Yy 8x+2y+z+2=0x—y+2z2—-1=0}

47. Dadas las rectas, que no se intersectan, 5 =y = % y 3 = y = z. Hallar los puntos P y Q, uno
en cada recta, tal que PQ sea perpendicular a ambas rectas.

48. Una fuerza constante con representacion vecvtorial F = 10+ 18;— 6k mueve un objeto a
través de una linea recta desde el punto (2,3,0) al punto (4,9,15). Hallar el trabajo realizado
si la distancia es medida en metros y la magnitud de la fuerza en newtons. Resp 38 joules

49. Determinar la ecuacién del plano que pasa por el punto (1,6, —4) y que contiene a la recta
x=1+2t, y=2-3t, z=3—1t Resp. 25x + 14y + 8z = 77

50. Determinar la ecuacién del plano que pasa a través de la recta de interseccién de los planos
x+y—z=2y2x—y+3z=1,yque ademads, pasa por el punto (—1,2,1).

Resp.x =2y +4z =1

51. La figura 1 muestra un poligono de vectores, en el cual, el niimero sobre cada vector denota su
modulo. Hallar ||¥]].

2 1%

5 b
Figura 1 Figura 2

52. La figura 2 muestra un tridngulo, dos de cuyos lados son los vectores 7 y b. El segmento RS

—

une los puntos medios de los lados. Escribir el vector RS en funcién de b.
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53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

Relacionar cada superficie cuadratica a la izquierda con la denominacién a la derecha. Usar un
par ordenado de la forma (nimero, letra).

(1) 2x2 +2y> +222 —4y —9 =0 a) cono

(2) 3x2+y*+322-12=0 b) paraboloide hiperbdlico
(3) x*+ y2 — 22 —4z=0 c) paraboloide circular

(4) 3x2 -3y —322-1=0 d) cilindro

(5) 4x>+9y> —z =0 e) paraboloide eliptico

(6) 8x>+8y> —z+4=0 f) hiperboloide de dos hojas
(7) 3x>—3y>—z=0 g) hiperboloide de una hoja
(8) 3x> +2y%> —4z>2 =0 h) elipsoide

) x> +y>—4x—6y—16 =0 i) esfera

Identificar y dibujar las superficies:

a) 4x? —y?> +222 +4 =0 d) y>+9z2 =9
b) ¥ +y?=1 e) ¥ —y?> — 22 —4x — 4y =0
€) X> -y +4y+z=4 f)z=2

Resp. Hiperboloide de dos hojas, cilindro circular, paraboloide hiperbdlico, cilindro eliptico,
cono, plano

Obtener una ecuacién para la superficie que consta de todos los puntos que son equidistantes
del punto (1,0,0) y el plano x = —1. Identificar y dibujar la superficie.

Resp. Paraboloide 4x = y? + z2.

Hallar la ecuacion del plano que pasa a través de la recta de interseccion de los planos x —z = 1

y y +2z = 3,y es perpendicular al plano x +y — 2z = 1. Resp.x+y+z=4
Determinar el valor de la constante a para que los vectores (1,2,1) y (1,0,a) formen un dngulo
de 60°. Resp.a =2+ /3
Hallar las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por el punto (0,2, —1) y es paralela a la
rectax = 1+2t,y=3t,z="5—7t. Resp. & = 122 = zt1
Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (1,0,1) y es paralela al plano 2x —3y +z = 1y al
determinado por los puntos (2,0,0), (0,3,0) y (0,0,1). Resp. xz—_ol = % = %

Hallar el volumen del tetraedro de vértices (1,0, 1) y los puntos en que el plano: 2x + 6y — 4z —
12 = 0 corta a los ejes. Resp. 7
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61.

62.

63.

64.

65.
66.

67.

68.

69.
70.

71.

72.

73.

Hallar el punto de interseccién del plano 3x +2y —11z4+4 =Oylarecta{x =2t, y =1+t, z =
t}. Resp. (4,3,2)

Hallar ecuacién de la recta que pasa por el origen de coordenadas, corta a la recta {x = 2t +
3,y=—t—2,z=—1}yesparalelaal planox+y+z =1. Resp.X¥ = (0,0,0) +¢(3,-2,—1)

Hallar k para que sean paralelas las rectas:

{x+y+2z-3=0, x—3y+4z=0}, 'y {x+y+2kz—4=0 2x+8y+kz+9=0}
Resp.k =1

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (1,0,0) y corta a las rectas

x—2 y—-5 z-1 x—1 y—-1 z-38

1 3 —2 Y o T 3 2
Resp. {x =1, 3y —2z =0}

Hallar el punto simétrico de A(1,2,0) respecto del plano x +y +z — 6 = 0. Resp. (3,4,2)

Hallar la ecuacién del plano perpendicular al plano x + vy + 3z = 1 y contiene a los puntos
P(0,—2,0)y Q(2,—-2,1). Resp. x +5y —2z+10=0

Hallar la ecuacién de los planos paralelos a 2x — y + 2z = 0 que distan 2 unidades del punto P
simétrico de (1,1, —1) respecto al planoz — 1 = 0.

Resp.2x —y+2z—1=0,2x—-y+2z+11=0

Hallar la ecuacién del plano que pasa por larecta {y = 1, 2x + z = 2} y que dista una unidad
del punto (1,2, —1). Resp.2x =2y +z =0

Hallar el punto simétrico del A(2,0,3) respecto al plano 2x —y +2z = 1. Resp. (—2,2,1)

Hallar el punto simétrico del A(2,0,3) respectoalarecta {x =t, y=2—1t, z=2—t}.
Resp. (0,2, 1)

Hallar la ecuacién del plano que contiene a larecta {x —y+1 =0, x+2y+2z = 1} y es
perpendicular al planox +y —z+1 = 0. Resp.x —y+1=0

Sea P el punto (1, —3,2) y P’ el simétrico de P respecto al plano x +y = 0y sea P” el simétrico
de P’ respecto al punto (2,0,1). Hallar el area del tridngulo por Py P” y el origen de coorde-
nadas. Resp. A=6, P'=(3,-1,2), P" =(1,1,0)

Determinar la posiciéon de lasrectas {x + y—z=1, x —z4+1=0}y{2x+y+3 =0, z = 3}.

a) Hallar la distancia entre ellas.

b) Hallar la distancia de A(0,4,1) a la primera recta.
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74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

Resp. Se cruzan,a)d =3, b)d =2

Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto A(0, —1,4) y es perpendicular a los planos
2x—y—5=0yy+3z—-2=0. Resp.3x +6y —2z+14 =0

Paralarecta {2x —y = —2,3x —y —z = —1} yel plano 2x +ay + 2z = 5:

a) Hallar el valor de a para que la recta y el plano sean paralelos.

b) Hallar el valor de a para que la recta y el plano sean perpendiculares.
Resp.a)a=—-2, b)ja=4

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1,0, —1), es paralela al plano2x +y +z =
1y es perpendicular a la recta de interseccion de los planos {2x +z =5, x + 2y +z = 2}.

=1 Y ozt
Resp. 7= = 5 = %5

Hallar un punto que pertenezca al eje x y que equidiste de los planos 4x —3y —3 = 0y
2x+2y—z—1=0. Resp. (2,0,0)

Dado el punto P(1, —1,3) y el plano 2x — 2y 4+ z + 2 = 0. Se pide:
a) simétrico de P respecto al plano.
b) ecuacién del plano paralelo a dado y que dista dos unidades de P.
Resp.a) (—3,3,1),b)2x —2y+z—-1=0y2x —2y+z—13=0

x—1

Hallar ecuacién de la recta que pasa por el punto A(1,0,—2) y es paralela a la rect

1=
1

il _ 2 Resp. 531 = § = =
Hallar punto de interseccién de la recta x = 2t, y = 1+ 3t, z = t con el plano 3x + 2y — 11z —
5=0. Resp. (6,10,3)
Hallar la distancia entre las rectas x = 14+2t, y =2 —t, z=3+3tyx =25, y=3—5, z =
2+ 3s. Resp. paralelas, d = #
Hallar la distancia entre las rectas * 3 =7 = —11 yi=19%= # Resp. se cruzan, d = \{—(170
Hallar el plano que contiene a la recta xT_l =y=z2 T y es perpendicular al plano x + 3y + 5z —
7=0. Resp.8x — 11y +5z+2 =0
Hallar el plano perpendicular a los planos x +2y +3z = 4y x — 2y — 2z = (0 y pasa por
P(2,3,-5). Resp.2x +5y —4z—-39 =0
Dadas las rectas 7= = yT = 35 y{3x—3y+2z+3=0, 3x+y—2z+ 11 = 0}, se pide:

a) Estudiar la posicién relativa de ambas.
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b) Hallar la minima distancia entre ambas.

c) Hallar la ecuacion de la perpendicular comun.
— —1 —1 —2
Resp. a) se cruzanb) d = /10 ¢) 25 = L= = 232

86. Identificar las superficies cuadréticas dadas por las siguientes ecuaciones:

a) x> +2y*+z2=2 g) 3x?—2y* =z m) y*+2z2 —4x =0

b) 2x* +2y2+222-1=0  h) x> +2y*> =22 n) y? +2z% = 4x?

c) 2 —3y*+2z2=7 i) x>+ 2y* =z i) x> +2y> -z =1

d) —4x® — 4y + 22 =4 N x2+22 =1 0) x> -2y —z2 =1

e) x*>+2z> —4y =0 k) 2y* =z p) y*+2z22—x>=0

f) 2x2 +2z24+3y =0 ) x> —2y*> =1 q) 2x*+2y* =1

a) Elipsoide g) Paraboloide hiperbélico m) Paraboloide eliptico

b) Esfera h) Cono n) Cono

c) Hiperboloide de una hoja i) Paraboloide eliptico i) Hiperboloide de una hoja
d) Hiperboloide de dos hojas j) Cilindro eliptico 0) Hiperboloide de dos hojas
e) Paraboloide eliptico k) Cilindro parabélico p) Cono

f) Paraboloide circular I) Cilindro hiperbélico gq) Cilindro circular
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Sabiduria ante todo;
adquiere sabiduria,
Y ante todas tus posesiones
adquiere inteligencia.
Proverbios 1:7

CAPITULO 2
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2.1 Introduccion

2.1. Introduccion

Uno de los primeros objetivos de esta seccion es el de establecer que R" tiene estructura de espacio
métrico, clase particular de espacio topoldgico. Este concepto, de espacio métrico, fue introducido
por Fréchet en 1906, en la busqueda de definir el concepto de “distancia” de la manera més general
posible para objetos matematicos. Con base en esta idea de distancia, Fréchet pudo introducir de
nuevo todas las nociones topolédgicas conocidas hasta ese entonces para R"; esto es, limites, con-
tinuidad, vecindades de un punto, conjuntos abiertos, conjuntos cerrados, puntos de acumulacién,
compacidad, conexidad, etc. Veamos entonces, de que se trata todo esto.

La primera idea a generalizar es la de distancia. Recordemos que en la recta real la distancia entre
dos puntos la proporciona la funcién

d(x,y) = |x —y|
y no otra. La funcién distancia no puede ser arbitraria, si alguien piensa en definir distancia mediante

la expresiéon
d(x,y) = (x —y)°

se puede llevar mds de una sorpresa. Por ejemplo
d(1,2)=1, d(2,3)=1, d(1,3)=4 = d(1,2)+d(2,3) #d(1,3)

esto es equivalente, a demorarse 4 horas en un viaje directo, y la mitad haciendo una escala. ;sor-
prendido? Bueno, esto es lo que hay que evitar.

Lo primero que tenemos que hacer es establecer que vamos a trabajar en conjuntos en los cuales
es posible medir distancias entre sus puntos, y que esta nocién de distancia es la que le da la es-
tructura métrica al conjunto. Cabe sefialar que, en espacios no metrizables la nocién de distancia es
inexistente.

2.2. Espacios Métricos

Definicién 2.2.1. Una métrica o distancia sobre un conjunto no vacio X es una funciond : X x X — R
tal que para todo x,y,z € X se cumplen las siguientes condiciones:

1. d(x,y)>0 positividad

2. dx,y)=0<=x=y, separacion

3. dx,y)=d(yx), simetria

4. d(x,y) <d(x,z)+d(z,y),  desigualdad triangular

Definicién 2.2.2. Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto y d es una distancia definida
en X.
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Ejemplo 2.2.3. El conjunto de los niimeros reales con la distancia d : R x R — R tal que d(x,y) = |x — y|
es un espacio métrico, ya que cumple las condiciones dadas en la definicion.

Ejemplo 2.2.4. Cualquier conjunto X se puede transformar en espacio métrico dotdndolo de la distancia
L x#y
dlx,y) =<
(x,y) {0, =y
Este espacio se denomina “espacio métrico discreto”.
Cuando un conjunto X esta provisto de una distancia, esto es, cuando (X, d) es un espacio métri-
co, entonces es posible definir el concepto de limite, y a partir de él desarrollar toda la teoria del
cdlculo diferencial e integral. Como estamos interesados en trabajar en el espacio vectorial R" lo

concerniente al cdlculo, vamos a dotarlo de una distancia a partir del concepto de norma, trans-
formé&ndolo asi en un espacio métrico.

Definicién 2.2.5. Sea X un espacio vectorial sobre R. Una norma en X es una funcion || - || : X — R, tal
que para todo x,y,z € X se cumplen las siquientes condiciones:

1. ||¥|]| >0, ||X|]]=0«<=X¥=0 nonegatividad
2. ||aX|| = ||| %] homotecia
3. IX+vl < IX|| + |7l desigualdad triangular

El par (X, || - ||) se llama espacio vectorial normado.

2.3. Normas en R"

Si consideramos X = IR”, en donde R” se toma como espacio vectorial sobre IR, entonces se pueden
establecer las siguientes normas:

2.3.1. Norma euclidea

Sea X = (x1,---,x,) € R", entonces

" 1/2
11} = (Z ka|2>
k=1

se conoce como la norma euclidea, razén por la cual R” es conocido como espacio euclideo. A
partir de esta norma se define la distancia euclidea entre dos puntos X = (x1,xp, -+ ,Xn), J =
(y1,Y2,- - - ,yn) de R" mediante la expresion

" 1/2
d(x,y) =[x -yl = <Z ka—yk!2>

k=1

Con esta distancia euclidea d, inducida por la norma del mismo nombre, tenemos que (R",d) es un
espacio métrico.
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2.3.2. Norma del maximo
En este caso, la norma que se establece es
%]l = max{|xa], |xal, [x3], - -, |xn]}

conocida como la norma del méximo. En ella se opta por elegir el mayor de los nameros |x1|, - - -, |x,]|.
Esta norma induce una distancia d dada por

d(X, i) = max{|x1 — 1|, |x2 —y2l|, [x3 —y3l, - -, |xn — yul}

2.3.3. Normayp

Esta es la llamada “norma p”, incluye el caso de la euclidea, y es tal que

" 1p
[1¥]]p = (): kal’“>
k=1

Ademas, proporciona la siguiente distancia

n Vp
d(X,§) = (Z | — yk|p>
k=1
De lo visto hasta ahora se puede decir que:

0 Todo espacio normado (X, || - ||) se transforma en espacio métrico, si se define la distancia
entre dos elementos de X como

d(x,y) = |[x = yl|

O IR" con cualquiera de las tres normas mencionadas es un espacio vectorial normado, y por
supuesto métrico.

0 En R" todas las normas son equivalentes, es decir, si ||X||1 y ||¥||2 son normas en R", entonces
existen escalares a y  tales que

¥h <afl®llzy  [Fll2 <BIIXh

2.4. Topologia de R"

La topologia es una de las ramas de la matematica cuyo objetivo es el estudio de las transformaciones
que son continuas en todos sus puntos, es decir, se centra en la continuidad global (en espacios
métricos se habla de continuidad local, en un punto). Ha sido definida como “la ciencia de la forma”,
concepto estrechamente relacionado con el de “proximidad”, y a su vez, con uno de los conceptos
centrales del Calculo y Andlisis Matemético como lo es el concepto de limite.
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Esta idea de limite se encuentra ligada a nociones métricas. De hecho, cuando se dice que una varia-
ble tiende a un valor determinado, lo que se quiere decir es que tal variable toma valores “cercanos”
al niimero que tiene por limite. Tal “cercania” lleva implicita la nocién de distancia. Esta distancia
entre ntimeros (los valores de la variable y el limite ) es interpretada como distancia entre puntos de
un cierto conjunto de naturaleza geométrica, que en el caso de una variable es la recta real. Como
lo hemos visto, el conjunto de los reales puede dotarse de una distancia o métrica, de forma tal que
para x, y la distancia es

d(x,y) = |x —y|

Con tal distancia o métrica, el conjunto de los reales es un espacio métrico.

Los subconjuntos, quizas mas importantes, de un espacio métrico, son las bolas abiertas, que son
capaces de describir a los vecinos de un punto estableciendo el “grado de cercania”. Esto nos lle-
vard a un concepto fundamental: el de conjunto abierto, que no es otra cosa que la generalizacion del
concepto de intervalo abierto visto en IR.

Definicién 2.4.1. Sea (X, d) un espacio metrico. Sean xo € X, r > 0. El conjunto
B (x9) = B(xo,7) = {x € X/ d(x,x0) <r}
se llama bola abierta con radio r y centro en x

Sinénimos que se emplean para “bola” son: vecindad y n - esfera. Desde un punto de vista geométrico,
el trabajar con norma euclidea hace que una vecindad no sea otra cosa que un intervalo abierto en
R, un circulo en R? y una esfera en R>.

Ejemplo 2.4.2. Se considera en R la vecindad V(1,2) = {x e R/ d(x,1) < 2} = (—1,3).
Veamos que sucede al mirar esta vecindad desde otra norma o distancia.

= Con norma p la distancia se mide por

; p
d(X,7) = (Z |xx _yk’p>
=1

Si p = 1, entonces hay coincidencia con la euclidea, pues

. 1
d(x,1) = (k; |x — 1|) = d(x,1) = |x — 1]

de donde
d(x,1)=|x—1 <2=d(x,1) = (—1,3)

= Con la norma del maximo el asunto es como sigue:

||¥]leo = max|xi| = d(%,§) = max{|x1 = y1|, |x2 = yal, [x3 = yal,- -, [xn — ynl}
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como estamos en una dimension
d(x,1) =max{|x—1|} =|x—-1] <2
De donde se sigue que ambas normas coinciden desde el punto de vista geométrico.
Ejemplo 2.4.3. Representar la bola unitaria By(0) en R? bajo la norma p, con p = 1,2,4,

Se debe tener claro que se esta hablando de la “bola” de centro en el origen del plano cartesiano y
con radio 7 = 1. La grafica dependera de la norma que se use.

= Si p =1, entonces la bola en cuestion es
B1(0) = {(x,y) € R?/ |x[ +y| <1}

Ello en razén de que

, 1/p 1/1
Xy = (ZIXH”) — d(X,§) = <Z|xk—yk|1)
k=1

Comon =2,%X=(x,y),j = (0,0), entonces

2
d[(x,y),(0,0)] = k_Zl e — yil =[x+ Jy[ <1

= Si p = 2, entonces tenemos el disco unitario, en efecto,

1/2
dl (x,y), <Z|xk_yk|2> =x*+y* <1

de modo que
Bi(0) = {(x,y) e R/ x>+ 4> < 1}

= Si p = 4, entonces
Bl(ﬁ) ={(x,y) € R?/ x4+y4 <1}

1/p
d[x, 7] = (Z ka—yk\’”)

Veamos la razén de esto

Luego,
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= Si p = oo, entonces es la norma del maximo, con distancia dada por

[|%][e0 = d(¥,5) = max{|x1 =y, [x2 =yl [x3 —yal, -+ |xn —yul}
que en este caso, para n = 2 toma la forma

d[(x,),(0,0) ] = max{[x| <1, |y[ <1}

Las figuras siguientes ilustran cada uno de los casos mencionados

y Y
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2 N //’ ‘\\
// \\ // \\
e N
// \\ // \\
// \\ 1 \
vz 1 \
X + X
-1 1 -1 11
\\ // \\ /I
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1 11 -1 : 11
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\ J | :
\ I |
S L S ——
-1 p=4 -1 p=x

Se concluye del ejemplo que la forma de una “bola” depende de la métrica que se use.

Vamos a establecer las caracteristicas topoldgicas de IR” mediante el conocimiento de la adheren-
cia, el interior, el exterior, la frontera y el conjunto derivado, pues cualquiera de ellos determinan
completamente la topologia sobre el conjunto. Aunque seguimos hablando de espacio métrico, no
perdemos de vista que nuestro espacio métrico “regalén” es R".

Proposicion 2.4.4. Sea B(x,r) una bola abierta en un espacio métrico (X,d), y sea y € B(x,r), entonces
existe un 6 > 0 tal que B(y,d) C B(x,r)

La figura 2.2 muestra que tomando § < r — d(x, y) se cumple la proposicion.
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//‘\\
1 ex) B(x,ry)

~N_ -

S————- figura 2.2

Teorema 2.4.5. (Hausdorff)

Sea (X, d) un espacio métrico. Si x,y € X son dos puntos distintos, entonces existen radios ry y ry, tales que
B(x,rx) N B(y,ry) =@

Este resultado es muy interesante (figura 2.2) toda vez que permite “separar” los puntos de un
conjunto mediante bolas abiertas que no se intersectan, ello es pieza fundamental para comprender
las definiciones que se presentan a continuacion.

Definicién 2.4.6. Sea A un subconjunto de R":

O Un punto x es interior al conjunto A, si existe una bola B(x,r) contenida en A. Esto es:

x punto interior <= 3 B(x,r) C A
El conjunto de todos los puntos interiores de A, se denomina interior de A y se anota Int(A) o bien A°
00 EIl complemento de A en IR" es el conjunto de todos los elementos de R" que no estdn en A. Esto es,
A={xeR"/x ¢ A}

O x se dice punto exterior del conjunto A, si existe una B(X,r) contenida en A°. Esto es

x punto exterior <= 3 B(x,r) C A°

El conjunto de todos los puntos exteriores de A, se denomina exterior de A, y se anota Ext(A).

® xyc A

figura 2.3
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Para ver si un punto es interior a A, basta estudiar si existe una bola con centro en el punto que
esté contenida en A. Si se toma una bola “muy grande”, sera dificil que esté contenida en A, por eso
conviene tomarlas con radio pequefio, pues nos basta con que haya una que verifique la condicién
(ver figura). Un razonamiento analogo es vélido para ver si un punto es exterior.

PanEN

( ° :; V(x) C A°

x € Fr(A) x € Ext(A)

x & Fr(A)

ox & Fr(A)

figura 2.4

= x se dice punto frontera de A, si toda B(X,r) contiene puntos de A y del complemento de A.
Es decir,
x punto frontera <= B(x,7r)NA # @y B(x,r)NA " # Q@

El conjunto de todos los puntos frontera de A, se denomina la Frontera de A y se anota F,(A).

» x se dice punto de acumulacién del conjunto A si toda B(x, r) contiene al menos un punto de
A diferente de x. Es decir,

x punto de acumulacién <= ( B(x,7) — {x} )NA # Q@

El conjunto de todos los puntos de acumulacién de A, se llama conjunto derivado de A, y se
anota A’.

» x se dice punto adherente al conjunto A si, toda B(x, ) contiene al menos un punto de A. Es
decir,
x punto adherente <= B(x,r)NA # @

El conjunto de los puntos adherentes de A, se anota A, y se llama adherencia o clausura de A.

xeA' xeA

oxZ A’ ox ¢ A

figura 2.5
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Debe tenerse presente que, con excepciéon de punto interior y exterior, todos los demés puntos re-
quieren que la propiedad se verifique para toda bola, al igual que antes, conviene tomar bolas de
radio pequefio. Veamos algunos ejemplos de estas nociones topolédgicas de R".

Ejemplo 2.4.7. Sea A un subconjunto cualquiera de R", entonces:

» Se verifica que A° C A, es decir, que todo punto interior a A es un elemento de A.
» El espacio R" escrito como unién de conjuntos disjuntos: R" = A° U F.(A) U Ext(A)

 Severifica que A C A, esto es, que todo punto de A es punto de A.

Pero atencién, puede haber en A puntos que no sean de A. Por ejemplo, si A C R es tal que A =
(=1,1), entonces A = [—1,1].

» °=Q, R'=R"
= A= A° U F(A)
= El espacio R" escrito como unién de dos conjuntos disjuntos: R" = A U Ext(A)

m A°CACA

2.4.1. Conjuntos Abiertos - Cerrados

Definicién 2.4.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A de X es abierto en (X, d) si para cada
y € A existe un radio r, > 0 tal que B(y,r,) C A

Esta forma de definir abierto equivale a decir que, un conjunto A es abierto, si todo punto de A es
interior. Es decir
A abierto <= A = A°

Es claro, en la definicion, que el radio r, depende de la eleccién del y. Asi, para y diferentes seran
necesarios radios diferentes. Por otra parte, es comun referirse a los conjuntos abiertos s6lo como
“abiertos”. Como consecuencia del teorema de Haussdorff se tiene que:

Corolario 2.4.9. Toda bola abierta en un espacio métrico (X,d) es un conjunto abierto.

Ejemplo 2.4.10.

» Con la métrica del valor absoluto, en R, los intervalos de la forma (a,b) son abiertos y también los
infinitos de la forma (a, 0), (—o0,a), (—oc0, 00)

» Con la métrica usual (euclidiana) de R?, el siguiente conjunto es abierto

A={(y)/Ix[ <1, |yl <1}
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» Con la métrica usual (euclidiana) de R?, el conjunto
A={(xy)/ <1, |yl <1}
no es abierto (imposible tomar bola abierta centrada en x = 1y dejarla enteramente contenida en A).
» Con métrica usual, el conjunto A = {0} de R no es abierto, sin embargo, con métrica discreta si lo es.

Proposicién 2.4.11. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces se verifica que:

1. X y @ son abiertos
(00)

2. Si A; es una familia de abiertos en X, entonces U Aj es un abierto
i
n

3. Si A; es una familia de abiertos en X, entonces ﬂ A; es un abierto
i

Demostraciéon

1) El conjunto vacio es abierto porque al no contener ningtin punto, no contiene puntos que no
cumplan la definicién de abierto, es decir, no hay puntos de @ que no estén contenidos en una bola
abierta metida en @, por la sencilla razén de que no hay puntos en @.

El espacio X = IR" es abierto pues toda bola abierta esta totalmente contenida en IR".

oo
2) Sixe U A;, entonces existe algtin indice k tal que x € Ay. Como Ay es abierto, para algtn radio

1
(ee]

rx debe ser B(x,r¢) C Ag. Por propiedades de conjuntos, Ay C U Aj, luego se tiene
i

B(x,rk) C A C UAi
i
de donde se sigue que la unién es un conjunto abierto.

n
3) Sixe ﬂ A;, entonces x € Ay paratodok =1,2,---,n. Como cada A es abierto, para cada uno

1
de ellos existe una bola de centro en x y radios ry tal que B(x, ry) C Ay. Si elegimos el menor de estos
1t y lo llamamos r, entonces

B(x,r) C B(x,ry) C Ay, Yk=1,2,---,n

n
Por tanto, B(x,r) C ﬂ A;, siguiéndose que la interseccién de un ntimero finito de conjuntos abiertos

1
es un conjunto abierto.
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Nota:

» Cuando una coleccién 7 de subconjuntos de IR contiene al mismo R”, al conjunto @y satisface
que la la union arbitraria y la interseccién finita de elementos de 7 es un elemento de 7, se dice
que dicha coleccién es una topologia de IR".

= Es claro entonces que, la familia de conjuntos abiertos de IR” es una topologia para R".

Ejemplo 2.4.12. La interseccién arbitraria (no finita) de abiertos, puede no ser un abierto. Para ver esto,

consideramos H = {(%, %) / n € N} con la métrica usual de R, entonces
/(11
M <;r;) = {0}
n=1
y {0} no es abierto

Definicién 2.4.13. Sea (X, d) un espacio métrico, y x € V. C X. Se dice que V es un entorno de x si existe
r > 0 tal que B(x,r) C V.

Ejemplo 2.4.14.
» Una bola abierta en un espacio métrico, es entorno de todos sus puntos (Hausdorff).
m Si A = (0,1) es un subconjunto de R, y ponemos la métrica usual, entonces A es entorno de todos

sus puntos, pues se puede formar una bola con centro en cualesquiera de sus puntos y hacer que ella sea

subconjunto de (0,1). Por ejemplo, si x = %, entonces B(3,{5) C A. En general, en R con métrica

usual, un intervalo abierto, es entorno de todos sus puntos.

» Si A =10,1) es un subconjunto de R, y ponemos la métrica usual, entonces A no es entorno del 0, pero
si de cualquier otro punto de A.

Definicion 2.4.15. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A de X es cerrado si su complemento es
un abierto de (X,d). Es decir,
A es cerrado <= (X — A) es abierto

Ejemplo 2.4.16.

» En R con la métrica usual, los intervalos cerrados son conjuntos cerrados, como también lo son [a, o),
(—o0,a]. En cambio, (a,b] y [a,b) no son conjuntos cerrados.

» En R? con la métrica usual el siguiente conjunto no es cerrado
A={(xy)/ 1l <1, |yl <2}

= En R? con la métrica usual el siguiente conjunto es cerrado.

A={(y)/Ix[ <1, |yl <2}
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» En IR? con la métrica usual toda recta es un conjunto cerrado.

Definicion 2.4.17. Sea (X,d) un espacio métrico. Un subconjunto H de X es acotado si existen xg € X,
r > 0tal que H C B(xo, 7).

Ejemplo 2.4.18.

» IR con la métrica usual es un espacio métrico no acotado.

» IR con la métrica discreta es acotado.

» En R con la métrica usual, los conjuntos [0, 1], (0, 1] son acotados.
= Toda bola es un conjunto acotado.

» En IR? con métrica usual el conjunto [0,1] x (0, 1] es acotado.

Geométricamente, si el conjunto A puede ser encerrado en una bola de radio finito, entonces es
acotado. Veamos otra forma de caracterizar conjuntos cerrados.

Definicién 2.4.19. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A de X es cerrado si todo punto de A
es punto adherente de A. Es decir
Acerrado < A=A

Proposicion 2.4.20. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A de X es cerrado si A contiene a todos
sus puntos de acumulacién. Esto es,
Acerrado < A' C A

Se deduce de esta proposicién que un conjunto que carezca de puntos de acumulacién es cerrado
(@ C A, YA). Por ejemplo, el conjunto de los nimeros enteros Z es cerrado en IR y carece de puntos
de acumulacion.

Definicion 2.4.21. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A de X se dice densoen X, si A = X

El conjunto de los ntimeros racionales Q es denso en el conjunto de los ntimeros reales R pues
satisface la propiedad indicada. En IR" el conjunto A cuyas coordenadas son racionales es tambien
denso en R".

2.4.2. Conjuntos Compactos - Conexos

Dos nociones topolégicas fundamentales para IR” son la de “compacidad” y la “conexidad” que
estdn fuertemente ligada a resultados con continuidad. El siguiente resultado es el célebre teorema
de Heine - Borel, con validez sélo en R". La prueba de esta importante propiedad se sale de los
propositos de este curso.

Teorema 2.4.22. (Heine - Borel): Un conjunto K C R" es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.
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Ejemplo 2.4.23.

1. En R, con métrica usual, el conjunto [O, 1] es compacto
2. EnR? el conjunto A = [0,1] x [0, 1] es compacto
3. En R con la métrica usual, [a, c0) es un conjunto cerrado, pero no compacto (falla que sea acotado)

4. EnR? con la métrica usual toda recta es un conjunto cerrado, pero como no es acotado, no es un conjunto
compacto

Los conjuntos compactos tienen la propiedad que todo subconjunto infinito de ellos poseé un punto
de acumulacién en él.

Definicién 2.4.24. Un conjunto E C R" es conexo si no existen dos abiertos A y B disjuntos, tales que
» ENA#Q
» ENB#O
= ECAUB

Esta definicién no es facil de manejar, por eso presentamos una caracterizacién geométrica de los
conjuntos conexos que nos serd de mucha utilidad.

Geométricamente, la definicién asegura que un conjunto E de puntos es conexo si dos puntos
cualquiera de él pueden unirse mediante una poligonal enteramente contenida en E. Aprovechan-
do este punto de vista, un conjunto E de puntos se llama convexo si para dos puntos cualesquiera
x,y € E, todos los puntos del segmento cerrado definido por x e y pertenecen a E. Esto es,

ax+ (1—a)y € E, a € [0,1]

Ademas, un conjunto E se llama simplemente conexo cuando cualquier curva cerrada en su interior
puede comprimirse a un punto del conjunto E. Un conjunto multiplemente conexo es aquél que no
es simplemente conexo. Un conjunto E abierto y conexo se llama region.

no convexo Nno convexo convexo
conexo conexo
°
conexo Q
°
simplemente conexo multiplemente conexo simplemente conexo
figura 2.6
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Ejemplo 2.4.25.

» Conjuntos como circulos, rectdngulos, elipses, semiplanos, son conjuntos conexos, convexos, simple-
mente conexos, y excluyendo su frontera son regiones. El anillo {1 < x? + y?> < 4} es conexo pero no
convexo. No es simplemente conexo sino miiltiplemente conexo.

= En R los conjuntos conexos son los intervalos finitos o infinitos.
» EnRel conjunto A = (0,1) U {2} no es conexo.
» En IR? una recta es un conjunto conexo.

= En R? los conjuntos siguientes son conexos:

A={ly)/Ix <1, Jyl <2} B={(xy)/|x| <1, |yl <2}

Nota Como un adelanto de la importancia de la compacidad y conexidad podemos decir que,
cuando una funcién continua se aplica a un conjunto compacto o bien conexo, su imagen es también
un conjunto compacto o bien conexo.

2.5. Funciones vectoriales

En nuestro estudio del espacio R" hemos podido ver que del célculo de una variable se han gene-
ralizado importantes conceptos matematicos. Todo ello permite ampliar nuestro horizonte e iniciar
ahora el estudio de las funciones de varias variables que nos van a ayudar en la descripciéon de
muchos fenémenos fisicos con mayor grado de realismo.

Sabido es que, una funcién real de variable real, que se anota f : R — IR, asocia a cada ntmero real
x del dominio, un dnico elemento y = f(x) en su recorrido.

Definicién 2.5.1. La funcién f que a todo elemento de A C R" asocia un tinico elemento en B C IR se
llama vectorial. Se anota

f:ACR'-=BCR", I f(@)=7

Se usa la letra f en negritas para denotar cualquier funcién vectorial, o bien f, salvo en el caso
n =m = 1, en que usamos f : R — IR. El conjunto A se llama dominio de la funcién y B el
codominio. Dentro de este grupo de funciones se distinguen tres tipos:

Funciones de R en R" : Se llaman funciones vectoriales de una variable real, y hacen correspon-
der a un namero real un vector. Son de gran utilidad en la descripcién del movimiento de una
particula.
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2.6 Funciones de R — R"

Funciones de R" en R : Se denominan funciones reales de varias variables, o campos escalares.
Hacen corresponder a un elemento de un espacio vectorial un nimero real. Se presentan con
frecuencia en problemas de valores extremos (méximos y minimos) y en otras aplicaciones en
areas tales como matematica, fisica, economia, etc.

Funciones de R" en R"” : Reciben el nombre de funciones vectoriales de varias variables o bien
campos vectoriales. Hacen corresponder a un vector otro vector. Son de gran utilidad en el
estudio de fluidos.

2.5.1. Funciones Coordenadas

Si f : R" — R™ es una funcién vectorial, ¥ = (x1,x2,---,x,) es un punto de su dominio e §j =
(y1,Y2, - ,ym) de su codominio, entonces se puede escribir

-

f(xlleI' t /xn) = (yllyZI' t /ym)

como las coordenadas (y1,Y2, - - -, Ym) estdn tnicamente determinadas por el vector ¥/, entonces aso-
ciada a la funcién f existen m funciones f; de R” — R llamadas funciones coordenadas de f, las
que estan definidas mediante la regla de correspondencia y; = f(X), de manera que escribimos

f@® = (A®.LR), - ful®)

Escribir la funcién vectorial f en términos de sus funciones componentes simplifica todas las técni-
cas del calculo de las funciones de varias variables, y se puede ver con mayor nitidez que es una
extension de lo visto para funciones de una variable en lo que respecta a limite, continuidad, dife-
renciacion e integracion.

2.6. Funciones de R — R"

sta clase de funciones tienen como dominio un subconjunto de R y como codominio un subcon-
Esta clase de f t d b to de R d b
junto de R". El conocer el rango o recorrido de estas funciones vectoriales es interesante cuando se
estudia el movimiento de una particula.

Definicién 2.6.1.

» El rango o recorrido de una funciéon f : R — IR" es el conjunto

-,

Rec(f) = {f(t) e R"/ t € dom(f)}
» El gridfico de la funcion f : R — R" es el conjunto

graf(f) ={(t f(t))/ t € R}
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2.7 Limites

Ejemplo 2.6.2. El rango de la funcién f(t) = (t,t,£2); —3 < t < 3 es un subconjunto de R®, su grdfica
un subconjunto de R*, que obviamente no podemos visualizar. Para determinar su rango procedenos como
sique. El elemento (x,y,z) estd en el rango de j?siempre quex =t, y=1t,z=1t> —3 <t < 3. Delas dos
primeras ecuaciones se halla y = x, lo que corresponde a un plano que pasa por el origen. En este plano z = t?
es una pardbola de ecuacién z = x? o bien z = y?, z € (0,9). (figura 2.7)

Ejemplo 2.6.3. El rango de la funcién f(t) = (cos3t,sen3t,t); t > 0 es un subconjunto de R® y su grdfica
un subconjunto de R*. El rango es una hélice (figura 2.8) que se va enrrollando sobre el cilindro de ecuacion
x? 4+ y? = 1. Ello se debe a que

x =cos3t, y=sen3t,= x> +y*=1

z
N
|
|
|
_ |
S Yy
N |
Nl
\\| x y
figura 2.7 figura 2.8

2.7. Limites

Presentamos ahora, para las funciones j? : R — IR", el concepto de limite. Con ello entramos de lleno
en el estudio del calculo diferencial.

Definicién 2.7.1. Sea f : R — R” funcion. El vector L es el limite de la funcion j? en el puntot = to (punto
de acumulacion en el dominio de f) si y solo si

(Ve > 0) (36 > 0) tal que 0 < |t —to| <6 = ||f(t) = L|| <e
Se anota, lim f(t) = L

t—tp

Esta definicion es idéntica a la de limite de funciones ordinarias con la sola excepcién del cambio del
valor absoluto por médulo, pues f(t) — L es un vector en R" y || f(t) — L|| es la distancia de f(t) a
L.

Como siempre, las definiciones no son el elemento mas apropiado de calculo. El siguiente resultado
permite extender toda la operatoria del calculo de una variable.
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2.7 Limites

Teorema 2.7.2. Sean . = (Ly,---,Ly) € RY, f: (f1, -+, fn) funcion de R en R". El limite de la funcién

f conforme t tiende hacia ty (punto de acumulacion en el dominio de f) es el vector L, si y solo si para cada
i=1,---,nellimite de cada funcién componente es L;. Anotamos

lim f(t) = L <= lim f;(t) = L;, parai =1,--- ,n

t—tg t—tg

Este resultado puede visualizarse, y por ende recordarse con mayor facilidad, si se escribe en la
forma

lim f = (lim fi, lim f2, -, 1m f) = L
—1o

t—tp t—to

Ejercicio 2.7.3. Probemos que la funcién f : R — R2, t — f(t) = (t, 2+ 1) es tal que }m;f(t) = (1,2).

De acuerdo con la definicién, sea € > 0 dado, vamos a encontrar § > 0,0 < |t — 1| < ¢ que hace que

If() — Ll <e

IFO-LI = 162 +1) = (1L,2)] = /(= 1)+ (2~ 1)2
< \/t—l +\/ 12 =t—1|+ |2 —1]

< =1+ [E=1] |t = |t=1 A+t +1])

Se acota el factor |t 4 1| a partir de la hipétesis de que 0 < |t — 1| < ¢. Para ello consideremos ¢ = 1.
Se tiene
-1<t-1<1=1<t+1<3 = |t+1| <3

con lo cual se obtiene
If(t) —L|| <é6+36=46=¢

se sigue de esto que eligiendo § = min{1, —} se satisface la definicién, con lo cual lim f(t) = (1,2).

t—1

Ejemplo 2.7.4.

= Si f (Int,vV1+ t2 , entonces }mzl f (t) no existe ya que el limite de la tercera funcién

coordenada para t — 2 no exzste

S t / S
w Sif(t) = (m,g,et), entonces %Er(}f(t) =(0,1,1)
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2.8 Continuidad

2.7.1. Algebra de limites

Teorema 2.7.5. Sean f, § : R — R", tg € dom(f N §) punto de acumulacion. Si existen lim f(t) = Ly

t—ty

tlirrt1 g(t) = M, entonces:
—1p

3. lim(f x §)(t) = lim f(t) x im §(t) = L x M, wilida s6lo en R

2.8. Continuidad

Al igual que la definicién de limite, la de continuidad la damos en términos del delta - epsilon.
Definicién 2.8.1. La funcién f : R — R" es continua en el punto t( si y sélo si

(Ve >0)(36>0) tal que |t —to] <6 = ||f(t) — f(to)]| < e

El resultado que facilita la determinacién de la continuidad para esta clase de funciones es, como se
espera, en términos de las funciones componentes.

Teorema 2.8.2. Sea f = (f1, fo,- -+ , fu) funcion de R — R", ty € dom f. La funcién f es continua en tq si

y sélo si f; es continua en to para cadai =1,2,--- ,n. La funcién f es continua sobre un conjunto D C R"
si es continua en cada punto de D.

La demostracién de este hecho es consecuencia inmediata de expresar la funcién f en componentes.

t 1—cost 1
Se:l , tcos a In(1+ t)) sit # 0, se debe asignar el valor

f(0) = (1,0,1) para que ella sea continua en t = 0.

Ejemplo 2.8.3. A la funcién f(t) = (

Definicién 2.8.4. La funcion o : R — R" continua se denomina trayectoria o curva.

Teorema 2.8.5. Si f, g : R — IR" son funciones continuas en el punto ty, entonces j? +3, f -3, f og, f X
g, son continuas en t.

2.9. Laderivada

Definicién 2.9.1. Sea f : R — R" funcién. La derivada de f, que se anota f', o bien Df, es la funcion
vectorial con regla de correspondencia

f'(t) = lim

h—0

7 flt+n) —f(b)
h
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2.9 La derivada

La derivada en un punto f( corresponde a

(1) — 1im [ = F0)

t—tp t—tp

El célculo de la derivada, en funciones componentes, es garantizado por el siguiente resultado:

Teorema 2.9.2. Sea f = (f1, f2,- -+, fu) : R+— R" funcién. La derivada de f es la funcion vectorial

Df(t) = f'(t) = (FL (1), fo (), -+, ful))

Demostracion

- 7
h—0

g 1) = F(1) (Hm Al — AW o falt+ 1) —fn(t))
h h—0 h ’ h—0 h

como este limite existe si y sélo si }Zim
—0

existe para todo i finito, entonces bajo esta

filt +h) — fi(t)
h
hipétesis se tiene

o £ = F(1)

h—0 h

= (A1), L0 fuD))
Ejemplo 2.9.3. La derivada de f(t) = (12 +2t — 1,313 — 2) es la funcion Df = f'(t) = (2t +2,9£2)

Ejemplo 2.9.4. La funcion f(t) = |t|7 — 2] es continua para todo valor de t, pero no es derivable en t = 0.

2.9.1. Interpretaciéon de la derivada
Sea C la curva descrita por una funcién f : R — R?2, con f(t) = (fi(t), f2(t)) Si se multiplica el
vector f(t+ h) — f(t) por el escalar %, el resultado es un vector con la misma direccién sih > 0, y

1 /- .
con direccién opuesta si h < 0. Si h — 0, entonces el vector 0 < ft+h)—f (t)) se aproxima a un

vector que tiene una de sus representaciones tangente a la curva C en el punto P (figura 2.9).
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2.10 Funciones diferenciables

y ..............................

............... f(t-i,-h;)l—f(t)

..................... o X
Lo NQ - C

f( N\

fE+h).
i x ...............
figura 2.9 figura 2.10

Definicién 2.9.5. Sea C la curva descrita por la funcién continua j? :R — R". Si j? '(t) existe y no es nula,

entonces el vector f '(t) se llama vector tangente a la curva C en el punto j? (t). La recta que tiene la misma
direccion que el vector tangente se llama recta tangente, y su ecuacion es

L={f(t)+tf'(t)/t e R}

Ejemplo 2.9.6. La funcién f : R — R? tal que t — (cost,sen t) representa una circunferencia unitaria con
centro en el origen de coordenadas (Figura 2.10). Algunos cdlculos con derivada, y que muestra la figura son:

1. f'(t) = (—sen t,cos t) 3. f(n)=(0,-1) = —f 5. J?/(E) = (-1,0) = —
2 |If"(ml =1 4 f'(0)=(01) =]

Teorema 2.9.7. Sea f : R — R" funcién derivable y de longitud constante sobre un intervalo abierto de
I C R, entonces f - f' =0enI. Estoes, f' es perpendicular a f en todo puntot € I.

Demostracion

Lalongitud de f constante significa que If()||2 = f- f = k. Como f es derivable se tiene 2 f- f' = 0,
de donde f f "=0en I Estoes, f y f " son perpendiculares. En términos geométricos, la trayectoria

descrita por f se encuentra contenida en una circunferencia de centro el origen y radio k, tal como el
ejemplo 2.9.6.

2.10. Funciones diferenciables

Definicién 2.10.1. Una funcién f : R — R" se dice diferenciable si f'(t) existe Vt € dom(f )
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2.10 Funciones diferenciables

Como se espera, la propiedad de ser diferenciable hace que la funcién tenga continuidad. Se tiene
Teorema 2.10.2. Si la funcion f : R — R" es diferenciable en to entonces es continua en k.

Demostracion

t—t t—tg t—1p

lim f(t) = lm <M - (t—to) +]?(t0)>

= lim <M> lim (t — t) + tan} f(to)

t—1tp t—tp

= f/ (tg) -0 +f(to) = f(to) i i continuidad !!
La diferenciabilidad es una propiedad aplicable a las operaciones algebraicas.

Teorema 2.10.3. Sean f, g:R — R" ¢: R — R funciones diferenciables entonces

1. D(f + §) = Df +Dg 3. D(fx3)=Dfx3+fxDg solon=3
2. D(fog) =foDg+Dfog 4. D(y f) = (Dy) f + ¢ (Df)
Demostracion

El operador D significa que f '=D f . Probamos la parte 2, las restantes quedan para los interesados.
Seanf - (fl/fZ/ T /f?’l) s g - (81182/ v /gn)/ entonces:

D(fo3) = D(figi+ g+ +fugn) =D(fig1) +D(f282) + -+ D(fu gn)
= D(f1) &1+ f1 D(g1) + -+ D(fn) gn + fu D(gn)
= (fi(Dg1)+ fa (Dg2) + -+ fu (Dgu)) + ((Df1) g1+ (Df2) g2+ -+ (Dfn) &n)
= (f-- - fu)o(Dg1,---,Dgn) + (Df1,- -+, Dfu) o (81, ,&n)
= fo Dg+go D]?
Teorema 2.104. Sea g : 1 C R — Rdiferenciable sobre I; f : R — R" diferenciable sobre g(I), entonces
la funcion f o g es diferenciable sobre I, y se tiene

(Fog)'(t)=f'(g(t)og'(t)
Demostracion . .
(fog)(t) =f(g(t)) = (frog - fuog)(t)
Luego
(Fo)'(t) = ((iog)' (1), (f208) (1), (faog) (1))
= (AR &M, fulg(®) g'(1)

= (AGM) fulgt)) o g'(1) = F'(g(t) g'(1)

N—
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2.11 La Diferencial

2.11. La Diferencial

Este concepto fue visto en el estudio de las funciones reales de una variable real. Veamos su gene-
ralizacién a esta clase de funciones.

Definicién 2.11.1. Sea f : [a,b] C R — R” funcién, y sean t, t + h puntos distintos en el intervalo [, b).
La expresion Af(t,h) = f(t+ h) — f(t) se denomina incremento de f en t, correspondiente al incremento
h de la variable t.

Cuando la funcién f es diferenciable en ¢, escribimos
Af(t ) = flt+h) = f(8) = h f'(8) + et )

1 - B B
en donde «(t, h) = 7 [f(t +h) — f(t)] — f'(t). Como Pllinboc(t,h) = 0, se tiene que el incremento
Af(t, h) es aproximadamente igual a ki f'(t) para valores pequefios de .

Definicién 2.11.2. El vector h f '(t) se llama diferencial de f en t correspondiente al incremento h en t. Se
anota df (t,h). Esto es

af(th) = h /(1)
En base a esto, el incremento toma la forma
Af(t,h) = df(t,h) +ha(t,h)

Como a — 0 cuando 1 — 0, se tiene, para h pequefio

Af(t,h) =~ df(t h)
y de esto

f(t+h)— f(t) = df(t,h)
O bien . . . . .
flt+h) =~ f(t)+df(t,h) = f(£)+h f'(t)

La notacién mas comun de la diferencial se obtiene con i = dt, df (t,h) = df.

df = f'(t) dt

Esta dltima expresion es la generalizacién de la correspondiente a la funciéon f : R — R y que
usamos en cdlculos aproximados.

Sila funcion f se expresa en términos de sus componentes, la diferencial toma la forma
feUforoefa) = df = f'(at = (Fi() b fu(t) )
= df =(dfi,--,dfa)(t)

Fuera del interés tedrico de la generalizacion, la diferencial no tiene mayores aplicaciones en esta
clase de funciones.
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2.12 Integracion

2.12. Integracion

Tal como se ha podido apreciar en el trabajo de limite, continuidad y diferenciabilidad, el expresar
una funcién del tipo que estamos considerando en términos de las funciones componentes, simpli-
fica todo el proceso de célculo. En cuanto a la integracion, ello resulta nuevamente fundamental.

Definicion 2.12.1. Sea f: (fi, fa,- -+, fn) ¢ [a,b] C R — R", entonces

/ff'(t) dt = (/abﬁ(t) dt//ffza) dt,---/abfnu) dt)

Ya que la definicion se basa en las componentes, la validez de los teoremas fundamentales del célculo
siguen vigentes.

Teorema 2.12.2. (Primer Teorema fundamental)
— X
Sea f : [a,b] C R — R" funcién continua y sea {(x) = / f(t) dt, entonces ' (x) existe y se tiene
a
p'(x) = f(x), Vx € [a, ]

La demostracién es sencilla y se hace aplicando el primer teorema fundamental a cada funcién com-
ponente.

Teorema 2.12.3. ( Segundo Teorema fundamental)
Sea f : [a,b] C R — R" funcién de clase {* entonces

[ 7w =) - Fla

Ejemplo 2.12.4. El vector 7(t) para el cual %?(t) —etitet ] F0)=i+]es

b L b S -
?:i/ e_tt:lt+j/ etdt=i(—e"+C1)+j(e+C)
a a

Como 7(0) = i + j, entonces
i

+i=0i(-14+C)+j1+C)
Luego C; =2, C; =0, con lo cual

7(t) = (—et+2)i+et]

2.13. Longitud de un arco de curva

Sabemos que una curva es el rango o recorrido de una funcién vectorial continua definida en un

intervalo cerrado [a, b]. Es decir,
f:la,b) CR—CCR"

Si el recorrido es IR? se obtiene una curva plana, y si es R3 una curva alabeada. Ademas:
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2.13 Longitud de un arco de curva

= Si el comienzo de la curva coincide con el final de ella, entonces la curva es cerrada, y si no
coinciden, es un arco de curva.

» Sila funcién vectorial es inyectiva en (4, b), entonces la curva se llama simple, y si la curva es
cerrada y simple, entonces recibe el nombre de curva de Jordan.

z

X tigura 2.11 figura 2.12

Se considera una funcién vectorial derivable f, definida en un intervalo cerrado [a, b] con recorrido
en IR?, y la curva asociada C que muestra la figura 2.11. Es decir,

frlabl R =R f(t) = (x(t),y(1),2(1))

entonces al efectuar una particion del intervalo [g, b], la trayectoria se subdivide en pequefas trayec-
torias determinadas por los puntos {f (o), f(t1), f(t2), -+ , f(tn)} sobre la curva C, como muestra
la figura 2.11.

Al unir estos puntos se obtiene una poligonal. El calculo de la longitud de esta poligonal se hace
trayectoria por trayectoria, al sumar se tiene una primera aproximacién. El empleo del teorema
del valor medio en cada trayectoria y posteriormente tomar que n — oo hace que la longitud de
la poligonal se transforme en la longitud de la curva, ya que se estd en presencia de una integral
definida. Si llamamos L a la longitud de C, entonces

b
L= [ IR+l ()2 + /() i

La cantidad subradical en el integrando corresponde exactamente a la longitud del vector tangente,
esto es

7O = /[ (12 + [y (D)2 + [/ (D)2

podemos escribir

b
L= [I7 )l at
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2.14 Movimiento de una particula

Un hecho interesante resulta de fijar un punto en la curva y dejar variable el segundo, ya que en este
caso, hay un cambio de notacién, se cambia L por s(t), y se anota

t
s(t) = [ IIF 0] a
Del teorema fundamental del calculo se tiene que

ds —1 — ||z
2 = POl = 15|

Ejemplo 2.13.1. La curva x = 2cost, y = 2sent, z = t, 0 < t < 27 representa una hélice sobre la
superficie del cilindro x> + y* = 4 (figura 2.12).

Para hallar la longitud de esta curva, desde el punto que corresponde a t = 0, a saber (2,0,0), hasta
t = 27 cuyo punto es (2,0,27), se necesita el vector tangente

7= (2cost,2sent,z =t) = 7'(t) = (—2sent,2cost, 1)

Sunormaes || 7/(t) || = || (—2cost,2cost,1)||| = v/5. Finalmente,
2r
L= [* V5dt=275
0

En términos de la diferencial de un punto, la diferencial de arco toma la forma Esta tltima se consid-
era en el plano, como la longitud de un segmento corto de recta tangente a la curva, como muestra
la figura 2.13.

-ds:\/dx2+dy2+d22 si (x,y,z) € R? Js d/
y

» ds = \/dx2 +dy?, si(x,y) € R? /dx
tigura 2.13

2.14. Movimiento de una particula

Lo primero que debemos decir es que, el movimiento es el cambio continuo de la posicién de un objeto
en el transcurso del tiempo. Para conocer el movimiento de un objeto es necesario hacerlo respecto
a un sistema de referencia, donde se ubica un observador en el origen del sistema de referencia, que
es quien hace la descripcion. El sistema de referencia que usaremos es el sistema cartesiano.

Para estudiar el movimiento de una particula sobre una recta se usa un sistema de coordenadas
rectilineo. Para analizar el movimiento de una particula a lo largo de una curva se utilizan los vec-
tores. En particular, la funcién vectorial continua 7 : R — R” sirve como modelo matematico para
describir el movimiento. Para analizar este movimiento, que por lo general se limita a un plano, es
necesario conocer la posicién de la particula en todo momento. Esta posicién estd dada por el vector

de posicién
7(t) = (x1(t), x2(t), x3(8), - -+, xu(t))
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2.14 Movimiento de una particula

Las derivadas primera y segunda de este vector de posicion sirven para hallar la velocidad y ace-
leracion de la particula. La longitud del vector velocidad ||7/(¢)]| se conoce como rapidez. Habiamos
tenido la oportunidad de sefialar que, dado que la longitud de arco de una curva se expresa mediante

t
s(t) = [ IF'(1)l|at
to
entonces, al derivar respecto de t esta expresion, se obtiene

s'(t) = |[F' ()]

Esto significa que la rapidez de una particula es la razén de cambio con respecto al tiempo de la
distancia recorrida a lo largo de la curva. De igual forma la aceleracion es la razén de cambio de la
velocidad respecto del tiempo.

Ejemplo 2.14.1. El movimiento de una particula estd dado por 7(t) = (3cos 2t, 3 sen 2t).
» U(t) =7/(t) = (—6sen2t, 6c0s2t)

w d(t) =7"(t) = (—12c0s2t, —12sen2t) y
m o(t)
= L=s(t)= [ [F®)lat = 6m
' ﬁt)
a X
= |[@(t)]| =12 kj
» F(t)-d(t) =0 jperpendiculares! figura 2.14
(

. . . . . 7T
La figura 2.14 muestra la trayectoria, una circunferencia de radio 3. En t = 3 el punto en la curva

3
V/3). Ademas,

tiene coordenadas cartesianas (E' 5

3 5
5(%):(—3\/5,3):>tg9:T\/§:>9:g

o, Tt —6 77

() = (-6, 6V3) = tg 6 —6\/§:>6 :
Se esta usando el término “objeto” y “particula” como sinénimos, ambos indican un objeto muy
pequenio, que desde el punto de vista matemético corresponde a la idealizacién de un objeto consi-
derado como un punto sin dimensiones, que tiene sélo posicién, masa y movimiento de traslacién.

Ejemplo 2.14.2. Suponemos que un proyectil se mueve en un plano vertical y que la tinica fuerza que actiia
sobre él es su peso, el cual tiene una direccion hacia abajo y una magnitud de mg libras, donde m es su masa
y g es la constante de aceleracion originada por la gravedad (se desprecia la resistencia del aire). La direccion
positiva se toma verticalmente hacia arriba y horizontalmente a la derecha. Vamos a establecer su ecuacion
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2.14 Movimiento de una particula

. s Y
Sea « el d&ngulo de elevacion del arma que lanza
el proyectil, 7y la velocidad inicial dada por el (vocosa, vosena)
vector ‘
Up = vp cosx 1 + vg sena j it
t es el tiempo, medido en segundos, transcurri- 7(t) A
. . fod)
dos desde que el arma fue disparada, x la dis- g - X
tancia en pies horizontales en t segundos al pun- cosx = 5&0, sena = g_o

to de partida, vy la altura en pies verticales en ¢

segundos desde el punto de partida. figura 2.15

7(t), 9(t), d(t) los vectores posicion, velocidad y aceleracion del proyectil. La segunda Ley de New-
ton afirma que

f=m-d
Como la tinica fuerza que acttia sobre el proyectil es su peso (mg libras) y es hacia abajo, entonces

—

f=-mgj

de aqui que
m-ad—= —mgf:>ﬁ: —gf

como @(t) = 7'(t), entonces 7’ (t) = —g j. Luego, integrando respecto de t se tiene
3(t) = —gtj+C

cuando t = 0, ¥ = 7y, de manera que, 7(0) = C = C = 7. Por lo tanto
3(t) = —gt j+ o

O bien, 7/(t) = —gt j + ¥y, de donde

. 2o
r(t)z—g?]—f—vot—FCl

Como t = 0 = 7 = 0, entonces #(0) = C; = C; = 0. Asi;
7(t) = —Egt j+ 1t
Finalmente, reemplazando ¢y = vy cosa i+ Vo senw ]_"en esta ultima ecuacion se tiene;

1 .- .
7(t) = —Egt2 4 (vg cosa i + v sena j) t
O bien

-2

- 1
7(t) = tvg cosw i + (t vy sena — Egtz)]

El ejemplo precedente muestra el problema del lanzamiento de un proyectil en forma general. El
siguiente, muestra un problema particular.
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2.14 Movimiento de una particula

Ejemplo 2.14.3. Un proyectil es lanzado por un arma en un dngulo de elevacion de ™ vadianes. Su velocidad

6

inicial es 480 p/seg. Entonces

1. Vector de posicién del proyectil para todo ¢:

Considerando que a = % y que 7y = 480p/seg, entonces

To = 480 cos% i+480 sen% i

lo que equivale a tener
Ty = 240V/31+240

Asi, el vector que entrega la posicion del proyectil en cualquier instante de tiempo es

3 1 1 -

lo que simplificado corresponde a

g

7(t) = 240tV/3 7 + (240t — %gtz) j

. El tiempo de recorrido:

El tiempo de recorrido queda determinado cuando el proyectil vuelve a tocar tierra. Se calcula
haciendo y = 0.

1 1
y = 240t — Egtz =0 = 1240 — 5gt) =0

480
Se obtienen las soluciones t = 0, que corresponde al principio del lanzamiento, y t = — al

tinal del recorrido. Con g = 32 se tiene t = 15 seg.

. Elrango |OA|:

El rango se encuentra en x = |OA|| con t = 15.

x = 240tV/3 = x = 3600V/3 pies

. La altura maxima que alcanza el proyectil:

La altura maxima alcanzada por el proyectil se obtiene cuando la componente vertical del

) . d .
vector velocidad es cero. Esto es, si d_}Z = 0. Se tiene

— L dy _ —
y = 240t th :dt—240 gt=0
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2.14 Movimiento de una particula

24 15
A partir de lo cual, t = —O Si se considera que ¢ = 32, entonces t = LR De esta manera el

valor de la altura y es

15 1 225 :
y:240-——§-32-T:900pzes

. El vector velocidad del proyectil en el impacto:

Siendo el tiempo de vuelo 15 seg, el vector velocidad en el impacto es 7(15). Como 7(t) =
240+/3 i + (240 — gt) j, entonces

5(15) = 24037 — 480

. El vector de posicién y el vector velocidad en 2 seg:

(2) = 480V3i+416]
(2) = 240V3i+1767

~|

<y

. Larapidez en 2 seg:

13(2)|| = \/(240\@)2 + (176)% = 16V/16 ~ 2,9 p/seg

. La ecuacion cartesiana de la curva:

Para determinar la ecuacidn cartesiana se tiene

x = 240tV/3, y = 240t — %gt2

. .y ve
De la primera ecuaciéon t = YRk de manera que al reemplazar en la segunda:

40/3

x x2

= — — —— parébola!
y /3 10800 jparabola

Un problema interesante surge con la aceleracion cuando una particula se mueve con rapidez con-
stante sobre una circunferencia.

Ejemplo 2.14.4. Si una particula se mueve con rapidez constante k sobre una circunferencia de radio r,
entonces el vector aceleracion tiene magnitud constante k?/r, y su direccion apunta hacia el centro de la
circunferencia.
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2.15 Vector tangente y normal unitario

En efecto, la figura 2.16 muestra el vector de
posicién 7(t), al &ngulo 6 positivo entre el eje x
y el vector de posicién. En el tiempo t = 0 la

particula se encuentra en el punto (r,0). Aho- K

ra, como la rapidez de la particula es constante
e igual a k, entonces recorre un arco de longitud
kt durante el tiempo ¢t. Esto es asi ya que

t
s(t):/ 17/(8)]| db = ki figura 2.16
0

kt
De acuerdo a la medida en radianes, § = - Ahora podemos dar respuesta al problema.

7(t) = (x,y) = (rcos 0,rsen ) = (rcos g,rsenk;)

Para hallar la velocidad derivamos respecto de t. Se tiene

7= (—ksenﬁ,kcosﬁ)
r r
Se sigue que
, dg k? kt kt K>
ﬂ(t) = E = —7 (COS 7, —S€n7) = —7 r(t)

Esto prueba que la direccién es opuesta a la del vector de posicion, y por consiguiente, apunta hacia
el centro de la circunferencia. La norma del vector aceleracion es

)| =

2.15. Vector tangente y normal unitario

Al estudiar el movimiento de una particula a lo
largo de una curva en el plano, surgen dos vectores
unitarios de particular importancia. Uno de ellos
tangente a la curva, y el otro perpendicular. De la
figura 2.17 se observa que cada uno de ellos tiene
dos sentidos. La pregunta es ;cudl de ellos elegir?
Para dar la respuesta, sea C una curva suave en el
plano descrita por una funcion 7(t). Si 7/(t) # 0, el
vector

7 7'(t)
T(H) = ——2—
[177(8) ]
se denomina vector tangente unitario a la curva en
el punto P.Si7’(t) = 0 no se define vector tangente.

Figura 2.17
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2.15 Vector tangente y normal unitario

- T'(t
El vector N(t) = TE T T

)
1T (¢)
Dado que 7/(t) = 9(t) #

se llama vector normal unitario a la curva C en el punto P.

|
6 entonces el vector
. ¥(t) v(t)
T=_— —
T[] o(t)

es unitario y tiene la misma direccion y sentido que 7(t). Luego, el vector tangente unitario apunta
en la direccién del movimiento de la particula.

figura 2.18 figura 2.19

La tendencia de T a cambiar de direccién viene medida por su derivada T/, pues como T tiene lon-
gitud constante, entonces, la derivada T es perpendicular a T. El vector normal unitario, perpen-

dicular al tangente unitario, tiene la misma direccién de T, v se elige en la direccién hacia la cual la
& y &

particula gira (izquierda o derecha). Mas claro, el normal unitario apunta hacia el lado céncavo de

la curva (figura 2.18).

Ejemplo 2.15.1. Si la trayectoria de un objeto es 7(t) = (t,t), entonces

() = (1,2t) = |[F'(1)|| = V1 +4f2

El vector tangente unitario es

L 1 1 2t
T(t) = ———— (1,2t) = ,
(®) V1 +4t2( ) (\/1+4t2 \/1+4t2)

Derivando respecto de ¢

o —4¢ 2
= <\/(1 +42)3" /(1 +4t2)3)

101



2.16 Componentes Tangencial y Normal

- 2
La norma de este vector es ||T'|| = 1o a2 Luego,
4 T'(t) 1
N(t) = — = —2t,1
O T viva Y

La figura 2.19 muestra los vectores tangente y normal unitario en el punto t = 2.

2.16. Componentes Tangencial y Normal

Si una particula se mueve con rapidez constante, los vectores velocidad y aceleracién son perpen-
diculares, esto es, 7' - 7"/ = 0. Cuando la rapidez no es constante, entonces no necesariamente los
vectores mencionados son perpendiculares. Los vectores tangente y normal unitario permiten des-
componer el vector aceleracién como la suma de una componente tangencial, que acttia en la direc-
ciéon del movimiento, y una componente normal, que actiia en forma perpendicular a la direccién
del movimiento.

Proposicién 2.16.1. Sea 7(t) el vector de posicién de una curva C de clase {* (primera derivada continua).
El vector aceleracioén @ pertenece al plano determinado por los vectores T y N. Es decir,

i=aT+BN
Demostracion

En términos del vector de posicidn, el vector tangente unitario T se escribe

- 7’ 7
T: = =
711 119l
Al escribir 7 = T'||7]| se tiene
so_odlgl o 4T Al w2z 1T
= T — = -T T =
1l ST T
= -T T'I| N
S T N

Como @ es combinacién lineal de T y N, se sigue que pertenece al plano que ellos determinan.

Los coeficiente de T'y N, en la proposicion, se denominan componente tangencial y normal, respec-
tivamente, de la aceleracion. Su notacién es

d N . -
ar = — (18]),  an =13 [|IT"]l

A partir de lo cual se escribe
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2.16 Componentes Tangencial y Normal

Teorema 2.16.2. Sea 7(t) el vector de posicion de una curva C de clase {*, entonces

1]

ar =doT = oy an
|13

doN =

Demostracion

Sabemos que el vector aceleracién pertenece al plano formado por los vectores T y N, y que ademés
la magnitud de la proyeccién vectorial de @ sobre T corresponde a la componente tangencial y que
la magnitud de la proyeccién vectorial de @ sobre N es la correspondiente componente normal. Esto
es,

a compz a 20T doT
T = T_‘ = pury =
[IT1]
. d@oN _ -
aNy = compyd=-——=doN
[INT]
7 iod

Considerando que T = ,entonces ar =

Esta expresion en funcién del vector de posicion toma la forma

k=

2! 7
r-or

17711

ar =

Para hallar la expresién de la componente normal en funcién del vector de posicién, recurrimos a la

ecuacion @ = ar T+ ay N y al hecho quefzﬁ.Se tiene
oxid = ||7|Tx (ar T+an N) =ar||7]| (T x T) +ay ||3||(T x N)
= an |[7]] (T x N)

Se debe observar que T x T = 0. La norma de este vector es

1o x a|| = an ||7]| [|IT x N|| = an ||7]|
Usando ||@ x b|| = ||@|| ||b|| sen 6, resulta sencillo ver ||T x N|| = 1. Ahora se despeja ay para
obtener
__l#xal
N =
19|

Finalmente, reemplazando velocidad y aceleracién en funcién del vector de posicion

L
)\ A —
7]
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2.17 Aceleracion y Curvatura

2.17. Aceleraciéon y Curvatura

En una recta el vector tangente unitario T no cambia su direccioén y por tanto, T’ = 0. Si la curva no

es una recta, la derivada T/ mide la tendencia de la tangente a cambiar su direccion. El coeficiente
de variacién o derivada de la tangente unitaria respecto a la longitud de arco se denomina vector

dT
curvatura de la curva. Se designa ——.

ds

En términos del tiempo ¢, la regla de la cadena y el hecho que s’(t) = v(t) permiten relacionar el

dT . - ) .
vector curvatura — con la derivada T/ mediante la ecuacién

ds
ar _dT dt _ 1 .
ds dt ds s'(t) v(t)

como el vector T’ se puede expresar por medio de N, se tiene

at _|IT'|| & — |7
& = o N(t), o(t) =1|5(t)]]

de esta forma, el vector curvatura tiene la misma direccién que la normal principal N(t). El factor
escalar que multiplica a N(t) en la ecuacién anterior es un nimero no negativo llamado curvatura de
la curva que se designa por . Asi, la curvatura x(t) definida como la longitud del vector curvatura
estd dada por la expresion

dT
ds

1T _
v(t)

En términos geométricos, la curvatura representa la
razén de cambio del angulo 6 respecto de la longi-
tud de arco s. En lenguaje fisico, cuando la particu-
la recorre la curva C, su velocidad puede cambiar
lenta o rdpidamente dependiendo de que la cur-
va C se doble gradual o bruscamente. La curvatura
mide cudnto es ese “doblamiento”, cuanto mayor
es la magnitud de T/ (s) tanto méas se dobla la curva
en el punto. En la figura 2.20 la curvatura es mayor
en el punto A que en el punto B.

k(t) =

Figura 2.20

2.17.1. Férmula de la curvatura

La forma mas sencilla de célculo de la curvatura es en funcion del vector de posicién 7(t). Vamos a

verificar que

7" > 77|

K= ——7—
77113
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2.17 Aceleracién y Curvatura

En efecto, sis’ = ||F/||,7' =s'T, 7" = (s’ T)' =T's' +s" T, entonces
. 7' x7"|| _ ||Ts' x(T's'+Ts")|
~ TP 73

B ||s’2 (T“x T”)+s’s” (Tx T‘)||
- s!3

como T' x T = 0, entonces la expresién anterior se reduce a

1T < T'||

K =
S/

Ahora bien, la identidad de Lagrange asegura que

1@ > b]|% = [|a]| |[b]]* — || - b]|?

Luego, en la dltima expresion de la curvatura se tiene

TR T TR - T T2
_ _ .

K 57
a7

BT T
! ds

S s/

se hizo uso del hecho que ||T|| =1y queT-T' =0

Sigamos averiguando que sucede con aceleracion y curvatura. Para el vector tangente unitario, que
es el cociente entre el vector velocidad y su norma, se tiene
ar dt

Lo p_dr 1 dr ot
A7 dt ds

|

T =
il

a partir de lo cual obtenemos que
- dr dr 4t dt L ds o
=%~w s " ""al

Para tener la aceleracion, derivemos la velocidad respecto de ¢.

105




2.17 Aceleracion y Curvatura

dr — dt \ dr dt? dt dt
2 T T/
_ % p ds T I
dt2 dt dt ||T/||
d2s - ds T’ 5
= T+ — . — /
FTERRT 1T 1)
d2s - ds - ds
= g T N
— ﬁ T"‘K @@ N
o dR dt dt
d’s - L /ds\?
_-Hﬁ-T+wAL<%)

Esta dltima igualdad tiene un significado cinemético conocido e importante: la aceleracién de un
punto en movimiento tiene una componente tangencial a la trayectoria cuyo valor es la aceleracion
absoluta, y una componente normal cuyo valor es el producto de la curvatura por el cuadrado de la
velocidad absoluta. Lo interesante es que esto permitir calcular la curvatura.

d?s ds\ 2
ar = W, aN = K- (E) (2].)

Empleando las notaciones

tenemos el vector aceleracion expresado como la suma de dos vectores perpendiculares jhistoria
conocida! Uno paralelo al vector velocidad, T’, y el otro perpenchcular a éste, N. Esto significa que
el vector aceleracion pertenece al plano determinado por T'y N.

—

ﬁ:ﬂT-T—l—LZN-N

I

Observar también que la norma del vector aceleracion satisface ||7||> = a% + a3;.

Los escalares ar, ay son la componente tangencial y normal de la aceleracién, respectivamente. En
la ecuacién 2.1, de acuerdo con la segunda ley de Newton (F = m - 4), se tiene que la componente de
la fuerza tangencial a la trayectoria del cuerpo controla la razén de cambio de la rapidez del cuerpo

ya que
m.a —m.d_zs— .i @
=g ="\

Esta componente es negativa cuando un objeto frena, y positiva cuando acelera. Luego, la compo-
nente tangencial es funcién exclusivamente de la longitud de arco y es independiente de la cur-
vatura. Por otra parte, la componente de la fuerza normal a la direccién del movimiento del cuerpo
controla la curvatura de la trayectoria en la que aquél se desplaza. Esta componente es funcién de
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2.17 Aceleracién y Curvatura

la rapidez y de la curvatura. Ademas, Ay es siempre positivo y Ar puede ser positivo o negativo,
dependiendo esto de que la particula esté ganando o perdiendo rapidez (Figura 2.21).

tigura 2.21 tigura 2.22

. 1 .
Definicion 2.17.1. La cantidad p = —, el reciproco de la curvatura, se llama radio de curvatura (x # 0).
% " P

Asi como la tangente es la recta que mejor aproxima la curva en un punto dado, el circulo de cur-
vatura es el circulo que mejor se acerca a la curva en un punto dado. El centro de este circulo se llama
centro de curvatura y su radio es el de curvatura. La inversa de este radio se denomina curvatura de
la curva en tal punto. Cuando una curva es més pronunciada su curvatura es mayor y su osculador
menor y viceversa.

El radio de curvatura p y el centro C del circulo de curvatura se calcula como sigue: Se ubican dos
puntos cercanos en la curva y se trazan los respectivos vectores tangente y normal (figura 2.22). Las
normales se cortan en el centro C del circulo de curvatura, y la distancia del centro a cada par de
puntos infinitamente préoximos entre si es el radio de curvatura. El circulo de curvatura en un punto
de la curva es el que mas aproxima la curva en dicho punto. En el plano formal, se define como aquél
cuyas primera y segunda derivadas coinciden con las correspondientes de la curva en dicho punto,
y que ademds yace en el lado céncavo.

Ejemplo 2.17.2. Para la curva 7#(t) = (1 — t,t,t*> — t3) determinemos su curvatura en el punto (1,0,0).
Usaremos la férmula para curvas parametrizadas.

<)
7P

El punto se obtiene con t = 0. Luego,
» 7(t) = (—1,1,2t - 3t?) = 7'(0) = (—1,1,0)
« 7(t) = (0,0,2—6t) = 7"(0) = (0,0,2)
« 7'(t) = (0,0,—6) = 7""(0) = (0,0, —6)

17/ (O)I] = [1(-1,1,0)|| = v2
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2.17 Aceleracion y Curvatura

Ahora se calcula el numerador

= (2,2,0) = [[7/(0) x 7" (0)|| = 2V/2

{1
—
=)
~—
X
=~
—~
=)
S~——r
I
|
—_
O =y
N O =i

De esta forma,

X _2ve
713 2v2

Férmulas de la Curvatura

Las siguientes, son expresiones para la curvatura, cuando la curva se expresa en forma cartesiana o
paramétrica.

1.

Si el pardmetro es la longitud de arco s, entonces
k= [T ()l = 17" ()l

En funcién del tangente unitario

i
171
En funcién del vector de posicion
x|
[17[1°
En funcién del normal unitario .
. doN
leils

Si la curva plana C viene dada en forma cartesiana mediante la funcién y = f(x) dos veces
diferenciable, entonces
y"(x)

(1+y'%)3/2

tigura 2.23

figura 2.24
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2.17 Aceleracién y Curvatura

En esta expresion cartesiana, el signo del valor absoluto se considera positivo si la curva se dobla
hacia la izquierda en el punto, y negativo si se dobla a la derecha. Esto es, « es positiva paray” > 0
(f convexa), y k negativa paray” < 0 (f concava). (figura 2.23)

Ejemplo 2.17.3. Una particula se mueve sobre la curva 7(t) = (t,t2). Determinar ¥, ¥, @, ayy arent = 1.

Como el vector de posicion estd dado, entonces 7(1) = (1,1), 7/(t) = d(t) = (1,2t), d(t) = (0,2)
Para hallar a1 usemos

d>s d (ds d d 4t
= - = — J— = — 3 = — 2 e
TR T dr (dt) ar PO =7 <V1_%4t> N

Para determinar la componente normal hacemos uso del hecho que ||]|* = 4% + a%;. Se tiene

At 2 2
42(—) +a%\]:>aN:

V1 -+ 412 V1 + 412

En t = 1 las componentes de la aceleracién son:

ﬂ_4a_2
T\/E’N\/g

La figura 2.24 muestra las componentes tangencial y normal de la aceleracién en este caso.

Ejemplo 2.17.4. Sea 7(t) = (14 cost — sent)i+ (sent + cos t)] la posicién de una particula en el plano.
Se tiene:

-

» T=(—sent—cost)i+ (cost—sent)]

>

m 4= (—cost+sent)i+ (—sent—cost)]

n ||T]] = \/(sent+cost)Z+ (cost —sent)? = /2
d?s ds\ , d ., B d B
2
. aN:K'<%) =x-(V2)? =2«

Para determinar la curvatura «,

- 1
T=—" (—sent—cost, cost —sent)

V2

de donde
V3

I
—

T' = - (—cost+sent, —sent —cost) = ||T'|| =

N

L
V2
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2.18 Planos osculador, normal y rectificante

t _
Como, s'(t) = H?’(t)H,entonces% — (I[7"(#)|) " = —=. Se concluye que

SN

Sk
5|

Como ay = 2 k, entonces ay = V2.

2.18. Planos osculador, normal y rectificante

Cuando una particula se mueve a lo largo de una recta y los vectores velocidad y aceleracién no son
cero, el vector aceleracion es paralelo al vector velocidad. En el movimiento circular, una particula
con velocidad angular constante (fuerza centripeta) la direcciéon del vector aceleraciéon es opuesta a la
del vector de posicién. Es decir, el vector aceleracion estd dirigido hacia el centro de la circunferencia,
teniéndose ademas, que el vector aceleracion es perpendicular al vector velocidad.

En una trayectoria cualquiera hemos probado que el vector aceleracion es la suma de dos vectores
perpendiculares. Vamos a ver ahora que si el movimiento no es rectilineo, esos dos vectores perpen-
diculares determinan un plano llamado Plano Osculador (figura 2.25).

Definicién 2.18.1.

1. Se llama Plano Osculador de la curva C en el punto P, al plano que pasa por P y que contiene los

vectores T y N. Para una particula desplazindose en el espacio el plano osculador coincide con el plano
que en cada instante contiene a la aceleracion y la velocidad.

2. Elvector B =T x N se llama Binormal, y es normal unitario al plano osculador.

3. El Plano Normal es el que pasa por P, y es perpendicular al plano tangente. Contiene a los vectores B
yN.

4. El Plano Rectificante es el que pasa por P, y es perpendicular a la normal principal. Contiene a los
vectores B y T.

El concepto de plano osculador se utiliza s6lo en curvas que no estén contenidas en un plano. Geo-
métricamente, el plano osculador es el plano mas préximo a la curva que pasa por ese punto. Por
lo tanto una curva tiene infinitos planos osculadores. Desde el punto de vista topolégico el plano
osculador es el que contiene més aproximadamente a la curva en una vecindad del punto.
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2.18 Planos osculador, normal y rectificante

figura 2.25

Veamos otros hechos interesantes que surgen de estas definiciones. Sean T, N, B los vectores tangente
normal y binormal respectivamente, considerados en funcién de la longitud de arco s, entonces

s oo dB doooo\ o dN AT o
B=TxN= "= (TxN)=Tx"=+"-xN
de donde . _
E_TXE—}_(KNXN)
Se concluye que
dB - _dN
T x /= 2.2
ds " s 22)
Lo iN .
Se ha usado el hecho que N x N = 0. Para% se tiene
- d, o o d - dN dN - - o dN

-~ dN
Se concluye que los vectores N y 5 son perpendiculares.

= —

. dB - dN
Observando la ecuacién 2.2 vemos que el vector — es normal al vector T y al vector —. Como

_ R ds ds
dN = - dB -
—— L N, entonces — y N son paralelos. Esto es:
ds ds
dB -
— =—7N, 17€R
ds
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2.18 Planos osculador, normal y rectificante

Figufra 2.26

El nimero 7 se llama torsién de la curva en el punto. Como B es el vector de direccién del plano

=

dB . . . . . .
osculador, — mide la rapidez de “torsién” del plano osculador por cambio unitario en la longitud
s

de arco. Se ha elegido el signo menos con el propésito que la torsion sea positiva cuando el vector
B gira a la derecha en direccién de —N (como tornillo de rosca) cuando hay desplazamiento en la
direccién creciente de t.

Tal como la curvatura de una curva en el plano, en un punto de la curva, mide la rapidez con la que
la curva abandona la tangente en ese punto, la torsién mide la variacién de la direccién del plano
osculador. El término “torsién” reemplaza al de curvatura para las curvas en el espacio. En el caso de
la curvatura de una superficie, el concepto es similar. La curvatura de una superficie, en un punto,
mide la rapidez con la que la curva abandona el plano tangente a la curva en ese punto.

El sistema de vectores (T”, N, E) constituye una base ortonormal positivamente orientada y recibe
el nombre de triedro de Frenet o triedro mévil, ello permite decir también, que la torsién mide la
cantidad que se dobla la curva en el sentido de que el sistema formado por (T,B,N) en el punto
parece girar alrededor de C conforme el punto se mueve a lo largo de la curva. (figura 2.26)

2.18.1. Calculo de la Torsion

La torsién T para una curva en R® puede hallarse empleando el vector de posicién mediante la
expresion
(?’/ X 1-,’//) o) 1—,.'///

T

De igual forma, los vectores Normal y Binormal tienen expresiones simples de calculo, mediante el
empleo del vector posicién. Al respecto, se tiene

/

B=

I
N

/! =/ -
X o FxT
] T <7
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2.18 Planos osculador, normal y rectificante

2.18.2. Foérmulas de Frenet

Sabemos que los vectores tangente, normal y binormal satisfacen

De la tercera de ellas se obtiene

N-Bxf— N gl 287
s ds = ds

También se sabe que

dB . dT -

= T = —x. 2.

s T-N y i N (2.3)
Luego,

dN -

Concluimos que
= _x-T+7-B (2.4)
Las ecuaciones 2.3 y 2.4 constituyen las llamadas, férmulas de Frenet - Serret.

Ejemplo 2.18.2. Sea C la Hélice circular parametrizada por las ecuaciones

x =3cost, y=3sent, z=4t

1. El vector de posicién ¥ = (3cos t, 3sen t, 4t)
2. El vector velocidad 7" = (—3sen t,3cos t,4), sunorma ||7'|| = 5

3. El vector aceleracion 7"/ = (—3cost, —3sent,0)

7}

4. El vector tangente unitario T= 7
=

1
= 5(—3561’1 t,3cost,4)

~

5. Para el normal unitario N tenemos:

7 x 7 = (—3sent,3cost,4) x (—3cost, —3sent,0) = (12sent, —12cos t,9)
(7' x7")x 7" = (12sent,—12cost,9) x (—3sent,3cost,4) = (—75cost, —75sent,0)
[|(F' x 7"y x7'|| = 75
Se concluye que N = —(cost,sen t,0)
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2.18 Planos osculador, normal y rectificante

6. La curvatura es
P < 7 ||(12sent, —12cos t,9)|| 3

TR T 125 25

25

1
7. Elradio de curvatura, p = p — p= 3

8. Para el vector binormal tenemos:

'x7"  (12sent,—12cost,9) 1
T | = G = —(4sent, —4cost,3)

B =

N

9. La torsioén es
(7' x7")-7"  (12sent,—12cost,9) - (3sent, —3cost,0) 4

- 9 25

CT T

10. El radio de torsién es 6§ = - = 24—5

Ejemplo 2.18.3. Para la curva parametrizada x = t, y = t2, z = §t3, se tiene:
1. El vector de posicién es ¥ = (t, 2, %t3)

2. Elvector velocidad, 7’ = (1,2t,2t?), su norma ||7'|| = 1+ 2#?

3. El tangente unitario es

1
1+ 2¢2

T 1 2t 212
= 1,2t,2£%) = ) ,
! ( ) <1+2t2 14 212 1+2t2>
_ __ 042
4. El normal unitario es N = (=2t,1-2t°,2t)
1+2#2

5. El binormal ) )
N (1,2t,2t%) " (—2t,1 —2t5,2t)
1+ 212 1+ 212

el
I
~L

1 i j k
— | 1 2t 2f2
—2t 1—212 2t

2 4 3 2
m-(% 4, 2t — 48,1+ 22)

114



2.18 Planos osculador, normal y rectificante

10.

11.

Después de simplificar

S (1+212) 5 (2t2, —2t,1)
B=—— %2 .(2t",-2t,1) = ——F— =
(1+2t2)2 ( ) 1+ 212
Para el célculo de la curvatura tenemos
o T L2 12
RE 14212 142120 (14212)2
1+ 242
El radio de curvatura es p = (+2—)
La torsion viene dada por T = 2
POTT = 1 1222

En t = 1 los vectores unitarios tienen los siguientes valores:

1

T(1) = 3 (1,2,2)  wvector tangente
1
N(Q) = 3 (=2,—1,2) wvector normal
- 1 )
B(1) = 3 (2,—2,1) wvector binormal

Para hallar la ecuacién de la recta tangente, el punto en la curva es (1, 1, %), y el vector director
de esta recta es d = (1,2,2), de modo que

L= (1,1,§)+t(1,2,2)

es la ecuacion de la recta tangente. en forma simétrica,

x—1 y—l_z—%

1 2 2

Para hallar la ecuacién de la recta normal, el punto sobre la curva, cont = 1, es (1,1, %), el
vector director d = (—=2,—1,2), de manera que

L= (1,1,§)+t (—2,-1,2)

O bien

son las ecuaciones vectorial y simétrica, respectivamente, de la recta normal.
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2.18 Planos osculador, normal y rectificante

12. Para la ecuacion de la recta binormal, el punto sobre la curva, cont = 1, es (1,1, %), el vector
director d = (2,—2,1), de manera que

B 2
L=(113)+t(2-21)

O bien

2 -2 1
son las ecuaciones vectorial y simétrica, respectivamente, de la recta binormal.

2
13. Para hallar la ecuacién del plano osculador, el punto en el plano es 7(1) = (1,1, 5) El vector

normal es B(1) = = (2,—2,1). Luego, la ecuacién del plano osculador es
3 g P

2.1
(x—l,y—l,z—g)o5 (2,-2,1)=0

al simplificar
6x —6y+3z—-2=0

14. La ecuacién del plano tiene como vector normal a T(1) = 3 (1,2,2). Luego,

2,1
-1 _1, — ). = 1,2/2 =0
(x 4 y z 3 ) 3 ( )
simplificando, la ecuacién del plano normal es

3x+6y+62—13=0

- 1
15. La ecuacién del plano rectificante tiene vector normal N(1) = 3 (=2,—-1,2). Luego
2.1
~1y—-1z-2)-2(-2,-1,2)=0
(r—1y-Lz-2)3(-2-12)

al simplificar, la ecuacién del plano rectificante es

6x+3y—6z—5=0
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2.19 Problemas resueltos

2.19. Problemas resueltos

Ejemplo 2.19.1. Probemos Fr(E) = Fr(E°)

Sea V(x) una vecindad o entorno cualquiera del elemento x. De acuerdo con la definicién de fron-
tera, se tiene

x € Fr(E) < V(x)NE#¢AV(x) N E°#¢, VV(x)
= V)NE #PAV(x)N(E) #¢
<= x € Fr(E°)

Ejemplo 2.19.2. Sea E C R". Demostremos que si E es un conjunto abierto, entonces E no contiene puntos
frontera.

Sea V(x) una vecindad cualquiera del elemento x. De acuerdo con la definicion de abierto, se tiene

x€ E = JV(x)tal queV(x) C E
= V()NE#$AV(x)NE =
— x ¢ Fr(E)

Ejemplo 2.19.3. Sea E C R". Demostrar que si E es un conjunto cerrado, entonces E contiene los puntos
frontera.

Sea x punto frontera de E y tal que x ¢ E. En estas condiciones x € E, y como el conjunto E€ es
abierto (E es cerrado) entonces existe una vecindad V(x) C E°. De aqui que

V(X)NE #¢ AN V(x)NE # ¢

A partir de esto se tiene que x no seria punto frontera, y en consecuencia entramos en contradiccién.
De esta forma, x € E, es decir, E contiene a sus puntos frontera.

Ejemplo 2.19.4. Demostremos que A° N B° = (AN B)°
Como se trata de una igualdad, debemos probar una doble implicacion.

=) Se sabe que A° C Ay que B° C B, de modo que A° N B° C AN B. Como A° N B° es una inter-
seccién de conjunto abiertos, entonces A° N B° es un conjunto abierto. Siendo (A N B)° el conjunto
abierto més grande contenido en (A N B), se tiene necesariamente

A°NB° C (ANB)°

<=) Para probar en el sentido inverso tenemos que ANB C Ay ANB C B, de manera que es

valido entonces que
(ANB)°C A° y (ANB)°CB°

de lo cual se obtiene que (AN B)° C A° N B°.
Se concluye que A° N B° = (AN B)°
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2.19 Problemas resueltos

Ejemplo 2.19.5. Para el conjunto A = {(—1,0), n € N*} U (=2, —1) x [—1,2) se tiene:
1 IntA=(=2-1)x (~1,2)

2. Ext A=R*—-[-2,—1] x [-1,2] — (—%,0) —{(0,0)}

3 A=[-2,-1] x [-1,2] U (—%,0) U{(0,0)}
4 A =[-2,-1] x [~1,2] U{(0,0)}

5. Fr(A)={-2<x<-1y=-1}u{-2<x< -1, y=2}U
{-1<y<2,x=-2}U{-1<y<2 x=-1}U(-1,00U{(0,0)}

6. Como Int A # A se concluye que A no es abierto.

7. Como A # A se concluye que A no es cerrado.
Ejemplo 2.19.6. Sea A = {(x,y) € R?/|y — 1| < (x — 2)2}. Se tiene lo siguiente:

1. La grafica del recinto A la muestra la figura 2.27.
2. El punto P(2,1) ¢ A, luego no es punto interior.

3. El punto P(2,1) es punto frontera pues V V(2,1) se satisface que
VRDNA#$  VEINA £¢

4. El punto P(2,1) es de acumulacién pues (V(2,1) — {(2,1)}) N A # ¢

5. A={(x,y)/|ly—1| < (x —2)?}, A° = A = A es abierto, y ademas,

Fr(A) ={(x,y)/y—1=(x—22 Ay—1=—(x—2)*}
y

figura 2.27

Ejemplo 2.19.7. Un proyectil es lanzado en un dngulo de elevacion de 45° con velocidad inicial de 2500
p/seg. Determinemos el rango del proyectil, la mixima altura alcanzada, y su velocidad de impacto.
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2.19 Problemas resueltos

Se sabe que el vector de posicion para un proyectil que es lanzado bajo cierto dngulo y con velocidad
inicial es

- 1
7(t) = tvg cosw i+ (tvg sen o — > gt?)

Si consideramos que ¢ = 32, « = 7 y vg = 2500, entonces, el vector de posicién del proyectil es

-

7(t) = 1250tv/2 i + (1250tv/2 — 164%) ]

Para determinar el rango, resolvemos la ecuacién 7(f) = 0, de la cual se hallat =0, t = 213 625v/2,
que es el tiempo de vuelo. Ahora, con este valor de t reemplazado en la primera coordenada del
vector de posicion, se encuentra que el rango es

x = 2500 - %\/5- % 625v/2 = % 390625

Para hallar la altura méxima se recurre a la derivada de la segunda componente del vector de posi-
cién respecto del tiempo. Se tiene

dy 625v/2

con lo cual, la altura maxima es

2
H(méxima) = 1250 - 622@ V216 (622@)

Al simplificar se obtiene
390,625

8

Para el célculo de la velocidad de impacto, que es la velocidad en el tiempo de vuelo, tenemos

H(maéaxima) =

-

F(t) = 125067214 (1250tv2 — 16t2) |
d(t) = 1250v2 7+ (1250v2 —32t) |
25v2 > 25v2 )\ -
] <6 58f> = 1250v27 + (1250\/5—32- ° 58f> j

= 1250v27—1250v2

Ejemplo 2.19.8. Un proyectil es lanzado desde lo alto de un edificio de 96 pies de altura en un dngulo de 30°
con la horizontal. Si la velocidad inicial es de 1600 p/seg, vamos a encontrar el tiempo de vuelo y la distancia
de la base del edificio al punto donde el proyectil aterriza.
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En este caso tenemos que

1
7(t) = (tvgcosa, tvgsena — Egt2 +96)

Si consideramos ¢ = 32, & = 30°, vy = 1600, entonces el vector de posicién del proyectil es

g

7(t) = 800£v/3 7 + (800t — 16> + 96)

Para determinar el tiempo de vuelo resolvemos la ecuacién 800t — 16> + 96 = 0, de la cual se halla
t =25+ v631.

La distancia del aterrizaje lo entrega la primera coordenada del vector de posicién en el tiempo de
vuelo. Esto es

x =800 - /3 (25 + v/631 = 20,000 v/3 + 800 v/1893

Ejemplo 2.19.9. Desde un punto ubicado a 256 pies de altura en el cerro Nielol, se lanza una pelota en
forma horizontal, con velocidad inicial de 50 pies/seg. Vamos a determinar el tiempo de vuelo de la pelota, y la
distancia de la base del cerro al punto donde la pelota desciende.

Con los datos del problema, el vector de posicion es

7(t) = (50t, —16t2 4 256) = 50 - t i + (—16t> +256) |
El tiempo de vuelo se encuentra al resolver la ecuacién 16t — 256 = 0, teniéndose t = 4. Con este
valor de t se obtiene x = 200 que es la distancia pedida.

Ejemplo 2.19.10. Hallemos los vectores tangente y normal unitario de la curva de ecuaciones paramétricas

x=3t—t, y=1 enelpuntot =2.

El vector de posicién de la curva es 7 = (3 £2 — t,#2), de modo que 7/ = (> —1,2t), yent = 2 es
2/

7/(2) = (3,4). Ahora bien, la norma de este vector es ||7/(2)|| = 5, conlo cual T = 1 (#* — 1,2t), de
aqui que T(2) = 1(3,4).

Para hallar el vector normal unitario usemos el tangente unitario.

T = (P-1,2)=T = —— 2t,1-#) = ||T'|| =

. T’ 1 . 1

N = - = 2t,1—t2) = N(2) = = (4, -3
T A8 ( ) (2) 5( )

Ejemplo 2.19.11. Una particula se mueve sobre la curva y*> = 8x con rapidez constante e igual a k. Vamos
a encontrar en el punto (2,4) los vectores de posicion, velocidad, aceleracion, tangente unitario, y normal
unitario, como también, las componentes tangencial y normal.

Con y = t se tiene t2 = 8x, con lo cual el vector de posicién es 7(t) = ( %, t), y en particular,

—

7(4) = (2,4). Para hallar el vector velocidad se tiene

F=xit+Vyj y 2yy=8x
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Como se sabe que ||7|| = k, con k una constante, entonces

: . : 16
GR+OF =8 — (043 (02 =R
— @21+ =k
= (1) (¥’ +16) = Ky’
. ky . k
— x= —x(2,4) = —
y2 +16 (2.4) V2
Analogamente, ¥ (2,4) = L En consecuencia
g ’ % - \/E
k -k -
0(2,4) = —i+—
24) = it 5]

Ahora vamos a determinar el vector aceleraciéon. Para ello escribimos el vector velocidad en la forma

- .o - ky - 4k -
v=xi1+Y]= 1+
J Vy?+16 \/y2+16]
Derivamos para tener
L do di dy 16k

a=— = —+ — =

4ky -
dt —dy dt ~ /(2 +16) \/(y2+16)3]

Se debe tener en cuenta que y = t = dy = dt. En el punto (2,4) tenemos

k\/il k\/_ _kV2
16 16 7 16

q(2,4) = (1,-1)

Se puede escribir A = 16 ( —1), pues k = /2.

El vector tangente unitario se encuentra como cociente del vector velocidad y su norma. Esto es

<L

_ y 1 T
||5||_\/(y2+16) \/y+16 V2 V2

El vector normal unitario se encuentra como cociente del vector tangente unitario derivado y su
norma. Esto es

T(t) = j=T(2,4) = 1]
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Se tiene
- 1 - 4 -
(y* +16)° (y*+16)°
T'(2,4) = —i———1, T'(2,4)|| = =
@) = gmi—pml TR
N(2,4) = —i——]
(2,4) L
Para la componente ar se tiene
d’s d ds d d . . d

ar =T = 2 (5) = 2 (1) = 3 (I3l]) = 5 () =0

La componente Ay = & (%)2, en donde x es la curvatura de la curva. Se tiene

dt 1 1
AR A S

Luego, la componente normal es
1 k
Ay = — K2 ==
N~ 8k 8

Ejemplo 2.19.12. Hallemos los elementos del triedro de Frenet de 7(t) = (et,e™*,tv/2), cuando t = 0.

El valor t = 0 define el punto P = (1,1,0). Sabemos que el vector tangente unitario en P es paralelo
a7’(0) y que el vector binormal es paralelo a 7/(0) x 7”(0). Por tltimo, sabemos que el vector nor-
mal principal es paralelo al vector que resulta de multiplicar vectorialmente 7' x 7”(0) por 7/(0).
Tenemos:

. F(t) = (¢, et 1V2) = /(1) = (¢, —et,v/2) = 7/(0) = (1, —1, V2).

w 7/(t) = (ef, e, V/2) = 7"(t) = (e}, e™,0) = 7"(0) = (1,1,0).
i j ok
= 7(0) x77(0) = {1 —1 V2| =(-v2,v22) = (-1,1,V2)
1 1 0
i ]k
w (7/(0) x 77(0)) x7/(0) = |—v2 2 2| =(44,0) = (1,1,0)
1 -1 V2

Esto nos lleva a establecer que los elementos del triedro de Frenet son:

y 1 z

ﬁ

Recta tangente -
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Plano normal :[1|(x —1) +[-1](y — 1) +2v2|=0

Recta binormal : ~— 1 _ Y 1 _Z

—1 1 N2
Plano osculador : —1(x — 1) +1(y — 1) +zv2 =0

-1 —1
Recta normal principal : a = Y — = g

Plano rectificante :[1](x —1) +[1](y —1) +[0z =0

Ejemplo 2.19.13. Hallemos los elementos del triedro de Frenet, en (1,0,0), de la curva7(t) = (t —cost, sen't, t).

El valor t = 0 define el punto P = (1,0, 0). Tenemos:
w 7(t) = (t —cost, sent, t) = 7'(t) = (1 +sent,cost,1) = 7'(0) = (1,1,1).

w 7/(t) = (1+sent,cost,1) = 7" (t) = (cost,—sent,0) = 7" (0) = (1,0,0).

ik
1 1/ =(0,1,—1)
00

Luego, los elementos del triedro de Frenet son:

Recta tangente : tl_y_z

Planonormal : (x+1)+y+z=0

Recta binormal : rrl _Y_Z
0 -1
Plano osculador :y —z =0
- x+1 vy z
Recta normal principal : = {= 7

Plano rectificante :[2](x +1) +[-1ly +[-1z =0

Ejemplo 2.19.14. Hallemos curvatura y torsién en cualquier punto de la curva 7(t) = (3t — t3,3t%,3t + t3).
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Debemos encontrar las tres primeras derivadas
7'(t) = (3—3t%,6t,3+3t%), 7"(t) = (—6t6,6t), 7"(t)=(-6,0,6)

para calcular:

i 7k
o FI(H) x () = |3—312 6t 3432 =18(t2 —1,-2t, >+ 1)
—6t 6 6t

o [7(H)] =3/ (1 —12)2+ 42 + (1 +2)2 =32 (1 + ?)
o 7)) x7(H)] =18/ (12 —1)2 + 422 + (1 +12)2 = 182 (1 + 1?)
1—t2 2t 14+

L] (7"’ X ?”) 7 =108| —t 1 t =216
-1 0 1
Con estos datos se tiene:
curvatura : x(t) 7rx ] 18v2(14 ) L
V . = p—y = g
7P 5421 +12)3  3(1+12)?
(?’ X 7”) o 7" 216 1

torsion : T =

77 <72~ 648(1+ )2 3(1+2)2
Como la curvatura y la torsién son iguales en cada punto, la curva es una hélice.

Ejemplo 2.19.15. Dada la curva 7(t) = (2cost,2sen t,t), hallar los puntos de ésta para los cuales el plano
osculador por dicho punto es paralelo a la recta {x +2z =2, x —y = 2}.

Un plano es paralelo a una recta si y sélo si el vector normal del plano y el vector director de la recta
son perpendiculares. Por tanto, se trata de comprobar que el vector normal del plano osculador es
perpendicular al vector director de la recta. El vector perpendicular del plano osculador es el vector
binormal. Por tanto, vamos a hallar la direccién del vector binormal (no hace falta calcular el propio
vector binormal) en cada punto y el vector director de la recta, y después, vamos a imponer que
ambos sean perpendiculares.

7'(t) = (—2sent,2cost, 1), 7"(t) = (—2cost, —2sent,0)

de lo cual,
P
7(t) x 7"(t) = |—2sent 2cost
—2cost —2sent 0

]

= (2sent, —2cost,4) = (sent, —cost,?2)

Calculamos ahora el vector director de la recta. Dicha recta viene dada como intersecciéon de dos
planos. Por tanto, el vector director de ella se obtiene de multiplicar vectorialmente los vectores
normales de los respectivos planos:

124



2.19 Problemas resueltos

» plano x +2z =2 = 1i; = (1,0,2). » planox —y =2 =1, = (1,—1,0).

Asi, el vector director de la recta es

O‘N.l

d =iy X iy = =(2,2,-1)

Ll B Y
SN X

-1
Por consiguiente, para el que el plano osculador sea paralelo a la recta, se debe cumplir que

(sent,—cost,2)-(2,2,—1) =0=-sent—cost—1=0— sent—cost =1
Esta ecuacion tiene dos soluciones:

0 sent=1Acost=0==t= 7 mds2nrm por peridiocidad.
0 sent=0Acost=—1=t= mmads2nr por peridiocidad.

Ejemplo 2.19.16. Dada la curva 7(t) = (acost, asent, f(t)), comprobar que si f(t) = asent+ Bcost,
con a, B € R, entonces la curva es plana.

Hay que comprobar que la torsién de la curva es cero. Para ello se tiene que, si
7(t) = (acost, asent, asent+ pcost)

entonces

=2/

n 7/(t) = (—asent, acost, acost — Bsent)

n 77(t) = (—acost, —asent, —asent— Bcost)

211

n 7"'(t) = (asent, —acost, —acost+ Bsent)

Se observa que los vectores 7/(t) y 7/”/(t) son proporcionales (uno de ellos multiplicado por —1 da

como resultado el otro), por consiguiente,
(7—;‘/ X 1‘,’//) o 1‘,’///
77 7

T= =0

por lo que deducimos que la curva es plana.

Ejemplo 2.19.17. Demostremos que la curva 7(t) = (t* +2,t> + 2t + 3,t + 1) es plana y hallar la ecuacién
del plano que la contiene.

Ya sabemos que para comprobar que la curva es plana, basta verificar que su torsién es cero. Esto es,
que
(F'(t) x 7"(t)) o 7"(t) =0
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2.19 Problemas resueltos

Las componentes de la curva son polinomios de grado menor que 3y, por tanto, su derivada tercera

es cero para todo t. Esto significa que 7"/(t) = (0,0,0) y, por consiguiente, la torsion es nula. Luego

la curva es plana y esta contenida en el plano osculador. En otras palabras, el plano osculador a la
curva en todos sus puntos es siempre el mismo y la curva estd contenida en dicho plano. Para hallar
su ecuacion, basta considerar uno cualquiera de sus puntos, por ejemplo, tomamos t = 0, con lo que
estamos en el punto P = (2,3,1).

» 7/(t) = (2,2t +2,1) = 7'(0) = (0,2,1)
. F(t) = (2,2,0) = 77(0) = (2,2,0)

ik
2 1|=(-22-4) = (1,-1,2)
20
Por tanto, la ecuacion del plano osculador en todos los puntos de la curva (y a su vez, el plano que
contiene a la curva) es
x—2—(y—3)+2>z—-1)=0=x—y+2z=1
Ejemplo 2.19.18. Dada la curva 7(t) = (t2,2t,cos t), se pide:

1. Hallar un punto P de dicha curva en el que la torsion sea nula.

2. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente, normal y binormal por el punto P.
Para hallar el punto necesitamos las derivadas:
7/(t) = (2t,2,—sent), 7"(t)=(2,0,—cost), 7" (t) =(0,0,sent)

Ahora, la torsién debe ser cero, por tanto,

2t 2 —sent
7' x7") o ?"=0= 12 0 —cost|=—-44t=0=1t=0
0 0 sent

Luego, el tnico punto donde la torsién se anulaes P = (0,0,1).

La determinacién de las rectas pedidas requieren de las siguientes derivadas en t = 0. Se tiene:
= 7/(0) = (0,2,0) = (0,1,0)
= 77(0) = (2,0,-1)

o =

= (=2,0,—4) = (1,0,2)

SN~
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2.19 Problemas resueltos

ik
= (7/(0) x7"(0)) x 7' (0) =|-2 0 —4|=(80,—4) = (2,0,—1)
0 2 0
De esta manera,
Recta tangente . A z—1
e =17 "0
Recta binormal : r_¥_Z 1
10 2
Recta normal : r_oY_ET 1
20 -1

Ejemplo 2.19.19. Dada la curva reqular 7(t) = (cos®t,sen’t,t + 1), hallar:
1. los vectores del Triedro de Frenet en el punto P = (1,0,1).
2. las ecuaciones implicitas de la recta normal principal en el punto P.
3. las ecuaciones paramétricas del plano rectificante en P.
4. la curvatura en P.

5. ¢Esplana la curva? En caso afirmativo, hallar la ecuacion del plano que la contiene.

El punto P se obtiene con t = 0. Por tanto nuestra primera tarea es encontrar las derivadas en ese
punto.
2/

w 7/(t) = (—2sentcost,2sentcost,1) = 7'(0) = (0,0,1)

w 7"(t) = (—2cos’t + 2sen’t,2cos*t — 2sen’t,0) = 7" (0) = (—2,2,0)

ik
s 7/(0) x77(0)=|0 0 1|= (-2 -2,0)= (1,1,0)
20

Por tanto,
L P0)
» T(0) = gy = .01
L) xF0) 1,
PO = oo - v Y
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2.19 Problemas resueltos

= N(0) = B(0) x T(0) = | -1 —1
0O O

1
=—(-1,1,0)

V2

_ O =

Recta normal : Es la recta que pasa por el punto P y tiene la direccién del vector normal.

x—1 y—-0 z-1
-1 1 0

= {x+y=12z=1}

Plano rectificante : Es el plano que pasa por el punto P y tiene como vector perpendicular al vec-
tor normal. O dicho de otro modo, se trata del plano que pasa por P y estd generado por
las direcciones del vector tangente unitario y del vector binormal. Por tanto, sus ecuaciones
paramétricas son:

x=1+t, y=t z=1+s5, t,s e R

curvatura : La curvatura en P viene dada por

21
K(O)_]r X 7 \_2\/5

[7[°

(curva plana? : Para que la curva sea plana, la torsion debe ser 0 en todos los puntos. Como la

torsion viene dada por la expresion
(?/ X 7;‘//) o 7}///

N

entonces debemos calcular las derivadas correspondientes:
w 7/(t) = (—2sentcost,2sentcost,1)
w 7"(t) = (—2cos?t + 2sen’t,2cos*t — 2sen’t,0)
w 7'(t) = (8sentcost, —8sentcost,0)

De esto formamos el numerador de la torsion

—2sen tcost 2sen tcost 1
(7'(0) x 7"(0)) - #"(0) = | —2c0st + 2sen®t 2cos’t — 2sen’t 0| =0
8sentcost —8sentcost O

Por consiguiente, la curva es plana y el plano que la contiene es el plano osculador. Por ser plana
la curva, el plano osculador por cualquiera de sus puntos es siempre el mismo. Como tenemos que
determinar la ecuacién de dicho plano, basta elegir un punto cualquiera de la curva, por ejemplo,
el propio punto P = (1,0,1). De esta forma, el plano osculador pasa por el punto P y tiene como
vector perpendicular al vector binormal en P o cualquier otro paralelo a él, como por ejemplo, el
vector (1,1,0). Asi, la ecuacion del plano es

(x—l)—l—(y—0)+@(z—1)=0=>x+y:1

128



2.20 Problemas propuestos

2.20. Problemas propuestos

1. Encontrar para cada conjunto A siguiente: interior, frontera, conjunto derivado y clausura.

Deducir de esto si A es un conjunto abierto o cerrado.

a) A=(0,1] CR
wA:{%nEZﬂ
c) A=QCR

puntos de acumulacién, y el interior.

a) A={(xy)/ x> +y* <9}

b) A={(xy)/ Vx-12+ <2}

a) A={(x,y)/ ¥*+y* <4}
by A={(xy)/ x <y <2}
0 A={(xy)/2>y<x<0}

d) S={(x,y)/ x <0}

e) S={(x,y)/0<x<y<1}
) S={(xy)/ xyeZ}

9 S={(xy)/ *=y}

4. Demostrar las siguientes proposiciones:

» ACB=—= A'CB
s A=AUA’

» ACB=— ACB
n ACA
(AUB)' = A"UB’
» A=int(A)UFr(A)
«» ANBCANB

» Fr(A°) C Fr(A)

d) A={(x,00/0<x<1} CR?
e) A=1{(x,0)/0<x <1} CR?
f) A={(xy)/a<x<b c<y<d}

2. Determinar centro y radio de las siguientes vecindades en IR2. Hallar también la frontera, los

o) A={(xy)/ (x—=2)*+(y—3)*—4 <0}
d) A={(xy)/(x+2)2+(y+1)2 <3}

3. Determinar frontera y puntos de acumulacién de los siguientes conjuntos:

h)y S={(x,y)/x€Q, yeQ}

) S={(xy)/ ¥*+y*> <1} —{(0,0)}
) S=A{(xy)/ x| <0}

ky S={(xy)/ xy <1}

D S=R2—{(xy)/ 5 +L =1}

m) A={(xy)/ % +% <1} —{(0,0)}

» A-BCA-B

Fr(A) C A <= A cerrado

A abierto = ANBC ANB
Fr(A)N A = ¢ < A abierto
A°UB° = (AUB)°

» AUB=AUB

A finito = A cerrado

Fr(A) = @ <= A abierto y cerrado

5. Probar que AN B = @ = Fr(AUB) = Fr(A) U Fr(B)
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2.20 Problemas propuestos

6. Determinar silos siguientes conjuntos son: conexos, simplemente conexos, convexos, acotados.

a) S={(x,y)/ P+y* <9} —{(xy)/ ¥*+y* <4}
b) S ={(xy)/ ¥ +y* <9} —{(xy)/ ¥ +y* <1}
(x,y)/ x
(

7

1 n+1
“on V=

xy)/0<x<2 y=1—|x—1|}

c) S={(x
d) S={

, n €N}

7. Sea f : R — R? tal que f(t) = (2t,t,0). Graficar rec(f).
8. Sea f : [0, Z] — R3 tal que f(t) = (acost,asen t,0). Graficar rec(f).
9. Graficar el recorrido de la funcién f : R — RR2, t — (3t,12).

10. Sea I = [0,27t]. Averiguar si las funciones; aq(f) = (cos t,sen t), ax(t) = (cos 2t,sen 2t),
a3(t) = (cost, —sen t), representan la misma curva.

11. Hallar el dominio de las funciones:

a) f(t) — (%ﬂ t—2,1%) b) f(t) = (In t,sent,cost)

12. Determinar los siguientes limites:
a) im(V/t, 2, sent t 142t 5 i 1
) t—>2< ) b) }Lrg (m, t—2'3t C) }g% 2,t,tsen(?)

13. Estudiar continuidad para las siguientes funciones:

a) f(t) = (2sent,4cost, t2) ¢) f(t) = (sent,\/t,e?)
b) f(t) = (tsen(%),t,sen t) d) f(t) = (% In t,13)
14. Hallar f'(0) para las funciones que se indican:
a) f(t) = (1,2 —13,4In(1 —1t)). B (e*,12,sent) ,t#0
R o ft) =
b) F(t) = (V322 V1) (1,0,0) ,t=0

15. Calcular la funcién vectorial f en los siguientes casos:
a) f'(t) = (sen2t,2cos’t,), f(rr) =0 b) f'(t) = (e'sent, et cost), f(0) = (1,1)

16. Hallar las integrales siguientes:
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2.20 Problemas propuestos

17.

18.

19.
20.

21.

22.
23.

24.

- 2
a) / (8637 + 3827) dt b) / (t,8,¢) dt
0
Hallar el vector de posicién 7 si el vector velocidad es tal que 7(0) = (1, 1), el vector aceleracién
i(t) = (2cost,2sent), y 7(0) = (1, —1).

Calcular la longitud de arco de la curva que se indica.

1 1
a) x:Etz—i—t,y:Etz—t,desdet:Ohastat:I.
by r=1—senf, 0 <60 <2m

C) x:t,y:%,z:%ﬁ,ogtgz
Hallar curvatura de la curva 4x? + 9y = 36 en el punto (0,2).

Hallar los vectores T, N, E, la curvatura, la ecuacién de la recta tangente, y la ecuacioén del
plano osculador de las curvas:

a) x=1+t, y=3—t z=2t+4,t=3 by x=1i y=2tz=2t=2

N

Hallar los vectores velocidad, aceleracion, la rapidez, el radio de curvatura, los vectores tan-
gente y normal unitario, la componente tangencial y normal de la aceleracién, de las curvas:

a) x=t y=3t2,z=3%51t=2 b) x = tcost, y = tsent, z=1,t =0
Determinar la torsion de la curva 7(t) = tcost, tsent,t)ent =0 Resp. 7 =3
Hallar el vector tangente unitario a la curva de interseccién de las superficies:

a) z=x*>+y% z=2,en P(1,1,2) Resp.%(—\/f,\/i,O)

b) z=x% y=2,en P(1,2,1) Resp. 7z(1,0,2)

Determinar T, N, b, curvatura y torsién de las curvas:

) 7= (t4/4,13/3,t2/2), t =1
b) ¥ = (tcost, tsent,t), t =0
) 7

o) 7=(1+t3—-t2t+4),t=3
Resp.
1 1 1 1 V2
a) —(1,1,1), —(-3,0,3), —(—1,2,—1), T= —=, Kk = —

b) \%(1,0,1), 31

1
0,4,0), —=(-2,0,2), t=——, k=1
(0,40), 7=(-2,02)

c)%(l,—l,Z), A A A rx=0
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2.21. Problemas adicionales

1. Sea A = {(x,y) € R?/ |y — 1] < (x —2)?}

a) Graficar el conjunto de puntos que describen A.
b) Determinar si P(2,1) es un punto interior, de acumulacion, o frontera de A.
c) Hallar adherencia, interior y frontera del conjunto A.

d) Decidir si A es un conjunto abierto.
2. Sea A ={(x,y) e R/|y| < x*} U{(},0)/n € N}

a) Graficar el conjunto A.
b) Hallar el conjunto derivado (A’).

¢) Determinar si A es abierto, cerrado, conexo

3.Sea S = {(x,y)/ ’ﬁl—z + %2 < 1} — {(0,0)}. Hallar: interior, frontera, conjunto derivado y ad-
herencia de S. Averiguar si S abierto o cerrado.

4. Se dispara un proyectil a nivel de tierra y formando un dngulo de 10° con la horizontal. Hallar
la velocidad inicial minima si el proyectil debe llegar a una distancia de 100 mts.

5.S5ea S = {(x,y)/ x+2y <4} n{(x,y)/ x >y, y > 0}. Hallar interior, frontera y adherencia
del conjunto S.

6. La tangente a la curva x = t, y = In(sec t), z = f(t) forma un angulo de 60° con el eje z.
Determinar la funcién f(f).

7. Considerarlacurvax =t, y = %tz, z = %t3. Determinaren t = 2

a) El vector tangente unitario T.

b) El vector normal unitario N.

¢) La curvatura k.

d) Las componentes ay y ar del vector aceleracion.

e) La ecuacion del plano rectificante.

8. Graficar la curva vectorial 7(t) = ti 4 2t] + 5¢2k
9. Hallar }irr%(tz, Va—12,1).

10. Sea S = {(x,y)/ 0<x<y,y >0, |[y—1] < (x —2)?}.

a) Graficar el conjunto de puntos que describen S.
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11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.
22.

b) Determinar si el conjunto S es, abierto, cerrado, conexo, convexo. Justificar

En el instante ¢ una particula tiene vector de posicién 7(t) = (t2, 3t4).

a) Determinar la ecuacién cartesiana de la trayectoria.
b) Hallar velocidad 7'y aceleracion 4.

c) Hallar las componente tangencial (a7) y normal (ay) de la aceleracion.

d) Trazar d, arT ya NvN en un grafico cartesiano.
Determinar curvatura y torsién de la curva x = ¢f, y = e~f, z = t\/2.
Graficar la trayectoria 7(t) = tcost i+tsent f+ tk, 0<t<2m
Hallar el punto de méxima curvatura de la curva y = In x
Graficar la trayectoria a(t) = (¢, t,sent), 0 <t < 471.
Graficar la trayectoria x = cost, y = sent, z = sent para 0<t<2rm.

Sean 7(t) = (1,1), #(t) = (3,4), A = (3, —3), los vectores de posicién, velocidad y aceleracién
respectivamente, de una particula en el instante .
a) Graficar, 7, 7, d.
b) Calcular ary ay.
c) ¢ Esta aumentando o disminuyendo la rapidez de la particula?
Sea 7(t) el vector de posicién de una particula en funcién del tiempo t. Si el médulo de su
velocidad en t = 1 es de 3 mts por segundo, hallar (1) o T(1).
Escribir la ecuacién del plano normal a la curva {y = x, z = x> — y?} en el punto (0,0,0).
Resp.x+y =0
Escribir la ecuacién del plano osculador a la curva {y? = x, x> = z} en el punto (1,1, 1).
Resp.6x —8y —z+3 =0
Demostrar que 7(t) = (2t + 3t + 4,5t> + 6t + 7,8t> + 9t + 10) es una curva plana.Resp. T = 0

Una particula se mueve sobre la curva x> = 8y de tal manera que su rapidez es siempre cons-
tante. Cuando la particula esté en (4,2) calcular:

a) El vector velocidad.

b) el vector aceleracion.

c) el vector tangente unitario.

d) El vector normal unitario.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.
32.
33.
34.

e) Los vectores ar y ay.
La aceleraciéon de una particula en funcién del tiempo t > 0 es

d
i= d—zt’ — (12co0s 2, —8sen 2t,16t)

Si la velocidad 7 y el desplazamiento R son nulos en ¢ = 0, hallar 7y R en funcién del tiempo.

Determinar f(t) de modo que la curva R = (t,sent, f(t)) tenga sus binormales paralelas al
plano yz.

Demostrar que la curvatura de la hélice (acost,asent,bt),a > 0, es k = ﬁ

Una particula se mueve a lo largo de la curva 7(t) = (3 + 4sent,5 — 4cos t) con rapidez cons-

tante |#] = 10 m/seg. Hallar el médulo de la aceleracién en cualquier punto de la curva. Resp.
25

Un moévil tiene posicién inicial 7(0) = (2,0), velocidad inicial 7(0) = (1, —1) y aceleracién

a(t) = (2,6t). Hallar posicién y velocidad en el tiempo ¢.

Demostrar que

dla d8 dA | . &£B da -

at |27 @ @ | T A A~
. d*d 9 o B .
Si T (6t, —24t%,4sen t). Hallar @ sabiendo que 4(0) = (2,1,0) y que %(0) = (—1,0, —3)
Determinar la ecuacién de la recta tangente a la curva x = z3, y = x en el punto (1,1,1).

Hallar el plano normal en t = 2 ala curva a(t) = (t + 2,12 — 6t + 5,13 — 4t + 3t).

Hallar la ecuacién del plano osculador a la curva z = y?, x = 22

enel punto (1,1,1).
Hallar la ecuacién de la normal principal en t = 0 a la curva a(t) = (ef sen 2t, ! cos 2t, 2¢").

Hallar la ecuacién de la recta binormal principal en t = 1 a la curva a(t) = (3t,2t?,2t3).
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En toda labor hay frutos,
Mas las vanas palabras de
los labios empobrecen.
Proverbios 14:23
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3.1 Introduccion

3.1. Introduccion

Toda region del espacio donde una magnitud, escalar o vectorial, toma un valor diferente en cada
instante de tiempo y en cada punto de la region se denomina campo. Se distinguen campos escalares
y campos vectoriales. Por ejemplo, la temperatura queda totalmente definida utilizando un escalar,
en tanto que la velocidad necesita de un vector para indicar ademés de la velocidad lineal, la direc-
cién y el sentido del movimiento. De esta manera, en el primer caso hablamos de campo escalar, y
en el segundo de campo vectorial.

Otro ejemplo de campo escalar es la presion atmosférica, ya que en cada punto de la atmodsfera
terrestre tiene un valor y sélo uno. A cada punto del espacio que rodea la Tierra corresponde un
valor de la aceleracion de la gravedad, lo cual constituye un campo vectorial de aceleraciones.

La teoria de campos escalares nos proporciona las herramientas necesarias y suficientes para es-
tudiar adecuadamente una gran cantidad de fenémenos fisicos en que intervienen magnitudes es-
calares. Los campos con los cuales es comtn trabajar presentan algunas de las siguientes caracteristi-
cas:

= univaluado: si el valor de la cantidad vectorial o escalar asociado a cada punto es tnica.

= acotado: si existe un ntimero real M tal que la magnitud del campo es menor que ese ntimero,
esto es:

f acotado <= IM € R tal que ||f|| < M

= continuo en un punto: silos valores del campo, conforme nos aproximamos a ese punto, desde
cualquier direccién, son iguales, finitos y coinciden con el valor del campo en ese punto. Es
decir:

f continuo en xp <= lim f(x) = f(xp)

X—X(
= diferenciable: si tiene derivada en cada punto en el que esta definido. Esto es

diferenciable en x < f’(x) existe para todo x
p

Definicién 3.1.1. Un campo escalar corresponde a una magnitud fisica que requiere sélo de un niimero para
su caracterizacion. En términos matemdticos, un campo escalar es una funcion, escalar, cuyo valor depende
del punto del espacio en que se considere, y que escribimos en la forma

fiR'=R, ¥ f(X)=y
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3.2 Campos escalares

3.2. Campos escalares

Hemos dicho que un campo escalar es una funcién de la forma
fPRI=R x— f(X) =y

y que puede representar la densidad de masa de la atmosfera, la presion del agua en un punto de
un lago, la temperatura en cada punto de una montafia, etc. El calculo diferencial e integral de estos
campos escalares es rico en aplicaciones en dreas tales como matematica, fisica, economia.

3.2.1. Dominio - Rango - Gréfica

El dominio del campo escalar f : R” — R es un subconjunto de A de R" en el que tiene sentido la
expresion que define la funcién, o mas simplemente, el conjunto de puntos A que tienen imagen. El
rango o recorrido es el subconjunto f(A) de R. La grafica del campo escalar es

Gr(f) ={(% f(X) eR"/ X €R", y = f(X) € R}

y corresponde a una superficie en R"*!

y

x  figura 3.1

x?+y* <25 z=1/25—x2— 17

Ejemplo 3.2.1. El campo escalar f(x,y) = /25 — x2 — y? es tal que:

1. Sudominio es el conjunto D = {(x,y) € R>/ 25— x?> —y?> > 0} = {(x,y) € R?/ x*> +y?> < 25},
que corresponde a la region que encierra la circunferencia de centro el origen y de radio igual
ab.

2. El rango, un subconjunto de R, es

Ran(f) ={z€R/0<z <5}
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3.3 Superficies de nivel

3. La gréfica de este campo, una superficie de IR?, es la semiesfera de centro el origen y radio 5.

Gr(f) ={(x,y,2) e R/ x>+ + 22 =25, 0<z<5}

3.3. Superficies de nivel

Para representar los campos escalares se recurre a las superficies de nivel o superficies equiescalares.
Si consideramos un campo escalar descrito por

w=f(xy,z)

se denomina superficie de nivel al lugar geométrico de los puntos en que la magnitud del campo w
toma el mismo valor. Precisamos esto

Definicién 3.3.1. Dado un campo escalar f : A C R" — R se llama superficie de nivel de f, N(f),
pasando por xo € A al conjunto

N(f,x0) ={x € A/ f(x) = f(x0)}

Estas superficies deben su nombre a la analogia con las curvas de nivel utilizadas en los mapas
topograficos. De modo que para n = 2 estos conjuntos reciben el nombre de curvas de nivel. En
ocasiones se emplean otros términos para nombrar una superficie de nivel. Asi por ejemplo, si f
representa el potencial de un campo eléctrico o gravitacional, se habla de superficie equipotencial,
si f representa una temperatura, se habla de superficie isotérmica, si f representa la presion, se habla
de superficie isobarica. En economia se habla de isocosto e isocuanta.

Es importante tener presente lo siguiente:
[0 Todos los puntos de la superficie de nivel tienen el mismo valor
[0 Dos superficies de nivel nunca se pueden cortar
[0 Hay infinitas superficies de nivel

Por lo estudiado de graficas, sabemos que si conocemos los cortes que se producen en la grafica
mediante planos horizontales (trazas) tenemos perfectamente determinada la grafica de la superfi-
cie. Estos “cortes” son las curvas de nivel. Ellas permiten representar superficies tridimensionales
mediante un mapa plano. Cabe sefialar que es importante elegir valores de z adecuadamente para
que el mapa genere una clara visualizacién de la superficie.

Ejemplo 3.3.2. La temperatura en cada punto de una region viene dada por T(x,y) = 100 — x? — y2.

Describir las curvas de nivel de T (isotermas).
Al tomar T = k se obtiene 100 — x> — y? = k, o en forma anéloga
x?+y* =100 —k

este es el conjunto de curvas de nivel, que para diferentes valores de k proporciona una curva de
nivel. Es claro que 100 — k > 0, pues una suma de cuadrados tiene el valor minimo 0, se sigue que
k < 100. veamos que sucede:
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3.3 Superficies de nivel

= Sik > 100 el conjunto de curvas de nivel es @

» Sik = 100, entonces el conjunto de curvas de nivel es un punto {(0,0) }

= Si k < 100, entonces el conjunto de curvas de nivel son circunferencias de centro el origen y

radior = /100 — k

figura 3.2

il

s
"&,/ 4}%‘."‘\\\\\
XS
N
XY

T =100 — x? — y?

La figura 3.2 muestra algunas curvas de nivel y la gréfica de la superficie.

Ejemplo 3.3.3. Sea f : R?> — R, f(x,y) = \/x2 + y2. El grifico de este
de la superficie de un cono (figura 3.3). Veamos sus curvas de nivel.

2=+t =K

flxy) =

» Sik =0, el conjunto de curvas de nivel es un punto {(0,0) }

campo escalar es la parte superior

= Sik > 0, el conjunto de nivel son circunferencias de centro el origen y radio k

figura 3.3

=
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A\ Mnveet g
A\ NE RN
R

Ejemplo 3.3.4. Sea f : R> — R, f(x,y) = x%/2. La grdfica de este campo escalar la muestra la figura 3.3.

Sus curvas de nivel son rectas de la forma x = k*/3.
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3.4 Célculo en campos escalares

3.3.1. Algebra de campos escalares

Los campos escalares se pueden combinar de la misma forma que las funciones de una variable. Por
tanto se pueden sumar, restar, multiplicar, dividir, etc.

. (F+9)® = £
N @
. <§) (0 =5z s #0 . (f-9)(® = (D) -5(3)

Operar con campos significa trabajar con las imagenes de un mismo punto, por tanto, para realizar
las operaciones los campos deben tener el mismo ntimero de variables. Por ejemplo, se pueden
sumar las funciones

fly) =22 gxy) =x+y = (f+8)(xy) = f(x,y) +g(x,y) =¥ +x+y

En cambio, no se pueden sumar las funciones

flx)=x*  glxy)=x+y

3.3.2. Composicién de campos escalares

La composicién de los campos escalares, sélo es posiblesi f : R" — R, g : R — RR. Esto indica que
gof :R" — R es otro campo escalar, con regla de correspondencia

(80 f)(%) = g(f(%))
Ejemplo 3.3.5. Componer los campos escalares f(x,y,z) = x+y +zy g(t) = t?
En forma esquematica, la situacién que se tiene es la siguiente

R LR -5 R

se sigue que

(g0 f)(x,y.2) =8(f(x,y,2) =g(x+y+2) = (x+y+2)°

3.4. Calculo en campos escalares

En el trabajo con funciones de una variable hemos aprendido sobre el problema de la aproximacién
local (mediante polinomios) de estas funciones. De hecho, dada una funcién y = f(x) que es deri-
vable en un punto xp, entonces la recta tangente

y = f(xo0) + f'(x0)(x0 — x0)
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3.4 Célculo en campos escalares

es aquella que mejor aproxima a la grafica de f cuando nos acercamos a x(. Recordemos en qué sen-
tido decimos que es la mejor recta: si se considera cualquier recta de la forma

y = f(xo) +m(x — xo)
podemos considerar la diferencia
(funcién en x) — (rectaen x) = f(x) — (f(xg) + m(x — x¢))

Para que la recta sea una buena aproximacién de f cerca de x( esta diferencia tiene que hacerse mas
y mds pequefia a medida que x se acerque a xo. Para garantizar que esta cantidad es pequefia la
comparamos con una cantidad que de antemano sabemos que es pequefa: la diferencia entre x y xo.
Estas ideas nos llevan a considerar el cociente

(funcién en x) — (rectaen x)  f(x) — (f(xo0) + m(x — xp))
X — XQ N X — X0

Para que la recta sea una buena aproximacién, el numerador de este cociente debe ser més pequefio
que el denominador cuando nos acercamos a xp. Por eso imponemos esta condicién

lim {3 = (f(x0) +m(x —x0)) _

X—XQ X — xO

y nos preguntamos ;cudl es el valor de m que hace que esto se cumpla? La respuesta es

“si f es derivable en xo, la tinica recta que hace que el anterior limite sea 0 es la recta tangente, cuya
pendiente es m = f'(xg)".

La idea es generalizar lo anterior al caso de los campos escalares de dos variables y posteriormente a
mas. Se considera la funcién z = f(x,y) que puede ser bastante complicada, y queremos aproximarla
mediante una férmula muy sencilla, de manera que esa aproximacién sea muy buena cerca de un
cierto punto dado zyp = (xo, Yo). En el caso anterior, usamos una recta para aproximar una curva. Eso
significa que para aproximar una funcién y = f(x) cerca de xo buscdbamos rectas de la forma

y = f(xo) +k(x — xo)

Y se trata de escoger el valor de k que produce la recta que mds se parece a f cerca de x(. Pues bien,
si tenemos una funcién de dos variables z = f(x,y), lo natural es buscar una aproximacién de la
forma

z = f(x0,40) + A(x — x0) + B(y — yo)

Esta ecuacién describe a un plano que pasa por el punto (xo, Yo, f(X0,40)), y que cambia su incli-
nacién segin los valores de A y B.

Parece natural por tanto buscar un plano tangente como sustituto de la recta tangente cuando
pasamos a funciones de dos variables. Y para garantizar que ese plano tangente es una buena aproxi-
macién tenemos que pedir que la diferencia entre la funcién y el plano sea pequefia. Vamos a usar
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3.4 Célculo en campos escalares

el plano para aproximar a la funcién f en un punto (x,y) que estd muy cerca de (xg,yo). Asi que
suponemos que (x,y) y (xo, Yo) no son muy distintos, con lo que la diferencia entre ellos es una can-
tidad pequena. Parece natural entonces expresar lo que queremos conseguir mediante el cociente:

funcién — (plano tangente)
diferencia entre (x,y) y (xo,Y0)

El primer problema con esta férmula es que (x,y) y (xo,Yo) son puntos del plano, y la diferencia
entre ellos es un vector, no un ntmero. Asi que no podemos usar directamente esa diferencia para
el cociente (no es posible dividir vectores). Pero es facil ver cudl es la solucion: si la diferencia entre
los dos puntos es pequefia, la distancia (que es el médulo del vector diferencia) también debe ser
pequefia y viceversa. Asi que el cociente que escribimos es

funcién — (plano tangente)

distancia entre (x,y) y (xo, o)

El denominador se puede escribir entonces en la forma

distancia entre (x,y) y (xo,y0) = \/(x —x0)%2+ (y — yo)?
Con lo que se obtiene

funcién — (plano tangente)  f(x,y) — [f(x0,v0) + A(x — x0) + B(y — yo)]

distancia entre (x,y) y (xo,Yo) Vx =%+ (v —yo)?

Definicion 3.4.1. (Provisional)
Si existen niimeros A y B tales que

im L) = (F(xoyo) + Alx —x0)* +Bly—w0)?) _
(x.y)— (x0.40) vV (x = x0) + (v — vo)

se dice que el plano z = f(xo,y0) + A(x — x0) + B(y — yo) es el plano tangente a la grifica de f en (xo, o),
y que la funcién es diferenciable en (xg, yo).

Naturalmente, todo depende de los niimeros A y B que controlan la inclinacién del plano. Si el plano
estd mal colocado, no podemos esperar que produzca una buena aproximacion. Esta definicién pro-
visional plantea varios problemas, que vamos a tratar de resolver a contar de ahora:

[0 En la definiciéon aparece el limite de una funcién de dos variables. Tendremos que analizar
estos limites y descubrir en que se parecen y en que difieren de los limites de funciones de una
variable.

[0 Losntmeros Ay B que aparecen ;cémo se eligen? para que el plano que definen sea realmente
el plano tangente

[0 Finalmente, ;este plano candidato, es realmente una buena aproximacién a la funcién? Esto
nos conducird al concepto de diferenciabilidad
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3.5 Limite en un campo escalar

3.5. Limite en un campo escalar

La idea intuitiva es similar a la del caso de funciones reales de una variable real, con las generaliza-
ciones correspondientes.

Definicién 3.5.1. Sea f : R" — R campo escalar. El niimero L € R es el limite del campo f en el punto de
acumulacion @ € R", que se anota lim f(X) = L, si y s6lo si
X—a

(Ve>0)(36>0)(0< ||F—a| <6 = |f(F)—L|<e

Esto significa, entre otras cosas que,

z
00 El limite de una funcién en un punto L+ 61
es L silos valores que toma la funcién \
en una vecindad del punto estan tan L¢
cerca de L como queramos (|f(X) — NN
L| <e). L—eg”

00 El valor que la funcién tome en el
punto no interesa a la hora de calcu-
lar el limite (0 < || X — 4| < §).

[0 Para poder hablar de limite de una
funcién en un punto, la funcién tiene
que estar definida en una vecindad X
del punto.

Yy
figura 3.4

En el caso de dos variables (figura 3.4), @ = (a1, 42), la expresion 6 — € equivale a decir que

(Ve>0)(F6>0)(0< [x—a1| <6, |y—az| <d=|f(x,y)—L|<e

Ejemplo 3.5.2. Sea f : R? — R campo escalar tal que f(x,y) = x* + 2xy. Probemos que lim f(x,y) =3
X—a

cond = (3,—1).

Mediante la definicién se comprueba si un limite dado es o no correcto, pero no es la herramienta

para calcular limites. La definiciéon se usa partiendo de la base que el € ya esta dado, y la tarea es

encontrar el valor de J que la hace cierta. También es bueno decir que los factores (x —a1) y (y — az)
deben formar parte de f(X) — L. Se parte entonces como sigue.

f(X) — L]

|x? +2xy — 3| = |(x — 3)(x 4+ 3) + 6 + 2xy|
< |x=3||x+3|+2x(y+1) —2(x = 3)]

< O |x+3]+2|x| |y + 1] +2|x — 3|

< 7042-4-6+20=175
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3.5 Limite en un campo escalar

Observar que el acotamiento para |x + 3| y |x| se obtienen al considerar § = 1 en |x — 3| < . Dado
que se tomo un valor particular 6 = 1, para que se verifique la definicién se debe elegir

€
— min{l, —
§ = min{ ,17}

Con esto concluye la demostracion.

Teorema 3.5.3. Sean f,g : R" — R campos escalares que satisfacen, lim f(X) = L, lim g(¥) = M,
X—

?—d T
entonces
1. Im(f +¢)(¥) = lim f(¥) + lim g(¥) = L+ M
X—a X—a X—a
2. lim(f - ¢)(¥) = lim f(¥) - lim ¢(¥) = L- M
X—a X—a X—a
lim f(¥)
. i = X—a _ £
’ JI?E}?(g B = timm ~ MO
X—a

3.5.1. Calculo del limite

Para determinar si una funcién de una variable tiene limite, s6lo necesitamos comprobar que ocurre
al aproximarnos por dos direcciones (izquierda y derecha). Si la funcién tiende al mismo limite por
izquierda y derecha podemos concluir que el limite existe. Sin embargo, en funciones de dos vari-
ables existen infinitos caminos para acercarnos a un punto (figura 3.5). Si el limite existiera, todos los
caminos nos deben conducir al mismo limite. Para ver que una funcién no tiene limite en un pun-
to se siguen varios caminos de aproximacién al punto (de acumulaciéon de cada camino) y se ve que
la funcién tiene un limite distinto en al menos un camino. El problema de determinar si existe un
camino que conduzca a un valor diferente es a veces un tanto dificultoso. No obstante, en este pro-
ceso hay caminos que son muy comunes, como rectas, ejes, pardbolas y otros. Podemos establecer,
que cuando se “sospeche” que un limite en varias variables no existe, el siguiente resultado.

Teorema 3.5.4. (No existencia) Sea f : R" — R campo escalar. Si S1 y Sy son conjuntos diferentes de

puntos, para los que d es punto de acumulacion, y si lim f(X) # lim f(X) entonces lim f(X) no existe
desy a€sS, X—id

A

b ®

tigura 3.5
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3.5 Limite en un campo escalar

x2

—> 0,0).
242 en (0,0)

Ejemplo 3.5.5. Hallemos el limite del campo escalar f(x,y) =

Al mirar la expresion del limite, es sencillo darse cuenta que el campo tiene problemas en (0,0). Un
camino que pase por ese punto es
S1=1(xy)/x=0}

Una vez fijado el camino se tiene

o %1m flx,y) = 11mf(0 y) = 1111})0—0
Xy)— =

Probemos ahora otro camino, por ejemplo,

S»={(x,y)/y =0}

como y = 0 ya esta establecido, entonces

2
; _ x
(x,y%lil}0,0)f(x,y) - chli%f(xlo) - JICILI}) x2 =1
Se concluye que lim  f(x,y) no existe
(xy)—(0,0)
Xy

Ejemplo 3.5.6. Determinemos si existe ~ lim ———
(xy)—(00) x* +y*

El punto al que debemos aproximarnos es el (0,0). Caminos que pasen por este punto hay “todos
estos”, pero siempre podemos escoger los mas adecuados con s6lo mirar la expresiéon dada. Los
caminos mds comunes para acercarse son los ejes coordenados (x = 0, e y = 0).

= Caminoy =0

. xzy o x2.0

= lim

lim =0
(1) —(00) X2+ 12 x50 x% + 02

» Caminox =0

, Y e 02V
lim ——— =1lim ——> =
(xy)=(00) X" +y*  y=00%+y
Se puede pensar que esto es alentador y da la impresiéon que debieramos probar que el limite
es 0. Sin embargo, conviene analizar otros acercamientos al origen. Debemos recordar que una
sola coincidencia entre limites por distintos acercamientos no garantiza nada; por el contrario,
un solo caso de limite distinto prueba que no existe el limite.

» Camino y = x?

xzy X< x

z z

2,42

lim lim — lim x4 . 1
(xy)— (00)x4+y _x—>0x4+(X2)2_xe02x4_2

Esto es jgrandioso!, ahora podemos afirmar que el limite que estamos calculando no existe.
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3.5 Limite en un campo escalar

3.5.2. Manipulacién algebraica

A veces una simple manipulacién algebraica puede ayudar a resolver el célculo de un limite.

22—
Ejemplo 3.5.7. Calcular ~ lim
(xy)—>(1-1) X+Y
La “madscara” de este limite es g iQué tiempos aquellos de nuestro héroe y a la vez villano L'Hopital!,

pero hay que saber que no existe en dimensiones mayores. Se recurre a operaciones algebraicas, de
modo de “cancelar” ambos ceros.

2 _ .2 —
im Y~ im (x=y)(x+y) = lim (x—y) =2
(xy)—1-1) X+Y  (xy)—(1-1) Xty (xy)—(1,-1)
6x — 2y

Ejemplo 3.5.8. Calcular (x,yl)iir}l,S) 9x2——y2

La “madéscara” del limite es 8.

6x —2y My 2(3x —y) ) 2

1
Iim —=% = im = im - _
(xy)—(13) 92 —y?  (xy)—(13) Bx—y)(Bx+y) (xy)—013)3x+y 3

3.5.3. Acotada por nula

Si una funcién tiene limite cero en un punto y otra estd acotada en los alrededores del punto, en-
tonces su producto también tiene limite cero en dicho punto.

Ejemplo 3.5.9. lim (2x —y)sen » z

(xy)—(12)

La funcién seno es acotada (—1 < senx < 1)

1 =0 - acotada = 0.

3.5.4. Uso de infinitésimos equivalentes

Definicién 3.5.10. La funcion f es un infinitésimo en a si en un entorno reducido de a es

mf(x)=0 y  f(x)#0

X—a

Definicién 3.5.11. Las funciones f y g son equivalentes por cociente en a si

im L) — 1

x—a g(x)

La equivalencia de funciones es importante en los casos en que las dos funciones son infinitésimos
en a4 o cuando las funciones son divergentes a 00 en 4, ya que en ellos la definicién de equivalencia
da indeterminaciones del tipo 8 y = respectivamente.

Algunas equivalencias interesantes son:
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m senx ~xenx = 0. mef—1~xenx=0.

m fgx ~xenx =0. » Jlog(x+1) ~xenx=0.
-1—cosx~x2—2enx:(). v tg(x2—1)~x>—1lenx =1
= grcsenx ~ xenx = 0. s 0¥ —1~xlogaenx =1

w arctgx ~ xenx = 0. = Jogx ~x—Tlenx =1

. 1 — cos(x* +y)
Ejemplo 3.5.12. Hallar lim
jemp (xy)—(1,-1) (X —/=y)?

2
Sabemos que, en la vecindad de 0, es valido 1 — cos x ~ % Luego,

_ 2 2 2 —\2
fm LSy g Oy g, BEVEVE
(xy)—1,-1) (x —+/~Yy) (xy)—(1,-1) 2(x — /=V) (xy)—(1,-1) 2
In(1 + x?y?)

Ejemplo 3.5.13. Hallar i
e e ton

En este caso, In(1 + z) ~ z cerca de z = 0. Luego,

2.2 2.2
lim M = Ilim % =0-acotada =0
(x,y)—(00) X“+Yy (x,y)—(0,0) X+ Yy

3.5.5. Paso a coordenadas polares

Supongamos que tenemos un campo escalar f : R?> — R para el que planteamos el limite en un
punto (a,b). Para calcular ( l)1m( b f(x,y) podemos probar haciendo el cambio de variable
x,y)—(a,
x=a+rcos@ y y=>b+rsend

El caso més sencillo y el que més habitualmente vamos a utilizar es cuando a = 0, b = 0, es decir,
cuando estamos con el punto (0,0), en el que queda:

x = rcost y  y=rsent
Concretamente se tiene la siguiente relacion:

Proposicién 3.5.14. Supongamos que F(r,0) = f(a + rcosf,b + rsen8) y que lir% F(r,0) = Ly que no
r—

depende de 6 € [0,27). Si existe una funcion real de una variable real G(r) cumpliendo que
|F(r,0) —L| < G(r) = Oparar — 0y VO € [0,27)

entonces  lim x,y) =1L
(x,y)ﬁ(a,b)f( 2
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3.5 Limite en un campo escalar

Lo que este resultado afirma es que:

1. Silim F(r,0) depende de 6, no existe  lim  f(x,y).
r—0 (xy)—(ab)

2. Si lirr(l) F(r,0) no depende de 6, no hay conclusién sobre ( l)m% flx,y).
r— X y

3. 510 < |F(r,0) —L| < G(r) — 0cuandor — 0, entonces( %m} . f(x,y) = L.
x,y)—(a,

Ejemplo 3.5.15. Calcular  lim al

(x9)—(00) /X% + y2

Al hacer los cambios a coordenadas polares

) xy . rcosf r senf 12 cosb senf
lim =lim ———

——2___ =1lim
(xy)—(00) /x2+y2  7—0+/12c0s20 + r2sen2 =0 r

Al simplificar,
r2 cos senf

Iim ———— = limrcosf senf = 0
r—0 r r—0

pues tenemos el caso 0 por acotada, la expresion |senf cosf| < 1. Con esto ain no hemos probado
que este limite es cero, nos falta ver el acotamiento

|F(r,0) — L| = |rcosf senf| < |r| = G(r) — 0

Ahora si, con esto hemos probado que el limite es cero.

2

X
Ej lo 3.5.16. Hall 1i -
jemplo allar (x,y)lirE0,0) 1P

Es claro que polares es una eleccién adecuada.

It x?2 It 2 cos26 It 20
im ———— =Ilim = lim cos
(xy)—(00) X2 +y2 =0 12 r—0

Como este limite no es tinico, pues varia con el dngulo, el limite no existe.
3x2

Ejemplo 3.5.17. Sea f(x,y) = Py

campo escalar. Estudiemos el comportamiento del limite en (0,0)

Veamos que sucede si elegimos trabajar por caminos:

Si tomamos el camino S; = {y = mx}, entonces

3

3mx
o oy (oY) = M S ma) = e =
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Si tomamos el camino S, = {y = x?}, entonces

3xt
(x ,yl)ll'l} f(x y) = hrnf(x X ) = ili)l’(l)m 0

Entramos en “sospecha” de que que el limite es cero. Para salir de la duda tenemos dos formas:
= polares

3r3cos?0send

5 = lim 3rcos?0 send = 0
r

r—0

lim X, ) = 11m rcosf, rsenf) = lim
o) £ (i) = i £ ) = lim

En donde, ademés, se verifica que
|3rcos?6 send — 0| < 3|r| = G(r) — 0
Con lo cual se concluye que el limite es cero.
= La definicién 6 — €

3y _ 3P lyl 3P4V Y oo
X2 +y? P T |x2 + 2|

[f(x,y) =0 =
€
de esto 6 = —. Esto prueba que lim x,y) =0
5 Estopruebaque lim =~ f(xy)

Observar que como || X — 0|| < § = 1/x2 + 2 < §, entonces es valido el acotamiento

Val= x| < (a2 4y %;Zwsvﬂ+ﬁ

2
Ejemplo 3.5.18. Estudiemos  lim %
(xy)—(0,0) X+ Y

En primer lugar, vemos por caminos que no existe tal limite.

= Por el camino x = 0 se tiene que

) ayr — im0

Ilim
(x,y)— (00)x2+y yﬂoo—l—}/

= Por el camino x = y? se tiene que

150



3.5 Limite en un campo escalar

Se concluye que, efectivamente, el limite no existe. Veamos lo que sucede si pasamos a polares.

) xy? ) rcosO sen’6

im Y _
(x,y)lil}0,0) x2 4yt 00 cos20 + r2sen0

Se recuerda que esto no conduce a asegurar que el limite de f(x,y) = 0. Para concluir que este limite
polar es equivalente al obtenido por caminos en cartesianas se debiera encontrar una funcién G(r)
tal que

rcost sen’0

c0s20 + r2sen6

< G(r) - Oparar — 0

Lo que no es posible, ya que al considerar § = 7 y r = % se tiene que r — 0y que

rcos@ sen?6 cos?0 1

0520 + r2sen*o = 200520 2

En consecuencia, el limite de f(x,y) no existe en (0,0).

3 2
Ejemplo 3.5.19. Probemos que  lim % =0
(xy)—=(00) X*+Y

Podemos usar la definicién ¢ - €. No obstante, lo hacemos en coordenadas polares. La expresion a
acotar es

r3c0s30 + 3r3cos0 sen?0
2

— 0|= |rcos®0 + 3rcosf sen®d| < |rcos>0| + 3|rcosf sen®d| < 4|r| = G(r) — 0

Luego, el limite del campo escalar dado es 0.

Debe quedar absolutamente claro que probar que un limite existe no puede hacerse mediante trayec-
torias, ya que nunca se podrd establecer la existencia para toda trayectoria. A los hechos ya men-
cionados, operaciones algebraicas, acotada por cero, polares, agregamos el siguiente resultado.

Teorema 3.5.20. Suponemos que |f(x,y) — L| < g(x,y) para todos los (x,y) en un circulo centrado en
(a,b), con la posible excepcion de (a,b). Si  lim  g(x,y) = 0, entonces lim f(x,y) =0.
(xy)—(a,b) (xy)—(a,b)

Demostracion

De la hipétesis ( l)mz . g(x,y) = 0 tenemos que para cualquier € > 0 existe 6 > 0, tal que
xX,y)—\4a,

0<|[(xy) = (a,b)|]| <é=|g(x,y) —L|<e

Para tales puntos (x,y) se satisface

f(xy) — Ll <g(x,y) <e
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3.5 Limite en un campo escalar

de esto se deduce que
lim f(x,y)=1L
(xy)—(ab)
Si la memoria no los engafia este resultado tiene un gran parecido con el teorema del sandwich, ya
que en este caso, lo que este teorema establece es que si una funcién queda “atrapada” entre el 0 (el
valor absoluto nunca es negativo) y una funcién que tiende a cero, entonces debe tener limite 0.

El procedimiento para aplicar este resultado es que, si el limite por varias trayectorias es el mismo,
entonces se busca una funcién que sea mayor que |f(x,y) — L|, con lo cual se obtiene el limite.

2
Ejemplo 3.5.21. Determinemos si existe  1im ry

(xy)—(0,0) X2 + >
De seguro que al ver el limite se te vino a la memoria el uso de coordenadas polares. Eso esta bien,
g q p
pero veamos como lo hacemos por el uso de este tiltimo resultado.

Las trayectorias, x = 0, y = 0,y = x y otras que se te ocurran, pero que pasen por el (0,0), dan
como resultado que el limite es 0. Por tanto, la “sospecha” es que ése es el limite. Veamos como lo
logramos.

x%y x%y
_Ll=|-27 _ol=|——-2_
|f(x/]/) ‘ 2 +y2 ‘ x2 _|_y2
El denominador |x% + 32| = x% 4+ y? > x2, luego,
x?y x?Jy|
|f(x/y) _L’ = x2+y2 < 2 = |y‘
Como lim |y| =0, entonces
(xy)—(0,0) )
lim —2x Y 5 =
(xy)—(00) X+ Y
(x —1)?Inx

Ejemplo 3.5.22. Determinemos si existe 1lim @ —~—%F——.
Jemp (xy)—(10) (x —1)2 + 32

Para diversas trayectorias, tales como x =1, y = 0, y = x — 1, todas las cuales pasan por el (1,0), el
limite es 0. Por tanto, creemos que ese es el limite. Tenemos

| (x—1)?Inx | (x=1)?Inx
|f(x/y) Ll_ (x—1)2+y2 - (x_1)2+y2
El denominador |(x —1)? +y?| = (x — 1)> +y? > (x — 1)%. Luego,
| (x=1)?Inx (x—1)}Inx|
|f(x/y) L|_ (x_1)2+y2 — (x_l)z —|11'1.'X'|
Dado que ( %ln} : |Inx| = 0, entonces el limite dado existe y se tiene
x,y)—(1,0
(x—1)%Inx 0

m _ =
(xy)—(1,0) (x —1)2 +y?
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3.5 Limite en un campo escalar

3.5.6. Limites iterados

Sea f : R? — R una funcién real de dos variables y (a,b) € R?. Llamamos limites iterados de f en
el punto (a,b) a los siguientes limites:

- lim(lim f(x,y)) = L1 y

X—a y~>

» lim(lim f(x,y)) = L,

y—>b X—a

La interpretacion que hacemos de esto es la siguiente.

xX+y
xX—=Yy

Ejemplo 3.5.23. Estudiemos el limite de f(x,y) =

" lim(limx+y>:limzzl.

x—0\y—0Xx —VY x—0 X

= lim (lim m)z lim Y o_ —1.
y—=0\x—=0X — VY y—0—Y

Los limites iterados no tienen por que existir. De hecho hay ejemplos en los que no existe ninguno
o existe s6lo uno de los dos. Incluso aunque existan ambos no tienen por que coincidir. Ademas la

existencia de estos no esta determinada completamente por la existencia del " %11’1} f(x,y) =Lni
x,y)—(a,b)

viceversa. A este respecto lo que si podemos decir es lo siguiente:

Proposicién 3.5.24. Supongamos que existe " %mz . f(x,y) = Ly es finito. Si existe alguno de los limites
xy)—(a
iterados con valor finito, entonces coincide con el limite L.

Lo que estamos diciendo es que, si existen L; y L (con valor finito), entonces L = L;. Si existen (con
valor finito) L y L, entonces L = Ly, y si existen (con valor finito) L, L; y L, entonces L = L1 = L.

Esto nos proporciona el siguiente criterio que nos da una situacién en la que el B %mr} » f(x,y) no
Y)—(a
existe.

Corolario 3.5.25.

= Silos limites iterados existen con valor finito y no coinciden entonces no puede existir el o %m} ) f(x,y).
xy)—(a

» Si existe alguno de los limites iterados con valor finito y no coincide con el o 1)111} . f(x,y), entonces
xXy)—a

tampoco existe el limite.

Es sencillo darse cuenta que este proceso de limites iterados es muy similar al método de los caminos
para hallar el limite de un campo escalar.
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3.6 Continuidad en un campo escalar

Ejemplo 3.5.26. Veamos que sucede con los limites iterados y el limite de f(x,y) = xcosjl/ en (0,0).

Tenemos lo siguiente:

1 . . 1
» [ = lim(lim f(x,y)) = lim ( lim xcos— | no existe, puesto que no existe lim xcos—.
x—0 y—0 x—0\y—0 y y—0 y

1
» [p = lim(lim f(x,y)) = lim <lim xcos—) = 1im(0) = 0, porque el limite del paréntesis es cero
y—0 x—0 y—0\x—0 y—0

por acotada.

1
s L= , %irn(o 0 xcos; = 0, porque es el limite del producto de una cantidad que tiende a cero,
xy)—(0,

x, por otra que esta acotada.
Se observa que uno de los limite iterados es finito y coincide con el valor del limite de la funcién.

También es posible que los limites de funciones de varias variables sean infinitos, generalizando la
definicion dada para funciones reales de una variable.

Definicién 3.5.27. Una funcién f : R" — R posee limite oo en x¢ cuando para todo M existe un & > 0 de
modo que si x € B(xg,6), x # 0, entonces f(x) > M.

Ejemplo 3.5.28.  lim xty 1
(xy)—(00) X 0
1+x 3
Ejemplo 3.5.29. Ii )
yemp ()20 (x—2)2+y2 0
1 1

Ejemplo 3.5.30. lim - - =
Jemp (r4)m(o000) 2+ Y2 o0

Ejemplo 3.5.31. lim X +y? = 0.

(xy) = (e0,—00)

3.6. Continuidad en un campo escalar

Definicién 3.6.1. El campo escalar f : R" — R se dice continuo en el punto @ € dom(f) siy sélo si
(Ve >0)(30 > 0)(||[¥x—d|| <éd=|f(X) — f(@)] <€
Se debe observar que ahora si interesa el valor de la funcién en el punto

En lugar de la definicién § — € es mejor considerar la siguiente alternativa:

Definicién 3.6.2. Una funcién se dice que es continua en un punto, si el valor que toma la funcién en el punto
coincide con el limite en dicho punto. En el caso de dos variables, es decir, para una funcion f : R?> — R se
dice que es continua en el punto (xg, yo) si:
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3.7 Derivada direccional

1. f estd definida en (xo, o).

2. Iim x,1) existe
(xy)—(0,0) fy)

3. li ,Y) = ,
L f(x,y) = f(x0,%0)

Como consecuencia de las propiedades de los limites, la suma, el producto y el cociente de funciones
continuas es otra funcién continua y esto también sucede para la composicion de funciones.

Todas las funciones elementales son continuas en todos los puntos en los que estdn definidas, luego
para calcular el limite de una funcién elemental en un punto (xo, 1) en el que estd definida basta
sustituir x e y por xg e yo respectivamente. El problema estd en los puntos en los que la funcién no
estd definida. Por lo tanto, al calcular un limite lo primero que se intenta es la sustitucién directa
(hallar la mdscara), y s6lo en el caso de encontrarse con una indeterminacioén se intenta romperla
por algin método (caminos o polares).

Ejemplo 3.6.3. El campo escalar f : R? — R definido por

xZ
o [ e 00
0, si (x,y) = (0,0)

es continuo en el origen, y por supuesto en cualquier otro punto del plano. Es sencillo ver que, en
polares, el limite es cero, y que entonces, coincide con el valor de la funcién en el origen que es cero.

Ejemplo 3.6.4. El campo escalar f : R?> — R definido por

x .
Floy) =4 2+ (x,y) # (0,0)
0, si (x,y) = (0,0)

es continuo en todo punto de IR?, excepto en el (0,0), pues alli el limite de la funcién no existe (ver
polares).

3.7. Derivada direccional

La derivada direccional informa sobre el crecimiento de la funcién en la direcciéon que se desee, ya
que representa, en esa direccion, la pendiente de la recta tangente. En particular, si las direcciones
escogidas son los ejes coordenados, la derivada direccional pasa a denominarse derivada parcial, y
por supuesto, mide a que tasa crece o decrece la funcién f al movernos en la direccién de los ejes
coordenados.
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3.7 Derivada direccional

Ejemplo 3.7.1. Sean f : A C R" — R un campo escalar
y a € int(A). Supongamos que f (@) mide la temperatura y
en un punto d dentro de una habitacion donde hay una ven-
tana abierta y un radiador. Si queremos hallar la variacién
de temperatura cuando nos movemos desde el punto @, hasta
otro préximo, dependerd de la direccion que se tome. Para fi-
jar ideas nos movemos desde el punto @ hasta el punto @ + i
a través del segmento de recta que los une (figura 3.6) que
tiene la forma @ + hii donde 0 < h < 1.

La distancia entre @ y @ + hii es ||d + hii — d|| = |h| ||#]].
El incremento medio de temperatura entre ambos puntos
serd o . Figura 3.6
f(@+ hit) — f(d) &
aied

Si se toma el vector i de norma unidad se tiene
f(@+ hii) — f(d)
h

Silo que queremos es hallar el incremento instantdneo de temperatura en el punto @ hemos de tomar
limite para i — 0 en esta expresion, esto es,

o £ 1) = £(@)

h—0 h

Definicién 3.7.2. Sea f : A C R" — R campo escalar, X € Int(A), sea il vector unitario de R". Se llama
derivada direccional de f en la direccion del vector ii, que se denota por Dy f, al siguiente limite

Do () — tim FE D) — (D)

|
h—0 h

Cabe indicar que si:

» f:R— R, ¥=x, i =1, entonces

Daf (%) = lim LEF S oy

lo que significa que la derivada direccional, es efectivamente, la generalizaciéon de la derivada de
funciones de una variable.

Ejemplo 3.7.3. Hallemos derivada direccional del campo f(x,y) = x* +y> — 8 en el punto (2,2) en direccién
del punto (0,4).

Esta dado el campo y el punto donde se pide la derivada direccional, pero la direccién estd “dis-
frazada”. Para hallarla, nos paramos en (2,2) miramos el (0,4) y formamos el vector unitario
L 09-02) (22 (1Y

1004 - 22l V8 V2
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3.7 Derivada direccional

Tenemos todos los ingredientes para calcular

_fle2y+n- S - f22)

h2

=lim— =0

Es evidente, que esta forma de calcular derivadas direccionales es no es una tarea simple. A no
desmayar, ya viene una mejor herramienta de célculo para esta clase de derivadas.

3.7.1. Derivada direccional no implica continuidad
Para verificar esta proposiciéon basta con mostrar un caso.

Ejemplo 3.7.4. Sea f : R? — R campo escalar definido por

0, si (x,y) = (0,0)

Vamos a probar que este campo tiene derivada direccional en el origen en toda direccién, pero no es
continuo en el origen. Para ello, sea if = (11, 1) un vector unitario arbitrario, entonces

f(huq, hupy) — £(0,0) ) h3u%u2 -0

D;f(0,0) = Ii =1
af(0,0) a h - h(h2u3 + h*u?)
2 0, siuy =0
— lim %2 _ ) 5
h—0 u3 + h2uj L siuy #0
Uup

Asi, D;f(0,0) existe en cualqzuier direccién. Para ver que el campo no es continuo en (0,0) se con-
sidera el camino S; = {y = x“} para tener

4
. 2 ; X 1 o
alclgg)f(x'x)—alclgg)x‘ljtx‘l -2 7 £(0,0)=0

De este modo, el campo no es continuo.
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3.8 Derivadas parciales

3.8. Derivadas parciales

El caso particular de la derivada direccional, en el que el vector unitario a considerar sea uno de los
vectores coordenados unitarios, conduce a establecer la siguiente clase de derivada.

Definicion 3.8.1. Sea f : R" — R campo escalar, ii = iiy el k - ésimo vector coordenado unitario, entonces
Dy, f se llama derivada parcial de f respecto de la k - ésima coordenada. Anotamos

d
Dy f = Dif = a_J{k

En particular,

lim f(xlleI' T ,Xk+h,"' /xl’l) _f(xlleI' Xyt /x?’l)
h—0 h

Dyf(x) =

Esto se interpreta en el sentido de que para hallar una derivada parcial basta con hallar la derivada
del campo en funcién de la variable que se desee (en direccién del vector unitario), manteniendo
constante las restantes. Veamos como funciona esta forma de cédlculo.

Ejemplo 3.8.2. Sea f(x,y,z) = x*y + y?z + z?x, entonces la derivada parcial del campo f en direccién del
vector (1,0,0), de acuerdo con la definicion es

flathyz) - fxyz)

h—0 h
C o AR Az 2 () - (P + Pz + 2%
h—0 h
2 2
_ %ir%theri;lyan h_ 2xy + 2

Si derivamos respecto de cada variable, manteniendo constantes las restantes, entonces

S d
Dyf(%) = % = 2xy + 2

d
Dyf(X) = % = x* +2yz

. 0
Dsf (%) = £ = y* +2xz
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3.8 Derivadas parciales

3.8.1. Interpretaciéon geométrica

Damos respuesta a la pregunta de ;como se deben escoger los niimeros A y B para que el plano

z = f(x0,y0) + A(x — x0) + B(y — ¥o)
que definen sea un buen candidato a plano tangente?

Para entender la respuesta a esta pregunta vamos a combinar las ideas que acabamos de ver con
el estudio de las secciones con planos verticales. La aproximacién mediante un plano que estamos
tratando de lograr se puede expresar en la forma

f(x,y) ~ f(xo,y0) + A(x —x0) + B(y —yo), cuando (x,vy) esta cerca de (xg,yo)

En lugar de estudiar esta aproximacién para un punto (x, y) cualquiera, lo que seria tal vez demasia-
do complicado, podemos tratar de entenderla mejor estudiando un caso particular. Sustituiremos en
esta aproximacion (x,y) por un punto de la forma (x, yo). Es decir, que dejamos fija la coordenada
y. Esté claro que si x se acerca a x, el punto de la forma (x, yg) se acerca al punto (x, o). La ventaja
de hacer esto es que, al fijar la variable y, en lugar de estudiar una férmula con dos variables libre
pasamos a estudiar una férmula con sélo una variable libre, la x.

Ejemplo 3.8.3. Vamos a encontrar el plano tangente a la grdfica de la funcion z = f(x,y) = 8 — x> —y?en
el punto (xo,Yo,z0) = (1,2,3).

Observar que zp = 3 = f(1,2), de manera que (xg,y9) = (1,2). El plano que buscamos serd por
tanto de la forma

z = f(x0,y0) + A(x —x0) + B(y —yo) =3+ A(x — 1) + B(y — 2)

Para tratar de encontrar el niimero A sustituimos, como habiamos dicho, y por 1y = 2. Hacemos la
sustitucion tanto en el plano como en la formula z = f(x,y). Al sustituir en el plano, el término que
contiene a B se anula y se obtiene

Zplano = 3+A(x—1)

La férmula que hemos obtenido para z es un polinomio de primer grado en x. Es decir, que si

plano
pensamos en las variables x, z esto no es mas que la ecuacién de una recta.

Por otro lado, al sustituir en z = f(x,y) se tiene
qunci(’)n = f(X,Z) =8 — x2 —4 = 4—x2

La férmula obtenida depende sélo de la variable x. Para referirnos a esta férmula vamos a ponerle
un nombre

2
Zfuncion = f2(%) = f(x,2) =4 —x
Para acercarnos al punto (xo, /o) debemos pensar que en estas férmulas el valor de x estd muy cerca
de 1. Y el problema de aproximacién queda planteado asi
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3.8 Derivadas parciales

", 2 .. < 17
(como hay que escoger A para que z se parezca mucho a z¢; s, cuando x esta cerca de 1

plano

Este problema ya esta resuelto: es el problema de aproximacién para funciones de una variable. Y la
respuesta es clara: el valor A es la derivada de la funcién fi(x) = 4 — x? en el punto x = 1. Es decir,

FA(x) = 20 = f5(1) = -2

De la misma forma, el valor para B se obtiene sustituyendo x por xp = 1, tanto en la ecuacién del
plano como en la de la funcién z = f(x,y), para luego aproximar y a yp = 2. Al sustituir en el plano
se obtiene

Zplano =3+ By —2)

que describe una recta cuando si se piensa en las variables x e y. Si sustituimos x por 1 en la funcién
se obtiene ahora

Zfuncién :fl(y) :f(l,y) = 7—]/2

Y lo que tenemos que hacer es seleccionar el valor de B para que la recta
z=3+B(y—2)

sea la recta que mejor aproxima a f1(y) = f(1,y) = 7 — y? cuando vy esté cerca de 2. La respuesta,
naturalmente, es que se debe tomar B = f/(2) y como f'(y) = —2y, entonces B = —4. Asi que todo
esto nos llevan a considerar

z=3-2(x—1)—4(y—2)

como un candidato razonable a ser el plano tangente a la grafica de f en el punto (xg,yo,20) =
(1,2,3).

Este ejemplo ilustra la forma en que podemos razonar, aprovechando lo conocido del célculo de una
variable, para obtener un candidato a ser el plano tangente.
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Usaremos esta forma de trabajo para hallar la ecuacién del plano tangente al campo escalar z =
f(x,y) en un punto P(xg,yo). En consecuencia, suponemos que tal plano es de la forma

z = f(x0,Y0) + A(x — x0) + B(y — ¥o)

Para determinar los ntimeros A y B consideramos las funciones

fro(x) = f(x,%0)
froy) = f(xo,y)

Hemos visto que lo sensato es tomar A = f (x0), B = f}(yo), siempre que estas derivadas existan.

La funcién f,,(x) aparece cuando se corta la gréfica de f con un plano vertical paralelo al plano
xz que pase por (xo,Yo,zo) (la ecuacién de ese plano vertical es y = yp). Es una funcién que sélo
depende de x puesto que hemos fijado la y. Usando el calculo de una variable medimos su pendiente,
es decir su inclinacién, en ese punto, mediante la derivada f /yo (x0). Ese valor nos permite medir la
inclinacién del plano tangente en esa direccién, paralela al eje x. Si obtenemos también la inclinacién
f % (yo) del plano tangente en la direccién paralela al eje y tendremos suficiente informacién (un
punto y dos vectores directores) para determinar el plano. La figura 3.7 ilustra la geometria que hay
detras de estas ideas

Definicién 3.8.4. Se llama plano tangente a una superficie en un punto P de la misma, al plano que contiene
todas las tangentes a las curvas trazadas sobre la superficie por el punto P.
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3.9 Derivadas parciales de orden superior

0 Silaecuacién de la superficie estd definida de manera explicita z = f(x,y) entonces la ecuacién

del plano tangente en el punto P viene definida por

z—29 = (x —x0) - D1f(P) + (y — yo) - D2f (P)

O Si la superficie viene definida de manera implicita por la ecuacién F(x,y,z) = 0, entonces la

ecuacioén del plano tangente en un punto P de la superficie es
(x —X0,Y —Yo,2 — ZO) : (Dll DZ/ D3)(P) =0

Ejemplo 3.8.5. Hallar el plano tangente a la superficie f(x,y) = 16 — x> — y? en el punto (1,1,14)

La superficie viene dada en forma explicita. Las
derivadas parciales y sus valor en el punto (1,1) son:

Dif(x,y) = —2x = D;f(1,1) = -2

Dof(x,y) = -2y = Daf(1,1) = -2

0

o

5 R,

S ENNE

o S

T B e
= e

Luego, la ecuacién del plano tangente es

z=14=(=2)- (x=1)+(-2)-(y-1)

que al reducir equivale a 2x +2y +z—-18 =0

tigura 3.8

3.9. Derivadas parciales de orden superior

Al igual que en el caso de las funciones de R — R el proceso de calcular derivadas de 6rdenes

superiores en campos escalares es posible. Un ejemplo nos permitird mostrar las notaciones
Ejemplo 3.9.1. Sea f : R? — R, f(x,y) = xy — x* campo escalar.

La derivada parcial en direccion del vector if = (1,0) es

Dif(xy) = % =y - 2x

La derivada en direccion del vector i = (0,1) es

Daf(x,y) = x
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3.9 Derivadas parciales de orden superior

Ahora bien, las derivadas de érdenes superiores de este campo son

2

DiDif(xy) = Duf(ry) =  od(xy) = -2
o2f

DiDyf(x,y) = Diaof (x,y) = W(x'y) = 1
2f

D2Dif(x,y) = Daf(x,y) = W(x'y) = 1
2

DaDsf(x,y) = Dnf (x,y) = %(w) - 0

En general, la derivada respecto de la j-ésima variable de la derivada respecto de la i-ésima variable

se anota: N af azf

Cuando se quiere calcular la derivada de una funcién f : R — R en un punto, es frecuente que,
dadas las caracteristicas de la funcién, se deba utilizar la definicién y no calcular primero la derivada
en cualquier punto y luego evaluar en el punto particular. En campos escalares esto también debe
tenerse presente.

Ejemplo 3.9.2. Calculemos D15£(0,0) y Dp1£(0,0) si f es el campo

- P)
i () £ (00)
flxy) =
0,si (x,y) = (0,0)
Para los valores (x,y) # (0,0) se tiene

{y(x* — y?) + 2%y} (x® + y?) — 227y (x* — 1?)

Dif(xy) =

(2 + y2)2

_ By —y) (P +y?) — 2%y (x% — )
= (2 + y2)2

xty + dx?y? — P

(2 + y2)2
En el origen tenemos
L FO+R0) - (0,0 0
011100 = i GO i o
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3.9 Derivadas parciales de orden superior

Luego, la funcién D; f(x,y) queda definida como sigue

by + 4x2y? — o
(x2 + y2)2

,si (x,y) # (0,0)
Dif(x,y) =

0,si (x,y) = (0,0)
Para la derivada parcial en direccién de (0,1) y para los valores (x,y) # (0,0) se tiene

(x(x* —y?) — 2xy®) (¥* + y*) — 22y (x* — )

Daf(x,y) = (21 12)2
_ (=3 (P + ) - 2 (P — )
(x2 + y2)2
_ X4y —ayt
(x2 + 12)2
La derivada parcial D,f(0,0) es tal que
_ ey J(OR40) = f(0,0) _ . 0 _
D(0,0) = Jim 7 = Jim 5 =0

Se tiene entonces que la funcién D; f(x,y) queda definida como sigue

x> — 4x3y? — xyt
(x2 _|_y2)2

,si (x,y) # (0,0)
Daf(x,y) =

0,si (x,y) = (0,0)

Ahora podemos determinar las derivadas mixtas D1, = D1(D3), Dy; = Dy(D1).

. Dyf(h,0)—Dyf(0,0) .. K
D12f(0,0) = lim, I = im s =1
Analogamente
.. Dif(0,h) — D1£(0,0) . n
D21£(0,0) = Jim 7 = hm =g =

Hemos obtenido asi Djp; # Djy;. La igualdad de las derivadas mixtas, requiere de las siguientes
condiciones:

Teorema 3.9.3. Si la funcion f, y las derivadas parciales D1 f, Dyf, D1y f existen y son continuas, entonces
la derivada parcial Dy, f existe y se tiene D1 = Dy
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3.10 Diferenciacion en un campo escalar

3.10. Diferenciacién en un campo escalar

Dada una funcién real de variable real, estoes f : R — IR, se dice que es difenciable en el punto a
si existe ) - Fla)
., xX)—jyla) .
tim FL T @)

En esta forma es imposible extenderla la idea a dimensiones mayores. Veamos entonces como mo-
dificarla para que tenga sentido su generalizaciéon. Reescribimos tal limite en la forma

o f) = fl@) = - a)f ) o)

X—a X—a

Ahora bien, la ecuacion de la recta tangente que pasa por el punto (4, f(a)) y de pendiente f/(a) es

y=f(a)+ f'(a)(x —a)

De aqui que esta recta sea considerada una buena aproximacion a la funcién f en el sentido de que la
diferencia entre ella y la funcién tiende a cero atin cuando x estd préximo a a. Si hacemos h = x — g,
entonces la ecuacion 3.1 se convierte en

o flat ) = fl@) = f'@) 62

h—0 h

Si consideramos la aplicacion lineal A : R — R definida por A(h) = f'(a) - h, entonces la definicion

de derivada es equivalente a
tim J@ 1) = fa) = Alh) _
h—0 h

Esta definicion tiene una sencilla generalizaciéon a dimensiones superiores que conserva la misma
interpretacion geométrica, que hicimos con anterioridad, de las derivadas parciales. Recordemos en
parte esta idea.

En el caso de un campo f : R? — R la idea de recta tangente se reemplaza por plano tangente. La
caracteristica geométrica de este plano, es que entre todos los planos que pasan por un punto de una
superficie, es €l el que mds pegado estd a ella, el que més se le aproxima en las cercanias del punto,
el que proporciona una idea del comportamiento de la superficie en el punto. Al alejarse del punto,
lo mds seguro es que el plano tangente y la superficie tengan muy poco en comun, esto es lo de
menos, lo que interesa es que diga como es la superficie en un trocito, tan pequefio como queramos,
que contenga al punto. Esto es el plano tangente; un trocito suyo puede sustituir sin que se note al
trocito de superficie que se trate.

La gréfica del campo f : R? — R es un subconjunto de R3. Para hallar la ecuacién del plano
tangente a la superficie en un punto (a,b, f(a,b)) consideremos que su ecuacién es de la forma
z = mx + ny + c. Como debe ser tangente a la superficie generada por f debe tenerse que

of of

dx ’ Iy
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3.10 Diferenciacion en un campo escalar

ya que estas son las razones de cambio de f respecto de los ejes ¥ e ij. La constante ¢ se determina
considerando que z = f(x,y), conlo cual ¢ = f(a,b) — ma — nb. De esto, se obtiene que

_ of of
2= flab) + (x— )3 (@) + (115 (a,D)
es la ecuacién del plano tangente en el punto (a,b, f(a,b)) a la superficie. Se tiene entonces la si-
guiente generalizacién de diferenciabilidad
. e 2 : : S Jof o Of . .
Definicién 3.10.1. El campo f : R*= — R es diferenciable en el punto @ = (a, b) si g(a) y @(a) existen,
y se satisface

Al considerar

y hacer

la definicién de diferenciabilidad toma la forma

o F@+F) = fla) ~ 5
= I

O en término de la aplicacién A

L f@+h) — f(@) —A(h) _

h—0 17| B

en donde A(ﬁ) — 7 . Esta es la definicion que generalizamos.

Definicién 3.10.2. Un campo escalar f : R" — R es diferenciable en @ € R", si existe una aplicacion lineal
A+ R" — R tal que
fa+h) - f@ ~ M)

hs0 |7 |

La aplicacién lineal A(h) = 7 o h se representa por df (@, 1), y recibe el nombre de diferencial de f
en 4. Esto queda establecido en el siguiente resultado.

Teorema 3.10.3. Si el campo escalar f : R"™ — R es diferenciable en a = (ay,az,a,,-- - ,a,), entonces
existe una uinica aplicacion lineal A tal que
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3.10 Diferenciacion en un campo escalar

Esta aplicacién lineal viene dada por
A(R) = df (@ 1) = (Drfy--+ , Duf)(a1, - ,an) © Tt = Df(@) o
Definicién 3.10.4. Para el campo escalar f : R" — R se llama derivada del campo, que se anota Df a la
expresion
Df(%) = (D1f,Daf,- -, Duf)(X)
En los casos particulares n = 1, 2,3 se tiene que:

» Sin=1,entonces f : R — R, y = f(x). En consecuencia,
Df(a) = f'(a), Df(a)-h=f'(a)dx=dy

» Sin=2,entonces f : R> = R, z= f(x,y). En consecuencia,

» Sin =3, entonces f : R®* - R, w = f(x,y,z). En consecuencia,

o= (%.5.%) @

de donde 3 3 3
Df(d) o h=dw = —f(ﬁ) dx + —ch(ﬁ) dy + —f(ﬁ) dz
Ejemplo 3.10.5. Probar que el campo f(x,y) = x? + xy es diferenciable en el punto (1,2)

Si el campo es diferenciable se debe verificar su definicién. Para ello tenemos:

. _ . 9Of _ 4 9 _
i=(12), f12)=3 =(1,2)=4, @(1,2)_1

con lo cual debemos probar que (definicién 3.10.3)

lm x% 4 xy — 4x—y+3
/12 (y -2

Hacemos la sustitucion x —1 = rcos 6, y — 2 = rsen 0 para transformar el limite en el siguiente

lir%(rcos2 0+ rsen@cosf) =0
r—

Esto prueba que el campo es diferenciable en el punto (1, 2). En realidad, se puede ver que el campo
en cuesti6én es diferenciable en todo punto de R2.

Consecuencias importante de la diferenciabilidad de un campo escalar son:
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3.10 Diferenciacion en un campo escalar

= continuidad

Siel campo f : R" — R es diferenciable en el punto X € R”, entonces es continuo en X
p p

El reciproco de este resultado es falso, el campo f(x,y) = \/x? + y? es continuo en (0,0), pero
no diferenciable en (0, 0).

s diferenciabilidad

Si las n derivadas parciales (Dif,---,Dyf) del campo escalar f : R" — IR existen y son
continuas en un punto Xy, entonces el campo f es diferenciable en X

El reciproco de este hecho no se verifica, ya que el campo

1

—=—5i (x,y) # (0,0)

2 2
X+ sen
(x"+y%) pE—

floy) =
0 ,si (x,y) =(0,0)
es diferenciable en el origen y las derivadas parciales no son continuas en el origen.

m  derivadas direccionales

Si el campo escalar f : R” — R es diferenciable en cualquier punto ¥, entonces la derivada
direccional del campo f en cualquier direccién unitaria i existe en X y se tiene

Dyf(%) = Df(%) o @

» Algebra de las funciones diferenciables

Sif, g : R" — R son campos escalares diferenciables en X € IR", entonces

D(f +g)(¥) = Df(¥) £ Dg(¥)

0 ,(xy)=(0,0)

1. Analizar continuidad en (0,0)
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3.10 Diferenciacion en un campo escalar

2. Determinar si D1 f(0,0) = D12£(0,0)

3. Averiguar si el campo es diferenciable

1) El limite nos dird si hay continuidad

3., 3
f % = lim 12 (cos®0 sen 6§ — cos 6 sen® ) = 0
(xy)—(00) X°+y= 10

Como hay coincidencia con el valor de f en el punto, tenemos jcontinuidad!

2) Para las derivadas mixtas primero se establecen las de primer orden

» Laderivada D;f(x,y) para valores (x,y) # (0,0) es

by + 4x2y% — 1P
(x2 + y2)2

Dif(x,y) =

» La derivada en el origen es

D1£(0,0) = lim T SO0 15 0 g

= Se concluye que la funcién derivada es

(x2 + y2)2

(x,y) # (0,0)
Dif(x,y) =

0 (x,y) = (0,0)
Andalogamente:

» Dyf(x,y) para valores (x,y) # (0,0) es

x® — 4x3y? — xyt
(21 y2)2

Dof(x,y) =

= La derivada en el origen es

D»£(0,0) = %%f(o'h) ;f(O,O) h;og
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3.10 Diferenciacion en un campo escalar

= Se concluye que
2

2)2’“’ (x,y) # (0,0)

Dyf(x,y) =
0 (x,y) = (0,0)

Ahora estamos en condiciones de calcular las derivadas mixtas en el origen

B o Dif(0,h) = Dyf(0,0) .. -k
D,1f(0,0) = D2(D1)f(0,0) = Plzlir(l] p = }lzlgcl) 5= 1

B . Dyf(h,0) — Dof(0,0) o
Dlzf(O,O)—Dl(Dz)f(O,O)—Plgr(l] p _;lzg})h5 1

se concluye que las derivadas parciales mixtas son diferentes.

3) Para la diferenciabilidad se ve si las D y D; son continuas. Es sencillo, en polares, determinar
que ambas tienen limite cero, y coinciden con el valor que tienen asignado en el punto. Por tanto, la
funcién f es diferenciable.

2
ey # (00

Ejemplo 3.10.6. La funcion f(x,y) = tiene las siguientes propiedades:

0 (xy)=1(00)

» Es continua en todo el plano, incluyendo (0,0) pues

2 2
lim Y Iim x- Y =0
()00 2+ 20 (xy)-00) ¥+ 23

es el caso 0 por acotada.

» Las derivadas parciales D1 f(0,0) y D»£(0,0) existen, en efecto:

D
1f(0 0)= h—>0 h h—>0 h

y también,

Dy (0,0) = ,{E’%f(o h) = f(O,

h h—0h
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3.10 Diferenciacion en un campo escalar

En efecto,

—0—0(x—0)—0(y—0) 2
Iim y2+x4 = Ilim *y

(xy)—(0,0) VX% + y? (xy)—(00) (12 + x4) /22 + 12

pasamos a coordenadas polares

) xy? ) r3cos 0 sen?0
lim = lim

(xy)—(00) (y2 + x4)/x2+y2 =0 71(r?sen6 + ricos*0)

después de simplicar se llega a

r3cos 0 sen?6 . cos 0 sen
lim > T = lim 5 18 = cos 6
r—0 r(r2sen®0 + rtcos*)  r—0 sen?6 + r2cos*0

limite que, claramente, depende del angulo. Se sigue que la funcién dada no es diferenciable

2.2
L (xy) # (0,0)

Ejemplo 3.10.7. La funcién f(x,y) = yra es tal que:
0, (xy)=(00)
» Es continua en todo el plano, incluyendo (0,0) pues
2
lfm xy — Ilm 2.1 — =0

) —(00) Y2+ x4 (xy)—(00) Y2+t
es el caso 0 por acotada.

» Las derivadas parciales D1f(0,0) y D»£(0,0) existen, en efecto:

h —

y también,

27(0,0) = tim {ON =FO0 15,0

» La funcién es diferenciable en (0,0). Lo vemos mediante la definicion.

2
lim y2+x4 -0- O(X - ) O(y - 0) _ lim x2y2

(xy)=(00) VX2 +y? (xy)—(00) (y2 + x4) /22 + 2

pasamos a coordenadas polares

X2 y2 ) 7’4

o i cos0 sen®0
(x)—(00) (2 + x4) /X2 + 2 10 r(r?sen?6 + ricos*6)
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3.10 Diferenciacion en un campo escalar

después de simplicar se llega a

) rcos?6 sen?0 _ rcos®8sen?0
lim ——5——> Iy = UM 2y
r—0 r(r?sen?0 + rtcos*0)  r—0 sen?6 + r2cos*6

Se concluye que la funcién dada es diferenciable.
» Se debe seialar que la D, f no es continua en (0,0). En efecto, como
2x%y
Dyf(x,y) = ——71
Zf(x y) (yz + x4)2

entonces, al tomar el camino y = x2 el limite es 3, y si se toma el camino y = 0 el limite es 0. Lo
que confirma que D, f no es continua.

= La D, f sies continua jverificarlo!

3.10.1. El Gradiente

Las derivadas parciales fy y f, de una funcién diferenciable f(x,y) desempefian un papel esencial,
no s6lo en la determinacién del plano tangente a la superficie z = f(x,y), sino también en el calculo
de las derivadas direccionales y direcciones de maximo crecimiento o decrecimiento de la funcién
f(x,y). Por ello la funcién V : R” — R" que tiene regla de correspondencia

Vf(%) = (D1f(X),- -, Duf(X))

se denomina gradiente. Se observa que las componentes del gradiente son las derivadas parciales
de la funcién en el punto. Es importante decir que el gradiente de una funcién en un punto sélo
esta definido si la funcién es diferenciable en ese punto.

Sea f(x,y) una funcién diferenciable. Las propiedades principales del gradiente son:

00 La derivada direccional del campo f(x,y) en el punto (a,b) en la direccién del vector unitario
il se puede escribir como

Dzf(a,b) =V f(a,b) o il

Siendo ésta la mejor herramienta para el cdlculo de la derivada direccional.

Ejemplo 3.10.8. Para el campo escalar f(x,y) = xy — x2, su gradiente es V f(X) = (y — 2x, x). La derivada
direccional en el punto (1,1) en la direccién del vector unitario if = 1 (3,4) es

Daf(1,1) = V(1) £ (3,4) = (-1,1)- £ 3,4) = ;

Y la derivada direccional en el punto (1,1) en la direccién del vector unitario it = (1,0) es

Duf(1,1) = V(1,1) - (1,0) = (=1,1) - (1,0) = —1

172



3.10 Diferenciacion en un campo escalar

El gradiente indica el sentido de crecimiento més rdpido de una funcién en un punto dado.
La derivada direccional tiene su valor maximo en el sentido del gradiente y coincide con su
modulo. En efecto, se sabe que

[yl

S

o

15]]

compyid = — dob=|p| compyi

Luego,
Dyf(¥) = Vf(X)oii = Vf(X)oil = [|il|| (compzV[f(X))
como el vector i/ es unitario, entonces

Daf (%) = Vf(X) o ii = (compzV f (X))

Esta expresion sefiala que “la derivada direccional en la direccién del vector unitario i es igual
a la componente del gradiente en esa direccion”.

plano tangente Vf

—
TR

g Yy

(R

=
=

L o e e
A7 A AT
S S s

e Ve R
77 NG
R 7 R RN

superficie
de nivel

L
Figura 3.9 < tigura 3.10

Se sigue entonces que

» SiVf L iientonces D;f =0
» Si Vf || i entonces D;; f es méxima, y este valor maximo es ||V f]|

» El valor minimo se obtiene en el sentido opuesto, y su valor es — ||V f||

Ejemplo 3.10.9. Hallar la direccion y magnitud de la médxima razén de cambio del campo f(x,y) = x> + xy
en el punto (2,3).

De acuerdo a lo sefialado, cuando la derivada direccional va en la misma direccién del gradiente la
razoén de cambio es méxima. Luego

Vilx,y)=2x+yx) = Vf(2,3)=(7,2)
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3.10 Diferenciacion en un campo escalar

de esto se sigue que |V f(2,3)|| = v/53. En consecuencia, la direccién de cambio médxima estd en

1
u=——-(7,2) y sumagnitud es 1/53.
75 (7,2)y g Vv

1
Ejemplo 3.10.10. Sea f(x,y,z) = el potencial eléctrico en cualquier punto ¥ € R>. Hallar
la razén de cambio del potencial en (2,2, —1) en la direccion del vector (2, —3,6).

Se llama potencial de un campo vectorial F al campo escalar f que satisface que V f = F. La razén de
cambio del potencial en un punto en la direccién de un vector unitario viene dado por la derivada
direccional, de modo que se tiene

Vi(oyz) = (—x,—y,—2) (& +y* +25) 2

1
Ahora, un vector unitario en la direccién del vector (2, —3,6) es 5" (2,-3,6). Por tanto

Daf(2,2,—1) = V£(2,2,—1) - ; . (2,-3,6)

Esto es

1 1. 1\ 1 8

[0 El gradiente es ortogonal al plano tangente y por ende a cualquier vector tangente.

En efecto, sea f : R3 — R campo escalar que satisface f(¥) = c, se sigue de esto que el conjunto
S = {f(%) = c} es una superficie de nivel en R3. Sea & : R — R> una curva tal que a(t) = ¥. La
funcién compuesta f oa : R — R queda definida por (f oa)(t) = f(X) = c. Si « es diferenciable en
t, entonces

(foa)(t)=c = D(foua)(t)-a’(t)=0
— Vf(a(t))-a'(t) =0

= Vf(a(t)) La’(t)
Esto prueba que el gradiente es un vector normal del plano tangente.

Ejemplo 3.10.11. Sea f : R® — R campo escalar tal que f(x,y,z) = w = z — 2x> — y?. Hallar la ecuacién
del plano tangente en (1,2,6).

El grafico del campo escalar se encuentra en IR*, pero una superficie de nivel, para w = 0, es 2x% +
y?> — z = 0. Por lo visto recién, un vector ortogonal al plano es el gradiente

Vi(x,yz) = (4x2y,—1) = Vf(1,2,6) = (4,4,-1)
de manera que la ecuacién del plano tangente es

(x—1Ly—22z-6)-(44,-1)=0=4x+4y—2z—-6=0
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3.11. Incremento y diferencial total

En el caso de las funciones de una variable se estudia como aproximar la funcién f : R — R
en el punto xy + Ax conociendo, el valor de la funcién f y de su derivada f’ en el punto xj, y un
incremento Ax pequefio. La figura 3.11 muestra que

f(xo + Ax) = f(xo) + Ay

Ahora bien, como aproximacién a f(xg + Ax) se considera la distancia hasta la recta tangente. Esto
es,
f(x0 + Ax) = f(x0) + Ayt

donde Ay, es la elevacion de la recta tangente entre el punto xg y xo + Ax. La pendiente de la recta
tangente es

Ayt
/ 8
f (xO) - Ax
De esto se sigue que
Ayrg = f'(x0) - Ax (3.3)
Se concluye que la aproximacién es
flxo+ Ax) =~ f(xo) + f'(x0) - Ax (3.4)

N |
y=fx)

7 ay
.}Ayfg}

f(xo+ Ax)

f(x0)

figura 3.11

Xo X0+ Ax

Hacemos notar que Ay — dy se aproxima a cero més radpidamente que Ax, ya que

CAy—dy  flx+Ax)—flx) - fI()Ax  flx+Ax)—f(x)
- Ax Ax - Ax —f )

€

al hacer Ax — 0 se tiene que € — 0. Por tanto,

Ay =dy+eAx
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Ejemplo 3.11.1. Para aproximar \/5 se considera la funcion f(x) = +/x. El punto adecuado es x = 4, de

1
modo que el incremento Ax = 1. La derivada de la funcion viene dada por f'(x) = PN En consecuencia
x
1

f(5)=\/§%f(4)+m-1=2,25

Un concepto ligado al de incremento es el de diferencial. Para una funcién derivable f : R — R tal
que x — y = f(x), La diferencial de f en xj es la funcién lineal dy = f’(x() dx de la variable dx. Si
la funcién f es derivable en todo punto de su dominio, entonces dy = f'(x) dx. Al usar diferenciales
la férmula de aproximacién se convierte en

f(xo+dx) = f(xo) + f'(x0) - dx (3.5)

Esta aproximaciéon se denomina aproximacién por diferenciales, y se considera como la mejor
aproximacion lineal a f(x) en la vecindad de xg. Se observa también que, si f'(x) # 0, entonces
dy = A'ytg aproxima al incremento en y (que es Ay), satisfactoriamente, para valores de Ax pequefios.
Es decir, se tiene que dy ~ Ay.

3.11.1. Incremento en dos variables

Al extender la idea de incremento al caso de un campo escalar f : R?> — R tal que (x,y) — z =
f(x,y) el problema consiste en que si x e y son incrementados en Ax y Ay respectivamente, entonces
el correspondiente incremento de z = f(x,y) es

Az = f(x+ Ax,y+ Ay) — f(x,y) (3.6)
Con lo cual Az representa el cambio en el valor de f cuando (x,y) cambia a (x + Ax, y + Ay).
Vamos a encontrar una expresion para la diferencial de z = f(x,y)
En la ecuacién 3.6 sumamos y restamos el término f(x,y + Ay)
Az =[f(x+Axy+Ay) — f(x,y+Ay) |+ [fx,y+Ay) — f(x,y)]
Vamos a reescribir las expresiones que aparecen en los corchetes en forma separada.

» Dividiendo los términos del primer corchete por Ax y tomando limite para Ax — 0 se obtiene

i S ANy +AY) — foy+Ay) _ of(xny + Ay)
(xy)—(00) Ax ox

La igualdad a la derivada parcial de f respecto de x estd justificada desde el momento que se
observa que soélo la primera coordenada varia, la segunda permanece constante. Ademads, si
“eliminamos” el limite, entonces

fxt+Axy+Ay) — foy+8y) _ 9f(xy+Ay)

Ax - ox te
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3.11 Incremento y diferencial total

O bien,
of (x, A
fx+Ax,y+Ay) — f(x,y+ Ay) = WAJH—Q Ax

donde €; es un infinitésimo para el que se cumple que €; — 0si Ax — 0. Ademaés

i Sy +4Ay) _ 9f(xy)

Ay—0 ox ox

» El segundo corchete lo dividimos por Ay y pasamos al limite para tener que

i J 0y +8y) — fxy) _ 9f(xy)

Ay—0 Ay ay

Que se escribe, sin limite, en la forma

floy+b8y) = flxy) = afg;,y) Ay + €2 Ay

Con €, otro infinitésimo que cumple que €, — 0si Ay — 0.
Reemplazando lo anterior en Az se obtiene

Az = OF&y) L Of(xy)

o 3y Ay + €1 Ax + e Ay

Hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 3.11.2. (aproximacién lineal)

Sea f : A C R> — R un campo escalar continuo sobre A. Suponemos que Ax y Ay son los incrementos de
x e y lo suficientemente pequefios para que (xg + Ax,yo + Ay) € A. Si las derivadas parciales g—J; y % son
continuas en (Xg, yo), entonces el incremento de la variable dependiente z

Az = f(x+ Ax,y + Ay) — f(x,y)

puede escribirse como

Ay — aff—;;’y) Ax+8f§;y)

con €1 — Opara Ax — 0y ey — 0 para Ay — 0.

Ay + €1 Ax + e Ay

Los incrementos Ax y Ay se llaman diferenciales de las variables independientes y se denotan por
dxy dy.

Definicién 3.11.3. Sean f : R? — R campo escalar y Ax y Ay los incrementos de x e y respectivamente.
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3.11 Incremento y diferencial total

» Se llama férmula de aproximacién por incrementos a la expresion

f(x+Ax,y+Ay):f(x,y)+WAx+%Ay (3.7)

Recordar que Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y).

» Se llama diferencial total de la funcion f(x,y) a:

of (x, of (x,
dz = %dx—l— %dy (3.8)

A la luz de la definicién de dz, el teorema 3.11.2 afirma que el cambio real en z es aproximadamente
igual a la diferencial total dz, cuando los incrementos Ax y Ay son pequefios. Es decir, Az ~ dz.

Ejemplo 3.11.4. El radio de la base y la altura de un cono circular recto miden 10 cm y 25 cm, respectivamente,
con un posible error en la medicién, de a lo sumo, 0,01 cm en la base y en la altura. Usemos diferenciales para
estimar el error mdximo en el volumen del cono.

El volumen de un conoes V = % r2h, con lo cual la diferencial total es

av=Lar+ ¥y =22

T
5 7 3 rhdr—i—grdh

Dado que |Ar| < 0,1y |Ak| < 0,1, entonces para estimar el maximo error en el volumen, tomamos
el méximo error en las medidas der y h, estoes,dr = 0,1y dh = 0,1. Como ademads, r = 10y h = 25,

entonces

_ 2007 g 00Ty 1 oo

av
3 3

Ejemplo 3.11.5. Usar diferenciales para hallar un valor aproximado de (3,04)3 (1,99)?

Por la forma de la expresién a aproximar, la funcién adecuada es z = f (x,y) = x3y2, con x = 3,
Ax =0,04,y =2, Ay = —0,01. Las derivadas parciales de la funcién z son:

Of _,20 9Of .3
ax—Sxy, ay—ny

sus valores en el punto (3,2) son 108 y 108 respectivamente, entonces la aproximacion es

£(3,04,1,99) ~ f(3,2) +108(0,04) +108(—0,01) = 108(1 + 0,04 — 0,01)
~ 108(1,03) = 111,24

A las funciones que pueden aproximarse linealmente de la manera descrita por el teorema 3.11.2
reciben un nombre especial, que ya conocemos, y que pasamos a formular a continuacién
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3.12 Regla de la cadena

Definicién 3.11.6. Dado el campo escalar f : A C R" — R continuo en A y con derivadas parciales % y

% continuas en (xo,yo) € A. Si Az puede expresarse como

Az = F&y) L Of(xY)

o ay Ay + €1 Ax + e Ay

donde €1 — 0 para Ax — 0y ex — 0 para Ay — 0, entonces f se dice diferenciable en (xg, yo).

Observacion: Este resultado significa que “una funcién es diferenciable en (xg, o) si la diferencial
total dz es una buena aproximacién al incremento total Az”. En otras palabras, cuando Az = dz.

Este concepto de aproximacion se puede generalizar a campos escalares f : R" — R, en donde para
simplificar la escritura se considera, X = (x1,---,Xn), @ = (a1, -+ ,an), AX = (Axy,Axp, - - - Axy),
teniéndose

%) 0 0
f(X+AX) = f(X)+ a—){l(f)Axl + a—é(f)sz +-+ ai (X)Axy (3.9)

De la misma forma, la diferencial total puede extenderse a campos escalares que dependen de mas
de dos variables independientes. La diferencial total del campo w = f(x1,x2,- -+ ,x,) es

dw = idxl—kidxz—k---—k of dx,
dxq dxo oxy

3.12. Regla de la cadena

La regla de la cadena para funciones de una variable es bien conocido. Dadas dos funciones f, g :
R — R que pueden ser compuestas en la forma g o f (rango de f subconjunto de dominio de g) tales
que f derivable en a y ¢ derivable en f(a), entonces g o f es derivable en a y se tiene

(80 f)'(a) =g'(f(a)) - f'(a)

La regla de la cadena para funciones de varias variables tiene dos versiones diferentes segtn la
forma en que se realiza la composicién.

Casol. R % R 1 R — R 2 R

Este caso corresponde a componer el campo escalar f con la funcién vectorial g. Por simplicidad nos
abocamos al caso particular

f: R? - R, z=f(x,y)

§:R—-R, b0 g(t) = (x(1),y(t))
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3.12 Regla de la cadena

De esta forma, hemos construido el campo escalar f o §: R — IR, que es composicién de f con g,y
que tiene regla de correspondencia

(fod)(t) =z = f(x(t),y(t))

dz

Nuestra tarea: Hallar =

De la seccién anterior sabemos que el incremento Az es
Az = Dy f(x,y)Ax + Daf (x,y) Ay + Ax &1 (x,y) + Ay €2(x, )

cone; — 0, eg — 0 para Ax — 0y Ay — 0. Ahora, dividimos por At y consideramos que At — 0,
para tener:

md b By, Ax Ay
AmAE T oA, (le(x’y) ar TSy Ty ra g te At)
dz dx dy dx dy
T le(x,y)E—Fsz(x,y)E—FO-E—FO-E
_ozdx ody
~ ox dt  dydt

Esta idea se generaliza a un campo escalar f : R"” — R tal que w = f(xq,x2,---,%,), y @ una
funcién vectorial § : R — R” tal que §(t) = (x1(t), x2(¢),- - -, xn(f)), teniéndose

dw _ ow dx | ow dx o 0w d¥
At oxq dt = Oxp dt ox, dt

Si se multiplica por dt, se obtiene la ya conocida diferencial total

dw:a_wdx1+a_wdx2+...+aw

dxq dxy dxy, 4

Una forma visual de obtener la regla de la cadena es la siguiente.

X

\ dz _ dzdx 9z dy

z /t df ~oxdt oy dt
Y
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3.12 Regla de la cadena

Ejemplo 3.12.1. Hallar % si,z= f(x,y) =300 —20x>+30y, x=t+2, y=4+1

El campo f vade IR? en R. La funcién vectorial es g(t) = (t +2,4 +t?) y vade R en IR%. Las derivadas
son:

0z 0z dx dy
a——40x, @—30, E—l, E—Zt
Luego,
dz
e _40x -1 .0t
7 Ox-1430
En términos de t se tiene i
d—‘j — 40t — 80 + 60t = 20t — 80

Con el fin de comprobar que lo realizado esta correcto hacemos primero la composicién de los cam-
pos y luego derivamos.

F(3(t)) =300 —20(t 4+ 2)? + 30(4 + t?) = 10> — 80t + 340

Ahora se deriva f respecto de t.

% =20t — 80
ot
: _ .5 2 . _ 3 dz
Ejemplo 3.12.2. Sean z = x° —2xy°, x =t +2, y =4+ t°. Hallar I
La funcién vectorial es g(t) = (t + 2,4 + t3). Las derivadas son:
0z  _ 4 2 Jdz dx dy o
a_5x 2y’ @_ 4x]/; E—lz E—3t

Luego
— = (5x* —2y?) - 1+ (—4xy) - (3t%)
En términos de t se tiene

% =5(t+2)* —2(4+17)> —4(t+2) (4 +£°)(3)

Si se quiere esta derivada en un valor particular, digamos t = 0, entonces

%:5.16_2.16—4-2-4-0:48

Ejemplo 3.12.3. Sea f(x,y) = 5 Six =t+e, y=1+t+ t2 Establecemos la composicién y hallamos la

derivada que corresponde.
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3.12 Regla de la cadena

La composision es en la forma

h=fog: R % R L. R

tal que
to— g(t) = (t+e, 1+t+£2) = (x,y) — f(x,y)zizh(t)

Tenemos que hallar la derivada de h respecto de t.

dh_of dx of dy_1 L«
dt — ox dt o9y dt vy (1+¢) Y2 (1+2)

Escribiendo todo en términos de ¢ se halla que

dh 1

t+et
dt — 1+t+ 12 7 (1+21)

) ey

Al reunir términos semejantes
dh  1— 2 —tel + 12!
dt (1 +t+12)2

Ejemplo 3.12.4. Un cono circular recto tiene en cierto tiempo t una altura de 18 cms y crece a razén de 2 cms
por segundo. El radio de la base en el mismo tiempo t es de 3 cms y crece a razén de 1 cm por segundo. Hallar
la velocidad con que crece el volumen del cono en el tiempo t.

El volumen de un cono circular recto es V = %mfzh, siendo en este caso h = h(t), r = r(t). De la
regla de la cadena se tiene:

av. anh+8Vdr_1n2dh+2nhdr

At~ ok dt  ordr 3 dr 3" dt
1 2 3

= 571-9-2—1—571-3-18-1:4271(:7;1 /seg

CasoIl. R*' SR LLR-—R /%R

Al considerar el campo escalar f : R”™ — Ry el campo vectorial § : R" — R", se construye el
campo escalar f o ¢ : R” — IR con regla de correspondencia

(fo8) (%) = f(§(%))

Aligual que el caso anterior, tratamoscon f : RZ =R y g : R?— R2
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3.12 Regla de la cadena

0z 0z
Nuestra tarea: Hallar = y o

Sean z = f(x,y), 3(s,t) = (x(s,t),y(s,t)). El procedimiento para determinar estas dos derivadas
tiene como punto de partida el hecho que

Az = Dif(x,y)Ax + Daof (x,y)Ay + Ax €1 + Ay €

Ahora, se divide por At, se considera que la variable s es constante, y se toma limite tendiendo a cero
de At.

oAz Ay  Ax Dy
A T AliTo(le(xy) +D2f(xy)—+61§+e E)
0z _ ox Yy ox oy
5 = Dif(oy) 5+ Daf(xvy) 50 +0- 5040 =
Cezax azdy
~ 0x ot 9y ot
Anéalogamente, 9z = 9z 8_x+% %

0s 0x ds 0y Os

Jw

dy
ay ay
ot s

Ejemplo 3.12.5. Sean w = f(x,y,z,u) = x> +y> — 2> —u? +3x -2y +z—u,x =2r+s—t, y=
r—2s+t, z=3r—2s+t; u=r—s—t. Hallar

dw Jw Jw
or’ 9s’ ot
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3.13 Derivacién de funciones definidas implicitamente

En este caso, podemos considerar que la funcién compuesta se genera en la forma f o g con f :
R* >R y g:R3>— R* conlocual el campo escalar es

fo§:IR3—>]R

Se tiene:

o _ dwdr dwdy dwd dwdu
or ox or dy dr dz Or Ju Or
(2x+3)-2+(2y—2)-1+(1—-2z2)-3—(1+2u)-1
dx +2y — 6z —2u+6
42r+s—t)+2(r—2s+1t) —6(3r—2s+1t) —2(r—s—1t)+6
—10r +14s — 6t + 6

De la misma forma
v dwox  dway  dwdz  dw du
0s 0x ds 0dy ds dz 0s Ou 0s
= (2x+3)-1+Q2y—2)-(-2)+(1—2z)- (=2) — (1 4+2u) - (—-1)
2x —4y +4z+2u +8
14r — 4t + 8

o dwox dway  dwdz  dwou
ot ox ot  oJdy ot dz ot OJu ot

= (2x+3)- (-1)+2y—2)-1+(1—2z)-1—(1+2u)-(-1)
—2x+2y—2z+4+2u—4

—6r —4s —4
En el caso general f : R" — R, § : R" — R" seanw = f(X), X = (x1,x2,--,Xn),
f=(t,ty, -+ ,tn), (f) = #(f), entonces

dw _ 0w o | 0w 0y . 0w ot
atk N ax1 atk axz atk axn 8tk

parak=1,2,--- ,n

3.13. Derivacién de funciones definidas implicitamente

Una aplicacién de la regla de la cadena tiene que ver con la derivacion de funciones dadas en forma
implicita.

Supongamos que F(x,y) = 0 define implicitamente y como funcién de x, en la forma y = f(x), de

) =
modo que F(x, f(x)) = 0.
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3.13 Derivacién de funciones definidas implicitamente

Consideremos una funcién auxiliar # : R — R tal que h(t) = F(t, f(t)). De acuerdo con la regla de
la cadena
dh _ OF ot OF of(t) oF  oF

an _ ot ot  of _ 9 /
dt  dx ot Jdy ot ox  dy fit)
como h(t) = F(t, f(t)) = 0 se tiene

OF 9F _, . .o K
o ey [(O=0=f=-F

expresion que permite el cdlculo de la derivada de y con respecto a x sin conocer una férmula ex-
plicita paray = f(x).

Este resultado, ya conocido de los cursos anteriores, se puede extender a més variables. Veamos el
caso en que tenemos F(x,y,z) = 0. Bajo ciertas condiciones se puede definir z como funcién de x

e y en la forma z = f(x,vy), resultando tal funcién z derivable. Para ello consideremos la funcién
auxiliar 1(x,y) = F(x,y, f(x,y)). Derivando respecto de x e y se tiene:

d
ox

of

Al despejar:

of _ 0z i
ox oax E 7 9y oy E

Esto tltimo corresponde al teorema de la funcién implicita que pasamos a enunciar.

B 9 _ 0z

Teorema 3.13.1. Sea F : R®> — RR. Si se satisface que:
1. Existe un punto (a,b,c) en el cual F(a,b,c) =0
2. Fy, Fy, F; son continuas en (a, b, c)
3. E(a,b,c) #0

entonces F(x,y,z) = 0 define implicitamente a z como funcion de x e y en un entorno de (a, b, c), resultando

que z es derivable, teniéndose:
0z F, )z k

n~ E Y oy E
Ejemplo 3.13.2. Hallemos Z—Z sixd+2x%y? —2x +y—3=0.

La ecuacion esta en la forma F(x,y) = 0. Lo primero es verificar que estamos en las condiciones del
teorema:
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3.13 Derivacién de funciones definidas implicitamente

1. (0,3) esun punto en el cual F(0,3) =0
2. Fy = 3x% 4+ 4xy* — 2, [, = 4x%y + 1 son continuas en (0, 3)
3. F,(0,3) =1#0

Se sigue que podemos hallar la derivada. De hecho, se tiene

dy _ Fe _ _3x2+4xy2—2
dx  F, 14 4x2y

Siendo la derivada en el punto

Ejemplo 3.13.3. Determinar un punto en el cual el campo F(x,vy,z) = cos x*y — yz° + xz> = 0 sea difer-
enciable y hallar 3—;‘.

La funcién dada estd en forma implicita. Un punto que la anule es (—1,0,1). Las derivadas parciales
son:

2

1. Fe = —2xysenx?y+z%, F, = —x%senx’y —z>, F. = —3yz*+ 2xz

2. F,=-3yz2>+2xz = F, =-2#0
(-1,0,1)

En consecuencia, las derivadas en el punto (—1,0,1) son:

x _ F _ —3yz? +2xz

9z F  —2xysenxly+z2

Generalizacién: Parauncampo F : R" — R, talque F(x1,x2, -+ ,xn) =0,y x, = g(x1, %2, -+, Xy-1),

of .
y oy # 0 se tiene
axn _ Fxl axn o sz axn . Px}’l—l

a_.x]___Pxn, axz__Pxn,..',axn_l_ Fx

n

Interpretacion Geométrica

Geométricamente el teorema de la funcién implicita sefiala que, dada una superficie F(x,y,z) = 0
con la funcién F de clase {! (primera derivada continua), y dado un punto ¥, en donde el plano
tangente no es paralelo al eje z (F; # 0 ), entonces en una vecindad V (X)), la superficie tiene una
representacion tnica de la forma z = f(x,y). Condiciones andlogas se mantienen para tener repre-
sentaciones unicas en las formas x = f(y,z) ey = f(x,z).

186



3.13 Derivacién de funciones definidas implicitamente

Interpretacién Algebraica

En términos algebraicos, el teorema se interpreta en la forma, de que dada una ecuaciéon F(x, y,z) = 0
bajo las condiciones por él impuestas, entonces es posible resolver esta ecuacién para z en términos
dexey.

Ejemplo 3.13.4. Probemos que xz> + yz + 6 = 0 se puede resolver para z en la vecindad V (0,2, -3) y
hallemos las derivadas parciales zy, zy.

Si F(x,y,z) = xz° + yz + 6, entonces F(0,2,—3) = 0y F;(0,2,—3) = 2 # 0. De donde se sigue que
es posible hallar las derivadas parciales. Ellas son:
z> 27
" gy =028 =5
z

3
"z = 0,2,-3) ==

3.13.1. Sistema de funciones implicitas

Es posible extender la derivacion implicita a un sistema de funciones. Veamos el caso en que las
ecuaciones

F(x,y,u,v) =0, G(x,y,u,v)=0 (3.10)

definen u y v como funciones de x e y. Derivemos parcialmente cada ecuacién con respecto de x, y
también con respecto de y. Se tiene

Fo+ Bty + Foy =0, Fy+ Futty + Fyoy = 0 (3.11)
Gx + Guux + vax - O, Gy + Guuy + vay - 0 (3.12)

Al resolver separadamente estos sistemas, y sin conocer explicitamente las funciones u y v, se en-
cuentran las derivadas parciales. Los determinantes de la forma

J= o(u,v) B

FyFy
Gu Gv

se llamam Jacobianos. Por tratarse de un sistema, es requisito indispensable que este Jacobiano no
sea nulo, en el punto que se especifique, para poder hallar u, y u,,.

Ejemplo 3.13.5. Determinemos si las ecuaciones 2x —y + u> —v*> = 1, x + y + u? + v® = 4 se pueden
resolver para u = u(x,y), v = v(x,y) en una vecindad V(1,1), en la cual u(1,1) = v(1,1) = 1. Si es asi,

8_u @en (1,1).

vamos a hallar 5 Y 3y
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3.13 Derivacién de funciones definidas implicitamente

En primer lugar verificamos que el jacobiano del denominador es distinto de cero en el punto (1,1).

3u? — 20

230>

a(F,G)

d(u,v)

|:9u202+4uv:137é0

Luego, el sistema se puede resolver para uy y vy. Se tiene

243u’u, — 200, = 0|-3v
14+ 2uuy+3020,= 02

2+ 60 8 1

al sumar v factorizar, uy(1,1) = ————— = —— y Uy = ——
Y D = e T YT T

A continuacion un par de resultados que involucran Jacobianos. El primero de ellos es muy seme-

jante a la regla de la cadena, y el segundo, consecuencia del primero, permite hallar el Jacobiano de

la inversa sin conocer explicitamente la inversa.

Proposicién 3.13.6. Sean u = u(x,y), v = v(x,y) con x e y funciones de las variables independientes r y
s, entonces

a(u,v) _ o(u,v) o(x,y)
a(r,s) a(x,y) o(r,s)

Para probar esto tenemos

d(u,v) I(x,y) | may XpXs | |t Xy + Uy Yty X5+ Uy Ys
a(x, ]/) a(i’,s) UxUy YrYs Ux Xr + Uy YrUx Xs + Uy Ys
o Uyrlsg o a(u, U)
v | 9(r,s)

Proposicién 3.13.7. Si u = u(x,y), v = v(x,y) se pueden resolver para obtener relaciones inversas x =
x(u,v), y = y(u,v), entonces
a(u”v) a(x’y) _ 1

d(x,y) o(u,0)

Para probar esto s6lo basta cambiar las variables 7 y s por 1 y v en la conclusién de la proposicién an-
terior, ya que de esta forma, el segundo miembro de ella corresponde al primero en esta proposicion.
Como ademas

10
01

d(u,v)
d(u,v)

‘ - 1

entonces
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3.14 Aproximacion local de Taylor

3.14. Aproximacion local de Taylor

Como es de todos conocido, los polinomios son funciones muy faciles de estudiar -por ejemplo, son
taciles de evaluar, de derivar, integrar, etc-. Por este motivo a lo largo de la historia ha sido grande
el interés por tratar de “aproximar” algunas funciones por polinomios. Cuando una funcién resulta
dificil de evaluar con exactitud, se intenta buscar un polinomio que se le parezca y se usa dicho
polinomio en su lugar. En este proceso es obvio que se pierde la exactitud de célculo y se gana la
operatividad. Las aproximaciones de una funcién mediante polinomios que nos ocupan serd de tipo
local, en el sentido de que ellas se basan en la construccién de un polinomio que coincida con la
funcién de partida y con algunas de sus derivadas en un tinico punto. En las proximidades de ese
punto el polinomio toma valores muy parecidos a la funcién, pero no necesariamente iguales, y lejos
de ese punto el polinomio no tiene por qué parecerse a la funcién.

3.14.1. En funciones de una variables

Se sabe que si una funcién f : R — R es continua y derivable en un punto x, la recta mas parecida
a la funcién en un entorno de x( es la recta tangente y su ecuacién es y(x) = f(xo) + f'(x0)(x —
xo). Dicha recta define un polinomio P;(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) que verifica P;(x9) = f(xo)
y Pi(x0) = f'(x0). Geométricamente esto significa que la recta pasa por el mismo punto que la
funcién en xgp y ademds, la inclinacion de la funcién en ese punto es la misma que la de la recta. El
polinomio P;(x) es una primera aproximacion de la funcién f(x) y cabe esperar que al aumentar su
grado de algtin modo, es decir al construir un polinomio

Py(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0) +a(x — x0)?

con un valor de a adecuado, se tenga un polinomio que se parezca aun mas a f(x). En concreto,
si f(x) es dos veces derivable en xj y se calcula a imponiendo que P>(xg) = f”(xp), se tiene un
polinomio de grado dos que verifica

Py(x0) = f(x0), Pi(x0) = f'(x0), P3(x0) = f"(x0)

Geométricamente, esto se traduce en que el polinomio P;(x) tiene una curvatura o concavidad muy
parecida a la de f(x) en un entorno de xy. Tal polinomio es de la forma

Pa(x) = f(x0) + £ (r0)(x — x0) + L1 (2

Si f(x) es n veces derivable en xj se puede repetir este proceso y obtener un polinomio de grado n.

f"(x0) £ (xo)

Pa(x) = f(x0) + F(x0)(x = x0) + L2 (x = )2 - T 20— )"

Tal polinomio se llama de Taylor. Si xy = 0, el polinomio se denomina de Maclaurin.
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3.14 Aproximacion local de Taylor

3.14.2. En funciones de varias variable

La idea que queremos desarrollar es una generalizacién natural de lo que hemos hecho en el caso de
las funciones de una variable. Para hacer gradualmente este proceso de generalizacién, empezamos
por considerar el caso de una funcién de dos variables, z = f(x,y), que queremos aproximar cerca
de un punto p = (xp, yo) mediante polinomios.

Sabemos que la estrategia para obtener aproximaciones mds y mds precisas consiste en considerar
polinomios de grado cada vez més alto. El polinomio de grado uno de una funcién z = f(x,y) es
obviamente, el polinomio que define a su plano tangente. De manera que, si llamamos T1(x,y) a ese
polinomio de grado 1 en el punto p, se tiene

T1(x,y) = f(x0,y0) + D1f(x0,y0)(x — x0) + D2f (x0, ¥0) (¥ — ¥o)

Si hacemos x — xg = dx e y — Yo = dy, entonces podemos escribir

T1(x,y) = f(x0,y0) + D1f(x0,¥0) dx + D2 f (x0, yo) dy

Como un plano es un objeto lineal, no puede detectar fendmenos como la curvatura. Si queremos
obtener una aproximacién maés precisa y con mds informacién, debemos considerar un polinomio
de grado superior.

Para llegar a este polinomio de grado superior lo hacemos mediante la diferencial. Para el campo
z = f(x,y) sabemos que su diferencial es

g g Of
dz—df—gdx—i—@dy

Vamos a determinar la diferencial segunda, teniendo presente que ella existe si las segundas derivadas
existen y son continuas en el punto a considerar, y que la diferencial primera es funcién de las varia-

bles x e y.
d’f =d(df) = d(?fdera; y) (af>d +d<g§) dy

0*f *f *f O’f
= (8 >dx + e aydy) dx + <8y8 dx + 32 y) dy

0*f 0> f O°f
= Bzd -|-2a adedy+ay2

Esta diferencial se puede escribir en la forma

) 9 2\
df:(dxa#—dy@) f
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3.14 Aproximacion local de Taylor

en donde el exponente indica que después de elevar al cuadrado se deben reemplazar las potencias
y productos por indices de derivacion. En general, si las derivadas parciales n-ésima existen y son
continuas en el punto considerado, se tiene

anf = (dxierya)(n)f

Definicién 3.14.1. (Polinomio de Taylor de grado dos)
Siz = f(x,y) es de clase {? en el punto (xo,yo), entonces su polinomio de Taylor de grado dos en el punto es

Ta2(x,y) = f(x0,y0) + D1f(x0,y0) (x — x0) + D2f (x0, 0) (¥ — yo)+

1 E)Zf

82
9x2 f(

2
(x—x0)2+2i(x—xo)(y—y0)+a—y2 v - yo)

ox dy

En la segunda linea de esta férmula aparecen los términos de grado dos, que involucran a las
derivadas segundas de f en (xg, o). Como puede verse, los términos de grado menor coinciden
con los del polinomio de Taylor de orden uno. Esta es una propiedad general de los polinomios
de Taylor, y que ya conocemos en el caso de funciones de una variable: al aumentar el grado del
polinomio se afiaden nuevos términos a los ya conocidos.

En general, la aproximacién de Taylor, de 6rden n, para f(x,y) en el punto (a,b) (en forma diferen-

cial) es:
2 n
fly) ~ Tu(x,y) = f(a,b) + df(f!’b) 4 féf’b) +o %

Ejemplo 3.14.2. Hallemos el polinomio de Taylor Ts de la funcion f(x,y) = e** cosy en (0,0).

Para simplificar hacemos uso de la notacién con subindices para derivadas parciales. El polinomio
de Taylor para f(x,y) en (0,0) tiene la forma

1
f(x,y) = f(0,0)+x£x(0,0) +yfy(0,0) + 1 (xzfxx +2xy fry +y2fyy) (0,0)+

1
ﬁ <x3fxxx +3x2yfxxy +3xy2fxyy +y3fyyy> (0/ 0)

Ahora se calculan y evaluan en (0,0) las derivadas

flx,y) = ezxcosy — f(0,0) =1

fx(x,y) = Zezxcosy — f»(0,0) =2

fy(x,y) = —ezxseny = f,(0,0) =0

(x,y) = 4e**cosy = fr(0,0) =4
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3.15 Maximos y Minimos

foy(x,y) = —2¢*seny => f,,(0,0) =0

fyy(x,y) = —ezxcosy = fyy(0,0) =-1
fraxx(x,y) = Sezxcosy —> fxxx(0,0) =8
frxy(x,y) = —4ezxseny —> fay(0,0) =0
fap(x,y) = —2¢*cosy = fry(0,0) =—2
Fyyy(x,y) = ezxseny = fyy(0,0) =0

Al sustituir estos valores en la serie de Taylor se obtiene

1 1
e cosy =1+ 2x + E(4x2 — ) + §(8x3 — 6x1°)

Observar que si y = 0, se tiene el desarrollo de la funcién de una variable f(x) = ¢**.

3.15. Maximos y Minimos

En el calculo de una variable, la segunda deriva-
da de la funcién permite determinar la existencia
de un maximo o de un minimo, como asi mis-
mo, conocer la clase de concavidad que presenta
la funcién. Asi por ejemplo, si f”(xp) > 0, en-
tonces la curva es céncava hacia arriba en una
vecindad de xy, y la recta tangente se encuentra
entonces bajo la gréfica de f. De forma andloga,
si f”(xp) < 0la curva tiene su concavidad ha-
cia abajo en la vecindad de xo, y la recta tangente
estd sobre la grafica de la funcion. (figura 3.11)

figura 3.12

Para una funcién de dos variables (campo escalar bidimensional), la diferencial segunda cumple un
rol similar. En efecto, sea f : R? — R, tal que z = f(x,y) campo escalar. El polinomio de Taylor de
este campo en el punto (xg, o) hasta la diferencial de orden dos es

1
F(x,y) = f(x0,y0) +df (x0,¥0) + 5,4 (0, yo) (3.13)
Por otra parte, el plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto (xo, 1) es, como sabemos

z = f(xo,y0) + df (x0,Y0) (3.14)

Al comparar las ecuaciones 3.13 y 3.14 se observa que si d%f(xq, o) > 0 el campo f se encuen-
tra sobre el plano tangente en una vecindad de (xg,yo) para (x,y) # (xo,Y0). De igual manera, si
d?f(x0,y0) < 0 el campo f estad bajo el plano tangente en una vecindad de (xg,yo) para (x,y) #
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3.15 Maximos y Minimos

(x0,Y0). Esto resulta de particular importancia ya que de esta forma podemos decidir si un punto
es maximo o minimo observando si el plano tangente se encuentra sobre o bajo la superficie en ese
punto. Este es el problema que pasamos a ver de inmediato.

Definicién 3.15.1. El campo escalar f : A C R" — R tiene:
» Un maximo local en el punto Xy € A, siysolosi f(X) < f(Xp), VX € V(Xo)

» Un minimo local en el punto Xy si y sélo si f(X) > f(Xp), VX € V(Xp)

Un méaximo absoluto en el conjunto A, si existe por lo menos un punto Xy € A tal que

f(X) < f(Xp), VX e A

Un minimo absoluto en el conjunto A, si existe por lo menos un punto xXo € A tal que

f(X) > f(X), VX € A

» Todo niimero que sea mdximo o minimo relativo del campo f se llama extremo relativo de f.

» Un punto critico que no sea un extremo relativo se llama punto de silla. Debe su nombre a que las
funciones en estos puntos tienen forma de silla de montar.

Tal como en el caso de una variable, si el campo f posee un extremo en un punto X, y las derivadas
parciales existen en V(X), entonces ellas deben ser nulas. Esta es una condiciéon necesaria. Para
comprender mejor esto, veamos como funciona en el caso del campo f : R* — R tal que (x,y) —
z = f(x,y), y posteriormente vemos el caso general.

Sea (a,b) el punto candidato a extremos, entonces fijando y = b, se tiene la funcién f(x,b) de s6lo
una variable. Si la derivada en x = a no es cero, entonces la funcién es estrictamente monétona y
no habria extremo en (a,b). El mismo argumento sirve para probar que la otra derivada parcial en
(a,b) debe ser cero. Es decir

fx(a,b) =0 , fy(a,b)=0 (3.15)

Geométricamente, si el campo f es diferenciable, entonces la ecuacién 3.15 indica que el plano tan-
gente a la superficie z = f(x,y) es horizontal. Esto es, paralelo al plano xy. En efecto,

(x—a,y—=bz—f(aDb)) (fufy,—1)(a,b) =0=z= f(a,b)

Teorema 3.15.2. Siel campo f : A C R" — R tiene un valor extremo en Xy € Int A, y si Dy f(Xo) existe,
entonces Dy f(Xp) = 0

Demostracion

Suponemos que f tiene un minimo local en ¥; entonces para todo vector coordenado unitario iy €
R", existe € > 0 tal que
—e<h<e= f(xg) < f(xo+huy)
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3.15 Maximos y Minimos

Para 0 < h < € tenemos

i L0 T h ) — f(xo) >0

h—0+ h
Esto es
Dkf(XO) = Df(XO) s Uy >0 (316)
Para —e < h < 0 tenemos
lim flxoth ‘;f) —S00) _ pf(zy) - (—it) > 0 (3.17)

De las ecuaciones 3.16 y 3.17 se tiene Dy f(¥p) = 0

Definicién 3.15.3. Aquellos puntos en donde todas las derivadas parciales Dy f son cero se llaman puntos
criticos de f

En la préctica, la busqueda de extremos comienza por resolver el sistema formado por todas las
derivadas parciales igualadas a cero, ya que esa es la condicién necesaria para su existencia. Veamos
un ejemplo para el caso bidimensional.

Ejemplo 3.15.4. Hallar puntos criticos del campo f(x,y) = 2x* + 4xy + 5y +2x — y

En primer lugar, hay que anular las derivadas parciales pues, de alli salen los potenciales puntos de
extremo. Se tiene

1 1 5
Al resolver el sistema se encuentra que (—1, E) es un punto critico, y que f(—1, E) = g esun

probable valor extremo.

El teorema 3.15.2 indica donde se deben buscar los valores extremos pero no sefiala su naturaleza.
Si se recurre a la gréfica de la superficie, es posible que se determine la naturaleza del punto critico,
pero como no siempre es f4cil graficar, nos encontramos sin métodos para decidir que clase de punto
extremo es ese punto.

3.15.1. Criterio de la segunda derivada

Las condiciones suficientes que garanticen la existencia de extremos relativos se encuentran a partir
de la férmula de Taylor y se conoce como “criterio de la segunda derivada”. Veamos esto para el
campo escalar f : R" — RR.
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3.15 Maximos y Minimos

Definicién 3.15.5. Sea f : A C R" — R campo escalar definido en el abierto A, tal que todas sus derivadas
de segundo orden existen en punto xo € A. Se define la matriz Hessiana como

@ 0x10x7 dx10xy
*f  Pf P
H(f) — 8x2.8x1 ax% aXZBXn
of  &f . P
| 9x,0x]  9x,0x2 oxz |

Ademés, si f es de clase {?, entonces la matriz hessiana esta bien definida. Esta matriz debe su
nombre al matematico aleman Ludwig Otto Hesse (1811-1874).

Definicion 3.15.6. Sea [ai]-] coni,j=1,2,3,---,n una matriz simétrica y consideremos las submatrices

* An = A
ap1 A ’

ap a
Ay =lan1], A= { i 12] p
Definimos Ay = det(Ag),k=1,2,3,--- ,n
1. A se dice definida positiva si y sélo si Ay > 0, Vk.

2. A se dice definida negativa si y sdlo si los Ay tienen signos alternados, comenzando con Ay < 0.

Teorema 3.15.7. (criterio de la segunda derivada)
Sea f : R" — R campo escalar de clase {3, definido en un abierto A C R", %y punto critico.

1. Si H(Xy) es definida positiva, entonces Xy es un punto de minimo local.

2. Si H(Xy) es definida negativa, entonces Xy es un punto de mdximo local.

3.15.2. Hessiana en dos dimensiones

Teorema 3.15.8. (criterio de la segunda derivada)

Sea f : R?> — R campo escalar de clase {® definido sobre un abierto A de R?. Sea Xy € A punto critico. La
matriz

02 f 0% f

0x2 ox dy
H(f) =

0 f 02 f

dy ox oy?

llamada matriz Hessiana, afirma que

1. H( f(Xp) ) definida positiva = f tiene un minimo local en X.
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2. H(f(Xy) ) definida negativa = f tiene un mdximo local en X.
3. |H(f

(Xp) )| < 0 = existe un punto de silla.
4. |H( f(Xy) )| = 0 = no hay informacion.

Esta matriz Hessiana tiene su origen en la segunda diferencial del campo f, ya que si Xy = (a,b) es
el punto critico, entonces

2f(a 2f(a 2f(a
2fa0) = “LG0 a2 TSN -0+ LG (-

es una forma cuadratica en las variables (x —a) e (y — b). En efecto, al escribir la diferencial segunda
del campo escalar en la forma

dzf(a,m:(x_a,y_b)(gf ) (;:g)

Se observa que la matriz asociada a la forma cuadratica es, exactamente, la Hessiana. La condicién
de que sea definida positiva equivale a que d*f(a, b) > 0.

Si bien la notacion empleada para las derivadas parciales es la mas comun y elegante, también hare-
mos uso, por simplicidad, de la siguiente para dos y tres variables:

H(f) = [f“ fxy] H(f)= ;xi ;xy ;xi
fyx Sy [ f‘g [
3.15.3. Hessiana en tres dimensiones

Definicién 3.15.9. (criterio de la segunda derivada)

» La matriz Hessiana H es definida positiva si satisface

fxx fxy fxz
0 <[H| = |fyx fyy fyz|, 0 <
fx fzy fez

Si esto se satisface para la Hessiana en un punto, entonces el campo escalar f : R3 — R tiene un
minimo relativo en ese punto.

fxx fxy
fyx fyl/

» La matriz Hessiana H estd definida negativa si

fxx fxy
fyx fW

Si esto se satisface para la Hessiana en un punto, entonces el campo escalar f : R> — R tiene un
maximo relativo en el punto.

|H| <0, 0< , fxx <0
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Ejemplo 3.15.10. Sea f(x,y) = 2x? + 4xy + 5y* + 2x — y campo escalar. Determinar la naturaleza de sus
puntos criticos

Recordar que este problema ya fue considerado, encontrando que tiene un tnico punto critico;

(-1, E) A partir de las derivadas parciales de primer orden

Dif(x) = 4x+ 4y+ 2
Dyf(x) = 4x+ 10y— 1

se halla que las derivadas de orden superior tienen los siguientes valores.
D11 =4, Dip = D1(Dy) =4, Dy =10, Dyy = Dy (Dy) = 4

Luego la matriz Hessiana tiene la forma
1 4 4

Hp-L >0, 2L 50

De la cual

1 )——§esunminimo
27 4 ‘

Ejemplo 3.15.11. Hallar las dimensiones de un container rectangular abierto de volumen mdximo, si el drea
de la superficie de dicho container es de 12 metros.

1
Estoes, Hf(—1, E) definida positiva. Luego f(—

Sea V = xyz el volumen del container en donde x, y, z son sus lados, y sea A = xy + 2yz + 2xz = 12
el drea de la superficie del container. Al reemplazar en el volumen el valor de z que se obtiene en A
se reduce en una variable el problema. Lo cual, por supuesto, simplifica los cdlculos. Se tiene

_12—-xy _ xy(12 - xy)
C2(x+y)  2(x+y)

Las primeras derivadas de V son

(y(12 — xy) — xy®) (x +y) — xy(12 — xy)
DV ’ ’ 2(x +y)?
y?(12 — x? — 2xy)
2(x +y)?
(x(12 — xy) — x%y)(x +y) — xy(12 — xy)
D,V = / 2(x+7)
x2(12 — y? — 2xy)
2(x +y)?
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Igualando a cero estas derivadas se obtiene el sistema
2 2xy= 12
y2+ 2xy = 12

que al resolverlo nos indica que (2,2) es el tnico punto critico. Ahora se forma la matriz Hessiana
con las derivadas mixtas y de orden 2.

D —y*(12+y%)
11 3
(x +y)
—x2(x? +12)
Dy = ————3—
(x+y)
xy(12 — x% — 3xy — 12
Dy = D= y (x+y)3y v)

Al evaluarlas en el punto (2,2) se obtiene la Hessiana

-1 -1
= (7 )
5> —1
3 - . . o
Como |Hf(2,2)| = 7 D1y < 0, entonces H es definida negativa y en consecuencia hay méximo en
el punto (2,2,1), y éstees V(2,2,1) =4
Esta clase de problemas, en el que los valores extremos del campo estdn sujetos a una restriccion

(satisfacer que el drea sea de 12 metros), son frecuentes en campos f : R® — R. Generalmente son
tratados mediante los llamados Multiplicadores de Lagrange.

Ejemplo 3.15.12. Hallar los extremos del campo w = 5x* + 2y* + 22 + 2xy + 2z, y determinar su natu-
raleza.

Derivamos e igualamos a cero las derivadas parciales de w. Se tiene

wy = 10x+ 2y = 0
wy= 2x+ 4y= 0
Wy, = 24+ 2z= 0

Al resolver este sistema se obtiene el punto critico (0,0, —1). Ahora formamos la Hessiana en el
punto. Para ello necesitamos las derivadas mixtas y de orden superior

wyy = 10, Wyy =2, Wy;= 0
wyy = 4wy =2, wy;= 0
Wy = 2, Wy =0, Wzy = 0
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A partir de esto
102 0

H(0,0,—1)=| 24 0
00 2

Como wyy =10>0, |[H| =72 >0,

(120 i) ' = 36 > 0, entonces H es

definida positiva, lo que implica que en el punto (0,0, —1) existe un minimo.

3.16. Multiplicadores de Lagrange

Se quieren determinar los valores extremos del campo escalar f cuando la variable x estd restringida
a actuar en algin subconjunto del dominio de f. Tales problemas se presentan con frecuencia en las
aplicaciones, y no son sencillos de resolver. Exponemos a continuacién el método de los multipli-
cadores de Lagrange ! para el caso bidimensional. Su demostracién general es mds bien propia del
analisis matematico, razén por la cual se omite.

Sea f : R? — R campo escalar de clase !, sujeto a satisfacer la relacién g(x,y) = 0, ¢ de clase ¢ es
llamada restriccién. Esta funcién g corresponde a una curva en el plano.

En primer lugar, sabemos que Vg = (D1g, D»2g) # 0 es perpendicular a la curva en todos sus puntos
y que Vf = (D1f, Dyf) apunta en la direccién de maximo crecimiento de f. Ahora bien, en un punto
(x0,y0) de la curva g(x,y) = 0 en donde f tiene un extremo local, la derivada direccional de f a lo
largo de la curva debe ser cero (Vf -ii = Dyf = 0). Esto significa que Vf es normal a la curva.
Luego, Vf y Vg son paralelos en dicho punto. Esto es, existe un A € R tal que

Vf =AVg <= (D1f,D2f) = M(D1g, D2g) (3.18)

Esta ecuacion mas la restriccion g(x, y) = 0, da origen a tres ecuaciones
le = /\Dlg; sz = )\ng; g(x, y) =0 (319)

las que pueden ser resueltas para x, y, A. Estas tres ecuaciones forman parte de las condiciones de los
multiplicadores de Lagrange.

Si consideramos la funcién H(x,y,A) = f(x,y) — Ag(x,y) observamos que al anular las derivadas
parciales de primer orden de H (candidatos a puntos criticos), las ecuaciones en 3.19 son equiva-
lentes a las siguientes

OH _ 9H _, 0H _

L (3.20)

Joseph Louis Lagrange. Matemético Francés (1736-1813)
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La variable A se llama multiplicador de Lagrange, y un punto que satisfaga la ecuacién 3.20 es
candidato a médximo o minimo del campo f sujeto a la restriccion g(x,y) = 0. Cuando existe s6lo un
punto critico, la condiciones fisicas o geométricas de él permiten decidir su naturaleza. La existencia
de mds de un punto critico obliga a estudiar cada punto en particular mediante la Hessiana de la
funcién de Lagrange en cada valor del pardmetro A obtenido.

Cuando existen n restricciones g; se deben incluir en la funcién de Lagrange tantos multiplicadores
como ecuaciones de enlace existan. Esto significa que se tiene una ecuacién por resolver de la forma

H=f4+Mg+MAp+ -+ Augn

Se debe tener presente que el nimero de restricciones debe ser menor que el de variables.
El siguiente link presenta una versién animada?

Ejemplo 3.16.1. Hallar los puntos del plano 2x — 2y + z = 4 mds proximos al origen.

Sea (x, v, z) el punto buscado, entonces la funcién a minimizar es

fluyz) = /2 +y?+ 2

Por simplicidad, vamos a considerar la funcién distancia al cuadrado. Esto es,
fry,2) =x*+y* +2°
con la restriccién 2x — 2y +z — 4 = 0. Con esto se forma la ecuacion H(x, y,z, A) siguiente
H(x,y,z,A) = x>+ >+ 22 — A2x — 2y +z — 4)
Ahora, al resolver el sistema de las derivadas parciales igualadas a cero,

DiH =2x—-2A =0
D,H=2y+2A =0
DsH=2z—A=0
DyH = -2x+2y—z = —4

se encuentra que A = x, A = —y, A = 2z, que al reemplazar en la cuarta ecuacién del sistema, dan

como resultado que A = —, valor que a su vez, entrega que

L8 8 4
“y YTy T

Esto significa que el punto mds préximo, en el plano, al origen de coordenadas es
8 84

G99

2h’ftp: / /valle.fciencias.unam.mx/intermat/ ArticuloLag/articuloPDFb.pdf
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f 8 8 4\ _ 64+64+16_4
9° 9°9) V8 8 8 3
Ejemplo 3.16.2. Los cursos de dos rios en la IX region se representan aproximadamente por la pardbola
y = x% y la recta x —y = 2. La Intendencia Regional, a peticién de los pequefios agricultores de la zona,

solicita un estudio que determine por cuales puntos debe trazarse un canal de minima longitud que una ambos
rios.

y su distancia minima es

Vamos a mostrar tres formas de resolver este problema.
Método 1

Vamos a minimizar la funcién distancia entre un punto P;(x1,y;) sobre la pardbola y un punto
P>(x2,y7) sobre la recta. Esto es

d=1/(x2— 1)+ (32— y1)2

por simplicidad tomamos esta distancia al cuadrado. Es claro que este problema puede considerarse
desde el punto de vista de los multiplicadores como un problema de optimizacién que involucra
dos restricciones. Se tiene la siguiente ecuaciéon de Lagrange.

H(x1,y1,%2, Y2, M, A2) = (x2 — x1)% 4+ (Y2 — y1)* — M(y1 — x3) — Ax(x2 — y2 — 2)

El sistema con derivadas parciales es:

(1) DlH = —2(x2 — x1) + 23(,'1)\1 = 2X1 ()\1 + 1) - ZXQ =0
(2 DH= —2(y2—y1)— /M1 = 211 =2 — Ay =0
(3) DgH = 2(9(2 — x1) — )Lz = 29(2 — 2x1 — )\2 = 0
(4) D4H = 2(]/2 - yl) + A = 20 —2y1 + Ay = 0
(5) D5H = Y1— x% = 0
(6) D(,H = X2—Yr— 2 = 0

Al sumar las ecuaciones (2) y (4) se obtiene A; = Ay, y de las ecuaciones (1) y (3) 2xjA; — A2 = 0, con
lo cual, al reemplazar aqui Ay = A, tenemos

1
1 X1 >

si A1 = 0, entonces x1 = x2, y1 = Y. Al considerar esto en las ecuaciones (5) y (6) se tiene

Xp =24y =—=x1=24y1 = y1—(2+y)* =0
— Yy} -3y +4=0

esta ecuacién no tiene soluciones reales, por lo cual descartamos que A; = 0. Veamos que sucede

si consideramos ahora x; = > Al reemplazar en la ecuacién (5) resulta y; = T Tenemos asi que el
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3.16 Multiplicadores de Lagrange

11
punto sobre la pardbola es (E' A_L) . Para hallar el punto en la recta consideramos las ecuaciones (3)

y (4) para tener

2X) —2x1—Ap =0 = 2xp—1—-A, =0

1
20 =21 + A =0 = 2y2—§+)\2:0

3 3
Al sumar ambas ecuaciones se obtiene x; + 1, = 7 de donde vy, = — — xp, lo que al reemplazar en

4
11 5
la ecuacion (6) entrega x, = 3 Ahora, con este valor de x; se encuentra que y, = ~3 Luego, el
11 5
punto sobre la recta tiene coordenadas 3 —g) . La respuesta al problema es que por esos puntos

que hemos hallado debe ser trazado el canal de minima longitud.
Método 2

Si consideramos que (x,y) es el punto sobre la pardbola por donde debe trazarse el canal, entonces

su distancia a la recta es
X—y—2

V2

distancia que vamos a optimizar mediante multiplicadores.

d

Hixy2) = 222 Ay - )
A partir de esta ecuacién tenemos el sistema
D1H = L 2 =0
V2
D,H = —% +A=0
| DsH=y—x*=0

del cual se obtiene que x = 1, A= L, = 1 De esta forma, l, 1) es el punto critico sobre la
9 2 2 Y T 1 2/1 P

pardbola. Para hallar el punto en la recta se minimiza la distancia (al cuadrado)

1 1

2 _ (132 _ )2
2= (x =)+ (y—5)
Usando Lagrange nuevamente, se tiene la ecuaciéon
L2 Lo
Hixy,A) = (k= 5%+ (4= 2+ Ak -y —2)
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3.17 Extremos Absolutos

La que da origen al sistema

1
DiH=2(x~3)+A=0

1
D:H=2(y—;)~A=0

Di:H=x—-y—-2=0

de las ecuaciones (1) y (2) se halla que y = % — x, la que al ser reemplazada en la ecuacién 3) entrega
los valores x = %, y = —%. En consecuencia los puntos por los cuales debe trazarse el canal son

1,1) enlaparabola, y (1, —2) en la recta.
(2 4) <8 8)

Observar que esta forma de resolver el problema es andloga a la anterior pues igual se tuvo que
recurrir a las dos restricciones.

Método 3

Ahora vamos a apelar a nuestros conocimientos bésicos de calculo y geometria analitica. Al obtener
la recta tangente a la parabola, con la misma pendiente de la recta dada, la minima distancia seré4 el
segmento perpendicular en los puntos a determinar. Se tiene:

Pendiente de la recta tangente y’ = 2x, pendiente de la recta dada m = 1. Luego, de 2x = 1 se
obtiene x = %, y de esto y = 1, con lo cual el punto en la parédbola es (%, %) Ahora, la ecuacion de
la recta tangente en este punto es

la cual es equivalente con y = x — %. La ecuacion de la recta perpendicular a ésta en el punto (%, %)
esy—1=(-1)(x—3).Obieny = 3 —x.
Ahora se encuentra el punto de interseccién de esta recta con la recta y = x — 2.

x—2—§—x:>x—E
4 -8

Deesto, y = — %. Con lo cual el problema esté resuelto.

3.17. Extremos Absolutos

Al igual que ocurria con las funciones de una variable, los extremos absolutos de una funcién de
varias variables han de alcanzarse en alguno de los extremos relativos o en uno de los puntos de
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3.17 Extremos Absolutos

la frontera del dominio. Ha de tenerse en cuenta que en el caso de regiones cerradas y acotadas (lo
que en la literatura se suele llamar regiones compactas), el teorema de Weierstrass asegura que toda
funcién continua alcanza sus extremos absolutos (y no tinicamente relativos), por lo que cotejando
los resultados obtenidos en el interior y en la frontera se puede determinar de manera directa cudles
son dichos extremos absolutos.

Ejemplo 3.17.1. Hallar mdximo y minimo absoluto del campo z = x> + y> — 3xy en la region
R={(xy)/0<x<2 -1<y<2}

Tal como se indicé al principio de la seccién, tenemos que estudiar que sucede en el interior de la
region, y luego en su frontera. Veamos la existencia de valores extremos.

Diz=3x>—-3y =0
Dyz = 3y* —3x =0

se obtienen (0,0) y (1,1) como puntos criticos. Al determinar su naturaleza tenemos que D11z = 6x,
D1pz = =3, Dz = 6y. Con estos datos la Hessiana es

H(xy) = (f’{z;l )

En (0,0) la Hessiana tiene determinante negativo, razén por la cual el campo en ese punto tiene un
“punto desilla”. En (1, 1) la matriz Hessiana viene definida positiva, por lo cual existe alli un minimo
relativo, siendo éste z(1,1) = —1. Visto lo que pasa en el interior de la region R, nos preocupamos
ahora de ver que sucede en la frontera de R, la que es la unién de los conjuntos.

= Ry ={(x,y) /x=0, 1<y <2} " R3={(xy) /y=-1,0<x<2}
» Ry ={(x,y) /x=2,-1<y<2} » Rg={(xy) /ly=2,0<x<2}
0] ‘Fronterax:O, —1§y§2‘ y

y=2

Se intersecta x = 0 con la superficie. Eso genera
la curva z = 3, ya que

x=0=z=y =2'(y) =3 =0=y =0 ¥=0 xzz‘x
Asi, y = 0 es punto critico. Veamos que sucede a
izquierda y derecha de él. y=-1
Z'(y)=3y2:> z'>0,y<0 figura 3.13
z'' >0, y>0
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3.18 Aplicaciones en Economia

Se concluye que en (0,0) no existe maximo ni minimo (Punto de silla). En los extremos del intervalo
se tiene, z(—1) = —1, z(2) = 8.

O |Fronterax =2, -1 <y <2

x=2=z=8+1y>—6y=2z'(y) =3y> — 6 =0 =y = /2. Luego, y = /2 es el tinico punto
critico, ya que y = —+/2 no pertenece al intervalo (—1,2).

Para este punto critico tenemos que, z'(1) < 0, z/(1,5) > 0. Se concluye que en (2, v/2) existe minimo
relativo (z = 8 — 4v/2).

En los extremos del intervalo se tiene, z(—1) = 13, z(2) = 4.

O |Frontreray = -1, 0 <x <2

y=-1=z=1x%—-1+3x = z'(x) = 3x% + 3 = 0 = A punto critico.

En los extremos del intervalo se tiene, z(0) = —1, z(2) = 13.

O |Fronteray =2, 0 <x <2

y=2=z=x348-6x=z'(x) =32 -6=0=y =12

Para este punto critico tenemos que, z/(0) < 0, z’(1,5) > 0. Se concluye que en (1/2,2) existe un
minimo relativo (z = 8 — 4v/2).

En los extremos del intervalo se tiene, z(0) = 8, z(2) = 4.
Conclusién:

El minimo absoluto es —1, y se encuentra en los puntos (0, —1) y (1,1). El méximo absoluto es 13 y
se halla en el punto (2, —1).

3.18. Aplicaciones en Economia

Finalizamos lo referente a la determinacién de valores extremos, con la aplicacién de estos conceptos
a la economia. En primer lugar damos a conocer algunas definiciones preliminares que constituyen
el lenguaje habitual.

Funcién de Demanda

Si x e y son cantidades demandadas de dos articulos relacionados entre si, de precios p y g respecti-
vamente, entonces las funciones de demanda son

x=x(p,q), y=y(p9)
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3.18 Aplicaciones en Economia

En la practica, x,y, p, g son cantidades mayores o iguales que cero. La grafica de estas funciones de
demanda son superficies en IR>.

Demanda Marginal

Six=x(p,q), y=(p, q), entonces las expresiones:

ox o ay dy

op’ 9q" dp’ 9g
se llaman, respectivamente, Demanda Marginal parcial de x respecto a p, de x respecto a g, de y res-
pecto a p, y de y respecto a g.

Jdx oJx dy 0
En la practica, las cantidades —x, —x, —y, —y, son negativas. Esto significa que si el precio crece,
dp dq° dp” dq
entonces la cantidad demandada decrece y viceversa.
Ejemplo 3.18.1. Si las funciones de demanda de dos articulos x e y son
x=12—6p—4q, y=10e 2P~
entonces las demandas marginales son

0 _ 6 9% _ 4 W ppe2q, g_y —, —30e2P31

d 79 op
Funcién de Produccion
La produccién de un articulo requiere de varios factores de produccién. Sila cantidad z de un articu-

lo se produce utilizando cantidades x e y de dos factores de produccién, entonces la Produccién P

es una ecuacion de la forma
P = P(x,y)

P 0P
Las expresiones 55 Y a_y corresponden a las productividades marginal respecto de x e y, respecti-

vamente.

Ejemplo 3.18.2. Si la funcién produccion viene dada por P = 15xy — 4x? — 6y?, entonces las productivi-
dades marginales en el punto (3,2) son
oP oP

5-(32) =6, @(3,2) =21

Funcién de Costo
Si se producen cantidades x e y de dos articulos, entonces la funcién de costo total tiene la forma
C=C(x,y)

Los costo marginales, del costo total, respecto de x e y, corresponden a las expresiones

o ac
dx’ oy
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3.18 Aplicaciones en Economia

Ejemplo 3.18.3. Si el costo total de dos articulos es C = 120 + 10x? + 6y, entonces los costos marginales

parciales son

oC oC
g = 20x, @ = 12]/

La funcién de costo total puede expresarse también, en términos de un costo fijo y de un costo
variable. Esto es,

C=Cr+Cy=Cr+xCsu+yCp

Las expresiones C4, Cp son costos unitarios.

Ejemplo 3.18.4. Una fibrica produce x unidades de un articulo A e y unidades de un articulo B. Sus costos
unitarios son de $5 y $8 respectivamente. Si el costo fijo es de $ 12, entonces la funcién de costo es

C=Cr+xCaqp+yCp=12+x-5+y-8

Los costos marginales son

0

€ _5 € _g
ox ay

Funcidén de Ingreso

Si un producto A de x unidades posee una demanda p = p(x). Otro producto, independiente, B de
y unidades posee una demanda g = g(y), entonces el Ingreso Total, I, estd dado por

[ =1Ip+1Ipg=xp+yq

En donde, I4 es el ingreso por el producto A, e I el ingreso por el producto B. Ademads, se definen
los ingresos marginales parciales, respecto de x e iy, como

oAl
dx’ dy
Ejemplo 3.18.5. Una fibrica produce dos articulos A y B, de unidades x e y. Sus respectivas demandas son
p =6 —2x,q = 12 — 3y. Entonces la funcién de Ingreso Total viene dada por
I=1Ip+1Ipg=xp+yq
= x(6 —2x) + y(12 — 3y)
= 6x + 12y — 2x> — 31

Los Ingresos marginales parciales son:

ol

Z —6—4x, Z—12-6
ox X Y
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3.18 Aplicaciones en Economia

Funcion de Ganancia

Si al operar con varios productos se posee un Ingreso total I, siendo C el Costo total, entonces la
funcién de Ganancia Total es
G=1-C

Si se trabaja con dos productos A y B que poseen; un nimero de unidades x e y, demandas p y g,
costos unitarios c4 y cp, existiendo ademads un costo fijo Cr, entonces

G=1-C=14+1Ig— (CF+Cxs+Cp)
= xp+yq — (Cp+xCa +yCp)
Ejemplo 3.18.6. Una fibrica produce dos articulos A y B, de unidades x e y. Sus respectivas demandas son

p = 8 —2x, g = 18 — 6y, con costos unitarios de $4 y $3 respectivamente. Ademds, posee un costo fijo de $
24. Entonces la funcién Ganancia viene dada por

G=I-C=xp+yq— (Cr+xCx +yCp)
= x(8 —2x) +y(18 — 6y) — (24 + 4x + 3y)
= 4x + 15y — 2x* — 6> — 24
Tomando como base las ideas anteriores, podemos resolver una gran cantidad de problemas de

economia, que involucran maximos y/o minimos. El procedimiento es anédlogo al empleado en los
problemas que hemos resuelto.

Ejemplo 3.18.7. Una fibrica produce dos articulos A y B, con niimeros de unidades x e y respectivamente.
La funcién de Costo es C = 2x? + y? — 80x — 30y -+ 2000. Vamos a determinar cudntos articulos se deben
producir para tener el minimo costo.

Derivamos la funcién de Costo para hallar los puntos criticos.

DiC=4x-80=0

— x=20,y=15
D,C=2y—30=0 * 4

De esta forma, el costo minimo es, C(20, 15) = 975.

Al igual que en los problemas de geometria, cuando existe s6lo un punto critico, es innecesario
verificar que este es de méximo o de minimo. Sin embargo, para dejar establecida la naturaleza del
punto encontrado, vamos a probar que es de minimo.

La matriz Hessiana en el punto (20, 15) es

_ (Du D12 _ (40
H(20,15) = <D21 Dy») \0 2

Como Dj; > 0y el determinante de la Hessiana es 8 > 0, el punto en cuestiéon es de minimo.

Ejemplo 3.18.8. Hallar el mdximo ingreso que se obtiene de tres articulos A, B, y C de unidades x, y, z, cuyas
demandas son p = 56 — 7x, g = 48 — 3y, r = 72 — 4z respectivamente.
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3.18 Aplicaciones en Economia

El ingreso total corresponde a la suma de los ingresos de los tres articulos A, B, C. Esto es
I =1Ip+1Ip+Ic=xp+yq+zr
Cada ingreso es el producto de la cantidad demandada por su demanda. Luego,
I = x(56 — 7x) + y(48 — 3y) + z(72 — 4z) = 56x + 48y + 72z — 7x*> — 3y* — 42°
A la funcién de Ingreso le buscamos los puntos criticos mediante derivacién parcial

Dy =56 —14x =0
D,=48—6y=0 =—x=4y=82=9
D;=72—-82=0

En consecuencia, el Ingreso méximo es
1(4,8,9) =628
Es claro, que las demandas respectivas, para este ingreso maximo son
p=56—-4.-7=28, gq=48-3-8=24, r=72-4-9=36

Ejemplo 3.18.9. Hallar la maxima ganancia, si la funcion de produccion de un articulo A de z unidades es
z =20+ 41x + 33y — x> — 2y?, que depende de los factores de produccion B y C de unidades x, y. EI costo
unitario del articulo B es de $1, del articulo C es de $3. El ingreso se obtiene por la venta del articulo A a $5.

La Ganancia viene definida por ingresos menos costos. Los ingresos estdn definidos como el precio
de venta por las unidades del articulo A, que estdn determinadas por la funcién de produccién. Esto
es,
G(x,y)=1-C=5z— (xCg+yCc)
=520 +41x +33y — x> — 2%) — (x +3y)
= 100 + 204x + 162y — 5x* — 10y°

Ahora, derivando e igualando a cero las derivadas parciales de la funcién Ganancia se obtienen los
puntos criticos.

Dy =204—-10x =0

e x =20, y—38
D, =162 — 20y = 0 * 4

Luego, la maxima ganancia es G(20,8) = $2844.

Ejemplo 3.18.10. Una Empresa posee 40 Departamentos para arriendo a $ 100 mil c/u. Sin embargo, su
gerencia observa que puede incrementar en $ 5 mil el arriendo por cada vez que arrienda un Departamento
menos. ;Cudntos departamentos debe arrendar para obtener mdximo ingreso?
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3.18 Aplicaciones en Economia

Para formalizar, desde el punto de vista matematico, el problema, sean x el ntimero de departamen-
tos arrendados e y el nimero de departamento no arrendados. Esto significa que x +y = 40. De
acuerdo con los multiplicadores, esta es la restriccion. Esto significa que

g(x,y)=x+y—40=0
La funcién de Ingreso (en miles de pesos) se obtiene a partir de las siguientes consideraciones:

Arriendo inicial : $100
Incremento por cada Dpto no arrendado : $5
Incremento por y Dpto no arrendado : $5y
Ingreso por arriendo de 1 Dpto : $(100 + 5y)
Ingreso por arriendo de x Dpto : $(100 + 5y)x

Luego, la funcién Ingreso es
I = x(100 + 5y)

Con el Ingreso y la restriccion se conforma la funcion
H(x,y,A) = x(100 + 5y) + A(x +y — 40)
Las derivadas parciales de esta funcién son

D1H =100+5y+A =0
DH =5x+A =0 — x =230, y=10, A = —150
D:H=x+y—-40=0

En consecuencia, el Ingreso méximo es
I(x,y) =30 (100 + 5 - 10)miles = $4,500,000
El namero de departamento que determina el maximo Ingreso es de 30.

Ejemplo 3.18.11. El Banco del Estado cobra una tarifa de $ 20 por cada $ 1000 de transaccion comercial que
efectiia. Ofrece una rebaja de $ 0,1 por cada $ 1000 por sobre el monto de $ 100.000. La rebaja afecta a toda la
transaccion. Hallemos el mdximo Ingreso.

Formalizamos los siguientes datos:

Ntimero de miles de pesos de transaccién total : x
Ntmero de miles de pesos por sobre $ 100.000 : y

De ellos se tiene que, x = 100,000 + y. Luego, la restriccién es

g(x,y) =x—y—100=0
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Veamos los datos de los Ingresos:

Tarifa inicial por $ 1.000 : $20
Rebaja por $1.000 sobre $ 100.000 : $0, 1
Rebaja por y miles sobre $ 100.000 : $0, 1y
Tarifa con rebaja por $1.000 : $(20 — 0, 1y)
Tarifa con rebaja por x miles : $x(20 — 0, 1y)

El Ingreso Total es, I = x(20 — 0, 1y). Luego la funcion a optimizar es
H(x,y,A) =x(20—-0,1y) + A(x —y — 100)
Sus derivadas parciales, igualadas a cero, entregan la siguiente informacion:

DiH=20-0,1y+A =0
D)H=—-0,1x—A =0 = x =150,y =50, A = —15
D3:H=x—-y—100=0

Ahora se reemplaza en el ingreso y se obtiene que el maximo Ingreso es

1(150,50) = 150(20 — 0,1 - 50) = 2250 miles = $2,250,000
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3.19 Problemas resueltos

3.19. Problemas resueltos

Ejemplo 3.19.1. Demostremos que  lim  (2x 4+ 3y) =11
(xy)—(13)

Se usa la definicién, y para ello partimos del hecho que |f(x,y) — L| < €.

floy) =Ll = [2x+3y —11] = [2(x = 1) +3(y — 3)|
< 2|x—1|+3|y — 3]
De esta forma, la diferencia |f(x,y) — L| se ha expresado en términos de (x —a) e (y — b), lo que es

una obligacién, para poder usar posteriormente el requisito que ||(x,y) — (a,b)|| < 6. Para el cual se
tiene

1(x) = (@b)l| = \/(x =12+ (y =32 < &

p-1 = Ja-12<J(x— 12+ (y—3)2 <5
y-3l = Jy-32<\/x-12+(y-3)2<s

A partir de los hechos anteriores

de esto

|f(x,y) —L| <2|x—1|+3|y—3] <26+30=¢

De manera que J = £. Se concluye que ( %inh 3)(Zx +3y) = 11.
xy)—(1,

Ejemplo 3.19.2. Demostrar que lim xzi no existe si (x,y) — (0,0).

+y?

Para no existencia, busquemos dos “caminos” o conjuntos de puntos del plano xy, que tengan al
punto (0,0) como punto de acumulacién.

_ _ ) Xy ooy _
Sl N {(X,y)/ = O} — (x,y%lil}0,0) x2 + y2 x:%)l,I?HOO 0

_ _ ) Xy 11
S ={(xy)/x=y} = <x,y%13}o,o> Ty x:},{rgﬂo 5= 5

Se concluye que el limite del campo no existe en el punto. Observar que en coordenadas polares el
calculo es sencillo y también prueba no existencia del limite.

lim % = lim sen 0 cos 0
(xy)—(0,0) X* + Y r—0

Como para dngulos distintos se puede hallar limites diferentes, el limite no existe.
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X3 3

+y

Ejemplo 3.19.3. Demostremos que lim no existe si (x,y) — (0,0).

En este caso preferimos usar coordenadas polares,
x =rcosb, y =rsenf

El que (x,y) — (0,0) es equivalente en polares a que r — 0. Luego

. S+y3 . r*(cos® 0+ sen® 0)
lim = lim
(xy)—(00) X—Y r—0  cosf —senf

X

Este limite no existe para § = 7 (4k — 3), conk € Z.

no existe.

4 3 42,2
Ejemplo 3.19.4. Demostremos que lim X :li—yx 4+ > 4Z
(xy,z)—(00,0) X*+Yy*+z

Busquemos “caminos” en el espacio que tengan al punto (0,0,0) como punto de acumulacién, y
evaluemos los limites.

Cxt e yad a2
Si={(wy2)/x=y=0} = lm>F 775 =0

=1

) x4+yx3+x222
S:={(ny2)/ x =y 2=0) = lm* T FT

Se concluye que el limite del campo no existe en el punto (0,0, 0).

Ejemplo 3.19.5. Demostremos que  lim .

(xy)—(00) /X2 +y2

Se parte de considerar |f(x,y) — L| < e.

_ x|yl

Xy
x,y)—L| =
) L] 'x”ﬁz e
x| = Va2 <\ /x24y? <6, ly| = \/y? < \/x2+y?> <

noindent entonces
f(xy) — LI <d=¢

Concluyendo que el limite es el indicado. En coordenadas polares la demostracion es inmediata.

Como

1
Ejemplo 3.19.6. Demostremos que  lim  —sen (xy) =0, x # 0
(xy)—(0,0) X
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[x]]y|

x|

1
- senta) o] = ~ Iy

1
‘; sen(xy)‘ <

Como |y| = V/y? < /x2 + y? < 6, entonces

Hsen(xy) —O' <d=¢€

1
De este modo, lim —sen(xy) =0
(xy)—(0,0) X

Ejemplo 3.19.7. Probemos que  1im no existe.

X
arccos| ——
(xy)—(0,0) ( Va2 + y2>

Hacemos uso de coordenadas polares, intentando acotar

6
arccos(rcjs )—L‘: larccos(cosf) — L| = |0 — L|

Dado que 8 puede aumentar tanto como se quiera, es imposible acotar la expresién anterior, luego
el limite considerado no existe.

Ejemplo 3.19.8. Probemos que lim ————= =0

(xy)—(00) sen\/x2+ 2

Por la forma del campo, las polares aparecen como una alternativa adecuada. Tenemos que acotar

1 1
2 2
A o‘: ¢ "= G(r)
senr senr
Hay que probar que 11161+ G(r) = 0. Tenemos:
r—
1 2
r2 —t
lim < = lim

Hicimos el cambio de variables t = 1. Se observa que estamos en presencia de un limite con méscara
8, por lo que podemos usar L” Hopital.

_ 42 42 2
) t o —2tet 23t
lim T = lim ——1 = lim T
t—oo gen t—o0 — 2 C0S ¢ t—oo (cps

t t

3 . L. .
Como cos% — 1y % — 0, se sigue que el limite del campo escalar dado es, efectivamente, cero.
e
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3 2 3 2
Ejemplo 3.19.9. Hallar  lim * +x2 2y2 +y
(x,y)—(0,0) x2+y

Trabajemos en coordenadas polares

3 39 2 29 ) 3 39 2 29
lim ricos”t + r7cos > 1”2561’1 trsen = lim(TCOS39 — 21’58?139 + 1) =1
r—0 xX-+vy r—0

para cualquier valor de 6, nuestro candidato a limite es L = 1 por lo que buscaremos una funcién
G(r) que cumpla lo requerido.

|F(r,0) — 1| = |rcos®0 — 2rsen6| < |rcos®0| + |2rsen®0| < 3|r| = G(r)

3 2__2 3 2
Claramente, G(r) — 0. En consecuencia, lim Y 5 yz R
(xy)—(0,0) Xty

24,2 _
Ejemplo 3.19.10. Estudiar el limite ~ 1im sen(x +2]/ )1r21(2 x).
(xy)—(0,0) xX“+y

Aplicando la conocida equivalencia sent ~ t cuando t — 0 se tiene que sen(x? + y?) ~ x? + y?. Por
tanto,
(2 + %) In(2 — x)

2., .2 .
lim sen(x +2y )12(2 x) ~  lim 5 5 = lim In2—x)=1In2
(x,y)—(0,0) Xc+y (xy)—(0,0) xs+y (x,y)—(0,0)

2

Ejemplo 3.19.11. Estudiar el limite ~ lim senx -sen( .
(xy)—(0-2) X y+2

2 2

Hacemos uso de infinitésimos, pues, sen x~ ~ x~ cerca del 0. Por tanto,

S€7’lx2

lim - sen = lim X - sen =
(xy)—(0,-2) X (y +2  (xy)—(0,-2) (y +2

esto se debe a que se trata del producto de una funcién que tiende a cero por otra acotada.

Ejemplo 3.19.12. Consideremos el campo escalar

[0 (x,y) = (0,0)
flay) = {% (x,4) # (0,0)

1. f es un campo continuo en (0,0) ya que

2 _ 5,2
lim 2y° —3xy — 5x*
(xy)—(00) Xty (xy)—(0,0)

|
)
~~
N
3
|
a1
=
SN—
I
o
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2. Ahora que sabemos que f es un campo continuo en (0, 0), veamos si es diferenciable en (0, 0).

Para ello tenemos

_ e 2
im 0 — f(0,0) _\ 0-0-5n"

le(O’()) - h—0 h h—0 h2
0,h) — (0,0 22 —-0-0
D(00) = fim FORLIEN - 0

veamos ahora que sucede con la derivada en los puntos (x,y) # (0,0)

Dif(ry) = ~(y—51)= 5
Daf(x,y) = 5-(2y=5) =2

Con esto tenemos definidos los campos D1 f y D, f como sigue

-5 (xy) =
Dif(x,y) = {_5, (x,y) # (0,0)

2, (x,y) #(0,0)

Esto significa que las derivadas parciales son continuas, y de ello se infiere que el campo es
diferenciable en el (0, 0).

Daf (x,y) = {2' (x,y) = (0,0)

. Calculemos la méxima y minima razén de cambio de la derivada direccional del campo f en

el punto (1,8). Para esto es necesario determinar el gradiente en (1,8) ya que en direccién de
este se halla la razén de cambio maxima.

Vf(x,y) = (Dif(x,y), D2f (x,y)) = (—5,2)

De aqui, Vf(1,8) = (—5,2) es la direccién de la maxima razén de cambio, esto corresponde a
un dngulo 6 = arctg(2/ —5) del segundo cuadrante. La minima estd en direccion del vector -
V£(1,8) = (5,—2), esto es, de un angulo 6 = arctg(—2/5) del cuarto cuadrante. El valor de la
méxima es /29 y la minima - V/29.

El plano tangente al campo f, en el punto (1, 8) es
(x—1,y—8,z— f(1,8)) - (=5,2,—1) = 0

Al realizar el producto punto y simplificar se obtiene que la ecuacién del plano tangente es
5x =2y +z=20
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Ejemplo 3.19.13. Consideremos el campo escalar

sen(x? + |xy|)

flxy) =

1. Estudiemos su continuidad. Si x > 0, entonces |xy| = x|y/|, con lo cual

2 2
osen(x 4 lxyl) | cos(x? +xJy])
x—0+ X x—0+ 1

(2x+[y)) =1-(0+ Jyl) = |yl

Si y = 0 hay continuidad en (0,0), pues el limite coincide con el valor del campo en el punto.

Si y # 0 no hay continuidad. Con esto, es claro que no hay continuidad en (0, 1).
Se puede obtener el limite usando infinitésimos. En efecto,

2 2
lim S I) e Ayl (x+yl) = ly|

x—0t+ X x—0t+ X x—0t

2. Como el campo f no es continuo en (0, 1) se sigue que no es diferenciable en (0, 1).

3. Veamos existencia de derivadas parciales en (0,1).

- 2
Dif(0.1) = }1113(1) A 121 bl - ;11135 M, no existe
Daf(0,1) = Jin LOLEN SO g, 020

Ejemplo 3.19.14. Consideremos el campo escalar

x3 4+ 13
flxy) = {ﬁiz (x,y) #0
0, (xy)=(00)

» Averiguemos sobre la continuidad del campo en (0,0).
Limite en polares

lim B+t lim 3(cos30 + sen’ )
(xy)—(00) X2+ Y2 r—=0 r2

= 0= £(0,0)

Y ademas,
3(cos30 + sen®0)
2

= |r(cos’0 + sen®0)| < 2|r| = G(r) — 0

En consecuencia, el campo es continuo.
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» Hallemos derivadas parciales en (0,0).

Para valores (x,y) # (0,0) se tiene

322+ y?) — 2x(3 + )

le(x/y) = (xz _|_y2)2
2 (a2 2\ 3 3
Daf(x,y) = 3yl +(Zz)+ yigz(x )

Queda como ejercicio verificar que estas derivadas parciales no son continuas.

» Veamos si existe Dy, f(0,0)

ton D27 (0,11) = D£(0,0)

D2f(0,0) = h—0 . h
Luego, D f(0,0) existe.
. M, six #0 . L
Ejemplo 3.19.15. Sea f(x,y) = 6, NS Averiguemos continuidad de f en (0,0) y en

(0,1), la diferenciabilidad de f en (0,1), y el valor de las derivadas D1f(0,1) y D£(0,1).

Para la continuidad lo primero es “sacarse” el valor absoluto

Xy, sixy >0
!xy|={y Y
—xy, sixy <0

Si x > 0, entonces |xy| = x|y|. Luego,

2 2
lim sen(x” + |xy|) _ lfm cos(x* + |xy|)
x—0T X x—07T 1

(2x + [y]) = |yl

Se nota que L "Hopital no nos abandona en momentos conflictivos. Se deduce del valor de este limite
que, si y = 0, tenemos continuidad, y que si y = 1, no hay continuidad (no hay coincidencia con el
valor asignado a la funcién).
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Si no hay continuidad en (0,1), no hay diferenciabilidad en (0,1). Veamos que sucede con las
derivadas parciales

B 0+h,1)— f(0,1 _ sen(h*+ |h

00, h>0 . o
= — No existe limite
—o0, h<0

Para la otra derivada tenemos:

1 — 1 —
sz(O,l)Z}lli_@Of(O' +h})l f0. ):,FE})—O 0

Ejemplo 3.19.16. Dada el campo escalar f(x,y) = { (*+y?)

» Estudiemos la continuidad de f(x,y) en el punto (0, 0).

Para que la funcién f(x,y) sea continua en (0,0) tiene que ser ( %in}o 0 f(x,y) = 0. Para ver esto
xy)— (0

usemos coordenadas polares.
17 cos*0sen0

< =0

En consecuencia, la funcién f(x, y) es continua en (0,0).
» Estudiemos la existencia de las derivadas parciales en el punto (0, 0).

Como se trata de hallar derivadas en un punto, usaremos la definiciéon

%(O,o) _ i [0 =F00)

ox h—0 h
of _ e f(O,h) — £(0,0)
5,(0/0) = im ) =0

Asi, Las derivadas parciales existen en (0,0) y son nulas.
= Veamos la diferenciabilidad de f(x,y) en el punto (0,0).

Hacemos uso de la definicion

f(x,y) = f(0,0) —df(0,0)(x,y) ) x?y

lim = lim
(xy)—(0,0) VX% 4+ y? (xy)—(00) (x2 +12)3/2aZ + 12

Ahora, pasando a coordenadas polares veamos si este limite es cero.

72 5
. r’cos“Bsen6
lim ——— = cos20sen°0
r—0 r

Se concluye que el limite no existe, y en consecuencia, la funcién no es diferenciable en (0, 0).
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222
Ejemplo 3.19.17. Estudiemos continuidad del campo f(x,y) = < x2y2 + (x — y)?’
0, si (x,y) = (0,0)

Para el calculo del limite la opcién mas adecuada parece ser caminos.

= Por el camino y = x, que pasa por el origen, se tiene

2,2 4
x°y ) 4

— lim
(x,y)ir}O/O) x2y? 4+ (x —y)? R, P

Py

» Otro camino que pase por (0,0) y con el cual se tenga limite diferente se encuentra parametrizan-
do. En efecto, el factor (x — y) es el que complica el problema, por tanto, si consideramos la
curva

x =1, y=t(1—-t) = (x—y)>=+t*
que no es otra cosa que la pardbola y = x — x2, que también pasa por origen. Con esto se tiene
que

L Bt ) |

lim =lim ——FF— = -

=0t (1—t)2 4+t =0 (1—-t)2+1 2

De este resultado deducimos que el limite de f(x, y) no existe en el origen, y en consecuencia,
la funcién no es continua en (0,0).

Ejemplo 3. 19 18. Probemos que la funcion z = In(x? + xy + y?) satisface la ecuacion diferencial en derivadas
parciales x ax +vy ay =2

Hay que formar la ecuacién diferencial calculando las derivadas parciales involucradas.
dz _ 2x+y dz _ x+2y
ox  xZ+xy+y? dy  xZ+xy+y?
Luego
L9z, 9z x(2x+y) y(x+2y)  2x2+2xy+2y°
*ox yay 2rxy+y? x24+ay+y2 2+axy+yr
Ejemplo 3.19.19. Demostremos que la funcién z = y p(x* — y?) satisface la ecuacién diferencial
1oz 190z _z

+ _—— = —

xdx  yay 12
Lo primero es darnos cuenta que la funcién ¢ tiene un argumento que tienen dos variables. Se trata
entonces de una funcién compuesta. Estos casos se resuelven por una sustitucién adecuada. En este

caso, u = x> — y?, entonces

cmypln) = =y S =y )2
2=y p(u) — g—;:¢<u>+wf<u>-g—;:¢<u>+y¢f<u> (~29)

220



3.19 Problemas resueltos

En consecuencia

10z 19 1 L1 ,
i = -2+
= 2y ') -2y () + L = 2

Yy y

Ejemplo 3.19.20. Probemos que la funcion z = xy + x (¥) satisface la ecuacion diferencial

Este problema es andlogo al anterior. Hacemos la sustitucién u = = para tener

J N
z=xytx ) = 5=y () £y ()5
d s
— E—vrp ey (F)
a /
= S=yrew) Ly
z=xy+xyPu) = %:x+x.¢’(u).a_u
dy dy
0z ,
— @—XJF'P(”)
En consecuencia
0z oz Y ,
gty = 2y - Loy w) ty ey w)

= xy+x () — g () + vy -y (1)
= 2xy+ xyp(u)

Z—Xxy
x

como P(u) = , entonces

x%Jr a—Z—x +z
ox yay_ Y

Ejemplo 3.19.21. Mediante el empleo de la regla de la cadena vamos a encontrar

%
ox’

si z=u", u=senx, v =cosx
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Teniendo presente que z = z(u,v), u = u(x),v = v(x), se tiene
o _ 0z ou o
ox ou ox 0Jv OJx

= vu’tcosx+u’ In u-(—sen x)

= cosx(senx)¥ 1. cos x — (sen x)1T5 X . In(sen x)
2
= (senx)“~* (M —sen x - In(sen x))
sen x

= (senx)“®*(cosx-ctgx —senx-In(senx))
Ejemplo 3.19.22. Mediante el uso de la diferencial total hallemos un valor aproximado de (1,02)3°1.

La funcién asociada a la expresién que se le determina un valor aproximado es z = xY. Si se considera
ahora, quex =1,y =3, Ax = 0,02 y Ay = 0,01, entonces

dz~y- 2/ lde+xY Inx-dy=3-1%-0,02+1%-1n1-0,01 =~ 0,06
En consecuencia (1,02)3%" = 140,06 = 1, 06.

Ejemplo 3.19.23. Una caja cerrada de dimensiones exteriores 10, 8, y 6 cms estd hecha de madera contra-
chapada de 2mm de espesor. Vamos a determinar, usando diferenciales, el volumen aproximado del material
gastado en hacer la caja.

El volumen de la caja es V = xyz, siendo x,y,z los lados de la caja. Ademds, 2mm = 0,2cm. Su
variacion es

dV = Didx+ Dydy+ D3dz =yz-0,4+xz-0,4+xy-0,4
48-0,4+60-0,4+80-0,4 = 75,2 cms®

x+y—2, x=1vy=1
2, x#1Ay #1

Ejemplo 3.19.24. Para el campo f(x,y) = { tenemos que:

1. No es continuo en (1,1), yaque f(1,1) =0y ( l)irrzl 1)f(x,y) = 2.
xy)—(1,

2. Las derivadas parciales en el punto (1,1) son

f(1+n1

fAL1) o 1+h1-2

14 )_ 1.1
D:f(1,1) = lim : tm ! _,
Daf(1,1) = mnﬂLh+2_f“J):ﬁmli£%l:E:1
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Luego, las funciones D; y D, vienen dadas por

1, x=1vy=1
0, x#1ANy#1

En consecuencia, las funciones D1 y D no son continuas en (1,1).

Dif(x,y) = Daf (x,y) = {

Ejemplo 3.19.25. En una placa rectangular situada en el plano xy, la temperatura en cualquier punto es
T(x,y) = x>+ y>. Vamos a determinar la rapidez de cambio de la temperatura en el punto (3,4) en la
direccion en que hace un dngulo de 7 con la direccién positiva del eje x, la direccion para la cual la rapidez de
cambio en el punto (3,4) es mdxima, y también cuando es minima.

Lo primero es obtener el gradiente
T(x,y) = x* +y* = VT = (2x,2y)

de manera que en el punto (3,4) se tiene VT (3,4) = (6,8). Para hallar el vector unitario que hace un

dngulo de Z con la direccién positiva del eje x, recurrimos a i = (cos Z,sen T). Esto es, il = (3, @)

Se tiene

1 V3
27 2
Sabemos que la direccion en la que se produce la maxima razén de cambio es la del gradiente. Luego

D;T(3,4) es méxima en direccién del vector % (6,8). Es claro que 6 = arctg(%) se encuentra en el
primer cuadrante.

D;T(3,4) = VT(3,4) -i = (6,8) - ( ) =3+4V3

La minima se encuentra en direccién opuesta. Esto es, D;T(3,4) minima en direccién del vector
— 1 (6,8). El angulo es 6 = arctg(3), en el tercer cuadrante.

Ejemplo 3.19.26. El volcin Llaima se puede representar aproximadamente por la ecuacion z = 1200 —
3x2 — 2y2. Los ejes x e y apuntan hacia el este y el norte, respectivamente. Un escalador estd en el punto
(—10,5,850). Vamos a determinar: La direccién en que la ladera es mds pronunciada, si el escalador asciende
o desciende cuando se mueve en direccion este, y también en direccion suroeste, y a calcular su rapidez de
ascenso o descenso.

/}R . ¥ = Norte
. 5
x = Este
-10
SO SE
figura 3.14

1. La maxima rapidez de cambio estd en direccién del vector gradiente.

Vf(x,y) = (—6x, —4y) = Vf(—10,5) = (60, —20)
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Se necesita conocer la norma de este gradiente en el punto.

IV£(~10,5)|| = 20V/10

Con estos datos se deduce que la ladera mas pronunciada a partir del punto (—10,5) se en-

cuentra en direccion del vector .
ii=——=3-1)

V10

2. Al observar la figura es facil darse cuenta que la direccién este se encuentra en la direccion del
vector unitario (1,0). En consecuencia

Dzf(—10,5) = Vf(—10,5) - (1,0) = 60 pies/seg.

el signo positivo indica que el escalador esta subiendo.

3. La direccién suroeste se encuentra en la direccién del vector unitario \% (=1, —1). En conse-

cuencia

Daf (—10,5) = (60, —20) - % (=1, —1) = —20/2 pies/seg.

El signo negativo indica que el escalador esta bajando.

Ejemplo 3.19.27. Probemos que 2+/5 es la derivada direccional del campo f(x,y,z) = z2x + v en el punto

(1,1,2), en la direccién del vector i = (%, %, 0)

Unos cuantos céalculos nos llevan a establecer la veracidad de lo establecido
Vf(x,yz)= (zz, 3y2, 2xz) = Vf(1,1,2) = (4,3,4)

En consecuencia

D;f(1,1,2) = Vf(1,1,2) - il = (4,3,4) - (%, %,0) =2v5
2+

Ejemplo 3.19.28. Hallemos el plano tangente a la superficie S = {x* + 2y?> + 3xz = 10}, en el punto

(1,2,3).

Hacemos uso del gradiente para encontrar el vector normal al plano

VS = (2x 4 3z,4y,3x) = VS(1,2,%) = (3,8,3)
Luego,
1
VS-(x—x0,¥y—Yo0,z—20) =(3,83)- (x—1Ly—2,z— 5) =0

de donde, la ecuacién del planoes, 3x + 8y +3z —20 =0
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Ejemplo 3.19.29. Un campo escalar f tiene en el punto (1,2) derivada direccional 2 segiin (2,2), y tiene
derivada direccional —2 en la direccion segiin (1,1). Vamos a determinar V f(1,2) y la derivada direccional
en (1,2) segiin la direccion del punto (4,6).

Sean P = (1,2), P, = (2,2), P, = (1,1), entonces PP; = (1,0) = iy, PP, = (0,—1) = iip. Ahora
bien,

Dif12 = (%3) a0 -2

Drf1,2) = (3£.4) -0 =

de lo cual tenemos 3 3
_f — 2, l =2
0x y

y a partir de esto f(x,y) = 2x + 2y concluimos que Vf(1,2) = (2,2)
Si ahora es P; = (4,6) = PP; = (3,4) => il3 = £(3,4), de donde

D f(12) = (22)- 3,4 = &

Ejemplo 3.19.30. Hallemos el valor de las constantes a, b, ¢ tales que la derivada direccional de f(x,y,z) =
axy? + byz + cz?x% en (1,2, —1) tenga un valor mdximo de 64 en una direccion paralela al eje z.

La maxima variacién de la derivada direccional la entrega ||V f||. Luego,

Vf(x,y,z) = (ay* + 3cz*x?,2axy + bz, by + 2czx®)
Vf(1,2,—1) = (4a+3c,4a — b,2b — 2c)
D;f(1,2,—1) = (4a+3c,4a — b,2b — 2¢) - (0,0,1) = 2b — 2¢

Se sigue que, debe tenerse 2b —2c = 64; 4a+3c = 0; 4a — b = 0. A partirde lo cual, a = 6,b =
24,¢c = —8

Ejemplo 3.19.31. La temperatura en cierta region del plano viene dada por

T=—— X __ ker

Hallemos la direccién en que la razén de cambio de la temperatura es maxima, a partir del punto (1,/3).

—kx —k —k P
Ve <<x2 +y2)32 (a2 +y}§)3/2> = @y gy = VI V3) = —2(1,V3)

se concluye que el dngulo en que se produce la maxima razén de cambio, a partir del punto (1,/3),
es 0 = 240°. La minima es evidentemente en direccién opuesta, esto es, en direccién de 6 = 60°.
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Ejemplo 3.19.32. La temperatuta en cualquier punto del plano (x,y) estd dada por
k
T(x,y) = —F———
(2y) = =3 7

Hallemos la rapidez con que varia la temperatura a lo largo de la curva C = {(x,y)/ y* —4x — 2y +1 =0}
en el tiempo t = 1.

En esta clase de problemas se debe parametrizar la curva. Por ejemplo, {x = t?, y = 2t + 1}. Para
t = 1 tenemos el punto (1,3). Como
D.T=VT-i

entonces falta determinar un vector unitario, que obtenemos de la curva misma
a(t) = (P2t +1) = a’(t) = (2t,2) = a'(1) = (2,2)

De modo que el vector unitario es

Por otra parte,

kx ky
VT(x,y) = <_ (2 +y2)3/2’ - (x2 + y2)3/2

En consecuencia,

_k_
(10)3/2

):> VT(1,3) = —

~ k (1,1) 2k
DﬂT 1,3 ZVT 1,3 U = — . —
b (1,3) (1,3) (10)3/2 /2 510
Pudiera ser que alguien tenga otra parametrizaciéon de la curva. No es inconveniente, s6lo debe
saber que estard calculando la razén de cambio en puntos distintos de la curva. Por ejemplo, si la

parametrizacion es

Bt = (3(t—171)

en t = 1 se obtiene el punto (0,1) de la curva. Allj, el vector unitario es

B(1) = (3t —1),1) = p'(1) = (0,1) = &

Ademas,

k k
VI = (~Gromve s )= VIO = (0K

Por tanto, la razén de cambio, a partir del punto (0,1) de la curva, es

D.T(0,1) = VT(0,1) - ii = (0,—k) - (0,1) = —k

Los resultados no tienen por que ser los mismos, son puntos diferentes. Si en la segunda parametriza-
cién se toma t = 3 se halla que estamos en el mismo punto de la primera parametrizacién, y
ahi si que tenemos el mismo resultado.
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Ejemplo 3.19.33. Determinemos las dimensiones de una caja rectangular de volumen mdximo que se puede
ubicar de manera que sus caras coincidan con los planos coordenados y un vértice quede en el plano x 4+ y +
z=1

Como el volumen de la caja es V = xyz, siendo x,y, z las dimensiones de sus lados, y teniendo por
restriccion el que uno de los vértices este en el plano, entonces segtin multiplicadores de Lagrange
se tiene

H(x,y,z,A) =xyz—A(x+y+z—1)

Esto da origen al sistema de ecuaciones

DiH=yz— A =0
DoyH =xz— A =0
D3H =xy—A =0

DH=x+y+z—-1 =0

De las dos primeras ecuaciones se encuentra yz = xz = z(y —x) = 0, delocualz =0V y = x.
Siy = x, entonces y = vA.Siz = 0, entonces A = 0, y de aqui que x = 0V y = 0, y se tiene
minimo. Luego, nos quedamos con y = v/A = x, del cual se obtiene z = v/A. Reemplazando en la
tltima ecuacién se encuentra que A = %. De esta forma, se tiene como punto criticox =y =z = %
Por tratarse de un problema de cardcter geométrico este punto debe ser de méximo, pero vamos a

comprobarlo mediante el empleo del criterio de la segunda derivada (Hessiana).

Bajemos en un grado el problema. Si de la ecuacién del plano despejamos la variable z, esto es,
z =1—x —y. Al reemplazar en el volumen se halla la ecuacién

V = xy — x*y — xy?
de la cual se obtienen las derivadas
Dy =y —2xy—y* Dy = —2y, Dy =x —x*> —2xy, Doy = —2x, Dyy = Dy = 1 —2x — 2y

Con ellas formamos la Hessiana

o -2y 1—-2x—-2y
H_<1—2x—2y —2x )

La cual evaluada en el punto critico entrega la matriz

11, (-2/3 —1/3>

H(z3) =173 —2/3

Es claro que |H| > 0, a1; < 0. Esto quiere decir que la matriz esta definida negativa, con lo cual
tenemos jj maximo !!, siendo éste
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Ejemplo 3.19.34. La interseccion entre el plano x — 4y — z = 0 y el elipsoide x*> + 4y* + 42> —4 = 0
determina una curva en el espacio. Hallemos la minima distancia de esa curva al origen de coordenadas.

Usemos multiplicadores. La funcién restricciéon viene dada por ambas superficies. Esto es,

8 y,2) =M g1(x,y,2) + A2 &2(%, Y, 2)
= M(x —4y —z) + Ao (x? + 4y + 422 — 4)
La funcién a optimizar es la funcién distancia, la que consideramos al cuadrado. Esto es,
2 =2 y2 12
Con los datos formalizados matematicamente, se arma la funcién H, de cinco variables.
H(x,y,z,A1,A2) = X2+ 12 + 22+ A (x — 4y — 2) + Ao (¥ + 4y +42° — 4)
Con las derivadas parciales se forma el sistema.

(D1H = 2x + A1 +2xA; =0
DyH =2y — 4A1 +8yA; = 0
DsH =2z — A1 4+8zA, =0
DsH=x—-4y—-2z=0

DsH = x>+ 4y> + 42> —4 =0

\

Al resolver se encuentra que x =0, y = \/Lﬁ, z = —%, AM =0 A= —% es el tinico punto critico.

No es necesario verificar que es el que produce la minima distancia. Esta es

01_4
’\/ﬁ,\/1—7

Ejemplo 3.19.35. La funcién de Produccién de un articulo C, cuyo niimero de unidades es z viene dada por
z = 84x + 96y — 3x? — 4y2. Este articulo utiliza los factores de produccién A y B, cuyas unidades son x e y
respectivamente. Hallar el mdximo de la Produccion.

d( ) =1

En este problema se trata de obtener el méximo de la Produccién, cuya ecuacién viene dada por la

funcidén de dos variables
z = 84x + 96y — 3x* — 4y?

Las derivadas parciales conforman el sistema

Diz=84—-6x=0
—x=14, y=12

Dyz=96—-8y =10
Con este tinico punto critico se tiene que el méximo de la Produccién es

z(14,12) = 1164
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Ejemplo 3.19.36. Producir dos articulos A y B, por unidad, cuesta $ 30 y $ 12 respectivamente, agregindose
un costo fijo de $ 1500. Las demandas son p = 150 — 3x, g = 180 — 12y, en donde x e y son las unidades
respectivas de los dos articulos. Hallemos la maxima Ganancia.

La ganancia es la diferencia entre Ingresos (I) y Costos (C). Luego,

G=I1-C=1I4+1Ig—(ca+cp+Cp)
= xp +yq — (xca +ycp + Cr)
= x(150 — 3x) + (180 — 12y) — (30x + 12y + 1500)
= —3x% — 12y + 120x + 168y — 1500

Con las derivadas parciales de esta funciéon de dos variables se forma el sistema

D1G = —6x+120 = 0
— x=20,y="7

D)H = —24y +168 =0
La ganancia maxima se obtiene al reemplazar el punto critico
G(20,7) = $2184
Ejemplo 3.19.37. Una fibrica produce dos articulos A y B, cuyas unidades son x e y. Cuando la fdbrica

utiliza toda su capacidad produce entre ambos articulos, un total de 120 unidades. Si la funcion de costo total
conjunto es C = 3x% + 5y* + 5000 pesos, hallemos el costo minimo.

La funcién a optimizar es el costo C = 3x% + 5y* + 5000, y la restriccién la capacidad total de pro-
duccién, x + y = 120. Se tiene asi la funcién de Lagrange

H(x,y,A) = 3x* + 5y* + 5000 + A (x +y — 120)
Con las derivadas parciales de esta funcién de tres variables se forma el sistema

DoH=10y+A =0 = x=75y=45 A= —450
Ds:H=x+y—-120=0

El costo minimo se obtiene al reemplazar el punto critico
C(75,45) = $32000
Ejemplo 3.19.38. El Casino de la UFRO vende almuerzo a $1200. Ofrece una rebaja de $10 por almuerzo,

por sobre 80 que pueda vender. La rebaja afecta a todos los almuerzos vendidos. Vamos a encontrar el mdximo
ingreso segiin este plan de ventas.

229



3.19 Problemas resueltos

Formalizamos los datos en lenguaje matematico

Numero de almuerzos a vender :x
Ntuimero de almuerzos sobre 80 :y

Con estos datos se tiene que la restriccién es x = 80 + y. Luego, la funcién restriccién es
gx,y)=x—-y—-80=0
Planteamos ahora los ingresos.

Precio inicial de un almuerzo :$1200
Rebaja por 1 almuerzo, sobre 80 :$10
Rebaja por y almuerzos, sobre 80 :$10y
Precio final de 1 almuerzo :$(1200 — 10y)
Precio final de x almuerzos :$x(1200 — 10y)

Ahora se forma la funcién de Lagrange
H(x,y,A) =T+ A g(x,y) = x(1200 — 10y) + A (x —y — 80)
Con las derivadas parciales de esta funcion de tres variables se forma el sistema

DiH = 1200 - 10y +A =0
D)H = —-10x—-—A =0 — x =100, y = 20, A = —1000
DsH=x—-y—-80=0

El ingreso maximo se obtiene al vender 100 almuerzos (20 sobre los 80).

1(100,20) = $100,000
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3.20 Problemas propuestos

3.20. Problemas propuestos

1. Establecer el dominio y recorrido de los siguientes campos escalares:

a) f(x,y) = x+y? d) f(x,y) =1+/—(x —y)?
b) f(x,y):x2+y—2,x>0 e) f(x,y) =+/1—x%2—1>
0) flx,y) = Vx> +y? Hfley) =y —x*-1=0
2., .2
2. Sif(x,y) = xzjc—yy , calcular f(2,—3) yf(l,%).

3. Hallar f(x,y)si f(x +y,x —y) = xy + y>.
22

)siflay) = =50

4. Hallar £(y,2), f(—x,-y), f(5,

< |

i WAL R
5. Determinar f(x) 51f(x)—y x> +y% xy >0
6. Determinar las funciones f y z talesquez = \/y + f(y/x — 1), y =1 =z = x.

7. Determinar las funciones f y z tales que, z = xf(£), x =1 =z = /1 + 2.

8. Graficar algunas superficies de nivel de los siguientes campos:

a) z=x+vy 0)z=1% e) w= x>+ y?+ 22
b) z = \/xy d) z = x? —y? flw=x+y+z

9. Graficar la regién de continuidad de los siguientes campos escalares.

a) f(x,y) = X4y b) f(x,y) = -

oy V4x2 +9y2 — 36

10. Demostrar usando la definicién e que  lim  (3x* +y) = 5.

(xy)—(12)
11. Calcular los siguientes limites:
g)  lim (%3 d lim Y If
(x,y)—>(2/3)( y) : (x,y)IEEO,Z) x ? (x,y)lg%ofo) X+y
X%y . xX—y 2 .2
by lim | e) lim m 7
! oo (x4 + y2> (x)—(20) x( | LI S
) ) sen(x —y
C) lim \/x3+2 lim ————%2
(xy)—(-24) / / /) (xy)—(00) X+Y
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12. Demostrar que los siguientes limites no existen en (0,0).

xy xt +yx® + 222
a) f(x,y) = 2+ 43 d) f(x,y,2) = XA A
x* 4 3x2y? + 2xy? X3+ yz?
b) f(x/y) - (xz +y2)2 6) f(x/yfz) - x4 +y2 +Z4
3418 X242 — 22
C) f(x/y)_x2+y f) f(x’y’z)_x2+y2+zz
13. Demostrar que los campos escalares dados son diferenciables:
a) f(x,y) = 2xy b) f(x,y) =x*+y o) flxy) = x*y+2°

2xy 2 4 2
,X°+ 0
14. Dado el campo escalar f(x,y) = { ¥V CEy
0 ’x —_— y = O

que D1£(0,0) y D2£(0,0) no existen.

, probar que no es continuo en (0,0) y

X6

15. Probar que el campo flx,y) = x6 &+ (x2 _ y)z’ si (x,y) # (0,0)
0, si (x,) = (0,0)

3x2y2
16. Probar que el campo escalar f(x,y) = {x4+y4 ,(x,y) #(0,0

0, (xy) =1(00)
que D1£(0,0) y D£(0,0) existen.

17. Hallar las derivadas direccionales en la direccion sefialadas para los campos que se indican:

= (1,0) o) f(x,y,z) =2, i = (1,0,0)

D) flvy) =, =
= (0,1)

b) f(x,y) = x%y,

=Sy

18. Demostrar que w = (x — y)(y — z)(z — x) satisface la ecuacién diferencial
o dw
ox dy Jz

19. Determinar la funcién z que satisface la ecuacion diferencial indicada:

2z . x 3 X242
a) ay — xZ4y2 b) ﬁz xy

, z(1) = seny

20. Usar la regla de la cadena para hallar g—i y g—;, si:
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21.

22.
23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

y

a)z:f(w),w:xy-l-; b) z = arctg( ?

) y=x

RI<

En un rectdngulo, sus lados tienen medidas 2 = 10 cm, b = 24 cm. Determinar la variacién
de la diagonal L del rectangulo, si el lado a se alarga en 4mm, y el lado b se acorta en Imm.

Comparar la variacién aproximada con la exacta. (Resp. dL = 0,062, L = 0,065)
Hallar empleando la diferencial, un valor aproximado de (1,02)3 - (0,97)? Resp. 1
Hallar empleando la diferencial, un valor aproximado de sen 32° - cos 59° Resp. 0,273

Hallar la diferencial del orden que se indica, para cada campo dado

a) D'f, f(x,y) = x* + 3xy?

b) D*f, f(x,y) = x*+ 3xy? Resp. 12x2 dx? + 12ydxdy + 6xdy?
c) D*f, f(x,y,z) = x> +y3z* Resp. 2x? dx? + 6yztdy? + 12y32%dz? + 24y*Zz3dydz
d) D3f, f(x,y) = x3y*+3x Resp. 6y* dx3 + 72xy3dx2dy + 108x%y2dxdy? + 24x3ydy®

Si F(x —az,y — bz) = 0, demostrar que azy + bz, = 1
Si F(%, %) = 0, demostrar que xzy +yz, = z

Sean f(x,y) = x> + 3, ¢(x,y) = x> — xy + y>. Hallar | (i—i) Resp. —3x% + 6x2y — 6xy? + 3>

2 2
. . . . . xyu —yo-+x- = 0
Si las funciones u, v, x, y estan relacionadas por la ecuaciéon { 42 4002 yx3 — hallar

ou Jdu Jdv Jdx oJx dy Jy

dx’ dv’ dy’ du’ dv’ Ju’ Jv

2+yu+22z—v =

0 ueden resolverse en términos de
xv +y? +3zu? —5 oP

Si las ecuaciones para u y v {

ou dJv 9 2(x2+02) 9 12xuz—
X, Y,z Hallar al a Resp. ﬁ = _xggilzzv)z’ % - xyTlZZMZZZ)
Sean f(x,y) = Inxy, g(x,y) = ¥ — 1. Hallar | (%) Resp. 0

Seanu = u(x,y), v = v(x,y), u> —3v+ x>+ 2y = 0, u + v* — x + 3y> = 0. Hallar uy, u,, vy, vy
Res 3—4xv —4v—-18y 2u+2x 2-—12uy
p'3—1—4uv' 34+4uv ' 3+4uv’ 3+ 4uv

Siu? —v? =2x,y = uv, z = w. Hallar | (x’y’z> Resp. u? + 02

u,0,w

Transformar la ecuacién que se indica, empleando la sustitucién dada.

d2 d d2 d
a)xzd_gg+2x£+y:0,x:et ReSpd—t:zy—f‘d—z‘f‘y:O
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2
b) (1—x2)d—y— d—y:O, X =cos t

dx? " dx
34. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie dada.
a) x> +y>—z=0, P = (4,3,25)
b) x> +y*>+z2=a% P=(0,0,a)
) 2xz2 —3xy —4x—-7=0, P=(1,-1,2)

2
dy_o

Resp. W =
Resp. 8x +6y —z =25
Resp.z =a
Resp. 7x — 3y + 8z = 26

d) x? +y?+z* = 16, en el punto (2,3,/3). Resp.2x + 3y +2v/3 —16 =0

e) z=x+y,enel punto (1,1,2).
f) z= x*y?, en el punto (1,2,4).

Resp.x+y—z=0
Resp.8x +4y —z—12=0

35. Expresar en potencias de x —2 e y — 1 el campo f(x,y) = xy* +2x — 1.
Resp.5+3(x —2) +4(y—1)+2(x —2)(y — 1) +2(y — 1) + (x — 2)(y — 1)?

36. Expresar en potencias de x — 1 ey — 2 el campo f(x,y) = x%y.

Resp.2 +4(x — 1)+ (y—2) +2(x = 1)2+2(x = 1)(y — 2) + (x — 1)?*(y — 2)

37. Sea f campo escalar tal que f(0,0) = 4, f+(0,0) = 2, £,(0,0) = —1,

F2x(0,0) =3, £,4(0,0) = 2,

términos de la serie de Taylor de f en potencias de x e .

Resp. 4 +2x —y+ 3% — 2y +y* + §° + 327y — 30 + 307

38. Desarrollar el campo escalar f(x,y) = —x2 + 2xy + 3y*> — 6x — 2y — 4, segtn Taylor, en una
vecindad de (—2,1). Resp. f(x,y) =1— (x +2)2+2(x +2)(y — 1) + 3(y — 1)?

39. Determinar los extremos relativos de los siguientes campos:

a) f(x,y) = 6x —y* — x2. Resp. Max. f(3,0) = 9.
b) f(x,y) = 18x> — 32y — 36x — 128y — 110 Resp. (1, —2) punto silla.
c) f(x,y) =sen(x+y)+senx+seny. Resp. (%, %) maximo, (3£, 3).
d) f(x,y) = 4xy?> — 2x%y — x. Resp. (0,3) y (0, —3) puntos silla.
e) f(x,y,z) = x* 4+ 2y* + 2% — 2xy — 6x — 2z + 21. Resp. Min. f(6,3,1) = 2.
H foyz) =xyz+ 1+ + 5 Resp. min f(1,1,1) = 4. max f(—1,-1,-1) = —4

40. Resolver los siguientes problemas de optimizacién:

a) Hallar tres niimeros cuya suma sea 21 y su producto méximo.

b) Determinar las dimensiones de una caja rectangular, sin tapa,

32 cm?, de tal forma que su superficie sea minima.
Resp.x =y

Resp.x=y=2z=7

que posee un volumen de

=4,z=2. S, =48cm?
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

c) Un pentdgono estd formado por un rectangulo coronado por un tridngulo isosceles. El
perimetro del pentdgono es P = 10 cm. Hallar las dimensiones que hagan el 4rea minima.

Resp. x = 2,68, y = 2,11, z = 1,55. Ay = 6,7cm?

d) Hallar las dimensiones del paralelepipedo de volumen maximo que se puede inscribir en
8 12

6
VR RV

Usar multiplicadores de Lagrange para hallar los puntos criticos de los campos y restricciones
que se indican.

un elipsoide de semiejesa =3,b =4,c = 6. Resp. x =

a) f(x,y) = x* + 2xy + y?, restriccién x —y = 3 Resp. (3, —3)
b) f(x,y) = 25— x? — y?, restriccion x> + y> —4y =0 Resp. (0,0) y (0,4)
) f(x,y,z) = x>+ y? + 22, restriccion 3x — 2y +z —4 =0 Resp. (§,—3,2)

Inscribir en una semicircunferencia de radio = 10 el rectdngulo de drea maxima.

Resp. x = 3,53, y = 7,07, Apax = 100.

Hallar las dimensiones del paralelepipedo de volumen méximo que puede inscribirse en un

cono de altura h = 12, radio basal r = 4. Resp.x =y =1,88, z=4, Vyux = 592.

Hallar la distancia minima entre la pardbola 4y = 4x> — 7 y el punto (3,2) (Ind. Operar con la
distancia al cuadrado). Resp. (/12

Hallar la distancia minima entre el origen de coordenadas y el plano 3x + 6y + 2z —28 = 0
(Ind. Operar con la distancia al cuadrado). Resp. 4.

Una casa de comida rdpida vende dos clases de sandwich: chanchoman y polloman. El costo
de los primeros es $ 40 y de $ 50 los segundos. Si el precio de venta de los chanchoman es
de $ x, la venta total mensual de ellos es (3200 — 50x + 25y) unidades. Si el precio de venta
de los polloman es de $ y , entonces la venta total mensual de estos es (25x — 25y) unidades.
Determinar el precio de venta de cada marca de sandwich para tener la méxima utilidad.

Resp. 84 y 89 dolares

La produccién de un articulo depende de dos compras, cuyos montos vienen dados por 100x y
100y, y cuyos precios por unidad son de 4 y 1 d6lar respectivamente. El monto de la produccién
estd dado por 100z, siendo su precio por unidad de 9 ddlares. La funcién de produccién es
f(x,y) =5— % - % Hallar la méxima utilidad. Resp. max(%,?)), U,ax = 2700 do6lares.

La funcién produccién de un articulo es

g2y Lo 1o 9
f(x’y)_x+2y 8x 4y 8
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49.

50.

51.

La produccién depende de dos compras, cuyos montos vienen dados por 100x y 100y, y cuyos
precios por unidad son de 4 y 8 délar respectivamente. El monto de la produccién estd dado
por 100z y cuyo precio por unidad es de 16 ddlares. Hallar la maxima utilidad.

Resp. 6400 dolares.

Una fabrica produce dos articulos, A y B, cuyas unidades son x e y. A médxima capacidad la
tabrica produce, entre ambos articulos, 120 unidades. La funcién de costo total conjunto es
C = 3x% + 5y? + 5000 pesos. hallar el costo minimo. Resp. $ 32000

La funcién de ganancia total G = 10xy — 5x> — 7y + 40x corresponde a la producién de dos
articulos , A y B, de unidades x e y. Si la produccién de los dos articulos es de 13, hallar la
ganancia méaxima. Resp. $ 225

Un vendedor recibe 12 tangas para vender en las playas de Licanray, a $ 3000 cada una. Al
observar la demanda entre las clientas, el vendedor nota que por cada tanga que no pone en
venta, ellas estdn dispuestas a pagarle $ 500 mas por tanga en venta. Determinar el maximo
ingreso de esta venta. Resp. $40 500, (pto critico, en venta x = 9, no en venta y = 3).

3.21. Problemas adicionales

. Bosquejar el dominio del campo escalar f(x,y) = {

21,2
vl e £

0 24 y* =0

. Hallar los valores reales de la constante k para los que el campo escalar

x6y6

flxy) = m

en una vecindad del (0,0), tenga limite real finito.

. Describir graficamente la region de continuidad del campo

_ In(fx] + [y])

Jo) = e -1

. Una ecuacién que relaciona un campo escalar y sus derivadas se llama ecuacién diferencial

xX+y

en derivadas parciales. Demostrar que la funcién w(x,y) = xy f (W) satisface la ecuacion

diferencial parcial
20w  H0w
ax 7/ dy
y hallar G(x,y).
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10.

Sean f y g funciones arbitrarias de una variable. Demostrar que z = f(x — kt) + g(x + kt),
siendo k una constante, es solucién de la ecuacién diferencial en derivadas parciales

Pz 1
ox2 k2 of2
Demostrar que lim x,1y) = 0 para
a (x,y)—>(010)f( 2 P

x? sen(xY)

fiAlxy)/ <y} >R, f(x,y) = Wi

A (y) £ (01
Sea f(x,y) =
0 L(xy) =01

a) Analizar continuidad de f en (0,1)
b) Analizar la continuidad de D1 f(x,y) y D2f (x,y) en (0, 1).
c¢) Estudiar la diferenciabilidad de f en (0,1)

Calcular D,1f(0,0) y D12f(0,0) para el campo escalar

2 y2

C[EE(%,0) £ (0,0)
f(x’y)_{ "0 ) = (0.0

RIS

Determinar si el campo escalar dado es continuo en (0,0).

V1 Léfc)—(:;y_ WLy £ (0,0)

-1 ,(x,y) = (0,0)
El volumen de un cono truncado se determina mediante la expresiéon
v =3h(R*+r*+R)
siendo, h la altura, r y R radios superior e inferior. Si r = 20 dm, R = 30 dm, & = 40 dm.
Determinar aproximadamente la variacién del volumen si R aumenta en 0,3 dm, r aumenta

en 0,4 dm, y h aumenta en 0,2 dm. Hallar también el porcentaje de esta variacién respecto del
volumen inicial.
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3.21 Problemas adicionales

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Sea T(x,v,z,t) = xy*> + 2yzt + sen xt la temperatura en el punto (x,y,z) en el instante ¢. La
rapidez de variacién de la temperatura respecto del tiempo es

dT dT .
5= 3 +v-VT, v =velocidad

Determinar la rapidez de variacién de la temperatura con respecto al tiempo que experimenta
una particula al pasar por el punto (2,3,1) con velocidad 7 = (1,1, —2) en el instante t = 0.
aT
Resp. — =29
esp. —

Sean a4, b, ¢ los lados de un tridngulo. Si b = 4,10, ¢ = 3,95, A = 62°. Determinar el lado a en
forma aproximada.

Los lados de un terreno triangular miden 100, y 125 metros con un error posible de 0,2 mts. El
angulo comprendido entre los lados es de 60°. ; Cuél es el error aproximado con que se mide
el area del terreno?

Hallar $2(1,3) y 3—5(1,3) six?—xz+z2+yz =4

El punto P(x,y) describe la curva y = (3x — 4)%. Se sabe que % (2,16) = . Hallar %(2, 16).

Siw= f(u,v), u=x+y, v=2x—2y, demostrar que
oo du_ (dw)?_, (du)’
dox dy  \du ov

Seanu =2z —vy, v =z+2y, yw = f(u,v) funcién de clase {?. Demostrar que

o*w 1 (2 . E)z_w o*w 82w>

dvdu 25 dz2 +3 dzady - ay?

Hallar Dj; f para el campo escalar f(x,y) = x> — xy — 2y en (1,2) y en la direccién que forma
un angulo de 60° con el eje Ox.

Hallar D; f para el campo escalar f(x,y) = x’y> — 3y? en (—3,4) en direccién hacia el origen
de coordenadas.

Hallar D;f para el campo escalar f(x,y,z) = xy* — xyz + z° en (1,1,2) y en la direccién que
forma angulos de 60°, 45°, y 60° con los ejes coordenados.

Siz = f(x?y) es diferenciable, demostrar que x % = 2y g—;

Hallar la distancia minima del origen (0,0,0) a la curva {x(x + 8y) = 45 — 7y?, z = 0}.
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3.21 Problemas adicionales

23.

24.

25.
26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

X

Sea f(x,9) = 1

a) Determinar el dominio de definicién del campo escalar f.
b) Determinar la regién de continuidad del campo f.
¢) Hallar D1£(0,0) y D,£(0,0).

d) Determinar si f es diferenciable en (0,0).

La funcién z = f(x,t) describe la temperatura en funciéon de la posiciéon x y del tiempo t.

2.2 . s 2
Demostrar que z = ¢’* *! cos rx satisface la ecuacion a?fyy = —f;.

Hallar los valores de a de modo que el campo z = 3axy — x° — > tenga un maximo.
Maximizar la utilidad u = x'/3y'/2 si la restriccién de presupuesto es 10x + 3y = 140.

Hallar una constante c tal que en todo punto de interseccién de las esferas
(x—c)*+y*+22=3, 2?4+ (y—17>+22=1
los planos tangentes correspondientes sean perpendiculares.
Resp.c = +/3

Seaw = f(x,y),si x = rcos 0, y = rsen 6. Demostrar que

ow 2_|_1 ow 2_ ow 2+ ow '\ 2

or 2 \a0 )  \ox Ay
Una fabrica produce sélo dos articulos; cinturones y carteras. La funcién de costo total viene
dada por C = 8x? — xy + 12y. La fébrica esta obligada por contrato a producir 42 unidades

entre cinturones y carteras. Determinar la produccion necesaria de cada uno de estos articulos
con el fin de minimizar los costos.

Hallar los valores extremos del campo f(x,y) = 8x% — 24xy + y?, sujeto a la restriccién x? +
2
y- =1

Un carpintero debe construir una caja abierta y de base cuadrada. Los lados de la caja tienen
un costo de $ 3 el cm? y la base $ 4 el cm?. Hallar las dimensiones de la caja de volumen méximo
que se puede construir con $ 48.

Hallar los valores extremos del campo f(x,y) = y + xz — 2x? — y? — z2, sujeto a la restriccion
z=35—x—y.

Hallar e identificar los puntos criticos de la funcién f(x,y) = y> + 3x%y — 3x> — 3y> + 2.

Seaz = f(x,y),x =u+v,y =u—v. Hallar aauzazv en términos de x e y.
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3.21 Problemas adicionales

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

Hallar el punto de interseccién de las esferas (x —2)% + y? + 22 = 12, x> + y?> + 2> = 4, més
préximo al punto (1, 1,0).

Hallar los valores maximos y minimos del campo z = x?y(4 — x — i) sobre el recinto acotado
porlasrectasx =0, y =0, x+y = 6.

Se dispone de $1600 para construir una caja rectangular cerrada de base cuadrada. El precio
del material, por metro cuadrado, es de $ 200 para la tapa y el fondo y de $ 100 para los lados.
Hallar el méximo volumen de la caja a construir.

Una caja rectangular debe quedar exactamente dentro del elipsoide 2x? + 3y? + z2 = 18, con
cada arista paralela a uno de los eje coordenados. Hallar su maximo volumen.

Determinar las dimensiones de una caja rectangular de volumen méaximo que se puede ubicar
de manera que sus caras coincidan con los planos coordenados y un vértice quede en el plano
x+y+z=1

Estudiar el campo escalar f(x,y) = x*y>(6 — x — y) en lo referente a existencia de puntos
extremos y puntos sillas.

Un lago tiene la forma de la elipse x> 4+ 4y> = 4. Se traza una carretera siguiendo la curva
x +y = 4. Hallar el punto més cercano entre la carretera y el lago.

Este problema es de PLANTEMIENTO (no para resolver).

¢(Cual debe ser el disefio que involucre un minimo gasto de material al construir una cisterna
metdlica abierta, con un tridngulo rectdngulo como base y de lados verticales si el volumen de
la cisterna debe ser de 2 metros ctibicos?

La temperatura en un punto (x,y)es T = —k—, k€ R

/x2+y2 /
a) Hallar la direccién en la cual la razén de cambio de la temperatura es maxima en el punto
(1,v3)

b) Un insecto se detiene en el punto (1,1/3) y nota que la temperatura aumenta en la vecin-
dad de dicho punto. Hallar la direccién en el cual debe moverse de modo que la temper-
atura sea menor.

1

Determinar la rapidez de cambio del potencial en (2,2, —1) en la direccion del punto (2, —3,6).

SeaV(x,y,z) = el potencial eléctrico de un campo escalar en el punto (x,vy,z) € R5.

El volumen de un silo cilindrico con ctipula semiesférica es V. = 7 12 h + % 7 13, siendo K la

altura, r el radio. Estimar el cambio en el volumen de un silo de 6 pies de radio y 30 pies de
altura si el radio aumenta en 4 pulgadas y la altura disminuye en 6 pulgadas.

El radio r y la altura / de un cilindro circular recto aumentan a razén de 0,01 cm/min. y 0,02
cm/min. respectivamente. Hallar la tasa de crecimiento del volumen respecto al tiempo cuan-
dor=4cm,h=7cm.

240



3.21 Problemas adicionales

47.

48.
49.

50.

51.

52.

53.

54.

La temperatura T en un punto (x,y) de una placa de metal colocada en el plano xy es inversa-
mente proporcional a la distancia al origen. La temperatura en el punto P(3,4) es de 100°.

a) Hallar la razén de cambio de la temperatura en P en direccion del vector (1,1).
b) Hallar la direccién de maximo aumento de la temperatura a partir del punto P.
c) Hallar la direccién de minimo aumento de la temperatura a partir del punto P.
d) Hallar la direccién en la que se anula la tasa de variacion.

Estimar (1, 02)2 In(0,97) mediante un polinomio de Taylor de orden 2.

La temgeratura en cada punto de la esfera x> + y?> + z> = 50 viene dada por T(x,y,z) =
100 + x* + y*. Hallar la temperatura maxima sobre la curva de interseccién de la esfera con el
plano x +y +z = 5.

Hallar los extremos del campo escalar f(x,y) = 2x + y en la regién R acotada por x > 0, y >
0, x+y<4,3x+y<e6.

Considerar el campo escalar
f(x ]/) — ) 2 ,(x,y) 7£ (010)
(0,0)

a) Determinar continuidad en (0,0)
b) Hallar D1£(0,0) y D,f(0,0)
¢) Averiguar si el campo es diferenciable en (0,0)

Usar diferenciales para hallar un valor aproximado, con dos decimales, de

V/(0,98)2 + (2,01)2 + (1,94)?

La derivada direccional de un campo escalar w = f(x,y) en el punto Py(1,2) en la direcciéon
hacia P;(2,3) es 22, y en direccién hacia P»>(1,0) es -3. Hallar la derivada direccional en P en
direccién hacia el origen de coordenadas. Determinar ademads, en que direccidn, a partir de Py
se encuentra el maximo incremento del campo.

El Comandante del avion LAN 707, que se dirige de Santiago a Puerto Montt, informa a la torre
de control del aeropuerto Maquehue que la temperatura T en cualquier punto del espacio es
T = T(x,y,z), que las coordenadas x e y aumentan a razén de 4 millas por segundo, y que la
coordenada z disminuye a razén de 3 millas por segundo. La computadora de la nave le indica
que
T _, T _, o _
ox ay 0z

Con el fin de dar con la ruta correcta el comandante necesita saber ’%. Determinar la respuesta
correcta que debe dar la torre de control.

9
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55.

56.

57.
58.

59.

60.

61.

62.

63.

2

Sea w = f(u,v) funcién de clase ¢, con x = u + v, y = u — v. Demostrar que

0w 9%w B 02w
oudv  Jx2 Y2

Se fabrica un articulo K, de insumos A y B cuyas unidades son x e y. La funcién de produccién
de K es P, cuya venta a V pesos determina el Ingreso. Los costos unitarios de los insumos son
C4 y Cs, el costo fijo es Cr. Hallar la méxima ganancia.

P = 180x 4 240y — 5xy — 3x*> —5y%, V. =10, C4 = 30, Cy =50, Cr =0

Hallar minima distancia entre el paraboloide x> 4+ y?> +z —9 = Oy el plano 2x + 4y +z — 56 = 0.

Hallar la derivada direccional del campo f(x,y,z) = x® + 4xy + z? — 2yz en direccién de la
curva 7(t) = ti4+ 22 j+ £ k en t = 1. Graficar la trayectoria. (Ind. usar definicién adecuada)

Suponer que T(x,y) = 40 — x> — 2y? representa la distribucién de temperatura en el plano
xy. La temperatura es en grados celsius, x e ¥ en metros. La reina “mechona” de la UFRO se
halla en el punto (3,2) y pretende dar un paseo. Quien desee acompanarla deberd resolver los
siguientes acertijos del Ordculo del ayudante:

a) Describir el lugar geométrico de los puntos que debe recorrer si “ella” desea disfrutar
siempre de la misma temperatura que en el punto (3,2).

b) Hallar la direccién y sentido que debe tomar para ir en camino del maximo crecimiento
de la temperatura.

¢) Si camina /5 metros en la direccién del vector @ = —67 — 8 j, determinar la temperatura
en ese punto.

xy3
Considerar el campo escalar f(x,y) = {x2+y2’ (x/y) # (0,0)

0, (x,y) =0

a) Determinar si el campo es continuo en (0, 0)
b) Hallar D1 £(0,0) y D12f(0,0).
c) Averiguar si el campo es diferenciable en (0,0).
Probar que las superficies F(x,y,z) = x> +y*> +2z2 —6x —6y+2z+10 = 0 y G(x,y,z) =
x? + 4y* — 42> — 4 = (0 son tangentes en el punto (2,1,1).
los planos tangentes lo solucionan

Hallar el punto sobre la superficie z = x> — 2y? + 3y donde el plano tangente es paralelo al
plano 2x — 5y —z+5 = 0. Resp. (1,2, 1)

Se considera el campo escalar que asocia a cada punto su distancia al origen de coordenadas.
Determinar:
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64.

65.

66.

a) las superficies equiescalares. Resp. Esferas de ecuacién x? + y?> +z2 = C
b) la superficie equiescalar que pasa por (1,1,1). Resp. x? +y*+ 22 =3
c) el gradienteen (1,1,1). Resp. Vf = (1,1,1)
Para la superficie x?> + 3xyz + z> — 5 = 0, determinar el plano tangente en el punto punto
(1,1,1). Resp.5x +3y +6z—-14=0
Calcular dz si xyz = 2x + 4y + 3z. Resp. dz = gz_;; dx + g‘z_;;dy

Hallar los extremos de la funcién f(x,y) = x> + y? en el recinto limitado por las rectas y =
l-x,y=14+x, y=—-1—-x, y=—-1+x. Resp. minimo en (0,0,0) y maximos en
(0,1,1), (0,—-1,1), (1,0,1), (—1,0,1)
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Bienaventurado el hombre
que halla la sabiduria
Y ante todas sus posesiones
adquiere inteligencia.
Proverbios 1:7

CAPITULO =~ 4
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4.1 Introduccion

41. Introduccion

Generalizamos la integral de Riemann, de funciones reales de una variable real sobre un intervalo
[a,b], a funciones reales de varias variables reales (campos escalares) y a conjuntos que son mas ge-
nerales que un intervalo. Dejamos claramente establecido que la integral de Riemann tiene s6lo un
gran valor tedrico, su definicién no permite calcular integrales multiples, pero si nos proporciona un
sustento matemadtico adecuado del concepto de integral multiple. Afortunadamente, los teoremas
fundamentales proporcionan las herramientas de célculo de dichas integrales. Nuestro trabajo cons-
ta de dos partes, la primera considera la extensién de la integral a intervalos de R", y la segunda a
conjuntos acotados de R". Interesan de manera especial los casos particulares n = 2 y n = 3, por
esta razon, la teoria se mantiene a nivel de IR” y los ejemplos y algunas demostraciones se realizan
para n = 2. Posteriormente, se analiza el cdlculo de las integrales dobles y triples en forma separada
con algunas de sus aplicaciones més interesantes.

4,2. Intervalos

En el caso n = 1. Esto es, para las funciones f : R — IR, el proceso de la integral requiere como
punto de partida, para desarrollar la teoria de la integral de Riemann, que la funcién f sea positiva
y acotada sobre un intervalo de IR. Esto se mantiene en la generalizacién. Veamos el significado de
intervalo en dimensiones superiores.

Definicién 4.2.1. Sean [} = [a1,b1], I = [az,b2],- -+, I, = [an, by] intervalos de R, @ = (ay,4az,- - -, ay),
b= (by,by, -, by) elementos de R". Se llama intervalo cerrado de R" al conjunto [d, b] tal que

[@,0] = [a1,b1] X [a2, bo] X - - X [a, by]
En particular:

0 Sin =1, el intervalo cerrado [a,b] C R es el conjunto

[a,b) ={x e R/a <x <b}

0 Sin =2, elintervalo cerrado [4, E] C R? con @ = (a1,a2), b= (b1,b2), X = (x,y), es el conjunto
@b ={¥€R*/ m <x<by, ap <y < by} = [a1,b1] x [a2,b)]

Observamos que [4, E] C R?, es un rectangulo de vértices (ay,a2), (b1,a2), (b1, b2), (a1,b2), con
lados paralelos a los ejes coordenados. (figura 4.1)

O Sin =3, elintervalo [4, B] cond = (ay,4ap,as), b= (b1,by,b3), X = (x,y,2z) es el conjunto

4,0 = {FeR/ a3 <x<by, a, < Yy <by, a3 <z <bs} = [ay,by] x [az,by] X [a3, b3]
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4.3 Contenido

Este intervalo es un paralelepipedo rectangular. (figura 4.2).

y ...................................................................... Z
" ' )
B . B
an ; 7 bz
X ' Yy
: a
ai b1
A PP [ x .
tigura 4.1 figura 4.2

4.3. Contenido

Es conocido que todo intervalo de la recta real tiene longitud, finita o infinita. En dimensiones supe-
riores empleamos una nueva terminologia que incluye este caso particular.

Definicién 4.3.1. Sean @ = (ay,ap,--- ,a,), b = (b1,by, - -+ ,by), elementos de R". El contenido del
intervalo [d, b] C R", que se denota por { ([d, b]) corresponde a

n
¢([a b)) =T (bi —a)
i=1
Sin =1, el contenido del intervalo [4,b] C R es la longitud del intervalo unidimensional.
¢(lab]) = L([a,b]) = by — &
Sin = 2, el contenido del intervalo [@,b] C R? es el area del rectangulo.
¢((@,b]) = A((@,b]) = (b1 —a1) - (b — a2)

Sin = 3, el contenido del intervalo [7,b] C R3 es el volumen del paralelepipedo

¢([d,b]) = V([d,b]) = (by — a1) - (b — a2) - (b3 — a3)

4.4. Volumen bajo una superficie

Sea f : R C R? — R un campo escalar positivo y acotado en el rectdngulo R = [a,b] x [c,d].
Pretendemos hallar el volumen del s6lido que queda entre el grafo de f en R y el plano xy, tal como
muestra la figura 4.3
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4.4 Volumen bajo una superficie

€Ly A i} g
Li-1
""" ; R = a,b] x ¢, d]

figura 4.3

\w

Para este propdsito, veamos en primer lugar, la generalizacion del concepto de particién. En el caso
n = 1, una particion de [a, b] es un conjunto de la forma

P={a=x<x1<- - <x,=0b}

siendo la norma de esta particion es ||P|| = max{ x; — x;_1 }.

Para definir particién de un intervalo [, b] = [a1,b1] X [a, b2] C R?, se consideran:
» P ={x;/i=0,1,2,--- ,k} particién de [a1,b1] C R

» P, ={x;/j=0,1,2,- -k} particién de [a3, bp] C R.

En base a esto, la particion P = P; x P, de [4, b] corresponde al conjunto P = {(x;, x;)}. La generali-
zacion a dimensiones mayores es entonces evidente.

Definicién 4.4.1. Sean d = (ay,a,- -+ ,a,), b= (b1,by,- -+, by). Si P; es una particion de [a;, b;], entonces

P =P, X Py x--- x Py, se denomina particién de [@,b], y ||P|| es su norma o malla, la que corresponde a
||P|| = méX{HPiH /i=1,2,--- ’n}

Ejemplo 4.4.2. Los conjuntos Py = {0,1/2,1}, P, = {0,1} son particiones de [0,1] C R. Mientras que,
P=1{0,1/2,1/4,1}, Q = {0,1/3,3/4} no lo son. Ademds, ||P1|| =1/2, ||P2|| = 1.

Ejemplo 4.4.3. Sean [7,b] C R2, con @ = (2,3), b = (4,6), entonces [d,b] = [2,4] x [3,6]. Si P =
{2,3,4} y P, = {3,5, 6} son particiones de [2,4] y [3, 6] respectivamente, entonces

P ={(23),(25),(26),(33),(3,5),(3,6),(43),(45),(46)}

es una particién de [d,b). Ademds, ||P|| = max{||Pi||,||P2||} = 2.
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4.5 Sumas superior e inferior

4.5. Sumas superior e inferior

Sean f : [@,b] C R" — R funcién positiva y acotada, P particién de [7,b], y R; el i-ésimo intervalo
de la particiéon P, 1 < i < n. En estas condiciones existen escalares m y M tales que

m < f(%) <M, VX € [,b] C R"

Si definimos

mi(f) = inf{f(X)/X € R; X € R"}
M;(f) = sup{f(X)/X €R;, ¥ € R"}
cuya existencia esta asegurada por la hipétesis de que f estd acotada en [4, b], entonces se satisface
m < mi(f) < My(f) <M @)

Definicién 4.5.1. Se denominan suma inferior y suma superior, respectivamente, de la funcion f, corres-
pondientes a la particion P, a las expresiones

n

s(f,P) =) m(f)Z(R) y  S(f,P)=}) Mi(f)Z(R;)

n
i=1 i=1

C(R;) es el contenido del subintervalo R;

4.5.1. Interpretacién geométrica

La figura 4.4 muestra una superficie S que corresponde a la gréafica de un campo f : R? — R
positivo y acotado sobre un intervalo [, b]. Para una particion P del intervalo la suma inferior repre-
senta la suma de los volimenes de los paralelepipedos interiores, y la suma superior la suma de los
voltmenes de los paralelepipedos exteriores.

figura 4.4

Veamos en que forma podemos aproximarnos a una expresiéon matematica del volumen bajo la su-
perficie.
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4.5 Sumas superior e inferior

Proposicién 4.5.2. Sea f : [d, E] C R" — R funcién positiva y acotada, entonces para toda particion P de
[@,b] se tiene
m-§([a,b]) <s(f,P) < S(f,P) < M-{([d,b])
Demostracion.
Multiplicando la ecuacién (4.1) por {(R;) y aplicando sumatoria se tiene que
n n n
m-{([d0]) = Y} ml(Ry) <) mi(f)C(R) <) Mil(R) <) ME(R;) = ME([d0b])
i=1 i=1 i=1 i=1

Esto es
m-{([d,B]) < s(f,P) < S(f,P) < M-{([3,b])

Es claro entonces, que el volumen bajo la superficie S satisface
s(f,P) < V(S) <S(f,P)
Esta aproximacién mejora si se introduce el concepto de refinamiento.

Definicién 4.5.3. Sean P y P’ particiones de [d,b] C R", tal que P C P’, entonces P’ recibe el nombre de
refinamiento de P.

. 13 . ) . ..
Ejemplo 4.5.4. La particién P, = {0, > 1} del intervalo [0,1] C R, es un refinamiento de la particién

1
P, =0, 5 1} del mismo intervalo.
Ejemplo 4.5.5. Para el intervalo [0,1] x [0,1] de R? la particién

P2 = {(0,0),(0,2), 0.1), (3,0), (3, 3), (10), (1,5), (L1}

es un refinamiento de la particion

PL={(0,0),(0,5), (0.1),(1,0), (1,5), (1, 1)}

del intervalo considerado.

Si P es una particion de [d, b C R”, y P’ es un refinamiento de ella, entonces las sumas superior e
inferior del campo f sobre el intervalo y respecto de estas particiones, satisface que

s(f,P) <s(f,P') y S(f,P)<S(fP)

Tal como en integracién unidimensional, lo que estamos afirmando, es que un refinamiento aumenta
las sumas inferiores y disminuye las sumas superiores. Con lo cual la aproximacién al volumen
mejora tanto como podamos refinar.
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4.6 Integral de Riemann

4.6. Integral de Riemann

Ahora vamos a encontrar la é6ptima aproximacién al volumen bajo la superficie, teniendo como base
las ideas trabajadas anteriormente. Sea I' el conjunto de todas las particiones de [4,b] C R". De la
expresion

m-{([@,b]) <s(f,P) < S(f,P) < M-([d,b])

que se verifica para cada particién P € T, se deduce que el conjunto {s(f,P)/ P € I'} estd acotado
superiormente, de hecho, M - {([a, b]) es una cota superior. Se sigue entonces, que este conjunto debe
tener supremo. En forma andloga, el conjunto {S(f, P)/ P € I'} tiene una cota inferior, m - {([a, b]),
siguiéndose entonces que este conjunto debe tener infimo. Debido a su importancia, a este supremo
y a este infimo damos nombre y simbologia propia.

Definicién 4.6.1. Sea T = {P/ P particién de[d,b] C R"}, las expresiones siquientes se denominan inte-
gral inferior e integral superior respectivamente, de f sobre el intervalo [, b].

ﬁ}f:sup{s(f,P)/ PeT}, /[E’E]f:inf{S(f,P)/ PeT}

Se deduce, directamente de esta definicién, que si f es una funcién acotada sobre [, b C R", en-
tonces para toda particion P de este intervalo se tiene

P < [ f< [ FEs(P) 42)

Definicién 4.6.2. Una funcién f definida sobre [d, b] C R" es Riemann Integrable, o simplemente inte-
grable si estd acotada sobre [d, b] y satisface

an’ T Jan?
El valor comtn se denota /[ B f,y recibe el nombre de integral definida o de Riemann
ab
Sin = 2, la integral de la funcién f sobre [d, b] C R? se llama integral doble, y su notacion es

S d = f o) a4

dA es la diferencial de 4rea.

Sin = 3, la integral de la funcién f sobre [d, b] C R® se llama integral triple, y se anota

ool =] [y Few)
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4.6 Integral de Riemann

dV es la diferencial de volumen.

Consecuencia inmediata de (4.2) es que si f es integrable sobre [7,b] C R”", P particién de [d,b],
entonces

s(f,P) < /W] f<S(f,P) (4.3)

Este resultado es una herramienta que permite el cadlculo aproximado de la integral. Mostramos esto
parael cason = 2.

Ejemplo 4.6.3. Sea f (x,y) = 16 —x2 — 2, [@,b] = [0,2] x [0,3] Es claro que f es acotada Y no negativa
sobre el intervalo [d, b] Vamos a encontrar un valor aproximado de la integral de f sobre |4, b] usando las
particiones Py = {0,1,2} y P, = {0,1,2,3} de [0,2] y [0, 3], respectivamente.

y z

iy
111,

3 ?73’/1"11 o5
s AN
Rz |R /I""/"\‘\\\
[ / m;';'g. A
0‘ M )
: Ry |Rs ,
Ry | Re Y X242 =16
x
1 2 s N
figura 4.5 x figura 4.6 y

La figura 4.5 muestra la particién del intervalo y la figura 4.6 la superficie que es un paraboloide.
Una aproximacién, no muy buena, viene dada por la aplicacion de la proposicion (4.5.2). Para ello
debemos determinar el valor de la funcién en todos los puntos de la particion.

P ={(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,1),(2,2),(2,3)}
de [0,2] x [0, 3]. Los valores de la funcién son: f(0,0) = 16, f(0,1) = 15, f(1,0) = 15, f(1,1) = 14,
=3,

f(0,2) =12, f(1,2) =11, f(0,3) =7, f(1,3) =6, f(2,3) f(2,2) =8, f(2,1) =11, f(2,0) = 12.
Conlo que m = 3, M = 16. Luego,

6-3:18§/[b}(16—x2—y2)dA§16~6:96
a,

Una mejor aproximacién se encuentra mediante el empleo de las sumas superior e inferior de la
funcion sobre el intervalo. En efecto,

s(f,P) = ) m(f) ARR) = f(L1)+ f(1,2) + f(1,3) + f(2.3) + f(22) + f(2,1)

= 14+11+6+3+8+11 =253
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4.6 Integral de Riemann

De igual forma se obtiene la suma superior
6
S(f,P) = ) Mi(f) A(R;) = £(0,0) + £(0,1) + (0,2) + f(1,2) + £(1,1) + f(1,0)
i=1
= 16 +15+12+11+14 415 =83

Esto significa que

-

ab]

53 g/[ (16 — x2 — y?) dA < 83
ab
La aproximacién media aritmética de s(f, P) y S(f, P) entrega la aproximacién

/*E](16 —x? —yH)dx dy ~ %(53—1—83) — 68

@,

El valor exacto de la integral es 70. De aqui que el uso de la media aritmética de las sumas superior
e inferior, nos ha llevado a cometer un error de 2 unidades.

El siguiente resultado entrega condiciones de integrabilidad para una funcién acotada, tomando
como base las sumas superior e inferior.

Teorema 4.6.4. Una funcion acotada f es integrable sobre el intervalo [d, b C R" si y sélo si, para cada
e > 0 existe P particién de [d,b] tal que S(f, P) — s(f,P) < e.

Demostracion.

(<= Suponemos que para todo € > 0 existe P particion tal que S(f,P) —s(f,P) < e.

Del hecho de que s(f, P) < - f se sigue que
,

SERY

@8]

f (4.4)
Ademads sabemos que

S(f,P)> |- f (4.5)

[4,0]

Luego, de las ecuaciones (4.4) y (4.5) se sigue que

S(f,P) —s(f,P) > /[mf— . (4.6)

Al considerar la hipétesis S(f, P) — s(f, P) < € en la ecuacién 3.6 tenemos que

05/% — | . f<e
W]f @]f
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4.7 Propiedades de la integral

de donde se concluye que f es integrable sobre [, b] C R2.

(=) Suponemos ahora que f integrable sobre |7, b]. Entonces

/[ﬁﬁ] /= /[b] 1= Jaw!
Luego
[ ) =sup{sU )} = (S (f, P))

Como la integral es el supremo de las sumas inferiores, para cada € > 0, existe P; particién tal que

/[E,E]f_s(frpl) <3

Ahora, dado que la integral es el infimo de las sumas superiores, existe particion P, tal que
€
S(f,P) — < =
(f P2) [@,D] f 2

Al sumar estas desigualdades,
S(f,P2) —s(f, P1) <e
Si P es un refinamiento de P; y de P,, entonces

S(f,P) =s(f,P) <S(f, ) —s(f, P1) <e

con lo cual se concluye la demostracion.

4.7. Propiedades de la integral

Enunciamos las propiedades basicas de la integral, que son las herramientas que permiten operar
con cierta facilidad los conceptos ya definidos. Como se trata de una generalizacién, no debe ex-
trafiar que sean las mismas propiedades de la integral unidimensional.

Propiedad 1

Sic:R" — R es una funcion constante, entonces ella es integrable sobre [, b, y se tiene

|- e=ce(i@ )

[@,5]

Propiedad 2 ( Linealidad)
Si las funciones f y g son integrables sobre [, b] C R", entonces la funcién ( f + g) es integrable

sobre |4, E], y se tiene
/[ﬁ,BJ (f+e)= /[azw I Jan®
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4.8 Integral sobre conjuntos acotados

Propiedad 3 ( Linealidad )
Si f es integrable sobre [d, I;] C R"y ¢ : R" — R una funcién constante, entonces la funcién (cf) es
integrable sobre [7, ], y se tiene
cf=c
Joa =< Joa!

Propiedad 4

Si las funciones f y ¢ son integrables sobre [d, E] C R", entonces la funcién producto (f - g) es
integrable sobre [7, b].

Propiedad 5 ( Monotonia )

Si las funciones f y g son integrables sobre [#,b] C R" y se satisface f(¥) < g(¥) V¥ € [4,b], entonces

<
i’ = Jan®

Propiedad 6 ( Desigualdad triangular )

Si la funcion f es integrable sobre [@,b] C R", entonces la funcién |f| es integrable sobre [@,5], y se

tiene
ey
/[?i,b] f [d,b] /1

Dejamos hasta aqui el estudio de la integral sobre un intervalo. Vamos a extender la idea a conjuntos
acotados, y una vez que hagamos esto, volveremos a ella en mejores condiciones para su evaluacion.

4.8. Integral sobre conjuntos acotados

Si E un conjunto acotado IR", entonces es posible hallar un rectingulo que lo contenga completa-
mente. Sea E C [d, b] tal rectdngulo y consideremos que f es una funcién acotada sobre E. Se define
la funcién asociada al conjunto E, que se anota por fg a

e ={ Eer

Esta funcién fr es la que permite, en forma sencilla, extender la integral a cualquier conjunto acotado
E. Se tiene lo siguiente:

Definicién 4.8.1. Sea E C [d,b] C R" conjunto acotado. Si la integral de fr sobre [d, b] existe, entonces la
integral de f sobre E existe y se tiene
/Ef - [d,b] fe
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4.9 Contenido de E

Si la funcién f(¥) = 1, entonces la funcién asociada 1 pasa a llamarse funcién caracteristica del
conjunto E. Esto es,
. 1, siXeE
1 = .3
E(%) 0, siXx¢E

4,9. Contenido de E

Sea E C [d,D] conjunto acotado del plano xy, tal como muestran las figuras 4.7 y 4.8.

[a,b] x [c,d] [a,b] x [c,d]
1 I~ HE - I~ HE
A N A AN
N
[ [
N A b, l/
N P N P
I~ -1 [~ L1
rectdngulos inscritos rectangulos circunscritos
figura 4.7 figura 4.8

Sea P particion de [4, E], y R; el j - ésimo intervalo de P. Las figuras 4.7 y 4.8 muestran rectangulos
inscritos y circunscritos a la regién acotada por E. Sea E° el interior de E (el conjunto abierto mas
grande contenido en E), E la adherencia o clausura de E (el conjunto cerrado més pequefio que contiene a
E). A partir de esto es claro que se satisface la relacion

E°CECE

Se consideran luego, las funciones caracteristicas asociadas 1. y 1. Con los rectangulos inscritos a
la regién E se pueden formar las sumas inferiores

1Eo Z m] 1Eo )
las cuales son evidentemente acotadas y tienen como supremo una integral inferior. Es decir,

sup{s(1g,P)/ p € T} = /[a'ﬁ] 1 = {°(E)

que recibe el nombre de contenido interior de E. Andlogamente, con los rectdngulos circunscritos
se forman sumas superiores de la forma

S(1g, P) = ZM R;)
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4.9 Contenido de E

las cuales tienen como infimo una integral superior. Esto es,

inf(S(15, P)/ pe T} = [ 1z =T(E)

]
el que recibe el nombre de contenido exterior de E.

Cuando ¢°(E) = C(E), la funcién 1¢(%¥) es integrable sobre [, b, y su valor comdn se llama con-
tenido de E. La herramienta de célculo del contenido de un conjunto es la siguiente.

Teorema 4.9.1. Si E C [@,b] C R" es un conjunto acotado y con contenido, entonces

¢(E) = /ﬂg] 1E

4,

Demostracion.

Se sabe que el interior de un conjunto estd contenido en el conjunto, y que éste a su vez es un
subconjunto de su clausura o adherencia. Es decir,

E°cECE

Para la funcién caracteristica, aplicada a estos conjuntos, se cumple

Los casos n = 2, n = 3 corresponden al drea y al volumen, respectivamente.

El contenido de un conjunto E C IR" satisface las siguientes propiedades:

1. Z(E)=0
2. (ENF)=@® = (EUF)={_(E)+(F)
3. ECF={(E)<{(F)

4. C(EUF) =C(E)+{(F) —Z(ENF)
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4.10 Suma de Riemann

El siguiente resultado establece que el conjunto de las funciones integrables sobre un intervalo ce-
rrado [, b] contiene al conjunto de todas las funciones que son acotadas sobre [, b] para las que el
conjunto de puntos de discontinuidad sobre [4, E] tiene contenido cero. Como las funciones conti-
nuas sobre [@, b] son acotadas, se concluye que ellas también son integrables sobre [7, b).

Teorema 4.9.2. Sea f funcién acotada sobre [@,b] C R" tal que el conjunto de discontinuidades de f tenga
contenido cero, entonces / __ f existe.

[d,b)

Por ejemplo, si consideramos el intervalo [0,1]x [0,1], y la funcién f(x,y) = %_y definida allji,

observamos que la recta y = x es el conjunto de puntos de discontinuidades de f, pero como en R?
una recta tiene contenido cero (4rea cero), entonces el teorema asegura la existencia de la integral de
f sobre [0,1] x [0,1]

Otros conjuntos de contenido cero en R” son el vacio y un punto para cualquier exponente 1, un
plano para n > 3, etc.

410. Suma de Riemann

Cuando la funcién f es continua sobre E = [,b] C R”", el conjunto D = {¥/ f discontinua} = @
y la integral de f sobre [d, E] se puede calcular usando la llamada suma de Riemann, que en el caso
n=2 tiene la forma

/Ef aA = lim, i fr (2, y)A(Ry)

i,j=1
Ejemplo 4.10.1. Calculemos/ (2x+y)dA, E=10,1] x [0,2].
E

La funcién f(x,y) = 2x 4 y es continua sobre E, de manera que el conjunto de puntos de discon-
tinuidades es vacio, el cual como sabemos tiene contenido cero.

Sean P; = {x = 1,0 < i < n} particién de [0,1], P, = {y = %, 0 < j < 2n} particién de [0,2],

entonces P = Py x P, = {(£,1)}, es particién de E, con ||P|| = 1. El 4rea del rectdngulo R;j = % Si
consideramos que los puntos de la particién tienen la forma (x;, y;), entonces la suma de Riemann

es

n n 2n i ] 1 1 n 2n ' '
ij=1 i=1 j=1 i=1 j=1
1 & . 1 &, ..
= 3 2(4n1+n(2n+1)) =3 2(4z+2n+1)
1= 1=

1 2 1 2
= (2n(n+1)+2n +n> :ﬁ(éln + 3n)
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4.11 Integrales dobles iteradas

Se concluye que

/(Zx—l—y) dA = lim 1 (4n® 4+ 3n) = 4
E

n—oo 1/12

Por la forma en que pasamos a definir la integral sobre un conjunto acotado, mediante la funcién fg,
resulta claro que se deben mantener las mismas propiedades enunciadas para la integral sobre un
rectangulo. Por esta razén, no volvemos a enunciarlas.

4.11. Integrales dobles iteradas

La evaluacion directa de integrales multiples, mediante el cdlculo de sumas superiores e inferiores,
y en el mejor de los casos, el que f sea continua, mediante sumas de Riemann es un proceso largo,
complicado, y dificil de llevar a cabo. Es de imaginar un calculo para n > 3, si ya paran = 2
present6 grandes dificultades. Afortunadamente, existe un método directo y sencillo que permite el
cdlculo de la integral multiple, conocido como “integracién iterada”, que a continuacién pasamos a
conocer y estudiar en dos y tres dimensiones. Tal método se extiende a n dimensiones en forma natu-
ral. Se ha preferido partir con el caso de la integral doble iterada con el fin de agilizar la comprensién
del concepto.

Definicién 4.11.1. Se llaman integrales dobles iteradas o sucesivas de la funcion f a las expresiones:

b rh(x) d rh(y)
. x,y)dydx ] x,y)dxd
/H/g(x)f( y)dy /C/g(y)f( y) dxdy

Los conjuntos siguientes
n Ry = {(x,y)/a <x<b, g(x) Sy
= Ro={(x,y)/c<y<d gly) <x

se denominan recintos de integracién, y su visualizacién e identificacién resulta gravitante en el
calculo de la integral. El cdlculo de estas integrales es como sigue.

<h
<h

[0 Para calcular el valor de la primera de estas integrales, se realiza en primer lugar la integracién
respecto de la variable y, manteniendo x constante. Luego, este resultado se integra respecto
de x, obteniendo el valor de la integral doble iterada.

[0 Para calcular el valor de la integral restante, se procede de manera andloga. Esto es, en primer
lugar la integracion se hace respecto de la variable x, manteniendo y constante. Luego, este
resultado se integra respecto de y, obteniendo el valor de la integral doble iterada.

Veamos un par de ejemplos de integrales iteradas.

2 r2x
Ejemplo 4.11.2. Calculemos la integral iterada / / xy dy dx
0 Jo
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4.12 Recintos de Integracion

El recinto de integracién lo muestra la figura 4.9 y corresponde a
R={(xy)/0<x<2 0<y<2x} y

Luego, 4
2x

22xdd 212d
/O/Oxyyx—/o(ixy>o X J

Al evaluar los limites superior e inferior tenemos R

2 2x 2 3d
dd:/z _3 .
/O/Oxyyx Ox X >

4 2
Ejemplo 4.11.3. Hallemos la integral iterada / / , xy dxdy
0 Jy/2

2

Se observa ahora que el integrando y el recinto de integracién son el
mismo del problema anterior, pero que las diferenciales no mantienen el &
mismo orden. La figura 4.10 muestra el recinto. R

4 42 e 471 22d N
xy dx dy = —YXx
/o/y/zy Y /O(Zy )y/Zy ’

Al evaluar los limites superior e inferior tenemos

4 2 B 41 y2 B 4 y3 B 9 y4 B
/o/y/z’“fd"dy = [ vy = | (Zy‘E)dy‘( ‘ﬁ)o‘S

El mismo resultado anterior.

4.12. Recintos de Integracion

Vamos a clasificar los recintos del plano xy sobre los que hacemos las integraciones.

y y
h(x) d

g(x)

QA m———
S —————
=
=

figura 4.12 figura 4.13
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4.12 Recintos de Integracion

Recinto Ry : Ry = {(x,y)/a <x < (x) <y <h(x)}

b, 8
Recinto Ry : Ry = {(x,y)/c<y<d, gly) <x<h(y)}

Las funciones g y h son continuas sobre el intervalo que se considere. Toda otra regién que no sea
del tipo Ry o Ry, serd una combinacién de un ntiimero finito de regiones de estos tipos.

Los siguientes resultados garantizan que una integral doble puede expresarse como una integral
iterada, tanto en el caso de intervalos como en el de conjuntos acotados.

Teorema 4.12.1. ( Fubini ) - ( Intervalos )

Sea f funcién acotada y continua sobre el intervalo [d,b] = [a1, b1] X [a2, ba) de R2, salvo quizds, en un niimero
finito de puntos de [d, ], entonces

/[E,B] flay)dA = /:1 /a jzf (x,y) dy dx

Teorema 4.12.2. ( Fubini ) - ( Recintos )
Si f es continua sobre un recinto del tipo Ry 0 Ry, entonces

. /Rxf(x,y)dAZ/ab/gtj)f(x,}/)dydx

o [ rwpaa= [ ) axdy

Demostracién.
Consideremos la figura 4.14 para probar la primera afirmacion, en la cual [@,b] = [a1,b1] X [a2, by),

ay < g(x), h(x) < by.

y y
by
1 ______________
h
®) /70 :
y=Vx :
I
|
— 42
y=x
g(x) l
ap :
1
o m x h x
figura 4.14 figura 4.15

7 7 i 7 R
coma 50 = {57500 1 e
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4.13 Transformaciones

/R flx,y)dA = /{a’b]fzzx(x,y) dA = / fl / jsz(x,y) dy dx

by rg(x) by ph(x) bi by
= / / Odydx+/ / f(x,y)dydx+/ / 0dydx
ap Jap ay Jg(x) a1 Jh(x)

bl h(x)
= / / f(x,y)dydx
ap Jg(x)

Al intercambiar x por y se obtiene la segunda afirmacién.

Ejemplo 4.12.3. Hallemos / (x +y) dA, si R es la region acotada por las pardbolas y = x?, y> = x.
R

Si escribimos la regién R como region Ry (figura 4.15).
R=R,={(xy)/0<x<1, x*><y<x}
Luego,
[G+w) dA:/Ol/f(Hy) dydx = =

Si en cambio elegimos regién Ry, entonces

R=Ry={(x,y)/0<y<1y* <x <y}

de lo cual

/R(ery) dA:/Ol/yz\/y(ery)dxdy:f—o

4.13. Transformaciones

Vamos a ver ahora que sucede con la imagen de un conjunto A C RR? cuando se le aplica una
transformacion T : A C R?> — T(A) C R Esto interesa pues constituye la base del cambio de
coordenadas en una integral multiple. Para ello se requiere que la transformacion T sea de clase
¢! ( primeras derivadas continuas). Los siguientes ejemplos muestran como una transformacién T
puede “deformar” a un conjunto.

Ejemplo 4.13.1. Sea D = [—1,1] x [—1, 1] subconjunto del plano uv. Vamos a determinar su imagen en el

plano xy al aplicarle la transformacion T (u,v) = (452, %52).

La figura 4.16 muestra el cuadrado en el plano uv y su imagen en el plano xy.
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4.13 Transformaciones

tigura 4.16

Mostramos tres formas de hallar la imagen del cuadrado mediante esta transformacién lineal.
Forma 1

La primera de ellas consiste en determinar los puntos imédgenes de los vértices del cuadrado, y luego
unir estos puntos por los respectivos segmentos de recta. Esto es asi, en razén de que la transforma-
cién es lineal, y en consecuencia, transforma rectas en rectas. Se tiene

T(1,1)=(1,0), T(1,-1)=(0,1), T(-1,-1)=(-1,0), T(-1,1)=(0,—-1)

Al unir estos puntos se obtiene el conjunto que muestra la figura 4.16.

Forma 2

Una segunda forma de encarar el problema, es recurrir al hecho conocido, de que si f es una funcién
continua y A un conjunto compacto (cerrado y acotado), entonces su imagen es un conjunto com-
pacto. Para ello, s6lo es necesario estudiar el efecto de T sobre cada uno de los segmentos de recta
que componen la frontera del cuadrado. Esto lo hacemos mediante el uso de parametrizaciones.

La funcién a; : [-1,1] C R — R?, tal que t — (t,1) es una parametrizacién del segmento de recta
v =1, —1 < u < 1. Para determinar la imagen de este segmento mediante la transformacién lineal

T, se procede como sigue:

T () =100 = (5557

Dado que en el conjunto de llegada los puntos son de la forma (x, y), entonces

NS

t+1t—1 =

(_2 5 ):(x,y): (2 -1<t<1
Yy=—>—

Luego, la expresion cartesiana es
y=x—-1,0<x<1

y ella representa la transformacion del segmento de recta a1 (t) que se observa en la figura 4.16.

Anéalogamente, se halla para los restantes segmentos
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4.13 Transformaciones

w(t) = (L,t), T(a(t)) {y=1-x,0<x<1}
az(t) = (t,—1), T(as(t)) {y=14x,-1<x<0}
ag(t) = (Lt), T(ayg(t)) {y=—-1-—x,-1<x<0}

Concluimos en que T transforma el cuadrado D en otro cuadrado T(D), pero con distintos vértices,
tal como indica la figura 4.16.

Forma 3

Cabe preguntarse ;Es posible volver desde el plano de las xy al plano uv? Adelantamos que en gene-
ral, la respuesta es afirmativa bajo ciertas condiciones. En este ejemplo, la aplicacion T es inyectiva.
De manera que se tiene

u-—+ov

= X
T S
u—v X—y = v
2 - y

lo que indica, que en este caso se puede volver mediante la aplicacién

T ' (xy) = (x+y,x—y)

Otra pregunta que nos podemos formular es ;qué sucede con el drea de los conjuntos D y T(D)?
Calculemos ambas 4reas:

s Areade D: El cuadrado tiene area 4

» Areade T(D): Eldarea del rombo es 4 veces el drea de cada triangulo rectdngulo que lo con-
forma. Esto es, % -4 =2

Es claro que las dreas son distintas. Ademads, el jacobiano de la transformacién es

o(x,v) dx  9x 11 1
J(T :‘ —|u | =12 2|2
M=o =% %=1 5

(tendra el jacobiano algo que ver con que las 4reas sean diferentes?

Ejemplo 4.13.2. Sea P el paralelégramo acotado por las rectasy = 2x —2, y = x+1, y = 2x, y = x.
Hallemos el conjunto A, en el plano uv, que al aplicarle la transformacion T(u,v) = (u —v,2u —v) lo
transforma en P.

Ubicamos el plano uv a la izquierda y por ende el xy a la derecha, la razén de ello la hacemos mas
adelante.
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4.14 Transformacién Polar

u=0| A fu=1 tigura 4.17 N/ S

~o ”¢
~ -
~o -
il

Ahora bien, para determinar el conjunto A tenemos que establecer la transformacién inversa

T (x,y) = (y — %y —2x)

que se obtiene de la transformacién T despejando las variables u y v. Al igual como lo hicimos en el
ejemplo anterior, pasamos en primer lugar los vértices del paralel6gramo. Se tiene entonces

T7-1(0,0) = (0,0), T71(1,2) =(1,0), T 12,2)=(0,-2), T '(3,4)=(1,-2)

Se concluye que A es un rectdngulo acotado por las rectas v = 0, v = —2, u = 0, u = 1. Respecto de
las &reas se tiene lo siguiente:

= Areade P: Elparalelégramo tiene area 2
» Areade A: El area del rectangulo es 2

Ahora las 4reas son iguales y ademads, el jacobiano de la transformacién es

R

4.14. Transformacién Polar

Un sistema de coordenadas conocido del primer curso de cédlculo, y a partir de ahora de referencia
habitual, es el de coordenadas polares. En esta oportunidad, volvemos a él, acompafnados de la
integral doble, en donde dichas coordenadas juegan un papel fundamental en la simplificaciéon de
muchos problemas que involucran célculo de integrales. La transformacién T dada por

T(r,0) = (rcos 6, rsen?)

se denomina transformacién polar, siendo inyectiva si consideramos r > 0, y el 4ngulo 6 variando
en un intervalo de la forma 0 < 6 < 27t obien 0 < 6 < 27. El jacobiano de esta transformacién es

d(xy) _
a(r,0)

cos@ —rsen@
sen@ rcos@
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4.14 Transformacioén Polar

T(r,0) = (rcosh, rsenf)

curvas r

r figura 4.18 x

(D) curvas 6

En términos geométricos las curvas r son rectas por el origen y las curvas 0 son circulos concéntricos
con el origen, siendo la imagen de un rectdngulo en el plano r 6 un “paralelégramo” en el plano de
las xy limitado por dos radios y dos arcos de circulo, tal como lo muestra la figura 4.18.

Ejemplo 4.14.1. Escribimos la region S = {(x,y)/ x* + y*> < 2x} en coordenadas polares.

) . ) 0
Una manera sencilla de visualizar el y

radio y el angulo en coordenadas
polares consiste en sobreponer los .

lanos polar y cartesiano, tal como
P p y ’ W4yt = 2x

muestra la figura 4.19. Se observa que x
el movimiento del angulo es —% < 7 = 2cosb 4
6 < 7 y el radio, que nace del origen,

“barre” la regién desde 0 a la curva "~ figura 4.19

_n
2

r = 2c0s0. r
Analiticamente, de las expresiones x = rcos 8, y = rsen 6, se obtiene r2 = 2r cos @, y de esto
r(r—2cs0)=0=r=0 V r=2c0s6

Ejemplo4.14.2. Laregion S = {(x,y)/ a*> < x*> +y?> < b*}, a < b, representa la region acotada que acotan
circulos concéntricos de radios a y b, respectivamente. La figura 4.20 muestra el recinto, que en coordenadas
polares, equivale a

S={(r0)/0<6<2m, a<r<b}

0
CaN
NI

tigura 4.20 figura 4.21
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4.15 Cambio de variable

Ejemplo 4.14.3. La region cartesiana S = {(x,y)/ x> <y < 1, =1 < x < 1}, en coordenadas polares
corresponde a la union de tres regiones polares (figura 4.21). En efecto;

x> =y =>r>cos’0 =rsen =>r=0Vr=1tghsech
de modo que
Slz{OgrgtgéseCG,O§9§%}
Analogamente
. 52:{%§9§%,0§r§65c9} . ng{%ﬂgegﬂ,Ogrgtg(?sece}

4,15. Cambio de variable

En la teorfa de la integral definida unidimensional, el método de sustituciéon fue de gran ayuda en
su célculo. Es evidente que este proceso facilita el cdlculo de la integral al reducir el integrando a
uno mds simple. Recordemos que el método de sustitucion para esa clase de funciones asegura que

b d
| Feyax= [ fa() g6 a

donde a = g(c), b = g(d), y bajo el supuesto que g tiene derivada continua en [c, d]. Es decir, g € {?,
y que f es continua en el intervalo [g(c), g(d)].

En dimensiones superiores existe una version de este método, que se aplica cuando se trata de un in-
tegrando complicado o de un recinto de integracién dificil de visualizar y operar con la integracion.
En cualquier caso, hay que transformar una integral extendida a una regién R; del plano xy, en otra
integral extendida a una region R, del plano uv o bien a la inversa.

Teorema 4.15.1. (Cambio de variable)

Sea T : Dy C R> — D C R? transformacion inyectiva de clase {' del plano uv en el plano xy tal que
T(u,v) = (x(u,v),y(u,v)). El Jacobiano de T, dado por

ox ox
f(T):](”'”):a(u,v) B g_? g_g
ou dv

mide (en valor absoluto) la distorsién que sufre el drea del conjunto D1 al ser llevada por T en D. Si la funcién
f: D — R es integrable, entonces

Gy dasy = [ (T0)) [1(T)] dAu
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4.15 Cambio de variable

La situacion es como sigue

R2, - R, LR

La funcién compuesta f o T es la aplicacién que conecta “directamente” R2, con R

La idea central del cambio de variable es trasladarse de un espacio, en el que el proceso de inte-
gracion se dificulta, a otro espacio en el cual el cdlculo es mds sencillo. Por ejemplo, nos encontramos
en la Tierra y nuestra mesa de trabajo es el plano 1v, queremos obtener informacién del planeta Sa-
turno tal como area, masa, momentos y centros de masa. Para este fin enviamos una nave espacial
hasta alla para que recopile los datos que se encuentran sobre el plano xy de Saturno y nos lo envie
de vuelta a la Tierra. La figura 4.22 muestra esta idea, y es claro que el satélite juega el papel de la
transformacién T y es éste el Jacobiano que se necesita. Para no perder de vista esta ilustracion, es
conveniente mantener el plano xy a la derecha y el uv a la izquierda.

figura 4.22

En resumen, si tenemos que calcular una integral en el plano xy, y por la naturaleza del problema se
observa que presenta dificultades, ya sea por el recinto de integracion o bien por el campo escalar que
hay que integrar, entonces se debe “pensar” en la alternativa del cambio de variables. Este cambio
de variables (si no viene dado) se determina a partir de la naturaleza del recinto de integracién o
bien del campo escalar a integrar. El Jacobiano que se debe utilizar proviene de las ecuaciones que
tengan las variables x e y despejadas, ya que asi las derivadas seran respecto de las variables u y v.
Esto indica que el trabajo que estamos realizando se traslada del plano xy al uv.

Ejemplo 4.15.2. Se considera el paralelégramo P acotado por las curvasy = 2x -2,y = x+1, y =
2x, y = x. Hallar / xy dx dy, empleando la transformacion T(u,v) = (u — v,2u — v) del plano uv en el
P

plano xy.

Se observa que el proceso de integracién sobre P no es sencillo, debemos dividir el recinto en tres
(3) regiones Ry o bien en dos (2) regiones Ry. Esta es la razén por la cual se sugiere el uso de una
transformacién que simplifique el proceso. Este trabajo de graficacion lo hicimos anteriormente. La
aplicacion T es lineal e inyectiva, y por construccion, lleva el rectingulo A acotado por las rectas

v=0,v=—-2,u=0,u=1,enel paralelégramo P (figura 4.23). El jacobiano de la transformacién
es
_|otny)| |1 -1 _
im=|gel=k al=1
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4.16 Aplicaciones de la integral doble

figura 4.23 N Vi

~o ”¢
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Luego, por el teorema del cambio de variables, la integral sobre el paralelepipedo P es equivalente
con la integral sobre el rectdngulo que es su pre-imagen. Esto es,

0 r1
/xydxdy:/(u—v)(Zu—v) dudv:/ /(2u2—3uv—|—vz)dudv:7
P A —2.Jo

Ejemplo 4.15.3. Hallar / In(x% +y?) dA, si D es la region del primer cuadrante entre los circulos x> + y* =
D

1,x2—|—y2:4.

Laregion de integracion la muestra la figura 4.24, en donde se han sobrepuestos los planos cartesiano
y polar. En polares los circulos tienen ecuaciones r = 1, r = 2, respectivamente. Es sencillo ver que
el angulo varia entre 0 y 7. Sin olvidar que el Jacobiano de la transformacién polar es r, la integral

toma la forma

/1n(x2+y2)dA:/ / rlnrzdedrz—(4ln2——)
D 1 Jo 2 2

figura 4.24

figura 4.25

4.16. Aplicaciones de la integral doble

Vamos a estudiar algunas aplicaciones de la integral doble, tales como &rea, volumen bajo una su-
perficie, centros y momentos de regiones planas, y volumen de revolucién de una regién en torno
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4.16 Aplicaciones de la integral doble

a una recta en el plano. Como se puede ver, las aplicaciones son las mismas que se estudian en la
integraciéon unidimensional. En esta oportunidad vamos a ver que las cosas se simplifican.

4.16.1. Area

El drea de una region Ry = {(x,y)/a < x < b, g(x) <y < h(x)}, mediante el calculo integral
unidimensional viene dado por

Por otra parte, sabemos que el contenido de un conjunto R, del plano, estd dado por

ARy) = [ I,

y que el teorema de Fubini afirma que

/Rx 1g, = /ab /g’;:) dy dx = /ab[h(x) — g(x)] dx

Esto significa que ambas expresiones para el drea son equivalentes.

Para calcular dreas de regiones del tipo Ry, el procedimiento es similar, se tiene

A(Ry) =/Ry lg, = /ab/glzy(?)dxdy

Ejemplo 4.16.1. Hallemos el drea limitada por la pardbola y = x> + 2 y la recta y = x + 4.

En primer lugar, debemos definir el recinto de integracién como Ry o R,,. La figura 4.25 muestra que
es mas sencillo tomar recinto del tipo Ry.

R=R,={(x,y)/ —1<x<2, ¥*+2<y<x+4}
entonces

A(Ry) / 1 /2 /XHd d /2( +4—x>—2)dx 2
' Ry —1Jx242 / -1 2
R,.
y

El lector interesado puede estudiar la dificultad al considerar un recinto del tipo

4.16.2. Masa - Centro de masa

Si un objeto estd hecho de un material delgado y uniforme, entonces la masa de dicho objeto es un
multiplo del area de la regién plana sobre la cual esta situado. Este multiplo depende de las unidades
utilizadas. Si el objeto es de un material no uniforme, entonces se puede expresar la masa de él, en
funcién de la densidad p(x, y) del material en cualquier punto. Esto nos lleva al siguiente hecho
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4.16 Aplicaciones de la integral doble

Definicién 4.16.2. La masa de un objeto plano con densidad variable p(x,y) que ocupa una regién R del
plano es

M = /Rp(x,y) dA

En términos fisicos, la masa es una medida de la tendencia de la materia a resistirse a un cambio del
movimiento rectilineo.

Ejemplo 4.16.3. Un objeto plano ocupa la region R = {y < x <4 —y, y > 0} del plano xy. La densidad
en cada punto es p(x,y) = 1+ 2x + y. Hallemos su masa M.

Trabajar sin un recinto que modele la situacién es muy complicado. La figura 4.26 muestra el recinto
acotado que nos permitird establecer los limites de integracion. Elegimos recinto del tipo R, para
tener que

2 4y 2 16

M:// (1—1—2x—i—y)dxdy:/(x—l—xz—kxy)dy:?
0 Jy 0
Y
2 2
2 R Xé\\ ;
3 v
x compy (X — ¥o)
2 4
figura 4.26 figura 4.27

4.16.3. Momentos

Se considera una regién R del plano cartesiano, una recta con normal  dirigida hacia la regién, y un
punto sobre esta recta (figura 4.27). Si x es un punto de la regién, entonces la distancia de ese punto
a la recta se puede calcular. De hecho, se construye el vector ¥ — Xy y se determina la magnitud de
su proyeccion vectorial sobre el vector normal.

Definicién 4.16.4. Sea Xy un punto fijo de una recta L y # un vector normal a dicha recta. El primer
momento (M), y el segundo momento 0 momento de inercia (1), de una region R C IR? con respecto
a la recta L, vienen dados por la expresiones:

. ML:/compﬁ(J?—a_c’o)pdA, ¥eR . IL:/comp%(a_c’—Sc’o)pdA, ¥eR
R R i

el niimero

comp_(X¥ — Xp) =

es la distancia dirigida del punto ¥ a la recta L.
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4.16 Aplicaciones de la integral doble

4.16.4. Momentos respectos de los ejes coordenados

» Sien las definiciones de M} y de I}, se considera que L es el eje x, entonces se escoge el vector
normal 7 en la direccién positiva del eje ij. Esto significa que puede ser elegido el vector uni-

tario j = (0,1), con lo cual, comp;(X¥ — %) = j- (¥ — %) = j - ((x,y) — (x,0)) = y. Se concluye
que

Mx:/ iM Ix:/ 2 AM
Ry Ry

= Si L se toma como el eje y, escogemos 7 en la direccion positiva del eje x, con lo cual el vector
unitario i = (1,0) es el elegido. Se tiene que, compz(X —Xp) = i- (X —Xo) =i-((x,y) —(0,y)) =
x. Luego,

My = [xdm , L= [ 2am
R R

Definicién 4.16.5. Se llama momento polar de inercia con respecto al origen, a la expresion

I:/(x2+y2)dM=Ix+Iy
R

Ejemplo 4.16.6. Sea R = {(x,y)/ —1 <x <2, x? < y < x + 2}, la region que muestra la figura 4.28.
Se supone que la region es homogénea, lo que significa que la densidad es 1. Luego, M = A. Los momentos de
la region R respecto de los ejes coordenados son:

2 x+2 36 0.Y
-M,C:/RydA:/_l/x2 ydydng

2 x+2 9
.My:/Rdi:/l/xz xdydx:zL

2 pxt2 423 4
.Ix:/RyZdA:/—1/xZ yzdydx:% Q)//

2 2 E b
-I:/xsz:/ /x+ yzdydng /_1 '

Ik —1J/x? 20 figura 4.28
639

u IZ:IX+I :g

En términos fisicos; El momento es una medida de la tendencia de la materia a girar alrededor de
una recta. Al Momento de Inercia de un cuerpo se le considera como una medida de la oposicién a
girar de éste cuando acttia en él una fuerza de rotacién.

Intimamente ligado con la masa se encuentra el centro de masa de una regién del plano.

Definicién 4.16.7. El punto P = (X,y) = MR (My, M) se llama centro de masa de la regién R o

centroide si la densidad es constante.

273



4.16 Aplicaciones de la integral doble

Teorema 4.16.8. Si la recta L pasa por el centro de masa de la region plana R, entonces My, = 0.
Demostracién.

Para simplificar suponemos que la densidad en cada punto de R es 1. Sean 7i = (ny,1,) normal
unitaria a la recta L, y P = (X, ) punto sobre L. Se tiene

Mp = /Rcompﬁ(ic’—l_j) dA:/Rﬁo(z—ﬁ) A
= /R[nl(x—f)—km(y—y)} dA

= m /di—nli/dA+n2 /ydA—nzy/dA
R R R R

= ny My —n; x A(R) +n; My —n y A(R)

= n {My —x A(R)] + 1y [Mx - yA(R)}
= ny [My — My] +ny [My — My] =0
4.16.5. Volumen

Sea E un subconjunto de IR® con contenido (vo-
lumen) que denotamos por V(E). Si este conjun-
to E se encuentra limitado lateralmente por una
superficie cilindrica con generador paralelo al eje
z, superiormente por una superficie de ecuacién
z = f(x,y), einferiormente por una region cerra-
da y acotada R del plano xy, entonces una repre-
sentacion grafica de E puede ser la que muestra
la figura 4.29.

tigura 4.29

Definicién 4.16.9. Sea f : R C R? — R tal que z = f(x,y) es una superficie que denotamos por S y que
tiene volumen V. Entonces

v(S) = [ flxy)aa

En el caso que el volumen se encuentre acotado inferior y superiormente por superficies de ecua-
ciones z1 y zp, entonces

V(S) = /R(zz — 7)) dA

Ejemplo 4.16.10. Hallemos el volumen acotado inferiormente por el plano xy, lateralmente por el cilindro

x? 4+ y? = 4, y superiormente por el paraboloide z = x* + y>.
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4.16 Aplicaciones de la integral doble

La region R del plano (figura 4.30) sobre la cual hacemos integracién es

R=Ry={(xvy)/ —2<x<2 —V4—-x2<y<+4-—x?}

Luego

2.2y 4 2 VA o v d
R(x y) -2 —\/@(x y) v T

Por simetria de la region R respecto de los planos xz e yz, se puede escribir

2 rVA—x2
V=4/ / (x® + ) dy dx
0 Jo

En coordenadas polares todo es mas sencillo ya que

/2 2
V:4/ /r3drd0:87r
0 0

JE— . X

2
ﬁra 4.30 figura 4.31

4.16.6. Volumen de revoluciéon

Consideremos una region acotada R del plano xy y una recta L que no intersecte el interior de R
(L puede ser frontera de R). Ademads de las situaciones que muestra la figura 4.31, la recta L puede
estar bajo la region o bien a su izquierda. Si R gira un dngulo « alrededor de la recta L, entonces se
tienen tres situaciones:

[0 Sila recta L es paralela al eje x, entonces es de la forma y = ¢, y el volumen que genera la
region al rotar alrededor de L viene dado por

V(R) =« /R|y—c|dA

[ Silarecta es paralela al eje y, entonces es de la forma x = ¢, y el volumen que genera la regién
al rotar alrededor de L viene dado por

V(R) = a /R|x—c\dA
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4.16 Aplicaciones de la integral doble

[ Si la recta no es paralela a los ejes coordenados, entonces Pappus se hace presente, y se tiene
el siguiente resultado:

Teorema 4.16.11. ( Pappus )
Si una region R gira un dngulo w alrededor de una recta L del plano, y si L no intersecta a R, entonces el
volumen generado es igual a « veces el producto del drea de R por la distancia recorrida por el centro de masa
de R. Esto es,

V(R) =a-A(R) - |(X,y) — L|

Ejemplo 4.16.12. Hallemos el volumen generado al rotar la region acotada por la curva y = x2, y las rectas
x = 2,y = Oalrededor de:

1) El eje x 2) Elejey 3) Larectax =5 4)Larectax+y =6

Soluciones:

1) El eje x tiene ecuacién y = 0, de modo que la rotacién se hace respecto de una recta paralela al eje
x, y en tal caso
327

d Ty
v-or [yaa—on [ ] =
7T Ry 7T 0 0 yyx 5

2) En este caso la rotacién es con respecto a una paralela al eje v.

2 rx?
V:27I/di:27r// xdydx =8
R 0 Jo

Observar que el recinto de integracion es el mismo anterior.

3) La recta x = 5 es una paralela al eje y, por tanto

2 px? 567T
V=2 / _5|dA =2 // 5 x)dydx = 228
v [1x-siaa=an [ [*5-x)dyar="

4) Para hallar el volumen de rotacion respecto a la recta x +y = 6 se hace uso del Teorema de Pappus.
Para ello debemos determinar el centro de masa de la region, y la distancia de éste a la recta. Los
momentos My y M, los obtenemos de los resultados de las partes a) y b) dividiendo por 271. Se tiene,

M, = %, My, = 4. El 4rea del recinto R es %. En consecuencia, el centro de masa tiene coordenadas
=3, 7= g. La distancia del centro de masa a la recta es

X
3,6
5+2—6 33
d[(%,y),L] = 2——— =
(@)1 =22 =
En consecuencia,
V—o,. 8. 33 :44nﬁ
3 102 5
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4.17 Integrales triples Iteradas

figura 4.32 figura 4.33

4.17. Integrales triples Iteradas

La extension de integral iterada de dos a tres 0 més dimensiones se realiza de manera natural.

Definicién 4.17.1. Se llama integral iterada tridimensional a una integral de la forma

b by ( xy
/ / / f(x,y,z)dzdydx
a Jgi( hy(xy)

El siguiente ejemplo muestra que su determinacién es analoga a la de la integral doble iterada, en el
sentido de que se consideran constantes, para la primera integracion respecto de z, las variables x e
y. Una vez realizada esta integraciéon y evaluado su resultado en &y (x,y) y ha(x,y) se procede con
la integracién respecto de la variable y. Su resultado, luego de evaluarlo en g;(x) y g2(x) se integra
respecto de la variable x y se evaltia entre a y b.

5 2 (3
Ejemplo 4.17.2. Hallemos / / / (x? +2yz) dx dy dz
0o Jo J1

Al mirar los limites de la integral se observa que el recinto de integracién es un cubo de dimensiones
[1,3] x [0,2] x [0,5]. La integracion se realiza como sigue:

5 2 13
///(x2+2yz) dxdydz = // +2xyz
0o Jo J1
= // — +4yz) dydz
560

3

dydz
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4.17 Integrales triples Iteradas

4.17.1. Recintos de integracién

El nimero de integrales triples iteradas es de seis (3!) y son:

1. /[Hg}f(x,y,z)dxdydz 3. /[ﬂmf(x,y,z)dydzdx f(x,y,z)dzdydx
a, a,

[d,b]
2. /qf(X,y,Z)dydxdz 4, /qf(x,y,z)dxdzdy 6. /qf(x,y,z)dzdxdy
(D] [a,b] [@,D]

Esto quiere decir que existen seis recintos de integracion, uno por cada integral iterada. Estos recintos
tienen las siguientes formas:

Ry = {a<x<b filx) <y < falx), g1(xy) <z < g(xy)}
Ryy = {a<y<b fily) <x< foly) s1(xy) <z < g(xy)}
Re: = {a<x<b, filx) <z < fo(x), g1(x,2) <y < ga(x,2)}
Ry = {a<z<b, fi(z) <x < falz), g1(z.x) <y < ga(z,x)}
Ry = {a<y<b fily) <z< faly), &1(y,2) < x < g(y,2)}
Ry = {a<z<D, fi(z) <y < fo(z), 81(z,y) < x < g(z,y)}

Se observa que estas regiones de IR? estan relacionadas con las de la integral doble en IR?. Por ejem-
plo, la region Ry en el plano cartesiano de las xy se corresponde con una region del tipo Ry.

Respecto del proceso de integracién en R® debe tenerse muy clara la forma en que las regiones
definen los limites de integracion en la integral triple iterada. Por ejemplo, si ya tenemos definida
la region en la forma Ry, entonces lateralmente debe acotar la variable x, frontal y posteriormente
debe hacerlo la variable y, y superior e inferiormente la variable z.

Ejemplo 4.17.3. La region R del espacio tridimensional que se encuentra en el primer octante y acotada por
la esfera unitaria de centro el origen de coordenadas, tiene las siguientes representaciones:

Ry = {0<x<1,0<y<v1-—x%0<z</1—-x2—y?}
Ry = {0<y<1,0<x</1-y20<z</1-22—y%} H
Ry = {0<2z<1,0<y<vV1-22,0<x</1—y?—2%}

Ry = {0<z<1,0<x<vV1-220<y<+v1—x%2-22} y
Ry = {OSXSLOSZSvl—x2,0§y§v1—x2—zz}
figura 4.34

Ry = {0<y<1,0<z<{1-420<x</1-y2—-7%}
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4.18. Transformacion de coordenadas

Al igual que en integracién doble, el cambio de variable permite calcular integrales de integran-
do dificil o integrales sobre recintos complicados. En R? existen dos cambios de coordenadas muy
importantes; las coordenadas cilindricas y las coordenadas esféricas.

4.18.1. Coordenadas cilindricas

Si T:R3®— R3eslaaplicacién T(r,0,z) = (rcos6,rsen6,z) = (x,y,z), talque r > 0, 0 < 0 < 27,
entonces ella es inyectiva y de clase ¢!, con Jacobiano

cos 6 sen 0
](7, 9,2) = |—rsen@ rcos® 0| =r
0 0 1

Esta aplicaciéon T da origen a las denominadas coordenadas cilindricas. La figura 4.35 ilustra la
relacién que existe entre coordenadas rectangulares (x, y, z) y las coordenadas cilindricas de un pun-
to P de R3.

figura 4.35 figura 4.36

La transformacién a coordenadas cilindricas T : D; C R® — D C R3, para una funcién f : D — R3
integrable es tal que

/f(x,y,z)dxdydz:/ f(rcos@,rsen6,z)rdrdfdz
D D,

4.18.2. Coordenadas esféricas
La transformacién T : R® — R3 tal que

T(r,0,¢) = (rcosOsen ¢, rsen O sen p,rcos ¢)
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4.18 Transformacion de coordenadas

conr >0, 0<6<2m 0<¢ <m,esinyectivay de clase Cl. Se llama transformacion esférica,
y su Jacobiano es

cos@send senbsend  cos¢
2

J(r,0,¢) = |—rsenBsen¢ rcossen 0 = —r°sen¢
rcosfcos¢ rsenfcosp —rsen¢

Respecto de la integral, una transformacién en coordenadas esféricas T : D; C R® — D C R?, para
una funcién f : D — R? integrable, satisface

/Df(x,y,z) dxdydz = /le(r, 0,¢) - r*sen g do drde

La figura 4.36 muestra la relacién existente para un punto P, entre las coordenadas rectangulares y
las coordenadas esféricas.

Ejemplo 4.18.1. El punto rectangular (0,3,4) en coordenadas cilindricas y esféricas satisface la siguiente
relacion:

rectangular cilindrica esférica
(0,3,4) (3 n 4) (5 T arccos é)
4 7 4 2/ 7 2/ 5

Ejemplo 4.18.2. El punto (1, §,1) en coordenadas cilindricas, satisface en coordenadas rectangulares y esféri-
cas la siguiente relacion:

cilindricas rectangular esféricas
s V2 V2 T T
1,51 g | 2, -, =
( 4 4/ ) ( 2 4 2 4 ) (\/_I 4/ 4)

Ejemplo 4.18.3. Para hallar / e 4y siendo D el recinto del primer octante que acota la esfera
D

unitaria de R3, usemos la transformacion esférica, en virtud de que el exponente de la funcién exponencial
ast lo aconseja. La figura 4.37 muestra el recinto. Se observa ademds, que una integracion en coordenadas
rectdngulares resulta tarea imposible. El recinto en coordenadas esféricas tiene la forma

D:{(r,9,¢)/0§r§1,0§9<g,0§cp§7§}

Luego

1 /2 /2 1 rrt/2
(xz+y2+zz)3/2 J . / / / 3 o o E / / 3 0
e V = e resengpdfdedr = e’ resenddddr
/D 0 Jo 0 ¢ ¢ 2 Jo Jo Pa9

1
= %/Oer3r2dr:%(e—1)
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o mm === == 0D

N

Q &

- e
% Z S0 0’6’:‘:':;:’&'
(2,0,0) AR (0,4,0)
a,y, CRORRRRIAIRKS , 4,
S~ Sateteteletolede
x 2.2 Y x 2,2 _ 2 Yy
x*+y =1 x*+y-=a
figura 4.37 figura 4.38

Ejemplo 4.18.4. Vamos a escribir el volumen de la region R que es interior a la semiesfera x> + y> + z% =
a%, z > 0y se encuentra dentro del cono z2 = x> + y?, en coordenadas rectangulares, cilindricas y esféricas.

Calculamos la expresion mds simple.

La figura 4.38 muestra la parte del recinto de integracién correspondiente al primer octante.

a/Vv?2 a2 /2—x2 \/112—352
Cartesianas: =4 / / / dzdydx
x2+y

/2 ra/V2 pVa2—r2
Cilindricas: V =4 / / / rdzdrdf
0 0 r

2 pra /4
Esféricas: V = / / / r?sen ¢ d dr do
0 0 JO

Calculemos esta tltima integral. Al intersectar ambas superficies se obtiene 2z> = a2, de donde se
deduce que z = a/+/2. Como z = rcos ¢, entonces ¢ =

2n pa pr/4 2 pra
V = / // r2sen<pd<pdrd9:—/ / <£—1> r?drde
o Jo Jo o Jo \ 2
V2 Bt 2, V2
= (7—1 3,3\ T

4.19. Aplicaciones

Dentro de las aplicaciones de la integral triple se encuentran el volumen que acota una superficie

en el espacio, los momentos de un sélido respecto de una recta o plano, y el centro de masa de un
solido.
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4.19.1. Volumen

Si un conjunto E de R? tiene contenido (volumen) V(E), entonces

V(E):/ElE:///dedydz

Ejemplo 4.19.1. Hallemos el volumen que acotan, en el primer octante, los planos coordenados y el plano
x+y+z=1

La figura 4.39 muestra que el recinto es una pirdmide. Como estamos usando una integral triple, lo
primero es establecer los limites de integraciéon. Para ello, ponemos un “monito” dentro del recinto
y vemos por donde puede caminar, y al saltar, donde golpean los pies y la cabeza.

= Puede caminar en el tridngulo del plano xy, acotado por x =0,y = 0y x +y = 1, de tal forma
que:
0<x<1 vy 0<y<1l-—x

= Los pies estdn sobre el plano xy, que tiene por ecuaciéon z = 0. La cabeza “choca” contra el
plano de ecuaciéon x +y +z = 1. Luego,0 <z <1 —x —y.

Z

y

x figura 4.39 figura 4.40

v 1 prl—x 1fxfyddd 1 17x1 dvd 1
=l st = [ gdus = 2

4.19.2. Masa - Momento - Centro de masa

Si un sélido tiene densidad p(x, Y, z) en cada punto, entonces su masa M se determina mediante la
expresion

M:/p(x,y,z)dV
R

Ejemplo 4.19.2. Hallemos la masa del sélido que en el primer octante es interior a la esfera x> +y*> +z> = 16
y al cilindro x> + y* = 4x. La densidad de volumen en el sélido varia con su distancia al plano xy.
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La figura 4.40 muestra el recinto de integracién. Al considerarlo en forma Ryy, entonces

R={0<x<40<y<+vV4x—x2,0<z<4/16 —x2—y?
Es claro que el “monito” estd obligado a moverse dentro de la parte del cilindro que queda en el

primer octante, y cuando salta, los pies tocan el plano xy, de ecuacién z = 0, y la cabeza queda bajo
la esfera. Como la densidad es p(x,y,z) = z, entonces la masa es tal que

4 pVax—x2 py/16—x2—12 1 4 Vax—2?
M:/de:/ / / zdzdydx = - / / (16 — x* — y*)dy dx
R 0 Jo 0 2 Jo Jo

Al cambiar esta integral a coordenadas polares se tiene

1 /2 prdcos 0 5 1 /2 ) 1,4
M = 5/0 /0 (16—r)rdrd6—§/0 <8r _Z) )

/2 /2
= / (64cos2 6 — 32cos* 0) ag = / 32c0s?(1 + sen’ 6)do
0 0

4co0s 0
do

2 40 |2
sen 20 sen —10n

= 16(6+ )40 - )

0

Definicién 4.19.3. Sea Xy un punto fijo de un plano Py i su vector normal. Si R es una region en R3, se
definen:

= El primer momento de R respecto de P como

Mp = / compz(X — Xp) dM
R

= El momento de Inercia de R con respecto a P como
Ip = / comp3 (¥ — X) dM
R

Los casos particulares son:

= Si P es el plano xy, se escoge el vector 7 en la direccién positiva del eje z, teniéndose que

de donde,
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4.19 Aplicaciones

= Si P es el plano yz, se escoge 7i en direccién positiva del eje x. Se tiene que
compy (X — Xy) =10 (X — %) = x
Luego,
My = [ xdM, 1= [ M
R R
= Si P es el plano xz, se elige 7 en direccién positiva del eje y. Se tiene
compy(¥ — %o) = jo (R —%o) =y
Luego
Mu= [ yaM, Li= [ ydm
zx A Yy zx < Yy

Definicién 4.19.4. E centro de masa de un sélido de masa M es R3 es el punto de coordenadas

— 1
(x,y,z) = M(Myz/ M, Mxy)

Ejemplo 4.19.5. Hallemos: masa, centro de
masa, primer y segundo momento respecto de
los planos coordenados de la region que en el
primer octante acotan los planos coordenados y
el plano x +y +z = 1. La densidad p = 1 en
cada punto del sélido.

El recinto de integracién lo muestra la figu-
ra 4.41 y se trata de un tetraedro.
Como recinto Ryy se tiene

_1
x XY~

figura 4.41
R={(xy2)/0<x<1,0<y<1—-x0<z<l-x-y}

M 1 pl1—x 1—x—yd v d 1 1—x1 v d 1
—/O/O /O zyX—/O/O(—x—y)yx—g

Primeros momentos :

1 pl-x pl—x—y 1 pl-x 1
Mxy:/o/o /0 xdzdydx:/o/o x(l—x—y)dydx:ﬂ

Segundos momentos :

1 pl-x pl—x—y 5 1 pl—x » 1
Ixy:/o /0 /0 X dzdydx:/o /0 X (1—x—y)dydx:@

Por simetria, My, = My, = ﬁ. En consecuencia, el centro de masa es el punto (411/ }1, 411) Anéloga-

Masa :

mente, I,y = I, = 61—0.
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4.20. Problemas resueltos
Ejemplo 4.20.1. Aproximemos por la media aritmética de las sumas superior e inferior
/(x2 +y)dA, R=10,4]x[0,2],, ={0,1,2,3,4}, P,=1{0,1,2}
R

Las particiones P; y P, dan origen a la particién del intervalo [a,b] que muestra la figura 4.42. En
cada subrectdngulo R; se considera el valor que toma la funcién f en los vértices. Se obtiene

= f(0,0)=0, f(0,1) =1, f(4,0) =16 y
= f(1,1) =2, f(0,2) =2, f(3,1) =10 2
= £(2,0) =4, f(2,1) =5, f(3,2) =11
= £(3,00=9, f(1,2) =3, f(4,1) =17

= £(1,0) =1, £(2,2) =6, f(4,2) =18

De este modo, en R; el minimo es m; = 0, el maximo My = 2. En Ryesmy; = 1, My = 3,y
asi sucesivamente. Se tiene entonces

1 2 3 4
figura 4.42

8
s(f,P)=)Y_ mi(f)A(R)=0-14+1-14+2-1+1-145-1+4-1+10-1+9-1=32
i=1

8
S(f,P) =Y Mi(f)A(R;) =2-1+3-1+6-1+5-1+11-1+10-1+18-1+17-1 =72
i=1

De esto obtenemos ,
J G+ y)dA =5 (s(£,P) +5(f,P)) =52
El valor exacto de esta integral es

(x2+ _ + 2 2 _ 4 2 _E_
y)dA = (x*+y)dydx = A (2x°+2)dx = 3 = 50,66
R 0 JO

Ejemplo 4.20.2. Hallemos, mediante una suma de Riemann, / f(x,y) dA, si f(x,y) = x+4y, R =
R
[0,2] x [0,1].

Como se trata de una suma de Riemann, lo primero es dividir los intervalos [0,2] y [0, 1] en n subin-
tervalos de igual longitud, para posteriormente, obtener la particién del intervalo [0,2] x [0, 1]. Te-
nemos:

s Pp={x=—,0<i<2n}

i
—
n
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4.20 Problemas resueltos

=p={y=Lo<j<n

= P= {(%,%)} es particion de [0,2] x [0,1]
1 1

= A(Rjj) =3 Y ||P||:E

Con estos datos se tiene lo que sigue

2n n

/Rf(xry) dA = lim ) ) (xi+4y;) A(Ry)

i=1j=1
2n n ; ;
) i 4 1
- gg24;<5+;);;

2n 1
= lim Y (n-i+2n(n+1))-—

e i n’
1 2n
Y (i+2n+2)

i=1

-(n(2n+1)+2n(2n+n)) =6

n—oo 1n

) 1
= Ilim —
n—eo 1n

Ejemplo 4.20.3. Sea R = [—1,1] x [0, 3]. Tracemos un diagrama de la particion de este recinto, indicando
los valores que toma la funcion escalonada f(x,y) = [x + 1][y] sobre R.

x+1 =0« -1 < x <0 y

[x+1] =1+ 0 < x <1 3

y] =0 0 < y <1 2 Z j

] =1e—= 1 < x <2 T

] =2 2 <y <3 - ! )

figura 4.43
En consecuencia
O/ _1§x<01 0§y<3
0, 0<x<1, 0<yx1
flxy) = . Y
2

, 0<x<1, 1<y<2
, 0<x<1, 2<y<3
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Ejemplo 4.20.4. Calculemos / [x+1][y] dA,si R = [-1,1] x [0,3].
R

El recinto de integracién es el del ejemplo anterior, con lo cual se conocen los valores de la parte
entera. Hacemos la integracién en el 6rden dy dx. Tenemos:

[rsumaa= [ rrumaya= [ ({3 0<x<1 )m

0, -1<x<0

Ejemplo 4.20.5. Escribimos el recinto R que se sefiala como un recinto Ry y como recinto Ry:

1. R es el recinto limitado por lasrectasy = x, x =0, y = 1.

La figura 4.44 muestra el recinto de integracion.

Ry ={(xy)/0<x<1,x<y<1} R,={(xy)/0<y<1,0<x<y}

y Yy Yy
=1
1 Y 2F---- \7/ ————————
[ INES [
It /s | ; 2% |
LY ™ |
. x x ' X
1 4
figura 4.44 figura 4.45 figura 4.46

2. Reslaregion que acotan x +y = 2, x2+y2—2x:O, x>0,y=>0

La figura 4.45 muestra el recinto de integraciéon

s Ry ={(x,y)/1<x<2,2—x<y<+V2x—x%}
= Ry={(xy)/0<y<L2-y<x<1+1-y*}

3. Reslaregion que acotany = /x, x =2y, x >0, y > 0

La figura 4.46 ilustra el recinto de integracién.

Re={(xy)/0<x<4 ><y<vx} Ry={(xy)/0<y<2 1 <x<2y}

Ejemplo 4.20.6. Calculemos / |cos(x +y)| dA, si R =[0,7] x [0,7].
R
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La funcién coseno presenta cambio de signo a medida que x + y recorre desde 0 hasta 27. Se tiene:

_J cos(x+y),
|cos(x +y)| = {—cos(x-f-y)f

Sea f(x,y) = cos(x + y), entonces la integral se descompone como sigue

/2 pr/2—x /2 r—x /2 prt
/|f|dxdy — / / fdydx—/ fdydx—/ Fdydx
R 0 0 0 0 T—X

w/2—x

T w/2—x v d T T—X dyd T T v d
_/71/2 T—X f Y x_/71/2/0 f Y x+/71/2/37r/2—xf yax

/2 /2 7T /2
= / (1 —sen x)dx+/ dx + senxdx—/ sen(x + ) dx
0 0 /2 0

T

T
—i—// dx + (1+sen(x+m))dx =271
/2

/2

Yy Yy
x+y=nm x+y=2m x+y=2 x+y=4
- + - +
x+y=1% x+y=31 x+y=1 x+y=3
x+y=0 + - . x+y=0 + - ;
T 2
figura 4.47 figura 4.48

Ejemplo 4.20.7. Calculemos / [x+y]dA, si R =10,2] x [0,2].
R

La funcién méximo entero presenta cambio de valores a medida que x + y recorre desde 0 hasta 2.
La figura 4.48 muestra la situacion, y se tiene que

0, 0<x+y<l1
1, 1<x+y<2
2, 2<x+y<3
3, 3<x+y<4

[x+yl =

A partir de esto, la integral dada se descompone como sigue
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1 1—x 1 2—x 2 2—x
+dd:// Odd+//1dd+//1dd+
/R[xy]xy 0 Jo L N N e A yox
1 2 2 3—x 2 2
= +// 2dydx+// 2dydx+/ 3dydx
2—x 2—
= /dx—l—/ — X dx—|—2/ xdx—|—3/ x—l

= 1+2-2 14245 =
+ +2+++26

Ejemplo 4.20.8. Hallemos / sen®x sen’ydA, si R = [0, 7t] x [0, 7).
R

En este caso, el recinto de integracion es sencillo. Las funciones trigonométricas que estdn al cuadra-
do tienen una identidad conocida. Se tiene,

T 1 (7 T
/ sen’x sen’y dA = / / sen’x sen’y dy dx = —/ (x —sen 2x)sen2y> dy
R 0o Jo 2 Jo 0
ot .,
= E/o sen“y dy = 1

o, 1, 172
/ e Y dydx, en funciénde Ay B, si A :/ e dt, B :/ e P dt.
0 0 0
~1/4

1
Ejemplo 4.20.9. Hallar [ = 2 / ,
-1/2

Determinar constantes m,n € Z=, tales que ] = mA —nB + e l—¢

Un esquema gréfico de la situacion (figura 4.49) nos ayuda en la determinacién exacta de los limites
de integracion. y

0 X 5 1 rx 5 //*
I = 2(/ /e_ydydx+/ / e_ydydx) 3
1/2
1 T X
= 2( / / eydxdy+//eydxdy) Z 2
1/2 1/2 figura 4.49
~ 2 —/ 4 ) d / (1—y yd)
( 1 (y+ y+ )e V dy

1/2
_ el—e1/4—/ e dt +2A
0

Para determinar las constantes 7 y n tenemos que, I = mA —nB4e ! —e¢
2A,delocual n =1, m = 2.

/4 _ o1 _ 14 gy

Ejemplo 4.20.10. Bosquejamos el recinto cartesiano dado S y lo escribimos en coordenadas polares.

1. S={(xy)/ x> +y*><a% a>0}
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La figura 4.50 muestra el recinto en el plano xy, y sobre él se ha sobrepuesto el plano polar.
Con esto logramos visualizar en forma rdpida el movimiento del radio polar y del dngulo. Se
tiene el siguiente recinto polar:

S={(r0)/0<r<a, 0<0<2m1}

2P = X2 4+y?=2x
R R
x x
figura 4.50 figura 4.51

2. S={(x,y)/ ¥* +y* < 2x}

La curva que acota el recinto (figura 4.51) es una circunferencia cuya ecuacién en el plano polar,
se halla como sigue:
12 = 2rcos § = r(r —2cos ) =0

de donder =0V r = 2cos 6. Luego
S={(r0)/ —

N

§9§§,O§r§20059}

Ejemplo 4.20.11. En los ejercicios siguientes transformamos a coordenadas polares y calculamos la integral:

2a  pv2ax—x2
1. A= / / (x® + y?)dy dx
0 0

Se lee de la integral dada que, el recinto de integracion estd acotado por las curvas, x = 0,
x =2a,y =0,y = V2ax — x? (figura 4.52). La tltima de estas curvas es una porcién de la
circunferencia de centro (a,0) y radio a. Su ecuacion es, (x — a)? + y?> = 4. En consecuencia

2a pv2ax—x? /2 p2cosH 3
/ / (x® + y*)dydx = / / r3drdf = Zna‘l
0 0 0 0
0 Yy

0 Yy
r
24 2
x- +y° = 2ax iy
v
N
R r
x R x
a 2a r 1
figura 4.52 figura 4.53
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a rx
2.A:// 2 L 12dyd
[V Ry

La integral nos dice que el recinto de integracién satisface que
0<x<4g 0<y<x

Luego, la integral en coordenadas polares es

a rx /4 pa/cos 6 1 /4
/ / \/ X2+ yPdydx = / / r2drdf == / a® sec 0 do
0 Jo 0 0 3 Jo

= § In(1+v2)

Ejemplo 4.20.12. Sea T(u,v) = (u +v,v — u?) aplicacién del plano uv en el plano xy. Vamos a determinar:
El Jacobiano de T. La imagen del conjunto S por la transformacion T, esto es, T(S), siendo S el tridngulo de
vértices (0,0), (2,0), (0,2) en el plano uv. El drea de T(S) mediante una integral doble en el plano xy, y por
una integral doble en el plano uv.

Cuando de transformaciones se trata, la ubicacién adecuada de los sistemas cartesianos ayuda bas-
tante a la hora de saber cual es el Jacobiano que se necesita poner en la integral. Como siempre,
elegimos que el plano uv esté a la izquierda y el xy a la derecha (figura 4.54)

figura 4.54

Es evidente que la transformacion T nace del plano uv y llevard al conjunto S en otro conjunto que
denotamos T(S). El Jacobiano de T es

Jx ox
Ju ov 1 1
J(T) = = =1+2u
dy dy —2u 1
ou dJv
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La frontera de S se parametriza

m(t)= (0 = T(()=  (t1) = y=x
w(t) = (t,0) = T(ay(t)) = (t,—t?) = y=-—x°
w3(t) = (t,2—t) = T(az(t) = (2,2—t—1t?) = x=2

en donde el pardmetro t es tal que 0 < t < 2. Luego, T(S) es como muestra la figura 4.16

Area en el plano xy

A[T(S)]:/O2 ! dydx:%

2 r2—u 14
= 14+ 2u)dodu = —
/0/0 (14+2u)dvdu 3

Ejemplo 4.20.13. Hallemos / x> y? dx dy, si R es el recinto que acotan en el primer cuadrante las curvas
R

Area en el plano uv

xy=1xy=2,y=x,y=4x.
Método 1: Directo

Los puntos de interseccién de las cuatro curvas se encuentran resolviendo los sistemas

ly=xxy=1}, {y=xxy=2}, {y=4x, xy=1}, {y=4x xy=2}

Se obtiene

11, (VEva, G, (Fa2vd

1
2
Si f(x,y) = x?y?, entonces

/RfdA :/ / fdxdy+/ /2/fdxdy+/2f nydxdy

V2 y5 1 2v2 y5
[ L LG R
1 3 3y \f3y 3y 192

7

Método 2: Transformacion

La figura 4.55 muestra S y T(S). La transformacion que estamos considerando es T(x,y) = (xy,y)

la cual se obtiene al considerar xy = u, y = v. Su Jacobiano es J(T) = y. Luego, J(T~!) = -~ = ~.
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4.20 Problemas resueltos

Otra forma de obtener este resultado es considerar la transformacién inversa de T, la que viene
u . . .,
dada por T 1(u,v) = (5, v) . Para determinar el conjunto en el plano uv que por la transformacién

T corresponde al conjunto S del plano xy, tenemos dos formas; una parametrizando cada curva
frontera de S y envidndola por T al plano uv, o bien, lo que es mds sencillo, reemplazar directamente
en las curvas. Veamos ambas formas, dejando al lector la metodologia futura a emplear.

AV
@m¢b;
2 T(S) //*
s N
1 F=" xy =2
u =1 X
1 2

tigura 4.55
Parametrizacion 1

Una parametrizacién que se puede elegir es la siguiente

Reemplazando

En lugar de parametrizar, se puede usar el hecho de que como xy = u, entonces en el plano uv se
tiene que u = 1y u = 2 son las curvas frontera que acotan el recinto. Para transformar la recta y = x,
consideramos y = v, y que xy = u, con lo cual la dependencia entre 1 y v es v> = u. De la misma
forma se encuentra que a la curva y = 4x corresponde v> = 4u.

Parametrizacion 11

Una parametrizacion mds adecuada que la anterior, y que se obtiene de la forma del recinto de
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¥

integracion es considerar xy = u, 2 = v. Esta transformacién es

T(xy) = (xy,2)

A partir de ella se obtiene el recinto {(u,v)/ 1 < u <2, 1 < v < 4}, cuyo Jacobiano es

ou Ju
ox oy y X 2
() =15 5 :|_i 11="
Yol X2 x
ox 9y
se concluye que
¥ _ 1

En este caso, la situacion gréfica es mucho mads simple que la anterior (figura 4.56)

v /\ y
4

-
I
N

Xy =
xy =1

tigura 4.56

Vamos a calcular la integral dada mediante la primera de las transformaciones. Queda como ejercicio

el calculo por la transformacion restante.

2,2 _ __2 _ u-
/Sxydxdy = //20 2 vidvdu = // dvdu

7
= 5/1 u? ln4du:§ In 2
Ejemplo 4.20.14. Hallemos el drea de las regiones acotadas que se indican:

1. La region R estd acotada por la pardbola y* = 2x y la recta y = x.

La figura 4.57 muestra el recinto de integracioén, siendo claro que

Y Y axd
a=["] =[] aar =3
o Lo VT ST
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y N : '
, N 41 r=2(1+senb)
I
|
CO
SO
I
1 X X X
5 W2 Uﬂ
figura 4.57 figura 4.58 figura 4.59

2. Laregion R es interior a la cardiode r = 2(1 + sen 6).

El radio barre desde cero hasta la curva polar »r = 2(1 + sen 0), y que el dngulo varia desde 0
hasta 27 (figura 4.58). En consecuencia

27 2(14sen 0)
A= / r / drdf = 67
0 0

3. Laregion R es interior a la cardiode r = a(1 + cos 6) y exterior al circulo r = a.

En la figura 4.59 se observa que el radio barre desde a hasta la curva polar r = a(1 + cos0) y el
dngulo varia desde - 7 hasta 7. Luego

/2 ra(l4-cos 6) a2 /2 a2
A:/ / rdrdd = — / (2c0s 8 + cos*0) df = — (71 + 8)
—n/2Ja 2 Jons 4

Ejemplo 4.20.15. Calculemos el volumen de la region R = {(x,y,z)/ 4x*> +9y*> <36, x >0, y >0, z =
3x+y, z > 0}

En el espacio la ecuacién 4x% + 9y? = 36 representa un cilindro eliptico, que crece en direccién del eje
z. Enla figura 4.60 se muestra la parte correspondiente al primer octante. El plano z = 3x + y, ademas
de pasar por el origen de coordenadas, en el primer octante para sobre la elipse 4x? + 9y? = 36. Esto
significa que este plano corresponde a la superficie que acota superiormente el recinto, ya que la
inferior es z = 0. Como vamos a usar una integral doble, los limites de integracion los consideramos
en el plano xy y corresponde a la region que delimita la elipse 4x? + 9y* = 36 y los ejes coordenados.
Se tiene lo siguiente:

3 \/36-4x2/3 3 1
V:/ / (Bx+y) dydx:/ (x 36—4x2+ﬁ (36—4x2)> dx
0 JO 0

de donde,
3

=4+18=22
0

1

V =
12

1
(36 — 4x%)3/2 4 =7 (108x — 4x3)
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\\\\\
W
\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \\\\

\ e —
\\\\?&\\ y X 2x+y+z=20 y
T
N

DRI . .

\\\x\%\?‘\\%\‘\‘\\\\\‘“ figura 4.60 figura 4.61
\

W

Ejemplo 4.20.16. Hallemos volumen que acota R = {(x,y,z)/ x> +y*> < 16, 2x +y +z =20, z > 0}.

En la figura 4.61 hay una idea de como van
situados el plano y el cilindro. Es claro que
el plano corta al cilindro y lo cubre superior-
mente. Una integraciéon en coordenadas carte- x
sianas debe considerar 4 volumenes Vi, V,, V3,
V4, ya que no es posible calcular V; por ejemplo,
y luego multiplicar por 4, pues el plano al crecer figura 4.62

genera volimenes distintos sobre cada octante.

El calculo en coordenadas polares es més sencillo, ello se debe a que el cilindro proporciona los
limites laterales de integracién (figura 4.62). Si x = rcosf, y = rsen, entonces su jacobiano es
J(r,0) =r,y se tiene

P+y?=16

4 21
V:/ / (20 — 2r cos 0 — r sen 0) rd6 dr = 3207t
0 Jo

Ejemplo 4.20.17. Calculemos el volumen que acotan las superficiesz = 0, x> +y> =1, x + y + z = 3.

La superficie z = 0 corresponde al plano xy. El cilindro x> + y?> = 1, centrado en el origen, es
de radio 1 y sigue la direccién del eje z. El plano x + y + z = 3 corta a los ejes coordenados en los
puntos (0,0,3), (3,0,0), (0,3,0). La grafica de esta superficie se muestra en la figura 4.63. El volumen
viene dado por

1 pvV1—a2
VZ/l/ 17x2(3—x—y)dydx:37'[
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AHOKXHE
0

JRRERN

DO

figura 4.63 figura 4.64

Ejemplo 4.20.18. Hallemos volumen acotado por las superficies (x —1)> + (y —1)2 =1, xy = z,z = 0.

La figura 4.64 muestra el s6lido al cual se determina el y
volumen. El cilindro pone los limites laterales y la su-
perficie z = xy (parecida a la silla de montar) pone la
tapa superior al recinto que calculamos su volumen.
Para simplificar los célculos, nos vamos a coordena-
das polares. La figura 4.65 muestra el recinto de inte-
gracion en el plano. La sustituciéon adecuada es

figura 4.65

x—1=rcosh, y—1=rsent
cuyo Jacobiano es r. Es conocido que esto conlleva un proceso de traslacién al origen de coordenadas.
Con esto,

1 r2m
V= / xydydx = / / (14+7rcos0)(1+rsen@)rdodr =1
R 0 JO
Al integrar, primero respecto de 0, las integrales que contienen seno y coseno se anulan.

Ejemplo 4.20.19. Hallemos volumen acotado por las superficies z = 0, x*> + y? — 2ax = 0, x> + y?> = 22

Si usamos coordenadas polares debemos escribir las curvas que acotan el s6lido en esas coordenadas.
La curva x2 + y? - 2ax = 0 en el plano xy es una circunferencia de centro (a,0) y radio a, la que en
coordenadas polares tiene ecuacién r = 2acos 6. En el espacio x> + y? = z2 es un cono de ecuacién
polar z = r. La figura 4.66 da una idea del recinto que queda sobre el plano z = 0 y que encierra
lateralmente el cilindro. La tapa inferior la pone z = 0 y la superior el cono. dado que el jacobiano
es | = r,y el angulo 6 recorre desde 0 hasta 7, entonces

/2 r2acos 0 1 3 /2 2 3
V=2 / / rzdrd(?:ﬂ c0330d9:3—a
0 0 3 0 9
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X242 =22 y
8F--- y=x
y=x
X
1
X 2 41 = 2ax y figura 4.67
figura 4.66

Ejemplo 4.20.20. Al calcular, por doble integracion, el volumen V limitado superiormente por una superficie
z = f(x,y) e inferiormente por una region S del plano xy, se ha llegado a la siguiente suma de integrales

V:/12/:3f(x,y)dydx+/;/jf(x,y)dydx

Dibujar la region S y expresar el volumen V mediante una integral iterada con el orden de integracion inver-

tido. Calcular V si f(x,y) = g

La figura 4.67 muestra el recinto de integracion en el plano xy. La integral iterada que proporciona

el volumen V, es
8 v x 1 [8x2)Y 1 /8 1 27
V:// X dxd :-/_ d:—/<—_>d:_
1 Jytsy Y 21yy1/3y 2 h yl/3 Y=

Ejemplo 4.20.21. Calculemos el volumen acotado por las superficies x*> + y*> = 2ax, z = 0, x> + y* = az.

La figura 4.68 muestra el cilindro y el paraboloide. Al considerar coordenadas polares:

1 /2  p2acos 6 /2 3
V== / / Pdrd = 4a° / cos* 0.do = S7a
a 0 —7t/2
z

2

—7/2

x2+y2:az

x? + y2 = 2ax
figura 4.68 figura 4.69
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Ejemplo 4.20.22. Hallemos el volumen del recinto interior al cilindro (x* + y?)? = a®(x*> — y?) y a la esfera
xz—i—yz—{—zz =a2,2>0.

El cilindro ( especie de lemniscatta) tiene ecuacién polar > = a?cos26. La figura 4.69 muestra el
cilindro y la esfera. Se tiene

/4 pav/cos 20 8 /4
V= 4/ / —rzrdrd()——g/ (a* — 1?)3/2
0

8
3 Jo

av/cos 20
do

0

i ((1 — c0520)%/% — 1) dae

1
Dado que sen®f = 5 (1 — cos 26), entonces

3 /4 3 /4
V = 8% (g —/0 (2 sen29)3/2 d()) = 8% <g _03/2 /0 sen0 d@)

2a 3/2 1 3 /4 3 .
5 (4 2275 (— cosG+3cos 6 ; =18 (37‘[+2O 16\/_>

Ejemplo 4.20.23. Hallemos volumen acotado por el cilindro x> + y*> = 16 y los planos z = 4x, z > 0.

La figura 4.70 proporciona informacién sobre el recinto al que calculamos su volumen. La porcién
de volumen del primer octante es equivalente a la del cuarto. El plano z = 4x es la tapa superior del
recinto, y el cilindro aporta los limites de integracién. Por tanto,

4 /16— 4
V:2// 4xdydx:8/x\/16—x2dx:¥
0 Jo 0

figura 4.70 \ figura 4.71
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Ejemplo 4.20.24. Hallemos volumen del recinto acotado por la superficie z = x> —y?, z > 0y los planos
x=1,x=3

En la figura 4.71 tenemos un “bosquejo” de
la situacion gréfica. La superficie es la sil-
la de montar y ella sirve de tapa para el
recinto, luego, los limites de integracion se
obtienen de las demds hipétesis. La figu-
ra 4.72 muestra el recinto en el plano. La
traza de la silla en el plano xy se obtiene
de x> —y?> = 0, de lo cual y = =x. Es-
to hace que existen dos porciones equiva-
lentes, ubicadas en el primer y cuarto cua-
drante. Por tanto, el valor de la integral
lo encontraremos multiplicando la primera
porcion por 2. Tenemos que,

3 rx 3 x3
V:2//(xz—yz)dydx:2/(x3——)dx:—
1 Jo 1 3 3

figura 4.72

(3,-3)

Ejemplo 4.20.25. Hallemos volumen, en el primer octante, acotado por x + 22=1x= Y, X = yz.

Mirando la figura 4.73, se observa que el cilindro z2 = 1 — x pone la tapa superior y que los limites
de integracién se obtiene en el plano xy del recinto que acotan y = x y x = y?. Se sigue que el
volumen es

V:/Ol/xﬁmdydx:/ (\/E—x)\/mﬁlx:%—i

1
0 15

2Z2=1-x y
y = V400 — 25x2
1
x
y —4 4
figura 4.73 figura 4.74

Ejemplo 4.20.26. Hallemos centro de masa de la region que acota la curva y = /400 — 25x2 y la recta
y=0.
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Se observa de la figura 4.74 que el eje y es de simetria de la region, por tanto, X = 0. Ahora calculamos
el drea de la region y el M, para dar respuesta al problema.

4 5v16—x2 4
A(R) =/_4/0 dydx=10/0 V16 — x2 dx

Esta integral se calcula con x = 4sen 6, ya que entonces dx = 4cos0d0, con 0 < 6 < % Luego

/2
A(R) =10 / 16 cos?0 do — 407
0

4 r5V16—x2 25 4 256
M:// dd:—/16—2d:—
=) ydydx =~ ,4( x7)dx = —

. 32
En consecuencia, (0, 15—7_[) es el centro de masa.

Ejemplo 4.20.27. Hallemos centro de masa de la region que acota X2 4 y% —aZenel primer cuadrante.

En la figura 4.75 se muestra la region. Para el centro de masa se necesitan los momentos respecto de
los ejes coordenados y el 4rea de la region.

0 (i yE? 2
mm=AA dydx = =

3

a p(Va—vx)? a a
My:/o/o xdydx:/o x(a—i—x—Z\/ﬁﬁ)dx:%

M. — a (\/E_ﬁ)z dvd _a3
x_/o/o yyx—%

=
I

AN
NI=

/\Q
/‘*
N
+
<
N =
/
/7
’
7
P d
<
Il
N
=
|
=
N

x x
a 1 2
figura 4.75 figura 4.76
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Ejemplo 4.20.28. Hallemos los momentos de inercia con respecto a cada uno de los ejes coordenados de la
region R = {(x,y)/ y =2x — x%, y = x}

La figura 4.76 permite observar que las integrales que definen los momentos de inercia son:

1 p2x—x2 1 1 29
Ix:/ / yzdydx:§/ (8x% —12x* 4 6x° — x® — x%) dx = —
0 Jx 0

420
1 p2x—x? ) 1, ) 1
Iy:/o/x xdydx:/ox(x—x)dx=ﬁ

Ejemplo 4.20.29. Sea R la region acotada por las curvas y = x%, y*> = x. Calculemos Iy si L es la recta
y=-3

Seaii = (0,1) vector normal a la recta. Elegimos un punto (x, y) cualquiera sobre la regién y el punto
(0, —3) sobre la recta dada, entonces

fio X — X
comp_(x — x9) = #=y—l—3

De esta manera,

[RRVES 233
_ 2 _ Y
IL—/O /x2 (y+3) dydx = =

1 figura 4.77 \ 1 figura 4.78
(0. —3)

P \(0, -5)

Ejemplo 4.20.30. Si R es la regién acotada por y = x2, y* = x, hallemos Iy, con L la recta x +y +5 = 0.

Delarecta x +y+5 = 0se deduce que #f = (1,1) es un vector normal y apunta hacia la regién. En la
region, elegimos un punto de la forma (x, y) arbitrario. En la recta dada escojemos el punto (0, —5).
De esta forma, la componente es

fio(x—x9) x+y+5

Al V2

comp_(x — xg) =
Luego,

1 1opvx 5 2451
IL—E/O /xz (x+y+ 5 dydx =
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Ejemplo 4.20.31. Calculemos los momentos que se indican para la region R que acotan y = x> e y*> = x.

1. MpsiLeslarectay = 1.

La figura 4.79 sirve como modelo para establecer las hipétesis requeridas por cada problema.
Un vevtor normal a larectay = 1es i = (0,—1). Como siempre, (x,y) representa un punto
arbitrario en la regién, y elegimos (0,1) como punto sobre la recta dada, entonces

comp_(x — x9) =

Luego

o (x—xp)
[172]]

=1

—Y

1 1 pvx 11
ML_E/O /xZ (1—y)dydx—@

y y
/ /
2 2
/ = X / y =X
/ I x, r
(0,1) JoT  y=1 oo | it
lﬁ i Y =x
yr=x
x x
1 figura 4.79 (0.0) 1 figura 4.80

My siLeslarectax+y =0.

La figura 4.80 ilustra este caso. Se considera 7# = (1,1) como vector normal a la recta, (x,y) un
punto arbitrario en la region, y (0,0) un punto sobre la recta dada, entonces

comp_(x — xg) =

Luego

1 rvx
Min/ / (x+y)dydx =
\/E 0 Ja?

xX+y

Ejemplo 4.20.32. Sea R la region limitada por las pardbolas y = x?,
muestra la regicon rotando sobre diversas rectas L. Verificar que el resultado en cada caso es el que se indica:

V2

3v2

20

x = y? (Figura 4.80). La figura 4.81
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4.

5.

tigura 4.81

Leselejex. Figura4.81(a)

1ovx 37
V—27T/0 /x2 ydydx—1—0

Leslarectax =1. Figura4.81(b)
—27r// |x—1]dydx—117t

Leslarectay =2. Figura4.81(c) Resp.V = 311—0"

— : _ 23
Leslarectax = —3. Figura4.81(d) Resp.V = 53

Leslarectax+y = 0. Figura4.81(e). Resp V = 375—55.

Ejemplo 4.20.33. Calculemos / xy?z>dV, con S el sélido que acotan los planos y = x, x = 1,z = 0,
S

y = 0y la superficie z = xy.

La superficie z = xy pasa sobre el recinto y sirve de tapa superior (figura 4.82), siendo la inferior
z = 0. Los limites de integracion los hallamos en el plano xy (figura 4.83). De esta forma tenemos el
siguiente recinto

R={0<x<1,0<y<yx 0<z<uay}

Luego,

1 rx
/xyz3dV /// xy223dzdydx:31//x2y6dydx
0 Jo
1 /1 1
—%/Oxde—ﬂ
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y
figura 4.82

figura 4.83

Ejemplo 4.20.34. Hallemos / (1+x+y+2z)2dV,si S es el sélido que acotan, en el primer octante, los
S

planos coordenados y el plano x +y +z = 1.

La figura 4.84 muestra el tetraedro que se
forma en el primer octante. El acotamien-
to lateral lo vamos a encontrar en el plano
xy. El acotamiento inferior y superior en di-
reccion del eje z. Se tiene el recinto de inte-
gracion

R={0<x<1,0<y<1-x,0<z<l—-x—y}

T~
Luego, *
1 p1-x pl—x—y
/(1+x+y+z)3dvz// / (1+x+y+z)2dzdydx
S 0 Jo 0
1 1 rl1-x /1 v d
1 M/1—x 1 1 1 5
=73 0( i +§—1+—x) dx=5n2-1

2 2

a’? b2

2
Ejemplo 4.20.35. Hallemos / (x_ + 7 + Z—2> dV,si S es el sélido x_z +5+5=1
S c a c

z

2

y Z

b2

1

Y
figura 4.84

El recinto de integracion es un elipsoide de semiejes 4, b, c. El calculo en coordenadas cartesianas es
largo y complicado. Preferimos un cambio de variables de la forma:

x = arcosfseng,

y=Dbrsenfsen¢,

Z =Crcos¢
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El Jacobiano es | = abcrsen ¢. En consecuencia

2P 22 1 21 pm . 1o
/s<a_2+ﬁ+§> av = /0/0 /0 abcr senc])dgbd@dr:Zabc/o /0 r* de dr
1

= 4jtabce / rdr = il 7tabce
0 5

Ejemplo 4.20.36. Hallemos, por integral triple, el volumen del sélido acotado por la esfera x> + y? + z> = a®.

Escribimos la integral en coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas.
» Coordenadas cilindricas

En este caso, con z = 0 obtenemos que el recinto plano de integracién es la circunferencia x> + y? = a.
Por tanto,
x=rcos0,y=rsenb, z=z=J(r,0,z) =r

Es claro que el d&ngulo 0 varia entre 0 y 277, que el radio r barre desde 0 hasta a y que el acotamiento

inferior y superior, que corresponde a la variable z, es desde 0 hasta v/ a? — r2. Luego, considerando
voltimenes equivalentes en los 8 octantes, tenemos:

/2 ra pVa2—r?
/dxdydz — 8/ // rdz dr d6
5 o Jo Jo
/2 pra
= 8/ /r\/az—rzdrdé
o Jo

8§ [7/2 4 4rta’
= S do = 2
3 /o ! 3

» Coordenadas cartesianas

Al considerar el primer octante, el recinto R de integracién de las variables x e y es la cuarta parte
de la circunferencia x2 + y2 = 42. Esto es,

R={(x,y)/0<x<a, 0<y<+a%—x?%}

a Va2 a?—x2—y? 3
V:8/dxdyt;lz:8/ / /\/ dzdydx:47m
S 0 Jo 0 3

» Coordenadas esféricas

Por lo tanto,

Lo mas claro es que el radio r varfa de 0 hasta a (se mide desde el origen hasta la cdscara de la esfera).
Para determinar el angulo 6 (el mismo de las polares) se tiene en cuenta el Ecuador de la esfera, lo
que significa que 0 < 6 < 27. finalmente, el &ngulo ¢ considera la medida desde el polo norte al
polo sur, esto es, 0 < ¢ < 7. En consecuencia,

a 21 o, 47-“13
ddd:///2 A do dr =
/Sxyz 0 o Orsempgb r 3
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Ejemplo 4.20.37. Hallemos el volumen que queda entre dos esferas concéntricas de radios a y b.

Suponemos 0 < a < b, y usamos coordenadas esféricas para calcular el volumen (Figura 4.85).

b pm/2 pm/2
/ dxdydz = 8 / / / r? sen pd6 dr dy
S a JO 0

b /2
= 8// 2 do dr
a JO
b

= 471/ rzdr=4—n(b3—a3)
a 3

tigura 4.85 figura 4.86

Ejemplo 4.20.38. Calculemos el volumen del cuerpo limitado por la esfera x> + y* + z> = 9, y el paraboloide
X +y? =8z

En la figura 4.86 se ve que la esfera es la tapa superior del recinto y que el paraboloide es la inferior.
la interseccién de ambas superficie nos proporcionara el recinto de intregracion para las variables x

ey.

2 2 2
{x trAE =9 28 9-0

x2+y2:8z

delocual, (z—1)(z+9) = 0 = z = 1 tnica solucién. Por tanto, a esa altura (z = 1) se genera una
circunferencia

que es nuestro recinto de integracién. En polares se tiene que

x=rcost, y=rsend = 0<60<2m, O§r§2\/§

Ahora, establecemos la integral que entrega el volumen en cilindricas.
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2v2 2 912 2 242 2
vV = / / / rdzd@dr:/ / (\/9—r2—r—) rdrdo
0 0 Jr2/8 0o Jo
B 27 1 2032 A 2v2 B 27 9()
_ o
3

Ejemplo 4.20.39. Hallemos el volumen del recinto que es exterior a la hoja superior del cono z> = x*> +y* e

interior al cilindro x> + yz =1,conz > 0.

Mirando la figura 4.87, se observa que el cono pone la tapa superior y que los limites de integracion
se obtiene en el plano xy del recinto que acota el cilindro. Las coordenadas cilindricas facilitan los
calculos. El recinto del plano xy es

R={(r,0)/0<6<2m, 0<r<1}

El volumen tiene su equivalente integral:

1 21 pr 1
V:/ / / rdzd@dr:27'f/ rzerZ_n
0o Jo Jo 0 3

9x2 + 4% = 36
z 22:x2+y2 \

9x +4y — 62

y

figura 4.87 figura 4.88
X x+y?=1

Ejemplo 4.20.40. Hallemos volumen del sélido que se encuentra en el primer octante acotado por la superficie
9x2 + 4y? = 36 y el plano 9x + 4y — 6z = 0.

En la figura 4.88 se ve que el plano acota superiormente y que el cilindro aporta los limites laterales.
En cilindricas se tiene el recinto

(18rcos 0 + 12rsenf) = A}

N =

R:{ma@/ogegg,ogrgL 0<z<
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Cabe indicar que hicimos
x =2rcosB, y=3rsend = J(r,0) = 6r

Tenemos:
1 % A 1 %
V:/ / / 6rdzd0dr:/ / r- (18rcos 0 + 12r sen 6) df dr
0o Jo Jo 0 Jo

Al integrar respecto de 0

1 7 1
V = / <18r2 sen @ — 1212 cos 9) dr = / 3072dr = 10
0 0 0

Ejemplo 4.20.41. Hallemos volumen del sélido interior a la esfera x> + y? + z> = 4 y al cilindro x* + y* =
2y.
Para situarse en la hipotesis del problema, la figura 4.89 nos sirve de ayuda. La esfera pone la tapa

superior al recinto y el cilindro entrega los limites de integracién para las variables x e y. En coorde-
nadas cartesianas el recinto es

{(x,y,2)/ —1<x<1, 1—M§y§1+m, 0<z</4—x2—y?2}
Nos cambiamos a polares
x=rcosh, y=rsent = J(r,0))=r
Esto es mds sencillo que haber considerado polares modificadas, esto es
x=rcosb, y= %+rsen9 = J(r,0)) =7

La ecuacién de la esfera en coordenadas cilindricas, con polares tradicionales, es z2 4+ 12 = 4. Por lo
tanto, el recinto tiene la forma

{(r,0,2)/ 0<r<2senf, 0 <6 <m 0<z<+V4—-7r2}

Por simetria del recinto consideramos 2 veces 0 < 6 < % Luego,

/2 r2senf pV4A—12 /2 p2sen@
vzz/ / / rdzd()dr:2/ / r4—r2dodr
0 0 0 0 0

La tltima es directa, de modo que

16 717 3 _le/m 2\ 8w 32
V—3/0/0(1 cosG)der—3<2 3)—3 9
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r = 2sen@

y

+yr+22 =4 figura 4.89 figura 4.90

Ejemplo 4.20.42. Hallemos el volumen dentro del cono z = \/x% + y? y bajo el plano z = 4

En la figura 4.91 se muestran el cono y el plano. Es claro que este plano es la tapa superior y el cono
la inferior. Para saber los limites de integracién debemos intersectar el plano y el cono para conocer
el méximo conjunto en el cual se mueven las variables x e y. Al efectuar la interseccién se halla

X +y? <16
Pasando a coordenadas polares, x = rcos 0, r = rsen 0, se tiene el recinto
{(r,0,2)/0<r<4,0<0<2mr<z<4}

Por tanto,

4

/2 /2 /2 3
—4/ / / rdzd()dr—/ / 4 —vr drd9—4/ <2r _3) do
0

Después de evaluar

Para quienes son fandticos de las coordenadas esféricas, el volumen es

2w X r4/cosp
V:/ /4/ rzsen(pdrd(pd():64—7T
o Jo Jo 3
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z z
7z =2x%+ y2
z=4-—1>2
B -4 S
y
figura 4.91 figura 4.92
x x

Ejemplo 4.20.43. Hallemos el volumen limitado por z = 2x> +y?, z = 4 — 2.

El recinto que se obtiene al dibujar el paraboloide z = 2x? + y? y el cilindro z = 4 — y? es el que se
muestra en la figura 4.92. Es claro que el cilindro pone la tapa superior y el paraboloide la inferior.
Los limites de integracién se encuentran después de intersectar ambas superficies.

:22 2
{z x+2y 2yt =2
z=4—-y

Luego, el recinto de integracién es el disco de ecuacién x? + y? < 2. Pasando a cilindricas se tiene

2 r4—r2sen?o V2 r2m
V= / / / rdzd@dr:/ / r(4—2r?)dodr = 4m
(1+4-co0s20) 0 0

Ejemplo 4.20.44. Hallar el volumen de la region definida por las desigualdades x> + y> —2x <0, 0 < z <
2
x°.

Estamos en presencia de dos cilindros; uno de ellos x + y? — 2x = 0 rectilineo y con centro en (1,0, 0)
que pone los limites laterales, y el otro z = x? parabélico que sirve de tapa superior del recinto. El
volumen que vamos a calcular se representa en la figura 4.93.

Tomamos cordenadas polares centradas en (0,0), el cambio es
x=rcosb, y=rsenf, z=z=](r,0,z)=r

La figura 4.94 muestra el recinto plano de integracién. Se observa que tenemos dos recintos de vol-
umenes equivalentes, por ello, los limites de integracién los consideramos como sigue:

{(r,0,2)/0<6 < g, 0<r<rcosh, 0<z< rzcoszf)}

con lo cual,

2c0s0 [ricos’f 2co0s 0
—2/ / / rdzdrdG—Z/ / rcoszf)drde—Z/

4 12cos 6
cos20 do
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Lo que equivale a tener

V=8/2c0569d9:8-
0

=3
Ul
=

1
8

7| T
Al
il
iy
il
Sl
L4

r = 2cos 6
\__/ )

Yy
figura 4.93 figura 4.94

Ejemplo 4.20.45. Hallemos / / / zdV sobre el recinto R limitado por abajo por la hoja superior del cono
R
22 = x? + y? y por arriba por la esfera x> + y* + z> = 9.

El recinto R aparece dibujado en la figura 4.95. La interseccién de ambas superficies da como resul-

tado z = %, de lo cual, la curva de interseccién es x% + yz = %. Calcularemos todo en coordenadas

esféricas

R={(r,0,¢)/0<r<3,0<6<2m,

Ll
IN
RS,
IA

NE
——

de lo cual

3 /2 pZ
///ZdV:/ / /zrsencprzcosgbdcpchdr:Sl—n
R 0 Jo J% 8

Para los amantes de las cilindricas, su expresion es

3/V2 21 V9—12
///de:/ / / zrdzd@dr:&—n
R 0 0 r 8
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22=x2+? y
r
- 3
TV
x
X 2 2 2 _ y
vy =8 figura 4.95 figura 4.96

Ejemplo 4.20.46. Calculemos el volumen limitado por el cono de ecuacion x> +y* = z?, z > 0y el plano
z=3.

Lo primero es graficar el cono y el plano ( figura 4.97) para visualizar correctamente los limites de
integracion. Se observa que el plano z = 5 es la tapa superior y el cono la inferior. La interseccién
de estos proporciona el recinto en que se mueven las variables x e y. Se obtiene x> +y?> = 9. En
coordenadas cilindricas

{(r,0,2)/0<r<3,0<0<2mr<z<3}

Con lo cual el volumen se representa como

3 27 3
Vz/ / / rdzd0dr =97
0 JO r

4 Y
figura 4.97 figura 4.98

Ejemplo 4.20.47. Hallemos el volumen limitado por las superficies z = x> + y> yz = 2 — x> — 2.
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Aqui la figura 4.98 es nuestro bosquejo de la situacién. El primer paraboloide pone la tapa inferior
y el segundo la superior. La interseccién de ambos entrega el recinto del plano en que se mueven
las variables x e y. La curva de interseccién es x? + y? = 1. Por tanto, el recinto es el interior a esta
circunferencia. Las coordenadas cilindricas permiten escribir el recinto como

{(r,0,2)/0<r<1,0<0<2m, r2§z§2—r2}

1 p2m p2—12
V= / / / rdzdfdr =
0 Jo r2

Ejemplo 4.20.48. Hallemos el volumen del cuerpo definido por {(x,y,z)/ 0 < z < xzz + y9—2 <1}.

Con lo cual el volumen es

2 2
Aqui la figura 4.99 ilustra la situacion. La superficie z = XTZ + % es un paraboloide eliptico y xzz +4 =
1 un cilindro recto. El paraboloide pone la tapa inferior y el cilindro los laterales. La interseccién de
ambos entrega el recinto del plano en que se mueven las variables x e y. Al intersectalas se halla

. ., x2 y2 . . .
z = 1, con lo cual, la curva de interseccion es 7 + s = 1. Por tanto, el recinto es el interior a esta
elipse. Usemos coordenadas cilindricas modificadas

x =2rcos®, y=23rsenb, z=z=](r,0,z)=6r

Por lo tanto,
{(r,9,z)/0§r§l,0§9§2n,0§z§r2}

1 2 pr?
V:/ / / 6rdzd0dr =31
o Jo Jo

Con lo cual el volumen es

+y?+1=22

Yy x Yy
figura 4.99 figura 4.100

Ejemplo 4.20.49. Calculemos la masa del sélido limitado por la hoja superior del hiperboloide de dos hojas

x> +y? — 22+ 1 =0y laesfera x* + y* + z> = 9, y cuya densidad en cada punto es p(x,y,z) = 2.
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Al mirar la figura 4.100 se observa que la esfera pone la tapa superior al recinto y que la hoja superior
del hiperboloide la inferior. La interseccién de ambas superficie es la curva x> + y?> = 4. Por tanto,
el recinto de integracion del plano xy es el disco x> + y? < 4. En coordenadas cilindricas la integral
que proporciona la masa es

T 2 V-2 4
M:4/ / 2dzdrdo = 2 (122 — 25V/5
0 0 1+72 r-z zar 15( \/_)

Ejemplo 4.20.50. Hallemos el volumen del sélido acotado por los planos y = 0, z = 0, y las superficies
y?=x—x?yz? =4x

El cilindro z2 = 4x es la tapa superior del recinto y el cilindro pone los limites laterales. La figura
4.101 muestra esto. En coordenadas cilindricas la integral de volumen es

% pcos@  r2+v/rcosf 8
V= / / / rdzdrdf = —
0 Jo 0 15

Hay que tener presente que es sélo la parte del primer octante.

z z

(x—a)?+(y—a)?+(z—a)?=a®

x Y
figura 4.101 figura 4.102

Ejemplo 4.20.51. Hallar la masa de la esfera (x — a)? + (y — a)?> + (z — a)? = a?, si la densidad en cada
punto de la esfera es igual a la suma de los cubos de sus coordenadas.

Con s6lo mirar la ecuacién de la esfera dan ganas de hacer una traslacién
X—a=u Yy—a=v, Z—a=W

Ahora tenemos la esfera centrada en el sistema u, v, w.
M= ///(x3+y3+z3)dV: /// [(a+u)®+ (v+a)+ (a+w)dV
R *

Nos vamos a esféricas

u=rcosbsend, v=rsenbsen¢, w = rcos¢
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Como J(,0,¢) = r’sen ¢, entonces
Topra 271
M:/ / / [3a3+3a2(u—|—v+w)+3a(u2+v2+w2)+u3+v3+w3]r256n¢d9drd¢
0 0 JO

Algunas integrales de seno y coseno se anulan después de integrar respecto de 6, de modo que

a 32
M= / (12a°7tr? + 12a7tr*) dr = ?nzf
0

Ejemplo 4.20.52. Hallemos el volumen que encierran los cilindros z> = y, y* = x, z2 = 2y, y*> = 2x, x> =
2
z, X° =2z

Los seis cilindros, al mismo tiempo, dan un susto terrible. Pero aqui es donde entra todo el cuento de
saber si tenemos la pelicula clara. Por supuesto que se puede hacer asi como estd dado el problema,
pero un cambio de variables es mejor. Mirando los cilindros se ve que la transformacién adecuada
es

2 .2 .2
z X
T(x,y,z) = (?, y?,?> = (u,v,w)
su Jacobiano es
_z 2z
0 2 7 )
_ 2 - _
=5 % o=
2x 0 _x
z 72
Como este Jacobiano deber estar en valor absoluto, entonces = 7. Pero, la transformacién que
q

hicimos “nace” del plano xyz, que es el plano donde la cosa estaba dificil, luego, el Jacobiano que se
necesita es | 71| = 7. En consecuencia,

1 /2 2 2 1
V-;/lfl/ldwdvdu—§

Dibujar el recinto que encierran los seis cilindros es tarea titanica. Pero la transformacién hace que
el recinto que ellos acotan se transforme en un cubo (figura 4.104) es

2 2

2 2 2 2
22 L,V .,
Yy y X X

X
Z

X

-1, = =2
z
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(1,2] x [1,2] x [1,2]

figura 4.103 figura 4.104

1 V122 ltaty
Ejemplo 4.20.53. Escribimos en cilindricas / / / (x* +y?) dzdy dx
0 Jo 0

En esta clase de problemas debemos fijar nuestra atencién en los limites de integracién de cada
variable y hacer un bosquejo del recinto. Podemos particionar el problema mirando primero los
limites del recinto plano xy, que son las variables finales de integracién (z va primero de acuerdo al
6rden entregado). Tenemos:

{(x,y)/0<x <1, 0<y<+V1-—x2}

Su grafica se ve en la figura 4.105. Ademds, la variable z tiene al plano xy como tapa inferior del
recinto y al plano z = 1 4 x 4 y como tapa superior. En cilindricas se tiene:

1 ,V1-x2 fl4xty T 1 pl4rcosO+rsenf
/ / / (x* +y?)dzdy dx = / / / r3dz dr de
0 JO 0 0o Jo JO

1
y=v1-—x?
SR
R
R

1 5

>

3>

x
figura 4.105 figura 4.106

y

Ejemplo 4.20.54. Escribir en coordenadas esféricas la region que, en el primer octante, acota la superficie
y = V4 —x2 — 22 entre los planos y = x e y = x+/3.
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Lo primero es hacer un buen bosquejo del recinto (figura 4.107). Se trata de una esfera cortada por
dos planos. La esfera pone la tapa superior y el plano z = 0 la inferior. la figura 4.108 muestra el
plano xy donde estd el movimiento de las variables x e y. El recinto en esféricas es

T
4
La figura 4.108 muestra el movimiento del a&ngulo 6. El movimiento del radio en las esféricas se inicia
en el origen y llega a la superficie que acota superiormente, en este caso, desde 0 hasta el radio de la
esfera r = 2. El movimiento del angulo ¢ se mide desde el polo norte a la base z = 0, es decir, desde
0 hasta 7.

((r,0,$)/0<r<20<¢<r, geg}

0 4Y
N
5
s
4—x2— 72 1f--
L (V3V3)
Y
7N
N x
1 r
y figura 4.107 figura 4.108
. sen(x +y —z) . . o
Ejemplo 4.20.55. Calculemos / dV, si el recinto R es el siguiente
R X+2y+z
R={(xy2)/1<x4+2y+z<2,0<x+y—z< %, 0<z<1}

Es suficiente con mirar el integrando o bien el recinto de integraciéon para darse cuenta que tenemos
que hacer un cambio de variables, lo que equivale a definir una transformacién adecuada. Se tiene

u=x+2y+z, v=x+y—z, z=2

Su Jacobiano es

J(u,v,2z) =
00 1

Como en la integral el Jacobiano va en valor absoluto, entonces
_ 2 %1
/sen(x+y Z)dV:/ /4/ Seno g
R x+2y+z 1 Jo Jo u

2 s 1
//4/ SN dvdu = (1 — 2v/2)In2
1 Jo Jo 2

u

Al integrar se llega a
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4.21. Problemas propuestos
1. Encontrar las funciones que verifican las condiciones indicadas:

0 0
a) %z?)x-i—y, £:x+4y3+7, £(0,0) =5

b) ai: = xye* of —xeX—e"+y 12, £(0,4) =3

ox ay
Resp 3x2+xy+y*+7y+5,  ye*(x—1)+2,5+3
2. Encontrar la funcién f(x,y) que verifica las siguientes tres propiedades:
0

a) 5 =3x%y+y>%

b) % =x3+ 2xy.

¢) [Jpf(x,y)dxdy =1, D es el interior del tridngulo de vértices (0,0), (1,1) y (2,0).
Resp f(x,y) = 2%y +xy* + 3

3. Calcular las siguientes integrales:

3 4 4 3 1 VIaZ
2ydx d b [ Py [ 3
ﬂ)/[)/zx}/xl/ )2 Ox]/xl/ c) o/ xy dy dx

Resp 84, 54, 5

4. Calcular las integrales dobles por integracion sucesiva:

a) [[,xy(x+y)dxdy donde I = [0,1] x [0,1]. Resp 3
b) [[,sen*xsen*ydxdy donde I = [0, 7t] x [0, 7). Resp 2
¢) [[;sen(x+y)dxdy donde I = [0, 5] x [0, F]. Resp 2
5. Escribir una suma de Riemann cuyo limite cuando n — oo sea igual a
0 2 i
+3
/5 / (37 + 3xy)dy dx
5n 4n ) 1
Resp. Z Z(xi + 3xl~y]-) =
i=1j=1 n
seny y % O
6. SeaR ={y=+x, y=x}.5i f(x,y) = {13/ ' O,hallar Jx f(x,y) dA.
’ y=

Resp.1—senl
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7.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

Hallar el volumen de los sélidos descritos a continuacion:

a) Laregion bajo la superficie z = 4 — 2x 4y y sobre el dominio D = {(x,y)/0<x <1,1<
y <3}

b) La regién bajo la superficie z = X2+ y2 y sobre el dominio acotadoporx =0,x =2,y =0
ey = x°.

¢) La region bajo la superficie z = xy? y sobre el dominio acotado por y = x e y = x2.

d) Laregion bajo la superficie z = 4 — x y sobre el dominio acotado por la parébola (y —2)? =
4x ylarectay +2 = 2x.

Resp 10, 1312 L 21 6

7 105 7 40~
1 rx
. Calcular la integral / / eV dy dx. Resp 3(e* —2e+1)
0 Jo
1 /1
. Calcular la integral / / In(x+1)(y+1)dxdy. Resp4In2—2
0 Jo
. 2 0 X )
Calcular la integral / / ly| cos—~ dy dx. Resp =
0 /-1
. Lol 2,1, 1 5
Calcular la integral / / " eV dydx. Resp 5+, + 35— 3
-1J-=-2|x
Sea D la regién comprendida entre las gréficas de las curvas y = x%, y = —x?, y las rectas
x = —1, x = 1. Dibujar el recinto de integracion y calcular [ [, (x* — 1) dx dy. Resp —%
Hallar el volumen bajo el plano z = x + y y sobre el recinto limitado por x = 0, x = 2,
x? 4+ y? = 16. Resp 128 — 16116
Calcular [ folny ye¥dxdy. Resp &

Sea R el recinto acotado pory = 1 — x,x = ¢,y = In x. Hallar:

a) el area de R.

b) el volumen del sélido que se encuentra sobre el recinto R y bajo la superficie z = 3 — x.

Hallar [[,(xy — y®)dxdy, siendo D el recinto plano limitado por las rectas y = 0, y = 1,
x=-Lx=uy. Resp. —%

Calcular [, (x* — y)dxdy, siendo D la regién comprendida entre las gréficas de las curvas
y=2x?y=—x%ylasrectasx = 1,x = —1. Resp 2

Hallar [, xydxdy, siendo D la region del primer cuadrante encerrada por las parébolas y> =
— 42 1
X,y = x°. Resp 15
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Sea D = {(x,y)/ x* +y* <2,y > 0}. Hallar [[,(1+ xy)dA. Resp

Cambiar el orden de integracién en cada una de las integrales siguientes:
2 4 2
a) foliji f(x,y)dydx b) fo fy f(x,y)dxdy o) [{ [T f(x,y)dydx

Resp. fol f\;‘/yyf(x,y) dx dy
S S feoy) dydx + [5 [, f(x,y) dydx
fl S fly dxdy+f2 2fxy)dxdy+f4 f/zfxy)dxdy
Considerar la aplicacién T : R? — RR? dada por:
T(u,v) = (u+v,0—u?)

Sea D* el triangulo de vértices (0,0), (2,0), (0,2) en el plano uv. Hallar T(D*) = D y calcular
el drea de D, mediante una integral doble en las variables x e y, y también una integral doble
en las variables u y v. Resp= 13—4.

Calcular la integral [ e (x+y)* (1+ %) dxdy, donde D > es la region limitada por las rectas
y=x,y=2x,x+y =1 x+y =2 Sugerencia: usar x +y = u, y = . Resp %(64—6).

Sean f una funcioén real continua, S = {(x,y)/ |x| + |y| <1}

a) Usar el cambio de variables u = x +y,v = x — y para demostrar que

faty)dxay = ([ ) an
S 1

b) Calcular [[(x* 4 y? + 2xy) dx dy. Resp 2.

Mediante el cambio de variable, x = u + v,y = v, calcular

//D(ery)dxdy

D es el paralelégramo de vértices (1,1), (3,1), (0,0) y (2,0). Resp 4

Usar el cambio de variables # = y — x, v = y + x para hallar

// sen( )dxdy

donde D es el trapecio con vértices (1,1), (2,2), (4,0), (2,0). Resp 3(cos1—1).
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26. Calcular

x—2y
2x+y) e dxd
Yy Yy
D
donde D es laregién acotadapor2x +y =1, 2x+y =4, x -2y = -1, x =2y = 1.
Resp —i(el/4 47 1/4 —e71)

27. Hallar las siguientes integrales dobles utilizando un cambio de variable adecuado:

a) / / e dA, donde R es el tridngulo limitado por lasrectas x =0,y =0y x +y = 1.
Resp (e —e™1)

x*/y
/ / e dA, donde D es el recinto limitado por las curvas x = y, x = 2y, x> =y y
D

y(2+y?)
x% = 2y. Resp (¢? —e)(arctg2 — &
c 2 _ 4x2dx dy, donde D 1 recint tad 1 —2x=-1,y+2x =
) //D\/y y, donde D es el recinto acotado por las curvas y y
—ley*—4x? =1 Resp (7 —31n 2)

28. Calcular [[,(x +y)?dxdy, si D el paralelégramo limitado pory = —x,y = —x+1,y = 2x,y =
2x — 3. Resp %

29. Hallar [[, xydxdy, si D la regi6n del primer cuadrante acotada por las curvas x> + 1> = 4,
X242 =9,x>—y> =4,x>—y> =1. Resp ¥

30. Sea D la regién {0 < y < x, 0 < x < 1}. Evaluar [[,(x + y)dxdy haciendo el cambio
X=u+v,y=u-—o. Resp%

31. Sea T(u,v) = (4u,2u + 3v). Sea D* = [0,1] x [1,2]. Hallar T(D*) = Dy calcular:

a) [[pxydxdy. Resp 140  b) [[,(x —y)dxdy. Resp —42

32. Sea Rlaregion en el plano limitada porlascurvas x> —y> = 1,x2 —y>* =9, x+y =4, x+y = 6.
Mediante el cambio de variables u = x +y, v = x — vy, se transforma la regién dada en otra
region T. Se pide:

a) Representar graficamente las regiones Ry T.

b) Calcular el 4rea de la region R utilizando T. Resp A = 4In %

33. Se llama valor medio de una funcién f(x,y) sobre una regién, de drea A, al valor

valor medio = % /Rf(x,y) dA

Calcular el valor medio de las siguientes funciones en la regién indicada:
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a) f(x,y) = x, con R el rectdngulo de vértices (0,0), (4,0), (4,2), (0,2)
b) f(x,y) = x> +y?, con R el cuadrado de vértices (0,0), (2,0), (2,2), (0,2)
¢) f(x,y) = xy en el dominio acotadoporx =0,x =2,y =0ey = 3.
d) f(x,y) =4—2x+yenel dominio acotadoporx =0,x =2,y =0ey =4.
Resp. 2, %, %, 0
34. Usar coordenadas polares para evaluar:
a) [[o(1+x2+y?)~3/2dxdy, R es el tridngulo de vértices (0,0), (1,0), (1,1). Resp 75

35

36
37

38

39

40

41

42

b) [[x(x®+y)dxdy,siendoR ={(x,y)/ x >0,y >0, x* +y*> < 1,x* + y*> — 2x > 0}.
Resp g55(203 4 453+/3 — 2807)
¢) [[r(x?+y?)3/2dxdy, R es disco x> + 1 < 4. Resp %1

d L _ V) dxd I reci la elipse £+ = 1,a,b gk
) [[x{1—% — 17 | dxdy, R es el recinto que acota la elipse %- + 77 = 1,a,b > 0. Resp 75~

e) [[5(x*+y?)dA,siendo D = {(x,y) e R*/ (x —1)> +y* < 1}.

. Calcular el 4rea de la regién del plano A = {(x,y) € R*/ y < 4x—x?, y > 6 —3x, y > 0}.

Resp %

. Hallar el drea del recinto encerrado por una elipse de semiejes a y b. Resp mrab

. Hallar el 4rea comprendida entre las circunferencias x> + y?> = 2x,x% +y? = 4x y las rectas

y=xy=0. Resp 3 (£ +1)

. Una pirdmide estd limitada por los tres planos coordenados y el plano x + 2y + 3z = 6. Repre-
sentar el s6lido y calcular su volumen por integracién doble. Resp
6

. Calcular el volumen del sélido acotado, en el primer octante, por los planos x = 1,y = 1y la
superficie z = x% + 2. Resp %

. Calcular el volumen del s6lido acotado por la superficie z = x2 + v, el rectangulo R = [0,1] x

[1,2] y los lados verticales de R. Resp &

. Hallar el volumen limitado por:

a) x> +y>+2z2 =4, x> +y*> =3z b) z=x*>+6y> x> +4y>* =4, z = 0.

19 20
Resp ¢ty Fm

. Calcular el volumen del sélido bajo el plano z = 4x y que estd sobre de la circunferencia
x? 4+ y? = 16. Resp %
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43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

Encontrar el volumen del sélido en el primer octante, limitado por las superficies x + z> =

1L, x=y, x=y~ Resp 135(157 — 32)

Hallar el drea de la regi6n limitada por las curvas y = x> —9ey = 9 — x2. Resp 72

Calcular el volumen del sélido bajo el plano 3x + 8y + 6z = 24 y sobre la regién del plano xy

limitada por la pardbola y* = 2x, la recta 2x + 3y = 10 y el eje x. Resp. 2

Calcular [ [ [, (xz+3z) dV si R es el paralelepipedo en el primer octante limitado por los planos
coordenados y los planos x =2,y = 3,z = 4. Resp. 192

Calcular [[ [, zdV si R esla region limitada por las superficies z = x? + y? y z = 27 — 2x* — 2y,
Resp. %7{

Calcular [ [, (xz+3z)dV si R es la region, sobre el plano xy, limitada por el cilindro x* + 22 =

9ylosplanosx+y =3,z=0,y = 0. Resp. 8
Utilizar coordenadas cilindricas para calcular el volumen del sélido en el primer octante limi-
tado por el cilindro x? + > = 1 y el plano z = x. Resp. %

Sea f una funcién definida en I = [1,2] x [1,4] como sigue:

1
——  x<y<2
flxy) = GV T

0, en otra parte

Indicar, mediante un dibujo, la porcién del rectdngulo I en la que f no es nula y calcule el valor
de la integral alli. Resp % In 2

Un sélido esta limitado por la superficie z = x? — 2, el plano xy, y los planos x = 1y x = 3.
Calcular su volumen por doble integracion. Resp 83—0

Calcular [, x?y*dxdy siendo D la porcién acotada del primer cuadrante situada entre las
hipérbolas xy = 1y xy = 2ylasrectasy = x ey = 4x. Resp %ln 2

Calcular [, V(szz + 2zy?) dx dy dz, siendo V el volumen exterior a la hoja superior del cono
z2 = x? + y? e interior al cilindro x?> +y? = 1, con z > 0. Resp %

Calcular la integral [ [ [, xyzdx dy dz, siendo R el conjunto
R={(xy,z2) € R3/ x2+y2+zz <1,x>0,y>0,z>0}

Resp. %
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55.

56.

57.

58.
59.
60.

61.

62.

63.

64.

65.

Calcular la integral [ [,(x? 4 5y?) dx dy, extendida a la region del plano

D={(x,y) €eR*/y>0,4<x*+y*> <16}

Resp 1807t
Calcular, mediante integracion, el volumen del sélido limitado por el cono x2 4+ y2 = 472 y la
esfera x2 + y2 + 22 = 5,siendo > 0. Resp 13—07'5 (\/5 —1)

Calcular [, f(x,y)dxdy siendo I = [0,1] x [0,1], con

_ Jx+y, ¥ <y<2x?
flxy) = { 0, enotra parte

Resp 4213) — @

Calcular [, (x*> +y?)dxdy siendo A = {(x,y) € R*/ x* +y> < 1}. Resp 3

Calcular [, (4x +7y)dxdy donde A = {(x,y) e R*/0<x <1, x® <y < x}. Resp ¢
Considerar la aplicacion T definida por las ecuaciones x = u? — v?, y = 2uv:

a) Calcular el jacobiano J(T(u,v)). Resp J(T) = 4(u? + v?)

b) Sea R el rectangulo en el plano uv con vértices (1,1), (2,1), (2,3), (1,3). Representar,
mediante un dibujo, la imagen T(R) en el plano xy.

Considerar la aplicacion T definida por las ecuaciones x = u + v, y = v — u?.

a) Calcular el Jacobiano J(T(u,v)).

b) Un tridngulo A en el plano (u,v) tiene vértices (0,0), (2,0), (0,2). Representar, mediante
un dibujo, la imagen T(A) = D en el plano xy.

c) Calcular el area de D mediante una integral doble extendida a D y también mediante otra

integral doble extendida a A. Resp A =14
Calcular [[[, /x*>+y?dxdydz, siendo A el sélido formado por la hoja superior del cono
22=x+y’yelplanoz = 1. Resp. ¢
Calcular [ [, (x* + y?) dx dy dz, siendo V el s6lido limitado por la superficie 2z = x> + y? y el
plano z = 2. Resp. 1—367r
Calcular fol f yl eV/* dx dy Resp %t

Invertir el orden de integracion para |, 12 Jo f(x,y)dydx

Resp. /01/12f(x,y)dxdy-|—/:/yzf(x,y)dxdy
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66.

67.

68.

69.

70.
71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.
79.

80.

Sobre el rectangulo R = [—1,1] x [0,2] calcular [ [ /|y — x?|dA. Resp F + 3
Calcular [, /x2+y2dAsiD = {(x,y,z) € R¥/ 2> < x>+ y?, x> +y* < 1,z > 0}. Resp. 571

Considerar la trasformacién ¢(u,v) = (u?/30'/3,u1/3v%/3) = (x,y). Calcular S ooy Xy dA, si

D={(u0)/u>00>0u+ov<1}. Resp.%
Calcular [, e wwy dxdy,siA={(x,y)/ x>0,y>0, x+y <1} Resp (e —e™1)
SiD={(x,y)/1<x<3,x*<y<x?>+1}, calcular el 4rea de D. Resp 2
SiD={(xy)/0<x<4a0<y<b},caleular [[,(x*+y?)dA. Resp 1ab(a* + b?).
Utilizando el cambio x = u — 7=, y = \2/—% Calcular [, ¥ H 43 dx dy en donde
M= {(x,y) € R®/ x¥* +y* +xy < 1}

Resp. 3}(1 —e 1.
Hallar el volumen que se encuentra sobre el recinto {(x,y)/ —1 <x <0, 1 <y < 4} ybajo
el plano z = 2x + 5y + 1. Resp %
Hallar el volumen del sélido que se encuentra sobre el recinto acotado por y> = xey = x%,y

bajo el paraboloide z = x? + 2. Resp ~

Calcular la masa, el centro de masa y los momentos de inercia de la lamina que se encuentra
en el primer cuadrante, acotada por y = x? y la recta y = 1. La densidad p(x, y) = xy.

RespM =, x=3y=3L=73,1,=1

Calcular [[[,ydV, donde E es el recinto que se encuentra bajo z = x + 2y y sobre la regién del

plano xy acotada pory = x%, y = 0,x = 1. Resp 25—8
Calcular [[ [ xdV, donde E estd acotado por x = 4y + 4z y el plano x = 4. Resp 167
Hallar el volumen del sélido acotado por x = y?,z = 0,x +z = 1. Resp 3 15

Usar coordenadas cilindricas para calcular:

a) [[[e(x 2)dV, donde E es la regién acotada por el cilindro x> + y*> = 4 y los planos
z=—1, 2—2 Resp. 247

b) [[JzydV, donde E es la region que se encuentra sobre el plano xy, acotada por los cilin-
dros x> +y?> = 1,x%> + y* = 4y bajo el plano z = x + 2. Resp. 0

Hallar la masa del sélido acotado por el paraboloide z = 4x? + 4y? y el plano z = a, a > 0.
Considerar dendidad constante e igual a 1. Resp M = &% "k
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81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.
88.

89.
90.

91.
92.
93.

94.
95.

96.

97.

98.
99.
100.

Hallar el momento de inercia I, de un cubo con densidad constante 2 y lado L, si uno de los

2o z . . . 5
vértices estd en el origen y tres aristas caen en los ejes coordenados. Resp. %

Calcular [, x3cos(xy) dx dy, donde A es la region del plano que acotan y = x?,y = 0,x = 2.
Resp (1 — cos 8)

Calcular [[;10dA, donde B = {(x,y)/ x >0,y >0, X%+ (y —2)% < 4}. Resp 207t
Calcular [[, xe¥" dxdy, donde A = {(x,y)/ x>0, 0<y <4, x> <y}. Resp 1(e1® —1)
Calcular [, \/xy — y2dxdy, siendo A el tridngulo de vértices (0,0), (10,1), (1,1). Resp 6
Calcular [f, evdx dy, si A es la regién acotada por y> = x,x =0,y = 1. Resp 3
Calcular [, ((x —2)? +y?) dxdy, donde A es el circulo x* + y* — 4x = 0. Resp 87

Calcular [[, 4(x +y)e* ¥ dxdy, donde A es el tridngulo de vértices (—1,1),(1,1), (0,0). Resp
6,623

Calcular el volumen del sélido limitado por z = 4 — x> — y2, z = 0. Resp. 87
Calcular el 4rea encerrada por las graficas x = y?> +1,x =0,y = 0,y = 2. Resp. &
Hallar el drea encerrada por las graficas x = y +3,x = y> + 1. Resp. %
Hallar rea encerrada por las gréficas y = 6x — x2,y = x* — 2x. Resp. 63—4
Hallar drea encerrada por las gréficas x = —y, x = 2y — y°. Resp. 5
Hallar volumen del sélido limitado por las superficies z = 2x* + y?,z = 4 — 2. Resp. 471

Calcular el volumen limitado por el plano 2x + 2y — z + 2 = 0 y el paraboloide x? + y? = z.

Resp. 87

Hallar volumen exterior a z2 = x? + y? e interior a x> + y? + 22 = 1.
Resp. ZHT\@
Hallar volumen del sélido limitado por z = 0,z = h que es exterior al cilindro x> + y?> = 1 e
interior al hiperboloide x% + y? — 22 = 1. Resp. Fh3
Hallar volumen del sélido limitado por los cilindros x> + y?> = a®> y x> + z2 = a>.  Resp. %as

Hallar volumen limitado por las superficies (x —1)2+ (y —1)>=1,z=xy, z=0. Resp. 7

Hallar volumen interior al cilindro x> + y?> = 2ax, limitado por el paraboloide x> + y> = az y
el plano z = 0. Resp. %mﬁ

327



4.21 Problemas propuestos

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

Calcular [[[ A(xz +y?)2dV, si A es la regién determinada por z = 2,x%> + y?> = 2z.  Resp. 327”
Calcular [, \/x2+y?dV, si A es la region limitada por el plano z = 1y la hoja superior del

cono z2 = x% + 2. Resp. Z
Calcular [[[,zdxdydz, si A es el recinto acotado del semiespacio z > 0 intersectado por la
esfera x?> + y? +z> = 1 y el cono x? + y? = z2. Resp. &

Calcular, con el cambio de variable u = x", v = y", w = z" la integral triple:

/// "l T —yn — 2 dx dy dz

donde V,, = {(x,y,z)/ x >0,y > 0,z > 0, x" +y" + z" < 1}, siendo n nimero natural mayor
que uno. Resp. ﬁ

En el rectangulo [0, 1] x [0, 1] se define la funcién

( 1
5 0<x<y<1
Yy
(x,y) =
flxy —5 0<y<x<l1
L0, otro caso

Demostrar que:
1 1 1,1
wydxdy £ [ [ fxy)dyd
Aéfwwxy#oof@wyx

Calcular el volumen del sélido acotado inferiormente por el plano xy, superiormente por la
superficie 9x? + 9y? + 16z% = 42 33 y lateralmente por el cilindro x? + y? — 4y = 0.

Resp 16( — %)
Calcular [y |sen(x +y)|dxdy,sir = [0, 7] x [0, 7t]. Resp 27t

Hallar el volumen de la regién limitada por el paraboloide z = 2 — x> — 2 e inferiormente por
el conoz = /x2 + y2. Resp 28
Calcular [[[,ydV si R estd determinada porz+x <6,z >0, y <0, x > 3y Resp. —6

Se consideran g, : R — R dos funciones diferenciables. Se define f : R? — R por
x—y 0
fay) = [ awar+ [ nnar
0 x+y
*f  9*f

Probar que Froir v
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111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

Esbozar la region de integracion y cambiar el orden en la integral siguiente

(x+ xX—y
/ / v flx,y dydx—l—// f(x,y)dydx

Resp. [y [ 72V f(x,y) dxdy

Hallar el volumen limitado por los paraboloides z = x*> + y? y z = 2 — x2 — y2. Resp 7

Hallar el volumen del cuerpo definido por D = {(x,y,z) € R3/0 <z < %2 + y9—2 <1}.

Resp 37

Hallar el volumen comprendido entre x> + y% +z2 = 100 y x* + y* = z%, z > 0.
Resp 10052 — 2)

Calcular el volumen interior al cilindro x> + y?> = 2ax limitado por las superficies z = 0y

z = +/a? — x~y?,siendo a > 0. Resp. §7a3 — 3243
Hallar la masa de la lamina limitada por las circunferencias x> + y?> = 2x y x> + y?> = 4x y
funcion de densidad p(x,y) = x. Resp 771t
Hallar el centro de masa de la lamina D = {(x,y) € R?/ x> +y?> <1, x > 0, y > 0} que tiene
densidad en cada punto p(x,y) = /1 — x2 — y2. Resp (3,3)
Calcular el centro de gravedad de un cilindro circular recto de radio de la base R, de altura h y
cuya densidad varia proporcionalmente a su distancia a la base. Resp (0,0, %h)

Calcular el momento de inercia con respecto al eje y del area plana comprendida entre la
parébola y = a> — x? y el eje x. Resp 22

Calcular el momento de inercia con respecto al eje z del volumen del paraboloide z = x? + /2,
limitado por el plano z = a. Resp 7~

Usar coordenadas esféricas para calcular [ [, (4x? 4 9y* + 3622) dx dy dz siendo V el interior
del elipsoide % + —I— 22=1

Usar coordenadas esféricas para calcular [[[,(x*+y? + z2) dx dy dz, siendo

A={(xy,2) e R3/ x2-|-y2+22 <1, x2—|—y2 < 2, z>0}
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4.22. Problemas adicionales

10.

11.

. Sean A = {(x,y) € R?/ |x| + |y| < 3}, B = [-2,2] x [-2,2] y x5 la funcién caracteristica

correspondiente a B. Calcular / xs(x,y)dxdy Resp. 14
A

Determinar los limites de integracién, A, B,C, D (no necesariamente constantes) para que la

siguiente igualdad de integrales iteradas sea correcta:

// xydydx—//fxydxdy

Resp. A=0,B=1,C=2— .y, D=2~

. Sea P la particion P = {0,2,3} x {1,2,3} sobre el rectaingulo A = [0,3] x [1,3]y f : A — R

definida por f(x,y) = x — y. Calcular la suma superior de Riemann S(f, P). Resp. 5

Sea f: A=10,1] x[0,1] — R tal que f(x,y) = xy. Usar el limite de una suma de Riemann
para probar que [, xydA =}

. Hallar /// ze XV dxdydz,siR = {(x,y,z) e R3/ x> +y><1,0<z<1}.
R

Resp. F(1—¢1)

Calcular /4 /2 M Resp. —4 +44/2
AT p.
Hallar / (y* — x*)Y(x? + y*)dx dy donde
D

D:{(x,y)GIRZ/x>0,y>O,agxygb,yz—ngl,xgy,con0<a<b}

14+b

Se sugiere el cambio de variable u = x*> — y?, v = xy. Resp 1 5 log 145

. Calcular el momento de inercia con respecto al eje y del drea plana comprendida entre la

2

parébola y = a> — x? y el eje x. Resp. 4115

. Calcular [[[, xdxdydz, si A es la region acotada por los planos x = 0,y = 0,z = 2y la

superficie z = X2+ y2, x>0,y >0. Resp. 8\[

Hallar [ xydxdy si D es la regién del primer cuadrante limitada por las curvas X2+ y? =4,
X>4+y?=9,x> -y =4yx>—y* =1 Resp.%

Hallar la integral | D(x2 —y?) dx dy, siendo D la region del primer cuadrante limitada por las
curvas X2+ =1, x> +y* =4, y=x,y—x = 1.
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triedro de Frenet, 112

triple producto escalar, 14
triple producto vectorial, 15
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