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Prefacio

N curso introductorio de ecuaciones diferenciales es absolutamente necesario en los planes
U de estudios de las carreras de Licenciatura en Ciencias, como en las carreras de Inge-
nieria. Los estilos, calidad y cantidad de los contenidos varian en dependencia de quien dicte
el curso, como de la madurez matematica y los conocimientos basicos de los estudiantes. Mi
objetivo al redactar estas notas, es de alguna forma cubrir buena parte del curso que semes-
tralmente impartimos a nuestros estudiantes de ingenieria de la Universidad de La Frontera.
Un buen desafio es enriquecer semestralmente estas notas formalizando algunos capitulos
que por ahora van bastante pobres en fundamentos y demostraciones, como agregando
algunos otros que en esta versidon no he incluido.

Es mi intimo deseo que éstas notas sirvan a nuestros estudiantes como soporte biblio-
grafico principal en el curso de ecuaciones diferenciales de la Universidad de La Frontera.
Este intento queda abierto a la critica de estudiantes y profesores para ser mejorado. Sus
comentarios seran siempre bienvenidos ya sea personalmente o via email a hburgos@ufro.cl.

A la vez estas notas son el borrador de los temas que me correspondian del texto que en
alguna oportunidad discutimos y planificamos realizar con mi amigo Jorge Billeke (Q.E.P.D).
Sean estas notas dedicadas a su memoria.

Finalmente, quiero agradecer a mi colega, Alex Sepllveda, por sus valiosos aportes en
la revisidn y correccidén de estas notas, ademds de sus aportes de ETEX y PsTricks.

Dr. Hernan Burgos V.

En Temuco, Marzo de 20009.
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Introduccion

A gran mayoria de las leyes bdsicas o relaciones basicas de la Fisica, Quimica, Biologia,
Ciencias Sociales, Ingenieria, etc, se expresan como relaciones matemdticas de cier-
tas cantidades conocidas, desconocidas y sus derivadas, tales relaciones se llaman modelos
matemadticos y son en la mayoria de la veces representadas mediante Ecuaciones Diferen-
ciales.

El problema mas dificil en el estudio de las ecuaciones diferenciales es con frecuencia el
de modelar cuantitativamente una situacién real. Para lograr este objetivo es casi siempre
necesario hacer suposiciones que permitan simplificar la situacién y que pueda ser expresada
en términos matemdticos medianamente sencillos.

En la modelacién es necesario decidir que variables son importantes y cuéles no lo son,
para luego clasificar las primeras en variables independientes o dependientes, las variables no
importantes son aquellas que tienen muy poco o ningtn efecto en el proceso. Por ejemplo,
en la caida libre de un cuerpo, su color, brillo y olor normalmente son de poco interés. Para
tal problema, la masa del cuerpo, su forma, su posicién y velocidad inicial y el tiempo seran
posiblemente variables importantes para el modelo. Por otro lado, las variables que resultan
afectadas por las independientes son las asi llamadas variables dependientes, en el ejemplo,
que hemos comentado, la velocidad, la posicién en un determinado instante, el momento y
lugar de impacto son posibles variables dependientes.

Se debe determinar las relaciones que existen entre las variables independientes, depen-
dientes y sus derivadas (ecuacidn diferencial), lo que demanda un conocimiento profundo del
problema y del drea en que esta enmarcado. Por ejemplo, se puede ignorar para comenzar
la friccion con el aire que actta en un cuerpo en caida libre. Si se quiere mayor exactitud
tendremos que considerar algun tipo de roce.

Las ecuaciones diferenciales las clasificaremos en diversos tipos, veremos varios métodos
para resolverlas y en el caso en que no puedan resolverse, veremos como obtener informacién
sobre las soluciones, en el caso que existan.

Esta quinta edicién ha sido completamente revisada, corregida, reestructurada y
ampliada. Las figuras han sido mejoradas. Cabe también sefialar que esta versién cuen-
ta con 239 ejemplos completamente resueltos distribuidos a los largo de todo el libro y en
un capitulo final. Ademdas cuenta con 462 ejercicios propuestos.

IX
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Capitulo 1|

Ejemplos de Procesos Modelados por
Ecuaciones Diferenciales

Este capitulo tiene por objetivo contextualizar los contenidos que serdn tratados poste-
riormente. Para ello estudiamos algunos ejemplos sencillos de procesos que son modelados
mediante ecuaciones diferenciales.

1.1. Desintegracién de Substancias Radioactivas

La Fisica nos asegura que: “En ausencia de las condiciones que provocan una reaccion
en cadena, una substancia radioactiva se desintegra, con una velocidad proporcional a la
cantidad de substancia existente.”

A. Problema Fisico:

Deseamos determinar la cantidad de substancia radioactiva existente en cada mo-
mento, conociendo la cantidad existente en un momento inicial dado y el coeficiente
de proporcionalidad entre la velocidad de desintegracion y la cantidad de substancia
existente.

A'. Modelo Matematico del problema Fisico:

Denotemos por x(t) € Ry la cantidad de substancia existente en el momento t € R,
to € Ry el instante inicial, por 2y = x(fy) € RT la cantidad inicial de substancia y por
a >0 (—a < 0) el coeficiente de proporcionalidad de desintegracién de la substancia
radioactiva. Asi, la ley fisica anterior se escribe:

2 (t) = —ax(t), Vit > to.

B. Punto de vista de las Ecuaciones Diferenciales:



1.2 Mecénica Newtoniana

Dado ¢y € R(T, xo > 0y a > 0, hallar una aplicacién z : R — R derivable, que
satisfaga la ecuacién diferencial:

{x’(t) = —ax(t),

z(ty) = xo.

Evidentemente el problema B es sélo una reformulacién del problema A o A’. Por lo
tanto, una solucién de B lo sera de A.

1.2. Mecanica Newtoniana

Consideramos un punto material P, de masa m que evoluciona en un campo de fuerza
F', que puede ser gravitacional, eléctrico, magnético, etc. La segunda ley de Newton afirma
que si @ es la aceleracién del movimiento del punto material, entonces : F' = m - a.

A. Problema (Mecéanica)

Dada la masa m del punto material y el campo de fuerza F’, hallar “la ley de evolucién”
en el espacio, del punto material, es decir la ley de correspondencia entre el momento
t y la posicién del punto en tal momento ¢.

B. El modelo Matematico.

Denotemos por 7' (t) € R3, al vector que define la posicién del punto material en
el momento t € RJ, por 7 (t) = & (t) la velocidad de desplazamiento del punto
material, y por @ (t) = @ (¢) la aceleracién. Por otro lado, el campo de fuerzas F' es
una funcién F : RS — R3, lo que expresa el hecho que la fuerza F' que acciona sobre
el punto material depende de su posicion en el espacio y de su velocidad. Con esto,
la segunda ley de Newton se escribe:

F(2(t), 2 (1)),

1
m

' (t) =

que es una ecuacion diferencial de segundo orden.

1.3. Evolucion de la Poblacién de una sola Especie

El problema es preveer la evoluciéon de una poblacién de una séla especie, teniendo
en consideracién que la razén media de crecimiento se estima sobre la base de los seres
existentes de acuerdo a: “Razon media de crecimiento es la razon media de los nacimientos
menos razén media de los fallecimientos.”

2 Hernan Burgos, Universidad de La Frontera.



1.3 Evolucién de la Poblacion de una sola Especie

Modelo Matematico:

Anotemos por z(t) € R* la poblacién de una especie en el momento ¢ € R, por lo
tanto, en un determinado intervalo de tiempo [¢t,t + 7], T' > 0 dicha poblacién crece en
xz(t+T) —x(t). Con esto, la razén media de crecimiento, a(t), en el momento ¢ estd dada
por:

o(t) = z(t+T)—x(t)
Tx (t)

Tomando limite T — 0, obtenemos la ecuacién diferencial de la evolucién de la poblacién
de una séla especie,

a(t) = 6 bien () =a(t)x(t). (1.1)

Notemos que hemos supuesto que la funciéon x, discreta que opera a intervalos discretos de
tiempo, se comporta como si operara de R — R, incluso derivable, que no es lo real, pero
es el precio del modelo.

Estimando de algtin modo, o bien, haciendo algunas hipétesis sobre la funcién «(t) que
define la razén de crecimiento, tenemos de la ecuacién (1.1) la ley de evolucién en el tiempo,
de la poblacién estudiada. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.3.1 Razén media de crecimiento constante y crecimiento ilimitado.
Supongamos «(t) = o = constante, de (1.1) la ley de evolucién de la poblacién en el
caso de crecimiento ilimitado es:

x(t) =z (tg) e vt € RE (1.2)

Podemos suponer ahora, que la razon de crecimiento depende de la cantidad de alimentos
por individuo, T > 0, la que consideraremos constante. Es evidente que existe un minimo
To > 0 necesario para la sobrevivencia de la especie; por lo tanto, si T > 1y, la razén de
crecimiento sera positiva, mientras que si T < Ty, la razén de crecimiento sera negativa
o nula. Asi, podemos presuponer que dicha razén de crecimiento constante esta dada por
a = a(T — 1), donde a > 0 es un coeficiente de proporcionalidad que se supone conocido.
En tal caso (1.2) se transforma en:

z (t) = x (t) 270 (t=to),

Que da cuenta de la dependencia directa de la evolucion de la poblacion en términos de la
cantidad de alimento existente. A

Ejemplo 1.3.2 Razén media de crecimiento variable y crecimiento limitado.

El hecho que en la naturaleza no se ha observado el caso de alguna especie cuya
poblacion crezca ilimitadamente, demuestra que la hipdtesis del Ejemplo 1.3.1 no es re-
alista, al menos para intervalos grandes de tiempo. Por tanto, es mas realista suponer que

Hernan Burgos, Universidad de La Frontera. 3



1.4 Evolucién de dos Especies Predador-Presa

cuando la poblacion alcanza un determinado nivel £, la razon de cambio pasa a ser negativa.
Mas precisamente, suponemos que la razon de cambio depende de la poblacion existente en
el momento respectivo. Esta hipotesis se escribe:

a(t)=c(E—x(1),

donde c es una constante conocida. En tal caso (1.1) queda escrita como:

#(t)=c(—xz(t)z(t).

Un modelo matemdtico mds realista se obtiene considerando la razén de crecimien-
to como una funcién mas general, g, del total de la poblacion en el momento respectivo
a(t)=g(x(t)) talqueg(§) =0, g(x) <0siz>E yg(x) >0 parax <E. Otras carac-
teristicas de la funcion g necesarias para obtener conclusiones acerca del comportamiento
de una poblacion especifica resultaran de la observacion de la respectiva poblacion, sus
caracteristicas y particularidades. Hemos llegado asi al modelo:

2 () =a(gt)z ().

El que tampoco refleja exactamente el comportamiento de la poblacion, que depende de
muchos otros factores de la poblacion en el momento respectivo. La seleccion de estos
factores, la evaluacion de su contribucion, y por lo tanto, la obtencion de un modelo cada
vez mas complicado, pero mas realista. Es un problema dificil que sélo puede ser resuelto
por el especialista. A

1.4. Evolucion de dos Especies Predador-Presa

Consideramos un “sistema biolégico” formado por dos especies interdependientes, en la
que una es alimento para la otra. Supongamos la razén de crecimiento constante para el
predador. El problema es obtener la ley de evoluciéon de las poblaciones de las dos especies.

Modelo Matematico

Sea z(t), y(t) € RT las poblaciones en el momento ¢ € R de las especies predador y
presa respectivamente. Como y(t) es la cantidad de alimento disponible en el momento ¢
para la especie predadora, situémonos en el caso de crecimiento ilimitado para esta especie.
Con esto tenemos:

2 (t) = cly(t) — o) (t), (13)

donde a y o son constantes.

Caractericemos ahora la razén de crecimiento para la especie presa. Suponiendo que la
especie dispone de alimentos suficientes que le permite un crecimiento ilimitado en ausencia
de la especie predadora, es decir, en este caso la razén de crecimiento serd de la forma by(t),
con b > 0. Para obtener la razén de crecimiento en presencia de los depredadores tenemos

4 Hernan Burgos, Universidad de La Frontera.



1.4 Evolucién de dos Especies Predador-Presa

que restar “la razén de consumo” de la especie depredadora que suponemos de la forma
f(z(t),y(t)), donde f es una funcién que debe estimarse lo mas fielmente posible, o sobre
la cual deben hacerse algunas hipétesis. Por lo tanto, tenemos:

que junto con (1.3) constituye un sistema de ecuaciones diferenciales para las funciones
z(t), y(t).

Si realizamos la hipétesis “razonable” que f es proporcional tanto a x como a y es decir:
f(z,y) = Bxy, con G > 0, entonces el sistema se escribe:

{ ¥ = (Ay—B)x
y = (C=Da)y,

donde A, B, C'y D son constantes positivas. Este sistema es conocido como Ecuaciones
Predador-Presa de Lotka-Volterra.

Los ejemplos analizados han tenido como objetivo central demostrar como las ecuaciones
diferenciales aparecen en modo natural en matemdtica o como modelo matematico de ciertos
procesos de evolucion.

Hernan Burgos, Universidad de La Frontera. 5
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Capitulo 2'

Ecuaciones Diferenciales de Primer
Orden

2.1. Aspectos (Generales

2.1.1. Concepto de Ecuacion Diferencial

Definicién 2.1.1 (Ecuacién Diferencial)

Sea F (z,y,y.y"....,y™) una funcién real definida sobre [a,b] x Y, Y C R"*!, donde x €
[a, b] es la variable real, y = 1 (x) es una funcion real, junto con sus derivadasy’,y", ..., y™.
La relacion:

F(z,y.y.y",....y™) =0, (2.1)
se llama Ecuacién diferencial de orden n.

El problema es determinar las funciones y = f(x) definidas sobre [a, b], derivables hasta
el orden n Vz € [a, b] tal que,

F(z, f(@),f (x),....f™ () =0,Vz € [a,].

Una funcién y = f(x) que satisfaga lo anterior se llama Solucién de la Ecuacién Dife-
rencial (2.1).

Si n = 1 obtenemos la Ecuacién Diferencial de primer orden F'(x,y,y’) = 0 escrita en
Forma Implicita o ¢/ = f (x,y) escrita en Forma Explicita.

Ejemplo 2.1.2 .

1. La ecuacion diferencial y' = 2y + x + 1 es de primer orden, escrita en forma explicita.
Una solucién es:



2.1 Aspectos Generales

La funcién y = Ce** — 32—6 — %, donde C' es una constante arbitraria representa una

Familia de Soluciones de dicha ecuacion.

2. Laecuaciony = xy'+Iny’; ' > 0 es también una ecuacion diferencial de primer orden
pero implicita. La funcion y = x, x € R es una solucién. La funcién y = C'x + InC,
C' > 0 es su familia de soluciones.

3. La ecuacion " — 4y = 1 es una ecuacion diferencial de segundo orden. iy = Ce** +
Che 2 — 411' x € R y Cy, Cy constantes es una familia de soluciones de la ecuacion
dada. Dando valores especificos a las constantes obtenemos diferentes soluciones par-
ticulares. Por ejemplo, tomando C} = 1 y C5 = 0 obtenemos la solucion particular

y=¢e*—-1 4

En este capitulo nos ocuparemos de las ecuaciones de primer orden. Demostraremos mas
adelante que la solucién general de una ecuacién de primer orden depende de una constante
arbitraria.

Diremos que la funcién ¢ (z,C) es la Solucién General de la ecuacién diferencial de
primer orden

F(2,5,9) = 0, (2.2)

(z,y) € D, si ¢ es solucién de (2.2) y el grafico de ¢ (x,C) pertenece a D. La solucién
general de la Ecuacién Diferencial se llama también Integral General.

La solucién general puede también resultar en forma implicita ¢ (x,y,C) = 0, como
también puede darse la solucién general en forma paramétrica,

Uy =S et

Se llama Solucién Particular de la ecuacién F' (z,y,y') = 0 a una funcién y = ¢ (),
x € [a, b], que se obtiene de la solucién general y = ¢ (x,C) dando un valor particular a la
constante C.

Una solucién de una ecuacién diferencial que no contenga una constante arbitraria no
es necesariamente una solucién particular, por ejemplo, y = zy/ — y'* tiene solucién general
y=Cx—C? x € R. La funcién y = 2z — 8 (C' = 2) es una solucién particular, pero
también es solucién y = % x € R, la que no es solucién particular, pues no se obtiene
de la solucién general. La llamamos Solucién Singular.

El grafico de una solucién de una ecuacién diferencial es una curva plana llamada Curva

Integral.

2.1.2. Interpretaciéon Geométrica de una Ecuacién Diferencial
de Primer Orden

Sea f : D C R? — R y consideremos la ecuacién diferencial de primer orden escrita en
forma explicita:

y/ - f(xvy)
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2.1 Aspectos Generales

A cada punto (xg,yo) le corresponde una direccién de coeficiente angular y{, = f (zo, yo),
y a cada direccién le corresponde una recta y — yo = ¥/ (x — x9) que pasa por el punto
(20, Y0), por lo tanto, la ecuacién y' = f (x,y) asocia a cada punto en D una direccién (una
recta). Luego tenemos asi en D definido un Campo de Direcciones ¢.

Figura 2.1: Campo de direcciones de 3/ = f (z,v).

Supongamos ahora que y = ¥ (), (x,y) € D es una solucién de la ecuacién dada. El
grafico de la solucién es una curva integral en D, con la propiedad que en cada punto de
la curva, la tangente a la curva tiene la direccién del campo ¢ en ese punto. El problema
de integrar la ecuacién diferencial ' = f(z,y) en D se reduce por lo tanto a encontrar las
curvas integrales en 1D, curvas que tienen la propiedad que en cada punto son tangentes a
la direccién del campo ¢.

Ejemplo 2.1.3 .
La ecuacion diferencial y — 1 = 0, x € R, define un campo de direcciones paralelo con la
bisectriz de los ejes. Las curvas integrales son rectas paralelas con la bisectriz de los ejes

y = x. La ecuacion de todas estas rectas es y = x + C, solucion general de la ecuacion
/
y —1=0.

Figura 2.2: Campo de direcciones de 3/ — 1 = 0.
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2.1 Aspectos Generales

2.1.3. Algunas Aplicaciones de las Ecuaciones de Primer Or-

den

1. La ecuacién fundamental de la dindmica del punto material se escribe vectorialmente

a COmo:

m-5=F, (2.3)
donde 7 representa la aceleracién del punto de masa m y F es resultante de las fuerzas
que actuan sobre el punto.

Tomemos el caso cuando el punto material se desplaza por el eje OX. La ecuacién
de movimiento (2.3) se escribe en este caso como:

d*x dx

mE:X(ZE,E,t%

La componente X de la fuerza F', en la direccion OX depende en general de la
posicién del mévil, de su velocidad y del tiempo, la que es una ecuacién diferencial de
segundo orden.

Si X no depende de la posicién del punto x, entonces la ecuacién (2.3) se escribe

de _ d_:E . ., _ Cl_.'L' -, .
m - S5 = X(9F,1) y con la sustitucién v = 52, la ecuacién se transforma en:
dv 1
— = —X(uv,1).
a  m

Luego podemos tener el reciproco: “Cualquier ecuacion diferencial de primer orden
representa un determinado movimiento de un punto material.”

. Consideremos un circuito formado por un resistor de resistencia R y una bobina

de inductancia L, alimentado en serie por una tensién eletromotriz e = FE coswt.
Queremos estudiar la variacién de la corriente del circuito al cerrar el interruptor K.

of r[]

Figura 2.3: Circuito eléctrico.

Por Ley de Kirchhof tenemos e = er + e, pero eg = Ri, e, = L4

o luego la relacién
buscada es:

i
Ld_jf + Ri = E coswt.

10
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2.1 Aspectos Generales

3. Determinar las curvas planas I' que tengan la propiedad que si P es la proyeccién de
un punto M € I" sobre el eje X y la tangente en M corta al eje X en T', tenemos la

relacién OP - PM = WQ.

La familia de curvas (I') que cumple esta propiedad verifica la ecuacién diferencial de

primer orden:

2
(Y
Yy

M
1
1
1
: PM=y
I OP =z
« | PT =7
0] P

Figura 2.4: Problema geométrico.

En efecto,
PM _
— =tga=y =T _
TP y

Con solucién general: (z+y—C)? = 4xy, que corresponde a una Familia de pardbolas.

Estos ejemplos demuestran la importancia extraordinaria de las ecuaciones diferenciales
en aplicaciones practicas. Pues, el estudio de los fenédmenos de la naturaleza lleva casi

siempre aparejada una ecuacién diferencial.

Definicién 2.1.4 . (Solucién)
Una funcion diferenciable ¢ : 1T C R — R se llama Solucién de la ecuacion
donde f: D =1xR — R, en el intervalo I si:

da
dt

1. El grafico de ¢ estd en D, es decir, {(t,¢ (t)),t € I} C D.

2. % = f(tp(t), Vtel

2.1.4. El Problema de Cauchy

Para ilustrar comencemos por considerar inicialmente dos ejemplos:

1.SeanD=1IxRy f(tz)=
T =g(t) en Isiysélosiy(t)

=f (t,SL’),

g (t) continua en 1. La funcién ¢ es una solucién de
=C+ L/Z) g (s)ds, donde ty € I'y C es una constante.

Hernan Burgos, Universidad de La Frontera.
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2.1 Aspectos Generales

T
|
|
\/\ 72
|
| ¥1
\/\ 70
|
|
|
to t

Figura 2.5: Solucién tnica.

2. Sean D =R?, f(t,x) = 35 y C' € R. La funcién ¢ : R — R dada por:

[ @t-0) t>cC,

., ., . 2 . .
es una solucién de la ecuacion £ = 3z3 en I = R verificable directamente. Pero
también z = 0 es solucidén de la misma ecuacion.

€T
Py Poy Poy

0o C Ch t

Figura 2.6: Soluciones miiltiples.

Las ecuaciones diferenciales poseen en general una infinidad de soluciones. En el primer
ejemplo por todo punto de D pasa una dnica solucidn, es decir, V (tp,29) € D 3! ¢ tal
que ¢ (tg) = xo. No ocurre lo mismo en el segundo ejemplo, pues V (t,0) pasan infinitas
soluciones no asi para (to, zo) # (to,0).

Bajo ciertas hipétesis generales sobre f, por ejemplo, si fy % son continuas en D,
entonces existe una unica funcién ¢ solucién de:

dz
% =f (t,l’), (24)

en un intervalo que contenga a t y tal que ¢(ty) = z. Tal solucién ¢ se llama solucién del
problema de valor inicial (o, x¢) para la ecuacién (2.4). Este problema también se conoce
como Problema de Cauchy y se anota:

= f(t,x), = (ty) = o. (2.5)

12 Hernan Burgos, Universidad de La Frontera.



2.1 Aspectos Generales

No es dificil demostrar que la ecuacién diferencial (2.5) es equivalente a la ecuacién
integral:

uw_%+lf@um@. (2.6)

Es decir, toda solucién de (2.5) es solucién de (2.6) y reciprocamente, toda solucién de
(2.6) lo es de (2.5)

Ejemplo 2.1.5 .
Sean D = R x (ay,a9) y f(t,x) = f(z) una funcién continua y tal que no se anula en
(a1,az). Dado g € (ay,as) y tg € R, calcule la solucion para el problema de Cauchy:

i = f(z); z(to) = o. (2.7)

Solucion.
Si  es una solucion de (2.7) entonces satisface ©' (t) = f (¢ (t)) y ¢ (to) = xo. De donde
podemos escribir la relacion:

¢ (1)
SRRV (2.8)
f e ()
Por otro lado, si la funcién F : (ay,as) — R estd dada por F () = f;o %, vemos que

F'(z) = ﬁ # 0 en (ay,a2) lo que implica que F' es invertible y aplica (a1, as) en (b, bs)
donde F~! estd definida. De (2.8) resulta que:

v (1)
fe' (1))
Integrando entre t, y t tenemos:
F(p () = F(e(to) =t —to,

y como F (¢ (tg)) = 0 concluimos que ¢ (t) = F~1 (t — to). Con esto hemos demostrado
que  es unica. Mas adelante demostraremos un teorema de existencia y unicidad. A

1= =F'(p(1)¢' (t) = (Foyp) (t).

La ecuacidn diferencial mas simple es ' = f (x), donde f es una funcién continua en
[a, b]. Como vimos, tiene por solucién:

y (z) :/xf(t)dt%—C.
o
Si ahora buscamos la solucién que pasa por el punto (zo, o), entonces:
vie) = [ F@drsm
zo
Pues, y (z0) = [ f(t)dt + C, de donde, C' = y ()

de Cauchy ¢/ = cosx + 1, y (0) = 2 tiene por solucién y (z
2+senx + .

Yo. Por ejemplo, el problema
) =2+ [ (cos(t)+1)dt =
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2.1 Aspectos Generales

Proposicién 2.1.6 .
El conjunto de las soluciones de una ecuacion diferencial de primer orden depende de una
constante arbitraria. Inversamente, toda familia de curvas planas

¢ (z,y,C) =0, (2.9)

(x,y) € D, con ¢ continua y derivable parcialmente en D, verifica en D una ecuacion
diferencial de primer orden.

Demostracion.
En efecto, derivando parcialmente (2.9) respecto de x tenemos:

@, + oy =0. (2.10)

Eliminando C' entre las dos ecuaciones (2.9) y (2.10) obtenemos ¢ (z,y,y’) = 0.
Inversamente, sea g (z,y) = C, derivando respecto a = é y eliminamos la constante C,
obteniendo:

9. + 9,9 =0,
o bien:
gpdx + g, dy = 0,

que no especifica cual es la variable independiente y cual es la dependiente. m

Ejemplo 2.1.7 .

Encuentre la ecuacién diferencial de la familia de curvas y = C2* +x + 1, x € R.
Solucidn.

Derivando y = C2% + x + 1 respecto a x tenemos y' = 2Cz + 1. Ahora, despejando C
de esta ultima igualdad, reemplazando en la familia original e igualando a cero obtenemos
vy —2y+x+2=0. A

Ejemplo 2.1.8 .
Determine la ecuacidn diferencial de la familia de curvas:
2
T
- g =1, (2.11)

Solucién.
Derivando parcialmente (2.11) respecto a x tenemos:

— —2yy = 0. (2.12)

Despejando k de (2.12), reemplazando en (2.11) y acomodando adecuadamente obtenemos
zyy —y>=1. A
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2.2 Ecuaciones Diferenciales Resueltas Respecto de 1/

2.2. Ecuaciones Diferenciales Resueltas Respecto de
/

Yy

2.2.1. Ecuaciones Exactas

Por un lado, consideremos la familia de curvas uniparamétricas g(x,y) = C'y tomemos
su diferencial total:

_ Oy dg
dg = &xdx + By

Por otro lado, consideremos la ecuacién diferencial:

dy = 0.

P () dz + Q (z,y) dy = 0. (2.13)
Si podemos hallar una funcién g (z,y) tal que:

g g

T _p it

e~ Py yg =@y,

entonces la ecuacién (2.13) se transforma en dg = 0, por tanto, g(z,y) = C' es su solucién
general. En tal caso P (x,y) dz + Q (z,y) dy = 0 se llama diferencial exacta y la ecuacién
(2.13) se llama Ecuacién Diferencial Exacta.

Proposicion 2.2.1

Pdx + Qdy = 0 es exacta < or = 8_@ (2.14)
Jdy  Ox

Demostracion.
(=) Si Pdx + Qdy = 0 es exacta, entonces P = % yQ = g—i. Luego, el lado derecho de
(2.14) se escribe:

g 0%

dydx  0xdy’
lo cual es vélido sélo si ambos lados de la ecuacién existen y son continuos. Por tanto, la
primera implicancia de (2.14) debe satisfacerse si la ecuacién diferencial es exacta.
(<) Supongamos que el lado derecho de la ecuacién (2.14) es vélido y mostremos como
determinar la funcién g. Como tal funcién debe satisfacer P = % yQ = %, integremos P

z Yy

con respecto a x y () respecto a y. Entonces:

g= %dw = /P (z,y)dx + h(y), (2.15)
Y 0
g= a—idy - /Q (z,y)dy + k (z). (2.16)
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2.2 Ecuaciones Diferenciales Resueltas Respecto de v/

Nos falta demostrar que (2.15) y (2.16) definen igualmente a la funcién g. En efecto,
tenemos:

/de+h(y) :/Qdy—i-k:(x). (2.17)

Despejando h (y) y derivando parcialmente respecto a y obtenemos:

0
h/(y):Q—a—y/de.

Si la regién donde ?9—1; = g—g es simplemente conexa, es decir, no contiene horadados,
podemos tomar la derivada parcial bajo la integral y resulta:

0
W)=~ [ Grdn

El lado derecho de la ecuacién anterior es una funcién que depende sélamente de la variable
y, pues su derivada parcial respecto a x se anula, luego existe una funcién h (y) que depende
s6lamente de y.

Un célculo andlogo garantiza la existencia de k(z). m

Notemos que esta demostracién contiene un método para calcular la solucién general
g (z,y) = C de una ecuacidn diferencial exacta, cual es ajustar h (y) y k (x) en la ecuacién
(2.17) para que ambos lados sean iguales, entonces cada lado es igual a g (z, ).

Ejemplo 2.2.2 .

Resuelva la ecuacidn diferencial (1 — senz tgy) dx + (cos zsec?y) dy = 0.

Solucidn.

Para esta ecuacion tenemos P (z,y) =1 —senztgy y Q (z,y) = coswsec?y. Vemos que
oP

se satisface = % = —senxsec?y. Por tanto, la ecuacién es exacta. Integrando P

respecto a x y () respecto a y obtenemos:

/(1—senxtgy)dx—|—h(y):/cosxseCdey—i—k:(m).

Luego,
r+cosxtgy + h(y) =cosxtgy + k(x).

Haciendo h (y) = 0 y k (x) = x obtenemos la solucion general g (x,y) = x+cosztgy = C.
A

Ejemplo 2.2.3 .

Resuelva (23 + zy?) dx + (2%y + y3) dy = 0.

Solucidn.

Tenemos que P (z,y) = 23 +xy? y Q (z,y) = 2%y +y>. Con esto, ‘?9—5 = % = 2xy, lo que

implica que la ecuacion dada es exacta. Luego,

/(w3+wy2)dw+h(y)=/(w2y+y3)dy+k(w),
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2.2 Ecuaciones Diferenciales Resueltas Respecto de 1/

es decir,

W~

2,,2 2,2 4

xrt o xty Yyt oy
= h(y) = 4 k(x).
4+2+(y) 2+4+(a:)

4 2,2 4

Tomando h (y) = yff yk(z)= % tenemos como solucion g(x,y) = 5+ 5+ 4 =C. A

Claramente las ecuaciones exactas son relativamente escasas, pues la condicién 2£ = 88

es muy fuerte. Mas adelante veremos ecuaciones que no son exactas y métodos de resolucién.

Ejemplo 2.2.4 .

Resuelva ((1 +222) etV — sen x) dx + xe(‘”2+y)dy = 0.

Solucion.

Tenemos P (z,y) = (1+22%) " —senz y Q (z,y) = zelT+y). Ademds, se satisface

%—1; = % =(1+ 2x2)e””2+y, lo que implica que la ecuacion dada es exacta. Luego,

g(z,y)= /Q(x)dy = /xexzﬂ’dy = 2e” Y 4+ k().

Derivando parcialmente respecto a x, recordando que % = P (x,y) y simplificando tenemos
que:
K (r) = —senx,

de donde, k (z) = cosx. Luego la solucién general es e ™Y + cosz = C. A

Ejemplo 2.2.5 .
Resuelva (2zy® — y?) dx + (3x2y? — 2xy + 2y) dy = 0.
Solucién.

Tenemos que 5~ aP

= 3Q = 6xy* — 2y. Luego,

/ (2zy® — y?) dz + h (y) = / (32%y® — 22y + 2y) dy + k (z)

es decir,
22y —xy? +h(y) = 2%y — 2y + 97 + k().
Con esto, tomamos h(y) = y* y k(z) = 0. Asi, la solucién es z*y* — y*x +y* = C. A

Ejercicio. Resuelva (In (22 — y) + 522, ) dv — 2 dy = 0.

2.2.2. Ecuaciones de Variables Separables

Sean f y g funciones continuas en [a,b] y [c,d] respectivamente. Y consideremos la
ecuacién f(x)dx + g(y)dy = 0, vemos que se cumple g—i = % = 0. Luego,

/f(fﬁ)diHh(y)Z/g(y)dy+k(:v)~
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2.2 Ecuaciones Diferenciales Resueltas Respecto de v/

Derivando respecto a y el lado derecho de la igualdad anterior obtenemos /' (y) = ¢ (y),
pues a% [ f(z)dz = 0. Por tanto, h(y) = [ g (y)dy. Es decir,

/f@ﬂx+/QWMy=G

Ejemplo 2.2.6 .

Resuelva (y* + 1) zdz + (z + 1) ydy = 0.

Solucién.

Dividiendo la ecuacion dada entre (y*> + 1) (z + 1), x # —1, obtenemos:

T Y
d dy = 0.
x+1x+y%+1y
Luego,
T Yy
d dy =C
/x+1x+/?”+1y ’
es decir,

1
x—ln(a:+1)+§ln(y2—|—1):C,

x + 1> 0. Si ahora buscamos la trayectoria que pasa por (0, 1) tenemos:
1
0+ln(0+1)—|—§ln(1+1) =C,

de donde, C' = $In2. Por tanto, z —In (z + 1) + 3In (3> + 1) = s In2. A

Ejemplo 2.2.7 .

Resuelva (3x + 3y — 1)dz + (x + y + 1)dy = 0.
Solucioén.

Escribamos la ecuacion dada como:

r_ _3 (l‘ + y) —1
r+y+1
Consideremos entonces, el cambio de variable x + y = z, esto implica que z/ = 1+ v/.
Luego,
g1 _3z — 1.
z+1

Escribiendo =’ = % y despejando dx obtenemos:

1+ 2

mdz = dl’,

o equivalentemente al separar en fracciones parciales el lado izquierdo:

1 1
(—§+1_2)d2—dl’.
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2.2 Ecuaciones Diferenciales Resueltas Respecto de 1/

Integrando a ambos miembros resulta:
1
—§(z+ln|1—z|) =z+C.

Volviendo a la variable original obtenemos x + 5 (x +y +In|l —z —y|) =C. A

Ejemplo 2.2.8 .

Resuelva y3dx + 2(x* — xy?)dy = 0.
Solucion.

La ecuacion dada se escribe como:

) y?

STEET)

Sea ahora el cambio de variable y = \/xz, de donde y = ﬁ;z + /x2', que reemplazado
en la expresion de v resulta:

2.3
z , T2
2\/x N 222 (1 — 22)

Multiplicando por 2+/x y despejando 2x2' tenemos:

z
1— 22

207 =

Escribiendo =’ = % y separando variables:

Integrando resulta:
2In|z| — 2 = —In|z| + C.

Y

NG y2+1n\x|:C.A

xT

Retornando a la variable original obtenemos como solucién 2 1n

2.2.3. Factor Integrante

Supongamos que P y () son funciones continuas con derivadas parciales continuas en
D C R? y consideremos la ecuacién diferencial:

Pdx + Qdy = 0, (2.18)

Si ésta no es una diferencial total en I, queremos encontrar una funcién p (x,y) tal que,
la expresion:
(@, y) P(z,y) de 4 p(z,y) Q (z,y) dy,
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2.2 Ecuaciones Diferenciales Resueltas Respecto de v/

sea una diferencial total en . Por tanto, tenemos la condicidn:

2 ) = @y (uP)

6 bien:

0Q aP ou

poae Q— - Py, =0 (2.19)

Definicién 2.2.9 (Factor Integrante)
La funcién p (z,y) definida en D con derivadas parciales de primer orden continuas en D
que verifica (2.19) se llama Factor Integrante de /a ecuacion (2.18).

La relacién (2.19) es una ecuacién diferencial en derivadas parciales, lo que significa

que el problema se ha transformado en uno mdas complicado, y no hemos avanzado mucho.
Veamos algunos casos particulares:

1. Busquemos un factor integrante que dependa sélo de z, es decir, p (x,y) = (). De

acuerdo a esto, (2.19) se escribe:

ldy 1 (0P 0Q
e (a_y - %> . (2.20)

Q \ Jy ox
Intengrando (2.20) respecto a x obtenemos:

B oP 0Q
ln,u/Q(ﬁ—y—%)dx.

La determinacién de p es posible sélo si ~ (Q — 8—Q) depende (nicamente de .

. En un modo analogo, si buscamos un factor integrante y (y) funcién sélo de y, tenemos

de (2.20) que:
ldp (8@ 8P)

pdy P \or dy

Como ocurrié antes, la determinacién de ji es posible si 4 (g—g — %—1;) es funcién sélo

de y. Integrando respecto a y obtenemos:

In —/ a—Q—a—P d
H= or Oy v

Ejemplo 2.2.10 .
Resuelva (y? cosx + y) dx + (y*senx — z) dy = 0.
Solucion.

20
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2.2 Ecuaciones Diferenciales Resueltas Respecto de 1/

Como 22 oy = = 3y?cosxw + 1 Y3 8Q = y?cosx — 1 tenemos que la ecuacién no es exacta. Por
tanto, buscamos un factor /ntegrante.'

L0 _oPy _ 1 2 eon 1) (32 _.2
F({?—x 8y)_y3cosx+y((y cos T 1) (Sy COS:L‘+1))— y

que solo depende de y. Luego, In ,u = -2 f W de donde pu = y% es el factor integrante. Al

multiplicar la ecuacion dada por se transforma en exacta quedando como:

1
(ycosx—i— —) dx + <sena: — —) dy = 0.
Y y?

g(x,y)z/(senm—y—) dy-+ b (a) = ysena + % + k().

Por tanto,

Derivando parcialmente respecto a x y recordando que 3 ag = P(x,y) =ycosz +§ tenemos
que k' (x) = 0, es decir, k () = C. Concluimos que la soluc10n buscada esysenz+ 7 = C.
A

Ejemplo 2.2.11 .

Resuelva (z + y?) dz — 2zydy = 0.

Solucion.

Tenemos que P (x,y) = x+y* y Q (x,y) = —2wy. Por lo tanto, Q =2yy 3 aQ = —2y, lo
que implica que la ecuacion dada no es exacta. Calculemos el factor mtegrante

OP  0Q\ 2y+2y 2
Q Oy oxr)  —2zy

Es decir, Inp = —21n y por tanto, i = x% Multiplicando toda la ecuacion dada por

este factor integrante obtenemos (% + %) dr — 2;ydy = 0, la que es exacta. Entonces:

2

g(z,y) = —Q/Qdvak(:c) =L +k(z) .
X x
Derivando parcialmente respecto a x y recordando que 3 89 = P (z,y) = % + z—z obtenemos:
1
K (z) = —
(@)=,

es decir, k () = In|z|. Resulta, entonces, como solucién In |z| — % =C. A
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Ejemplo 2.2.12 .

Resuelva cos xdx — 4sen xdy = —y2dy.

Solucidn.

La ecuacién dada se escribe como cos xdx+(y* — 4senz) dy = 0, de donde P (x,y) = cos x
y Q(z,y) = y* — 4senz. Como %—1; =0y % = —4cosx vemos que la ecuacién no es

exacta. Para su factor integrante tenemos:

1/0Q oP 1
F <% — 8_y> = oS 1 (—40051‘—0) = —4,

que es independiente de y. Por tanto, u(y) = e~*. Multiplicando la ecuacién original por
este factor obtenemos la ecuacion exacta e~ % cos xdz + e~ (y? — 4senx) dy = 0. Luego,

g(z,y) = /cos ve ¥dr + h (y) = senxe ™ + h(y).

Derivando parcialmente respecto a y y notando que g—i = Q(x,y) = e ¥ (y*> — 4senx)
obtenemos:

W (y) =y,

es decir, h (y) = —}ler“ly — e~ — %e“‘y. Por tanto, la solucién es:

—4y _2f4y_gf4y_i*4y —C
e (Senx y“e 86 326 ) .

2.2.4. Ecuaciones Homogéneas

Definicién 2.2.13 (Funcién Homogénea)
Diremos que la funcion F (z,y) es Homogénea de grado n si y sélo si F'(Ax,\y) =
AF (x,y).

Por ejemplo, F' (z,y) = x? + xy es una funcién homogénea de grado dos. En efecto,
F(Ar,Ag) = ) + () () = 22 (22 + ay) = \2F (2,1).

Definicion 2.2.14 (Ecuacién Diferencial Homogénea)
Una ecuacidn diferencial de la forma:

dy _ P(z,y)
dr  Q(x,y)’

donde P (z,y) y Q (x,y) son funciones homogéneas en x e y, del mismo grado n se llama
Ecuacién Homogénea.
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Notemos que al ser Py (Q homogéneas del mismo grado n, podemos escribir P (x,y) =
x" P (1, %) y Q(z,y) =2"Q (1, f—g) Luego,
dy _P(L?) y
e c]
dr Q (1, %) x
Es decir, las ecuaciones homogéneas tienen la forma:
dy y
= =F(%). 2.21
Yo rd) (221)
Teorema 2.2.15 .

El cambio de variable y = xz transforma la ecuacion homogénea (2.21) en una del tipo
variables separables.

Demostracion.
Si y = xz entonces y' = z + x2/, por tanto, la ecuacién (2.21) toma la forma:

T +2=F(z). (2.22)
Separando variables tenemos:
dz dx
= —. 2.23
F(z)—z =« (223)

Si suponemos que F'() continua y F'(%) # £ en un dominio D, podemos integrar (2.23) y
obtener la solucién general de (2.22):

1n|x|+02/%:gb(z).

Luego, la solucién general de (2.21) es:

Injz| + C = ¢ (%) . (2.24)

n
Observaciones.

1. Si z es raiz de F(z) — z = 0, entonces z = z; = constante es también una solucién
de la ecuacién (2.23), como se verifica en forma inmediata, pues % = 0. Luego, la
recta y = zox es solucién de la ecuacién (2.21) llamada Solucién Singular.

2. Sien (2.24) reemplazamos C' por —InC' la solucién general se escribe:

z=Ce?(3) = c (%) .
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3. Reciprocamente, una familia de curvas
z = Cy (g) (2.25)
T

verifica una ecuacién homogénea. En efecto, derivando esta relacién (2.25) obtenemos:

1=Cy (%) (xy;; y) . (2.26)

Eliminando C' de entre las ecuaciones (2.25) y (2.26) obtenemos:
<wy’ - y) v (%)
T
x? Y (

ﬂ) ’
v(E) |y y
= -2 = =F(=).
Ejemplo 2.2.16 . Resuelva el problema de valor inicial x> — y* = 5zyy’, y (1) = 3.
Solucion.
Esta ecuacion es homogénea de grado 2, por lo que hacemos y = xz, de donde y' = z+x7'.
Con esto:

es decir,

2? — (z2)° = 5222 (2 + 2') .

Una vez reducida queda:

1— 22 B dz
5> =z+ x%
Separando variables obtenemos:
Szdz  dx
1-622

Integrando a ambos miembros resulta:
5
—p 1 —62%| =In|z|+ C.

Retornando a la variable origina/ tenemos:

y2

12

5)
1 — 21—
nlz|+C 15 ’ 6=

Imponiendo la condicién inicial y (1) = 3 obtenemos la constante:

5 9
=——In|l—6-=
C 12 n 6 ik
de donde, C' = — = 1n 53. Por lo tanto la solucién es
% — 6y? )
| —1 —1In 53
n|z| + T =g n
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Ejemplo 2.2.17 .

Resuelva el problema de valor inicial y = % y(1)=0.

Solucion.

Esta es una ecuacion homogénea de grado dos, por lo que hacemos el cambio de variable
y=uxz ey = z+ xz, obteniéndo:

. 1+ 22
Z+xz = .
z
Seprarando variables e integrando resulta:
2
z
3 = ln |fE| + C,

que escrita en términos de la variable original es:
2
Y
~— =In|z| + C.

Imponiendo la condicion inicial y (1) = 0 obtenemos C' = 0. Por tanto, la solucion es
y?=22%In|z|. A

Ejercicios.
/ g w —x+ 2+ 2
1.y oy 3. y/: x \/yz v
2. y’z%—l—e%. 4. xy —y=/TY.

2.2.5. Ecuaciones Reductibles a Homogéneas

Consideremos la ecuacién de la forma:

dy_ (L’W) | (2.27)
dx ax + By + vy

donde a, b, ¢, a, By 7y son constantes. Seglin sean estas constantes distinguimos los
siguientes casos:

1. Supongamos ¢ = v = 0. En tal caso tenemos que (2.27) se transforma en:

dy _r ax + by
dr ar+ By )’

siendo esta homogénea, por lo que, la sustitucién y = xz separa las variables.
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Ejemplo 2.2.18 .
Resuelva j—g = %
Solucién.

Hacemos el cambio y = xz ey = z + x2’, obteniendo:

e — 2+ 3z
3422
Separando variables resulta:
dx 342z
— = ——dz,
r  2(1—2?)

Integrando y multiplicando por 4 para quitar denominadores tenemos:
4dln|z|] = =5In|z — 1|+ In|z+ 1| +41In|C]|.

Retornando a la variable original y aplicando las propiedades de los logaritmos con-
cluimos que la solucion es:

ALy et (L),

Xz

A

2. Sic2++4?2=0yafB—ab#0lasrectas ax +by+c=0y azx+ By +~ = 0 se cortan
en el punto (z,yo). En tal caso, hacemos el cambio de variables:
u = T —

= Y~ Yo,

obteniéndo la ecuacién homogénea del caso anterior:
dv au + bv
—=F|—].
du au + Pu

Ejemplo 2.2.19 .

_ x—3y+2
Resue/va y/ = ?yy—iﬁ
Solucién.
Resolviendo el sistema lineal:

r—3y+2 = 0
—4dr—-y+5 = 0
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encontramos que (x,y0) = (1,1). Por tanto, hacemos u = x — 1 yv =y — 1. Al
sustituir esto en la ecuacion original obtenemos:

du  u—3v
dv  —4du—v’
Sustituyendo v = uz, de donde v' = z + uz’ en la expresién anterior resulta:

1-—3z
—4—z

z+uz =

Recordando que z' = g—i y separando variables tenemos:
—(4+z d
Ldz _
22+ z+4+1 u

Integrando obtenemos:

1 7 2 1
ln\u]—C:—Eln\22+z+1]——arctg< i )

V3 V3

Perou =x—1,v=y—1yz= 2, por tanto, z = E Al sustituir lo anterior y
utilizar las propiedades de los logaritmos vemos que la solucién final es:

s[4 @) -+ 1) +
A

. Sic2+4%2 40y af—ab=0, entonces las rectas ax +by +c=0y ax + By +~v =0
son paralelas. De la relacién entre las pendientes a3 — ab = 0 resulta ; = 2 =k, de
donde 3 = kby o = ka. Luego, (2.27) se transforma en:

@—F ar +by+c
do k(ax+by)+c/)

Hagamos el cambio de variables ax + by = 2, lo que implica a + 03 = 2y 22 =

1 (d—*" — a). Con esto, la ecuacién se transforma en:

b \dz
1 /dz z4c
E(%_OO _F<k‘z+c>'

Separando variables obtenemos:

dz

bF (ﬁ) +a

=dx,
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y a partir de esto resulta:

dz
1’+C:/m:¢(z)a

kz4c

es decir,
x+C = ¢(ax + by).

Ejemplo 2.2.20 .

Resuelva (z +y + 1)dz + (3x + 3y — 1)dy = 0.
Solucién.

La ecuacion se escribe como:

r_ r+y+1
Y 3(z+y)—1

Por tanto, sea z = x+y, de donde 2’ = 1+7vy'. Reemplazando lo anterior y separando

variables obtenemos:
3z —1

2(z—1)

Integrando y volviendo a la variable original encontramos:

= dx.

3
§(x+y)—|—ln]a:+y—1\:w+0.

A

2.2.6. Ecuaciones Lineales de Primer Orden

Definicion 2.2.21 Ecuacién Diferencial Lineal de Primer Orden
Sean P y () funciones continuas en |a,b]. Una ecuacion de la forma:

Y+ P(z)y+Q(x) =0, (2.28)
se llama Ecuacién Diferencial Lineal de Primer Orden.

La ecuacion p
Yy
—~ 4+ P =0
I +P(z)y ;

se llama Ecuacién Lineal Homogénea asociada a (2.28).

Teorema 2.2.22 .
La solucién general de la ecuacion (2.28) esta dada por:

y = e | P@d {C’ - /Q(x)efp(z)d’”d:r} , Vo € [a,b]. (2.29)
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Demostracion.
Resolvamos primero la ecuacién lineal homogénea asociada, ¥’ + P (z)y = 0 z € [a, b].
Separando variables e integrando tenemos que:

yp = CeffP(x)dx.

Veamos la solucién de la no homogénea. Comencemos por notar que la funcién y; =
e~/ P@idz s una solucién particular de la ecuacién homogénea para C' = 1. Por tanto,
hagamos el cambio y = y;u. De acuerdo a esto:

dy _ dy
dx dz

du

u+y1dxo

Reemplazando en la ecuacién (2.28) tenemos:

d d
ﬂu—l—yl—u—i—Pylu—i—Q:O,
dx dx
6 bien: p p
u ﬂ—i—Pyl +y1—u—|—Q:O.
dx dx

Luego,
du

y1%+Q=O.

Separando variables, integrando y reemplazando 1, obtenemos:

U (37) +(C=— /Q (;y) yfl (:v) dr = _/Q<x>efp(x)da:dx'
Finalmente concluimos:

(o) =) ula) = e (700 0 [ Qa)el "]

[

El método usado para la resolucidon de la ecuacién diferencial lineal no homogénea se
llama “Método de Variacion de Parametros”. Ademas, notemos que la solucién de dicha
ecuacion se escribe:

y = CeffP(x)dx - 6ffP(x)dx / Q (l’) ef P(x)d:cdx7

o0 sea, es igual con la solucién general de la ecuaciéon homogénea asociada mas una solucién
particular de la ecuacién no homogénea, la que se puede obtener de la soluciédn general de
la no homogénea tomando C' = 0.

Veamos algunos ejemplos ilustrativos:
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Ejemplo 2.2.23 .
Resuelva y' — 2y — 5z% = 0.

Solucién.
Tenemos P (z) = —2 y Q (z) = —5a?, entonces:

y = 2l % [C—i—f)/x%‘”fdx]
= e’ {C’+5/x261”2dx}
= 2? [C + 5/:1:2 : $_2d{B:|
= Ca2* + 5.

A

Ejemplo 2.2.24 .

Resuelvay — (14+ 1)y +e” (z+21) =0.

Solucién.

Tenemos P (z) = — (1+ 1) y Q (z) = ¢” (z + 1). Entonces:

y = ef(H%)dx [C’ — /ef” (w + l) ef(1+i)dxdx}
T
J:+lnx|: / a:( 1) —x—Inzx :|
= e C—[|elx+—e dx
z

= ze® C—/e“” (.”E—I—i) e; dx}

i 1
= ze® C—/<1+—2)dx}

I T
= ze’ |C — <a:' — 1)]

I T

= Cuze® — 12" + e*.

Ejemplo 2.2.25 .
Resuelva y' + 2y = x? + 2.
Solucién.
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Tenemos y' + 2y — (2* + 2x) = 0, de donde P (z) =2 y Q (x) = — (2> + 2x). Entonces:
y = e 2/ [C + / (z* + 2x)62fd“d:c}

= ™ C+/(I2+2x)e2mdx]

= ¢ C’+/x262xdm+2/xe2xdx}

2x 2z

I 1
= ¢ C’+§x262x — %(2$— 1)+ %(Qx— 1)} :

Como vimos la solucién general de la ecuacién diferencial lineal no homogénea es de la
forma:

y=¢(x)+Cy(z), (2.30)

que corresponde a una familia de curvas que depende linealmente de un solo parametro.
Reciprocamente, toda familia de curvas que depende linealmente de un sélo parametro,
verifica una ecuacién diferencial lineal de primer orden. En efecto, derivando (2.30) obten-
emos:

y = () +CY' (). (2.31)
Despejando C' de (2.30) y (2.31) e igualando:

y—o() v —¢(z)

v  w(x)

de donde obtenemos:

;W) (@) e (@)
YUY T T o)

la cual es una Ecuacién Lineal de Primer Orden.
Si conocemos una solucién particular y; de la ecuacién lineal:

Y+ P(z)y+Q(x) =0,

—¢'(z) =0,

la solucién general se obtiene por una cuadratura. En Efecto, simplemente hacemos y =
2z + 1y, de donde 2’ +y; + Pz + Py, +Q = 0, pero y; + Py; + Q = 0, luego,2’ + Pz = 0.
Separando variables, integrando y despejando z obtenemos:

2= Ce~/P@iz

Y por tanto, .
Y =1 + 06_‘1 P(x)dw7

la que es solucidn general de la ecuacidn lineal.
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Ejemplo 2.2.26 .

Resuelva la ecuacion iy — zy = 1 — a2

, Si conocemos la solucion particular y; = x.

Solucion.
La ecuacidn se escribe como y' — xy + x> — 1 = 0, por tanto, P (x) = —x. Luego,
xQ
y=1x+Cel ™ = x4 Ce7.
A

Sean y = p(x)+C1(x) solucidn general de una ecuacién lineal, ¥y, y, e y tres soluciones
particulares correspondiente a las constantes ', C5 y C' respectivamente. Es decir:

vy = o)+ Cy(x)
v = ¢(z)+Cop ()
y = o)+ Cy¥(x

De aqui tenemos:

_ C-C
Yy—Y% _ 2 = A (Constante),
=y C—0C
lo que implica:
y :A(yl —yQ) +y27

0 sea, si conocemos dos soluciones podemos hallar la solucién general sin ninguna cuadratu-
ra.

Ejemplo 2.2.27 .

Resuelva 3’ cos x + ysenx + 4 cos® x = 0.

Solucién.

Primero resolvamos ecuacién la homogénea asociada: y' cosx + ysenx = 0. Separando
variables e integrando obtenemos: y = C cosx. Pongamos ahora y = C (x)cosz, lo que
implica y' = C' (x) cosz — C (z) senx. Reemplazando en la ecuacion lineal no homogénea
y simplificando obtenemos C' (x) = —4 cosx, de donde C (x) = —4senx + k. Concluimos
que la solucion es:

y = kcosx — 4senx cosx.

Apliquemos ahora, la férmula de variacion de parametros. La ecuacion dada se escribe
como y' + y*BL 4 4dcos’x = 0, de donde, P (x) = 322 y Q(x) = 4cos’z. Con esto
tenemos:

_ [ senz sen x
y=e J&Ede {k — 4/(:052 zel coswdxdx} ,

lo que implica finalmente:
y=kcosz —4senz.
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Por otra parte, y; = —4senxzcosz, ys = cosx — 4senxcosx son dos soluciones
particulares de la ecuacion: y' cos x + ysenx + 4 cos® v = 0. Por tanto, podemos escribir la
solucion de inmediato sin realizar integracion alguna:

y = A(—4senzcosz — (cosz —4senxcosx))+ (cosx — 4dsenx cos)

= (1—A)cosx —4dsenxcos,

haciendo k = 1 — A obtenemos y = kcosx — 4senx cosx, que coincide con la solucion
encontrada por los dos métodos descritos anteriormente. A

Ejercicios.
1. 2y +y=a>. 3.2y —y+a=0.
2. ili—f+x:cost. 4. y’+12231:2x+2.

2.2.7. Ecuaciones Reductibles a Lineales

Ecuacion de Bernoulli

Definicién 2.2.28 (Ecuacién de Bernoulli)
Sean P y @ funciones continuas, o € R\ {0,1}. Una ecuacidn diferencial de la forma:

Y+ Px)y+Q(z)y* =0,
se llama Ecuacion de Bernoulli.

Teorema 2.2.29 .
El cambio de variable z = y*~ transforma la ecuacién de Bernoulli en una ecuacién lineal.

Demostracion.
En efecto, si multiplicamos la ecuacién de Bernoulli por y~ obtenemos:

Yy +P(x)y+Q(z) =0.

Z/
1—a’

Pero si z = y'~* entonces y %y’ = lo que sustituido en la expresién anterior resulta:

/

1_a+P(x)z+Q(x):().

Finalmente multiplicando por 1 — @ obtenemos una ecuacién lineal. =

Ejemplo 2.2.30 .
Resuelva el problema de valor inicial zy' +y + 3zInzy* =0, y (1) =5, x > 0.
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Solucién.
Dividiendo la ecuacion entre x tenemos:

1
Yy 4+ —y+3nay® =0,
x

la que es una Bernoulli con o = 2. Por tanto, hacemos z = y'=2 = y~!, lo que implica
—7' = y~2y'. Multiplicando la nueva forma de la ecuacién dada por y—2 obtenemos:

1
y 2 + —y ' +3lnz=0.
x
Haciendo las sustituciones indicadas resulta la ecuacion lineal:
7 —=2—3lnz =0,
x
cuya solucion se obtiene aplicando (2.29). Obtenemos:
3
z=Cx+ 5951112:6.

Pero z = -, lo que implica:

B 1
v= Cx + %xanm‘
Imponiendo la condicién inicial y (1) = 5 tenemos

5 1

O+ %ln2 1

de donde, C' = % Por tanto, la solucién buscada es:

1 10

%aﬂr %xlnzx B 21 + 15xIn’ 2’

y:
A

Ejemplo 2.2.31 .

Resuelva el problema de valor inicial zy' +y + 2*y* =0, y (1) = 1.

Solucion.

Reescribiendo la ecuacién tenemos 1)’ + %y +ay® = 0, la que es una Bernoulli con o = 2.
Sea entonces, z = y'=2? = y~ !, lo que implica —z' = y~2y'. Multiplicando la nueva forma
de la ecuacién dada por y=2 obtenemos:

1
—y Y -~y - =0.
x
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2.2 Ecuaciones Diferenciales Resueltas Respecto de 1/

Realizando los cambios de variable indicados resulta:

Z——z—12=0,
x

cuya solucion se encuentra con (2.29) y estd dada por:

z=uz(C+x).
Pero z = %, lo que implica:
1
- (C+z)

Imponiendo la condicion inicial y (1) = 1 encontramos C' = 0. Por tanto, la solucion buscada
es:
1
Y= 22
A

Ejemplo 2.2.32 .
Resuelva ' + £ =
Solucion.

oo . ¢ /1 1,—
Reescribiendo la ecuacion tenemos y'+ -y — =5y
-2

1
2y

3 -

2 =0, la que es una Bernoulli con o = —2.

Por tanto, sea z = y'~ % =y, lo que implica % = y*y'. Multiplicando la nueva forma de
la ecuacién dada por y? obtenemos:

1, 1
vy + -yt = — =0.
xZ T

Realizando los cambios de variable indicados anteriormente y multiplicar por tres tenemos:

3 3
z/+—z——2:0,
x x

que es una ecuacion lineal. Aplicando (2.29) obtenemos:

C n 3
z=—+ —.
x3 2
Pero z = 1, lo que implica:
_ofC 3
Y=V B o

A

Ejericio. Resuelva ¢/ — 2y = z/y.
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2.2 Ecuaciones Diferenciales Resueltas Respecto de v/

Ecuacion de Ricatti

Definicién 2.2.33 (Ecuacién de Ricatti)
Sean P y @) funciones continuas en el intervalo [a, b]. Una ecuacién diferencial de la forma:

Y +Px)y* +Q(x)y+ R(z) =0, (2.32)
se denomina Ecuacion de Ricatti.

En general este tipo de ecuaciones no puede ser integrada, pero al menos tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 2.2.34 .
Si se conoce una solucion particular vy, de la ecuacion de Ricatti, con el cambio de variable
siguiente: y = 1 + % la ecuacion se transforma en lineal.

Demostracion.
Tenemos que y = y; + % implica ¢ = y] — j—; luego (2.32) se escribe:

(yg—j—;> + P (x) <y1+§>2+Q<x> (yﬁ%) + R (2) =0,

o bien:

/

O+ P@k +Qm+ R@) + (5 + P (24 5) +Qw1) o

pero ¥y + P (z)y? +Q (z) y1 + R (z) = 0, pues y; es solucién de (2.32). Multiplicando por
—2z? y ordenando obtenemos:

2= (2P (z)y1 +Q(2) 2 — Px) =0,
la que es una ecuacion lineal. m

Ejemplo 2.2.35 .

Resuelva xy' + 2y* — 3y —2 =10

Solucidn.

Dividiendo entre x tenemos vy’ + %y2 — %y — % = 0, la que es una ecuacion de Ricatti.
Para tener una solucién particular, busquemos una del tipo constante, es decir, ' = 0, con
esto tenemos 2y> — 3y — 2 =0, lo que implicay =2 oy = —%. Tomemos como solucién
particular y, = 2, por lo cual, sea y = 2 + % entonces iy’ = —Z;'. Con esto, obtenemos:

"9 1\N? 3 1 2
—Z—2+—<2+—> ——(2+—)——_0.
zZ X ya X zZ X
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2.2 Ecuaciones Diferenciales Resueltas Respecto de 1/

Simplificando y multiplicando por —z* resulta:
5 2

2= —z—==0,
r oz

que es una ecuacion lineal en z. Aplicando (2.29) obtenemos:

2
— C 5 _~ 2‘
z z 3x
Peroy =2+ % entonces:
3
=2
4 + 3C 5 — 222

A

Ejemplo 2.2.36 .

Resuelva y' = y* — x* + 1 sabiendo que una solucién particular es y, = x.

Solucidn.

Reemplazando y = x + i Yy =1-— j—; simplificando y multiplicando por —z* obtenemos:
7+ 2224+1=0,

la que es una ecuacion lineal en z. Aplicando (2.29) tenemos:

7= (C — /edex) )

Retornando a la variale original concluimos:

A

sen x
cos?zx’

Ejercicio. Resuelva 3/ + sen?zy? = 2
sec .

sabiendo que una solucién particular es y, =

2.2.8. Ecuaciones Algebraicas en ¢/
Sea la ecuacién diferencial:
A (@) ()" + Auct (2, y) ()" 4+ Ar(@,y) Y + Ao (2,y) =0, (2.33)

que resulta de anular un polimomio en ¥’ con coeficientes Ay (x,y) continuos en = e y, en
un dominio D C R? y con A, (z,y) # 0 en D.

Considerémosla como ecuacién algebraica en ' con las raices fi (z,y), k=1,2,...,n.
Cada raiz real nos da una ecuacién de la forma:
/

y cualquier solucién de (2.34) es solucién de (2.33).
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Ejemplo 2.2.37 .

Resuelva y* — (z +y)y' + zy = 0.

Solucion.

Notemos que la ecuacién dada es cuadratica en v, por tanto,

(2 +y) £ /(2 +y)° — day
2 Y
de donde, v = = ey = . Integrando separadamente cada una de estas ecuaciones

2 age . . p
obtenemos y = %- + C' e y = Ce”. Cada una de estas dos familias de soluciones verifica la
ecuacion original. A

y =

Ejemplo 2.2.38 .

Resuelva zyy? + (y* — 2*)y' — xy = 0.

Solucidn.

Como en el ejemplo anterior, esta ecuacion es cuadrdtica en y', por tanto,

—(y* —a?) + \/(y2 —22)° + da?y?
2zy

/

y:

_x _ 2 _ =z _ 1
de donde, 1y = cey= —2. Integrando obtenemos % = &+ C ey = z-. A

2.3. Ecuaciones Diferenciales no Resueltas Respec-
to de ¢/

2.3.1. Ecuaciones de la Forma y = f (¢/), donde f € C!([a,b])

Teorema 2.3.1 .
La solucién general de la ecuacion diferencial y = f (y') estd dada por:

{x = [if(p)dp+C
y = f(p).

Demostracion.

Sea el cambio de variable iy = p, entonces y = f (p) lo que implica dy = f’ (p) dp. Por

otro lado, tenemos d—z = p, es decir, dy = pdx. Luego, dx = ]l)f’ (p) dp, y por tanto,

d
{w = [if(pdp+C
y = f(p)

[
La solucién general estd definida sobre cualquier intervalo [a, 3] C [a, b] sobre el cual

JLf' (p) dp ests definida.
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2.3 Ecuaciones Diferenciales no Resueltas Respecto de 1/

Ejemplo 2.3.2 .
Resuelva y = " + y'.
Solucidn.

Sea yy' = p, por tanto, y = p*> +p" y dy = (3p* + 7p°) dp. Pero y = p implica dy = pdz.
Luego, pdx = (3p* + 7p°)dp. Separando variables es integrando obtenemos la solucién
paramétrica:

{a: = P+t +C

y = p+p"
A
Ejemplo 2.3.3 .
Resuelva y = y'* — 3.
Solucién.

Sea y = p, entonces y = p? — p® y dy = (2p — 3p?) dp. Ademds y' = p implica dy = pdz.
Por tanto, pdx = (2p — 3p?)dp. Separando variables es integrando concluimos:

{x = 2p-3p’+C
y = p—p’

2.3.2. Ecuaciones de la Forma F'(y,y’) =0

Resolver la ecuacién F'(y,y') = 0 es facil, sélo requiere una cuadratura, siempre que
se conozca una representacion paramétrica de la curva F'(u,v) = 0 o sea, u = (1) y
v =1 (t) cont € [a,b]. En efecto, si p, ¢’ y 1 continuas en [a, b], entonces:

dy

y=e(t)= L =g ()= dy=¢ 0,

?/,:%U(t)#%:@b(t)#dy:w(t)dx.

Igualando estas dos dltimas expresiones obtenemos:

Integrando resulta la solucién paramétrica:

_ 2w
{x = [Sga+c

a, (] Cla,bl.
i € 0. 5] € [a, 1]
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2.3 Ecuaciones Diferenciales no Resueltas Respecto de i

Ejemplo 2.3.4 .
Resuelva y? — 4% + 4y* = 0.
Solucidn.

Consideremos y' = sen 2t e y = cost, entonces:
(sen2t)? —4cos®t +4cos’t = (2sentcost)’ —4cos’t (1 — cos’t)
= 4sen’tcos’t —4cos’t (1 — cos? t)

= 4cos’t (sen2 t + cos’t — 1)

= 0.
Por tanto, es una representacion paramétrica para la ecuacion dada. Luego,
d
Y sen2t = dy = sen 2tdx
dx
d
A —sent = dy = —sentdt.
dt
lgualando estas dos tltimas expresiones,
dt
dr = ——,
2cost

separando variables e integrando obtenemos la solucion paramétrica:

v = —ilnlsect+tgt|+C
Yy = cost.
A
Ejemplo 2.3.5 Resuelva y5 +y'3 = 1.
Solucidn. , ,
Consideramos y = cos®t e y' = sen®t, pues (cos®t)3 + (sent)? = 1. Luego,
d
y = cos’t = d—‘z = —3cos’tsent = dy = —3 cos® t sen tdt.

Por otro lado, i/ = sen®t, es decir, dy = sen®tdx. Igualando las expresiones de dy obte-
nemos:

2
— t
L
sen“t
luego,
3
:U:/<3— 5 )dt:3t+3cott+0.
sen-t

Finalmente la solucion general es:

xr = 3t+3cott+C
y = cos’t.
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2.3 Ecuaciones Diferenciales no Resueltas Respecto de 1/

Ejemplo 2.3.6 . Resuelva y? + y* = 1.

Solucién.
Considerenos la parametrizacion y = sent e y' = cost. Luego,
d
S~ cost = dy = costdx
dx
dy
— = cost = dy = costdt.
dt Y
lgualando estas dos tltimas expresiones obtenemos dx = dt, y por tanto,
xr = t+C
Yy = cost,

es decir, y = cos(x — C'). A

2.3.3. Ecuacién de la Forma z = f (/) donde f € C! ([a,b],R)

Teorema 2.3.7 .
Sea f € C' ([a,b],R). La solucidn general de la ecuacién x = f (y') estd dada por:

{as = f(p)

y = [pfaprc PEOU

Demostracion.
Sea y' = p, entonces por un lado x = f(p) y de = f'(p)dp. Por otro, % =po
equivalentemente dx = %. Igualando las expresiones de dx obtenemos:

dy
— = f'(p)dp.

p
Finalmente, separando variables e integrando obtenemos la solucién paramétrica:

{-’L’ = f(p)
y = [pf(p)dp+C.

|

Ejemplo 2.3.8 .

Resuelva x =y +1Iny/, y > 0.
Solucidn.

dy

W — p implica dv = &

— _ _ 1 ,
Seay = p, entonces v = p+1Inp y dr = (1 + ;) dp. Ademds, ¥

lgualando las expresiones de dx obtenemos:

d 1
—y—(l—i——>dp.
p p
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Que al separar variables e integrar resulta:

{ r = p+lnp
Yy

= %2 +p+C.
A
Ejemplo 2.3.9 .
Resuelva x = Iny’ + seny/'.
Solucién.

Sea y' = p, por tanto, x = Inp + senp y dxr = (% +COSp> dp. Como j—g = p implica
dr = %. Al igualar las expresiones de dx obtenemos:

1
@ = (— +cosp> dp.
p p

Separando variables e integrando obtenemos la solucion:

xr = Inp+senp

y = p+cosp—+psenp+ C.
A

2.3.4. Ecuaciones de la Forma F (z,y') =0

Resolver la ecuacién F' (z,y') = 0 es facil si se conoce una representacion paramétrica
de la curva F' (u,v) =0, o sea, u = ¢ (t) y v = v (t) continuas. En efecto, con xz = ¢ ()
ey = (t) tenemos:

dx , o
E:gp(t) = dr=¢' (t)dt
dy B
W_pt) = dy=p(0)de,

por lo tanto, dy = v (t) ¢’ (t) dt. Luego,

{x = ¢ (1)
y = Jo@)e (t)dt+C.

Ejemplo 2.3.10 .

Resuelva z? + y'* = 1.

Solucidn.

Consideremos © = sent e y = cost lo que implica dx = costdt y dy = costdx respectiva-
mente. Por tanto, dy = cos® tdt. Luego,

r = sent
y = L+ isen2t+C.
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2.3 Ecuaciones Diferenciales no Resueltas Respecto de 1/

Ejemplo 2.3.11 .
Resuelva x — e V' = v/

Solucion.

Seay =t, por tanto, v =t +¢e' ydr = (1 +¢')dt. Como dy = tdx obtenemos:
d
ty (1+€) dt.

Separando variables e integrando obtenemos:

r = t+eé
y = §+tet—et+0.

A

2.3.5. Ecuacion de Lagrange
La ecuacién de Lagrange tiene la forma:
AWz + By )y+Cy) =0,

donde A, B y C son funciones en C![a,b]. Se caracteriza por ser lineal en x e y.
Dividiendo por B (y') # 0 obtenemos la nueva forma:

y=o@)r+v ). (2.35)

Integrar la Ecuacién de Lagrange se reduce a integrar una ecuacién lineal. En efecto,
haciendo 3/ = p en (2.35) se transforma en:

y=¢(@p)r+(p).

Derivando respecto a x tenemos:
dp

d d
ﬁzw’(p)ﬁﬂLsO(p)JrW(p)d—

reemplazando o2 9y — p 'y ordenando tenemos:

p=lod )+ ) L+ o),

de donde obtenemos:

d(L‘ / /
e ¢lp) V) _y
dp ¢ (p) — () —p
con p(p) # p, la que es una ecuacién lineal en . Aplicando (2.29) obtenemos la solucién
paramétrica:

"(p)
T = eifwfp)ppdp (C f w

y = pr+v(p).

Si pg es solucién de ¢ (p) — p = 0 podemos tener dos situaciones:

so(p) p pdp)
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2.3 Ecuaciones Diferenciales no Resueltas Respecto de i

1. lim |z| = oco. Cuando la recta y = ¢ (pg) = + 1 (po) es una direccidn asintdtica a las
p—po

curvas integrales de la solucién general.

2. lim & = xg, con x finito. Cuando la recta y = ¢ (po) = + ¥ (po) es una solucién
P—po
singular de la Ecuacién de Lagrange.
Ejemplo 2.3.12 .

Resuelva y = xy? +Iny/, v/ > 0.

Solucion.
Sea y' = p, entonces y = xp* + Inp. Derivando respecto a x obtenemos:
dy dp ldp
-7 — I —= + — &
dx Pt pxdx +pdm
Reemplazando % = p y ordenando:
1\ d
p=p+ <2px+—) =,
p) dx
de donde obtenemos:
dx 2x 1

— + + =0,
dp  p—1 p*—p?
que es una ecuacion lineal en . Aplicando (2.29) obtenemos la solucién paramétrica:

_ 1 1
T = e (C—lnp—}—))
y = ap®+Inp,
parap >0 yp# 1. Notemos que HII(]) |z| = 11’n% |z| = o0, por lo que, y = ¢ (po) x + 1 (po)
p— p—

para po = 0 y po = 1 es direccion asintdtica, es decir, la recta y = x es dicha direccion. A

Ejemplo 2.3.13 .
Resuelva y = x (1 + ') + 2.

Solucién.

Sea y' = p, entonces y = x (1 + p) + p2. Derivando respecto a x tenemos:
dy dp dp
-~ -1 Lot
dx +p+xdaz+ Paw

reemplazando % = p y ordenando adecuadamente tenemos:

d
Ziay 2p =0,
dp
la que es una ecuacicn lineal en x. Aplicando (2.29) obtenemos:
x = e P(C—2peP + 2eP)
y = x+ap+p’
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Ejemplo 2.3.14 .
Resuelva y = 2xy' +Iny/, y' > 0.

Solucion.

Sea y' = p, entonces y = 2xp + Inp. Derivando respecto a x tenemos:
dy dp 1dp
L = op4 22— 4 -
dx P+ dx + pdx

Reemplazando % = p y ordenando adecuadamente obtenemos la ecuacion lineal en x:

cuya solucion se encuentra usando (2.29). Concluimos que:
v = 5(C—p)
y = 2xp+Inp.

A

2.3.6. Ecuacion de Clairaut

La ecuacién de Clairaut tiene la forma:

y =y +9(y), (2.36)

donde v € C! [a, b]. Corresponde al caso particular de ecuacién de Lagrange ¢ (p) = p. Sea
Yy’ = p entonces:

y=ap+v(p). (2.37)
Derivando respecto a x tenemos:
dy dp ., .\ dp

reemplazando % = p y ordenando obtenemos:
X

dp

(w4 () 2 =0.

Ahora distinguimos dos casos:
1. Z—Z = 0 entonces p = C. Obtenemos reemplazando en (2.36) la solucién:
y=aC+9(C),

es decir, la solucién general de la ecuacién de Clairaut es una familia de rectas que se
obtiene de reemplazar en la ecuacién ¢ por C.
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2. z+ ¢’ (p) = 0. Reemplazando en (2.37) z = —¢’ (p) obtenemos:

{y = ' (Pp+v(p)
r = —U'(p).

En este caso, la solucién general de la ecuacién de Clairaut es una familia de rectas
que depende de un parametro C.

Eliminando C entre la ecuacién y = Cx+v (C') y la derivada respecto de C, x+1' (C') = 0

obtenemos la curva:
m{xz—wm

o bien, g (x,y) = 0, que es la solucién singular. Luego, la solucién singular es la envolvente
de la familia de rectas representadas por la solucién general.

Ejemplo 2.3.15 .

Resuelva y = xy’ + .

Solucidn.

Sea 1y’ = p, entonces y = xp+p*. Derivando respecto a x obtenemos Z—i =p+(z + 2p) Z—g.
Reemplazando % = p y ordenando tenemos (x + 2p) j—i = 0. De donde, distinguimos dos
€asos:

1 Z—g = 0, entonces p = C. Por lo tanto, obtenemos la solucién general:

y=Cx+C?* =zeR.

2. x+2p=0, % = p obtenemos la solucién singular:

Y= 1

Esta solucion singular es la envolvente de la familia de rectas dadas de la solucion
general.

A

Ejemplo 2.3.16 .
Resuelva y = xy' +
Solucidn.

Siy' = p, entonces y = xp+ 2%. Derivando respecto a x y reemplazando % = p obtenemos:

I N
2p2 ) dx
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2.3 Ecuaciones Diferenciales no Resueltas Respecto de 1/

1. S_i =0, implica p = C'. Luego, y = Cx + 5% es la solucién general.

2. (x — —> =0, implica:

2p?

y = wptge
Despejando p de la expresion de x, reemplazando en la de y y luego de elevar al
cuadrado obtenemos que la solucién singular esta dada por y* = 2ax.

A

2.3.7. Ecuaciones de la Forma y = f (z,v)
Para resolver y = f (x,y’) hacemos y = p, por tanto, y = f (z,p). Derivando respecto

a T tenemos:
dy _of Ofdp
dr Oz 8p dz’

reemplazando 2 4y — py despejando g—i resulta:

Integrando obtenemos:

p—Y
ap

Pero p = %2 =1/, por lo que, obtenemos % = ¢(z,C). Luego, y = f (z, ¢ (z,C)).

Ejemplo 2.3.17 .

Resuelva y” + 'z 4+ y + 222 = 0.

Solucion.

Hagamos i/ = p, por lo tanto, la ecuacion se escribe:

1
P 4pr+uy+ 53:2 =0. (2.38)
Derivando respecto a x obtenemos:
dp dp  dy
2 — + = = 0.
Pae TP T T

Reemplazando - 4y — 1y ordenando adecuadamente resulta:

(2p+x) (%Jrl) =0.

Por lo que distinguimos dos casos:
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1. j—i +1=0=p= —x+ C. Reemplando en (2.38) obtenemos la solucién general:

yz_%ﬁ—x(@—x)—(c_“’f‘

2. 2p+x = 0 implica x = —2p. Reemplazando en (2.38) y despejando y obtenemos la
solucion singular paramétrica:
{ xr = —2p
Yy = _p27

Eliminando el pardmetro p de estas dos ecuaciones resulta x> + 4y = 0.

Ejemplo 2.3.18 .

Resuelva zy"? + 2zy' — y = 0.
Solucidn.

Hacemos iy’ = p, entonces :

xp® + 2zp —y = 0. (2.39)

Derivando respecto a x obtenemos:

dp dp dy
P4 2ap— 4+ 24+ 20— — == =0
P wpdx+ P xdm dx

Reemplazando % = p y ordenando resulta:

d
(p+1) (2x£ —|—p> ~0.

Distinguimos ahora, dos casos:

L 2%3—5 +p =0 implicap = \% Reemplazando en (2.39) obtenemos la solucion general
y=C?+2C/x.

2. p+1=0implicap = —1. Luego, de acuerdo a Z—Z = p obtenemos la solucion singular
y+x=0.
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2.3 Ecuaciones Diferenciales no Resueltas Respecto de 1/

2.3.8. Ecuaciones de la Forma = = f (y,v/)

Igual como se ha hecho antes, para resolver las ecuaciones del tipo x = f (y,y’) hacemos
y' = p, por tanto, x = f (y,p). Derivando parcialmente respecto a y obtenemos:

dr _ 9f(y.p)  0f(y,p)dp

dy Oy op dy
Notando que ‘; = y despejando , tenemos:
1 of
p _» "oy
= Pt
dy =
Tntegrando obtenemos:
1_9r
p—/” oy = ¢(y,C)
ap

Por tanto, z = f (y, ¢ (y,C)) es la solucién general.

Ejemplo 2.3.19 .

Resuelva x = yy' + 3.

Solucidn.

Sea y' = p, entonces x = yp + p?. Derivando respecto a y tenemos:
dr dp dp

= — +2p—.

Recordando que ‘;—; = % y ordenando obtenemos la ecuacion lineal en y:
d 2p?
dy vy 2

dp  p*—1 p>—1

=0,
cuya solucion se encuentra utilizando (2.29). Obtenemos:
1 2p?
y=———|C- / ———dp|,
vp?—1 Vvpr—1
que junto con x = yp + p? determina la solucién general:. Por tanto, la solucion general es:

r = yp+p?

v = (T ).
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2.4 Integracion Grafica

2.4. Integracion Grafica

2.4.1. Meétodo de las Poligonales de Euler

Consideremos la ecuacién diferencial de primer orden:

y = f(z,y), (2.40)

donde f € C°[a,a] x [b,3]. Nos interesa encontrar graficamente la solucién que pasa
por el punto (a,b). Con tal objetivo particionemos el intervalo [a, ] en n subintervalos
a=mxy <z <---<x, = N0 necesariamente equiespaciados.

T
a =Ty T1 X9 T3

: : :
c Ip = Q

Figura 2.7: Particién del intervalo [a, a].

Pasamos por los puntos x; rectas paralelas con el eje de las ordenadas,

xOI:a |£C1 |£L’2 |£L’3 l’lL:CV

Figura 2.8: Rectas paralelas al eje y que pasan por la particidn.

y trazamos, empezando por el punto (a,b), la poligonal MyM; M, ... M,:

Figura 2.9: Poligonal de Euler.

donde el segmento M M, tiene el coeficiente angular y;, = f (xk, yx). Luego, la linea

poligonal MyM;Ms, ... M, tiene como ecuacién:

Hernan Burgos, Universidad de La Frontera.

50



2.4 Integracion Grafica

Yo+ (x —a) f (a,b) a<z<mm
v+ (x— 1) f(z1,01) 1 <o <1
f(z)=4". .
Yn1+ (@ —2p_1) f(Tn-1,Yn-1) 2n1 <z < aq,
donde,
Yo = b
y1 = b+ (z1—a)f(a,b)

Y = Yr—1+ (@ — 1) f (Te—1, Yr-1) -

En el punto (a,b) la recta MyM; es tangente a la curva integral buscada que pasa
por este punto. Para los puntos que siguen, puesto que la poligonal que aproxima la curva
buscada, se separa de la solucién exacta, las rectas MMy son paralelas con la tangente
a la curva integral.

Ejemplo 2.4.1 .
Aproxime, por medio de una poligonal de Euler, la solucion de la ecuacion:
33
/: 8 2 3 2’ 6 R
Yy r°+ 3y x 0 F

que pasa por el origen.

Solucidn.

Notemos que la curva generada por el lado derecho de la ecuacion diferencial es simétrica
respecto al origen, por lo que tomamos la particion:

P={xy=0,2; =0,05,29 = 0,1, 23 = 0,2, 24 = 0,3, 25 = 0,4, 26 = 0,5, x7 = 0,6} .

Con esto, tenemos:

H Tk ‘ Yk = Yk—1 + (T — Tp—1) (81‘%—1 + 3913—1) ‘ Y. =87, +3yp H
z9=0 Yo =0 Yy =8-0°+3-0°=0
1 =005 | y1 =0+ (0,05—0)-0=0 vy =8-0,052+3-0% ~ 0,02
r9=0,1 [y2=0+(0,1— 005) 0,02 = 0,001 yhb=38-0,12+3-0,001%2 ~ 0,08

x3 =02 | y3=0,001+(0,2-0,1)-0,08=0,009 yh =8-0,22 +3-0,009% ~ 0,32
x4=0,3 | y4=0,009+(0,3—-0 2) 0,32 = 0,041 vy =8-0,3%2 +3-0,041% =~ 0,725
x5 =04 | ys =0,041+ (0,4 — 0 ,3) - 0,725 = 0,114 yt =8-0,42 +3-0,114% ~ 1,319
(05—04) -
(0,6 -0 5)

z6 =05 | ys=0,114+ 1,319 = 0,246 | y§ =8-0,5% + 30,246 ~ 2,182
z7=0,6 |yr=0,246+ 2,182 =0,464 | yL=8-0,5%+ 30,4642 ~ 3,526

Grdficamente esta informacion se muestra en la Figura 2.10. Cabe sefalar que al tomar
una particion cada vez mas fina, la curva generada quedara cada vez mas suave.
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)

Figura 2.10: Poligonal de Euler para ' = 822 + 3y?, v (0) = 0.
A

Ejemplo 2.4.2 .

Encuentre, por el método de Euler, la Poligonal que aproxima la ecuacién iy’ = x, que pasa
por el origen.

Solucidn.

Tomemos xo = yo =0 y x, — x,_1 = 0,1. Con esto construimos la siguiente tabla:

[ [k = Uh1 + 2% (@n — T61) | Yo = 7% |
20=0 |y =0 v =0
z1=01 |y1=0+0,1-0=0 v, =0,1

29=02 | y2=0+0,1-0,1=0,01 Y =02
23=03 | y3=00140,1-02=003 | y5=0,3
25 =04 |y =00340,1-0,3=0,06 | 4, =0,4
25 =05 | ys=006+0,1-04=01 |yt=05
26 =006 | y6=01+01-05=0,15 | =0,
27 =0,7 | yr=0,15+0,1-0,6=021 | ¢/ =0,7
23 =08 | yr=021+0,1-0,7=0,28 | g5 =0,8
29=09 |y =028+0,1-08=0,36 | y,=0,9
210=1,0 | y7=0,36+0,1-0,9=0,45 | ¢/}, = 1,0

Graficamente esto se muestra en la Figura 2.11.
A

Ejercicios.

1. Aproxime, por medio de una poligonal de Euler, la solucién del problema de valor
inicial ¥’ = 2z, y (0) = 0.

2. Aproxime, por medio de una poligonal de Euler, la solucién del problema de valor
inicial ¢/ = 22 + 42, y (0) = 0, x € [-10,10].
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Figura 2.11: Poligonal de Euler para ¢/ = x, y (0) = 0.

2.4.2. Meétodo de las Isoclinas

Consideremos la ecuacidn diferencial ¥ = f (x,y) y suponemos que se puede construir
facilmente la familia de curvas f (z,y) = m, donde m es un pardmetro real.

Si m = myg obtenemos la curva f(x,y) = mg que tiene la propiedad que para todo
punto M de esta curva, la curva integral que pasa por este punto M, tiene tangente paralela
con la direccién fija y' = my. Esta propiedad da el nombre de “curvas isoclinas”.

Veamos una forma de construir las isoclinas I'g,I'1, I's, . .. correspondientes a los valores
mg, M1, Ma,.... Sobre el eje OY tomemos los puntos Py, P;, P»,... tales que OP, =
mo, OP, = my, OPy = my,... y consideremos el punto T'(—1,0). La recta TP, tiene
coeficiente angular my, es decir, las rectas T' Py, TPy, TP, ... nos dan las direcciones my,
my, Mo, . ... Para construir la curva integral de la ecuacién y' = f (z,y) que pasa por el
punto My (a,b) procedemos de la siguiente manera :

1. Pasamos por el punto M, una paralela a la recta T'F, hasta el punto M; situado a la
mitad de la banda entre I'y y IT'y.

2. Desde el punto M; trazamos una paralela a la recta T'P; hasta el punto M, situado
a la mitad de la banda entre I'y, y I's.

3. Continuamos de esta misma manera: desde el punto M} trazamos una paralela a la
recta TPy hasta el punto Mj. . situado a la mitad de la banda entre I'y, y T'xy 1.

La curva integral buscada es asi aproximada por la linea poligonal MyMMsMs . . ..

Notemos que en el punto de interseccion Ny, (2, yx) de la linea poligonal con la isoclina
Iy, la recta M My, 1 es tangente a una curva integral de la ecuacién dada, pues la pendiente
de la recta es my, = f (2, yr) = Y.

Ejemplo 2.4.3 .

Construya la solucidn de la ecuacién y = x>+ x + 4> +y, v € [—1,1], que pasa por el
punto (0,0) utilizando el método de las isoclina.

Solucién.
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., . 2
La ecuacion dada se puede escribir comoy' = (x4 3)" + (y +
isoclinas son circulos de centro en P : (

mo %
mlzg
mg—g
mgzg
m4:%
m5:1?7
mﬁz%
77?,7:%
mgz%

1
29

NN NN

NN

+ Y+ + o+t

NN AN AN AN N N S
8 8 8 8 8 8 8 8 8
+++++++++

NI N N N N N N N N
no

—~ + AN AN AN N N N

1

1
2

[\

y+1) =1 ro=1
y+%)2—2 r=?2
y+1)7°=3 =3
y+%)2:4 r3 =2
y+1)°=6 =6
y+14°=9 =3
y+3)7=16 rg=4
(y+1)°=25 rr=5
y+3)7=36 r5=6

2 )
)" — 3, es decir, las curvas
—= —5). Por tanto, tenemos:

Figura 2.12: Isoclinas para ¢/ = 22 +y> + 2 +y, y (0) = 0.

2.5.

2.5.1.

Trayectorias Isogonales

Definicién 2.5.1 (Familias Isogonales)
Sean (T') y (I') dos familias de curvas definidas en un dominio D C R? tal que, por cada
punto de dicho dominio pasa una tnica curva de cada familia. Diremos que la familia de
curvas (I") es Isogonal a la familia de curvas (I') en D si en cada punto del dominio D las
dos curvas de las familias se cortan segtin un mismo angulo constante.

Trayectorias Isogonales y Ortogonales

Sean (xg,y0) € D, C'y C’ curvas de I y TV que pasan por el punto (zg,y). Si m'y m/
son los coeficientes angulares de las tangentes a las curvas en el punto (xg, o), entonces

o4
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la condicién para que las familias de curvas I' y I sean isogonales es que el dngulo 6 que
forman las tangentes sea constante V (zg,4) € D, 6 sea:

tg § = constante.

Ejemplo 2.5.2 .
Las familias de rectas y — x = a, y + x = b son isogonales. Una recta de la primera familia
y una recta de la segunda se cortan siempre en un angulo recto. A

El problema que tenemos en general es el siguiente: Dada una familia de curvas (I') en D,
encontrar la familia (I'") isogonal a la primera, es decir, la familia de curvas que intersecta a
la familia (I") bajo un mismo angulo constante. La respuesta al problema esta en el siguiente:

Teorema 2.5.3 .

Sea (T') una familia de curvas definidas por la ecuacién diferencial f (x,y,y') =0, (z,y) €
D. La familia de curvas (I') que corta a la familia (I') en un dngulo 6 constante contgf = k
esta definida por la ecuacion diferencial:

y —k
= D.
f (az,y, o ky’) 0, (z,y)€

Demostracioén.

Si f(z,y,y') =0, (z,y) €D, es la ecuacién diferencial de la familia (I"), una curva C
de esta familia tiene en el punto (z,y) tangente de coeficiente angular y' definida por dicha
la ecuacién diferencial. La curva C’ isogonal a la familia (I') que pasa por el punto (x,y)

tiene tangente en este punto con pendiente y; dada por fjﬂ;,yy, = k de donde deducimos:
1
y/ _ yi —k
1+ kyy

Luego, la ecuacién diferencial de las curvas C’ isogonales a la familia (I') se obtiene de la

!
yl_k H
Ty €S decir,

y—k\ _
f(xmyal_’_ky,) _O

De la Figura 2.13 tenemos 6 = 3 — «. Luego,

ecuacién diferencial de la familia (I') cambiando ¥’ por

tg B —tga Moy — My
k:t ezt _— p— p— .
& g(8—a) 1+tgftga 1+ mymsy

]
SeaI': F'(x,y,C) = 0, entonces primero se obtiene la ecuacién diferencial que modela
tal familia, es decir f (z,y,9y') = 0, por lo tanto, la ecuacién diferencial que modela la

familia isogonala T es:
y —k
=0
f (1‘7?/, 1+/€y’> )

ecuacién que se resuelve y se obtiene la familia ¢ (x,y, C) : (I") isogonal con (I).
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Y

N

AN

N =z

Figura 2.13: Rectas isogonales.

Ejemplo 2.5.4 .

Encuentre las trayectorias isogonales a la familia de circulos (T') : 22 + y* = C?.

Solucién.

Derivando respecto a x y simplificando encontramos que x+yy' = 0 es la ecuacion diferencial
que modela a la familia (I"). Luego, cambiamos y' por % para encontrar la ecuacion
diferencial que modela a la familia (T") isogonal a (I') en un dngulo 6 con tg6 = k:

y —k\
I—i_y(l—f—y’k) =0

Despejando y' obtenemos la ecuacién diferecial homogénea:

;) ky —x
kx+y

Yy

Para resolverla pasamos a polares haciendo x = r cosf e y = rsenf, lo que implica:

dxr = cosfdr — rsenfdf
dy = senfdr + rcosfdf.

Con esto, la ecuacién se escribe:

r'senf + r cos 6 B krsenf — rcos@

r'cost —rsenf  rsenf + krcos’

Ordenando y simplificando obtenemos r' + kr = 0, o bien, % = —kr, cuya solucion es:

r=ce ™ 6cR,
correspodiente a espirales logaritmicas. A

Ejemplo 2.5.5 .
Encuentre las trayectorias isogonales a la familia de rectas (I') : y = kx.
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Solucién.

Derivando respecto a x obtenemos iy’ = k, por tanto, la ecuacion diferencial que modela a
la familia (I') es y = xy’. Reemplazando y' por ijr;’;, encontramos la ecuacion diferencial
que modela a la familia (I'") isogonal a (I') en un dngulo 6 con tg0 = k:

y—a( L0
1+ky' )’

de donde, resulta la ecuacion diferencial homogénea:

' = kx +vy
x—ky
Haciendo el cambio de variable y = xz, de donde vy = z + xz' y separando variables
obtenemos:
dx 1—kz

— = —dz
r k(14 2?2)
Integrando y retornando a la variable original tenemos:

2

arctg (%) —1In (1 + %) =Inlz|+C.

A

2.5.2. Trayectorias Ortogonales

Definicién 2.5.6 (Familias Ortogonales)
Sean I' y I dos familias de curvas isogonales, si I' y I se cortan en un dngulo 0 = 7,
entonces I y I se dicen ortogonales.

Teorema 2.5.7 .
Sea (I') la familia de curvas definidas de la ecuacion diferencial f (x,y,y’) =0, (z,y) € D.
La familia de curvas (I"), que intersecta la familia (I') en un dngulo 0 = 7 estd definida

por la ecuacién diferencial f (x,y, —i) =0, (z,y) €D.

Demostracion. o
Del Teorema anterior tenemos f’}r;f;, =k, si 0 # %, por tanto, |k| # 4o00. Cuando
1
0 — Z, entonces |k| — +oo. Luego, 1+ y'y} — 0, o bien, y; — —i. m

Si la ecuacién diferencial de la familia (I") estd dada en coordenadas polares F'(6, , %) =
0, entonces la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales (I") estd dada por:
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Ejemplo 2.5.8 .

Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de pardbolas (T') : y* = Cux.

Solucidn.

Derivando respecto de x obtenemos 2yy’ = C'. Utilizando la ecuacion original para eliminar
la constante C' vemos que la ecuacion diferencial que modela la familia (I') es 2zy’ = y.
Reemplazando i/ por —2% para encontrar las familias ortogonales tenemos:

2x

. ., 2
Separando variables resulta como solucién x? + L =C. A

Ejemplo 2.5.9 .

Encuentre la ecuacion de la familia de curvas ortogonales (I') : 7 = a (1 + cos0).
Solucién.

Derivando respecto a § obtenemos 1’ = —a sen 0. Utilizando la ecuacion orginal para eliminar

la constante a resulta la ecuacion diferencial ' = —%, la que modela a la familia (T").
2d9

Reemplazando r' por —r*%" para encontrar la familia ortogonal y luego de separar variables

obtenemos:
1+senf B dr

cos® 7
Integrando resulta:

In|cscf — cot O] + In|sen | = In|r| + In|C].

Aplicando las propiedades de los logaritmos la expresion anterior se transforma en 1 —cos 6 =
C'r, de donde, con un poco de trigonometria:

7“—3S6n2 Q
- C 2]

2.6. Teorema de Existencia y Unicidad

Hemos numerado y demostrado cdmo resolver diferentes tipos de ecuaciones diferenciales
de primer orden, las que podemos integrar o resolver con un nimero finito de cuadraturas,
lo que claramente es posible sélo para un nimero pequeno de ecuaciones.

En general, una ecuacién de la forma:

v =f(z,y) (2.41)

no es de ninguno de los tipos que hemos visto, y no siempre conoceremos un método de
resolucién. Luego, es necesario dar un método mas general que permita determinar una
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solucién y = ¢ (x) de esta ecuacién, que junto a su derivada ¢’ (x) verifica la ecuacién.
Ademas, nos interesa poder asegurar la unicidad de la funcién buscada.

El teorema que sigue establecerd las condiciones para que tal solucién (nica exista, y
daremos un método de construccién efectivo.

Teorema 2.6.1 (De Existencia y Unicidad)
Dada la ecuacion diferencial (2.41) tal que:

1. Sea (xg,yo) € R%. La funcién f (x,y) es continua en D, donde:
D= {(z,y), tq. | —mx0| < a, ly—yo| <b}.

2. La funcién f (x,y) satisface la condicién Lipschitz:
|f(x7yl) - f(xayZ)’ < L |y2 - yl‘ ) L > 07 v(mayl) ) (xayZ) S D.

Entonces existe una funcién ¢ (x) derivable en |x — x| < h, con h < a, solucion de (2.41),
es decir,
QDI('I) = f(l',g@(x)), Vz € [IFO - h7x0+h]7

y que satisface que ¢ (x¢) = yo.

Demostracion.

a) Como f es continua en el intervalo cerrado DD, entonces f es acotada sobre dicho
conjunto. Sea M > 0 tal que |f (x,y)| < M, V(x,y) € D. Por tanto, tomemos
h = min {a, %}

b) Para determinar la solucién y = ¢ () usaremos el Método de Aproximaciones Suce-
sivas. El método consiste en construir de aproximacién en aproximacién una sucesion
de funciones: yo (), y1 (z), y2 (z), ..., yn (2), ..., que converja uniformemente sobre
|x — 29| < h hacia una funcién ¢ () que cumpla con las condiciones del teorema.

Como primer término de la sucesién tomamos el nimero y,, que llamamos aproxi-
macién de orden cero.

El segundo término de la sucesion de funciones, llamado primera aproximacion es:
yi () = y0+/ f(tyo)dt, x € [xg—h,z0+ h].
xo
La segunda aproximacidnes:

y2(f’5):y0+/ f(t,y)dt, x€lvg—h,xo+h].
o
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La tercera aproximacion es:
ys () :yo—k/mf(t,yg)dt, x € [xg — h,xo + h].
xo
Continuando de esta manera, tenemos que la n—ésima aproximacion es:
Yn () = yo +/wf(t7yn_1)dt, x € [xg — hy w0 + 1] .
x0

Obtenemos de esta manera la sucesién de aproximaciones yo (), y1 (), y2 (), ...,
Yn (), ... con las propiedades siguientes:

|. Las funciones yy, (z), Yk cumplen la condicién inicial yx (x¢) = yo, pues:
xo
[ st a=o
xo

II. Cada yy (z) es continua en [xg — h,xo + h|, Vk. En efecto, puesto que [ es
continua, entonces ffo f (t,yn—1) dt es también continua.

. Yz € [xo— h,zo+ h] tenemos que y, () € [yo —b,yo +b], Vn € N. De-
mostremos esto por induccién:

|yl - y0| =

/mf(t,yo)dt‘ g/x|f(t,yo)|dt§M(x—x0)§Mh§b.

Por lo tanto, y € [yo — b, yo + b], pues f (z,y0) < M y h =min {a, & }.
Supongamos que también la aproximacién de orden n— 1 cumple esta condicién,
es decir, y,—1 (z) € [yo — b,yo + b]. Ee aqui, resulta que |f (z,yn—1)] < M.
Luego, podemos escribir:

Iy (2) — g0l = / f(t,ynl)dt‘ < Mh<b
o

Luego, Vz € [zg — h,xo + h] implica y,, (z) € [yo — b, yo + 1], Yn € N.

c) Demostraremos ahora que la sucesién de funciones:

vo (z), 11 (), y2 (2), ..., yn (2),...

convergen uniformemente sobre el intervalo [zq — h,xo + h] a una funcién continua
¢ (x) cuando n — 0.

La convergencia de esta sucesidon es equivalente con la convergencia de la serie de
funciones:
Yo+ W —yo)+@—v)+...+ U= Yn-1)+..., (2.42)
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pues como se ve inmediatamente, la sucesién de las sumas parciales de la serie (2.42)
es la sucesién {y,}.

Para demostrar que la serie (2.42) converge uniformemente sobre el intervalo consid-
erado, es suficiente demostrar que es mayorada por una serie numérica de términos
positivos, convergente. Esto es el criterio M de Weierstrass. Por demostrar que para
x € [xg — h, o + h] tenemos:

9 () — s ()] < MLt 2000 g ey (2.43)
n!
usaremos induccion sobre n. En efecto,

1 (2) — 30 (2)] = /xf(t,yo)dtléle—xo!-

Por tanto, se cumple (2.43) para n = 1.
Supongamos que (2.43) es valida para n — 1, es decir, tenemos la hipétesis de induc-
cién: )
ol — mo|"
n— — Yn— <ML" 2lr —zol

Demostraremos, por tanto, que la afirmacién es valida para n, vale decir:

/m (f (¢ yn—1) = [ (¢, yn—2)) dt‘ .

x0

Y — Yn—1| =

En efecto, como f es Lipzchitz, tenemos:

Y

’yn - yn71| S L

* |t — [E0|n_1
/ M2l gt
0 (n—1)!

/ |Yn—1 — Yn—2| dt‘ <L
zo

r |t — .To‘n_l
—dt
/xo (n—1)!

Por tanto, (2.43) queda demostrada.

o bien:

_ MLnfl |ZE — x0|n

|yn - ynfl‘ S MLnil ]
n.

Como |z — zg| < h, entonces también tenemos:

k™ M (Lh)"
n—1 o
Yn () = Y1 (2)| < ML R —

, VY €lzg—h,z0+ hl,

(o]
de donde, resulta que la serie yo + > (Y — yn—1) €s absoluta y uniformemente con-
n=1

vergente sobre el intervalo [xy — h, o + h| puesto que la serie:

= M (Lh)"
3 (Lh)

L nl

n=1
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es convergente. En efecto, usando el criterio de la razén tenemos:

M: MM . £ n! — Lh — 0. cuando n — oo
Up L (n+1) M (Lh)" (n+1) ’ '

Observemos que:

M (LR)" M,
T2 =,

n=1
lo que demuestra la convergencia.

Resulta de aqui, que el limite de la sucesién de las aproximaciones es una funcién
continua ¢ (z). En el limite tenemos que:

o (@)=l () =y + i [ f ()
zo

n—oo
por lo tanto,

@(x):yovL/xf(t,go(t))dt.

Demostraremos ahora que la solucién encontrada verifica la ecuacién diferencial ¢ =
f (z,y). En efecto, de acuerdo a lo anterior Vz € [xg — h,zg + h] tenemos:

s@(ﬂf)zyo+/xf(t>so(t))dt,

donde f es continua y ¢ € C!. Asi, tenemos Z—‘; = f(x,p), Vo € [xg — h,20 + h].

Luego, ¢ es solucidn de la ecuacién dada, ademds verifica también la condicién inicial,
pues si x = x entonces ¢ (o) = Yo.

Queda sélo por demostrar que la solucién encontrada es tnica. En efecto, supongamos
que hay otra ¢ () tal que:

w(f)ZyoJr/xf(t,%U(t))dt,

con ¥ (zg) = yo. Entonces,

lyn () =¥ (2)] =

/ U s () — £ (806 (1)) da

Zo

T

< L

oo (6) — (8 \dt\ ,

o

obteniéndose inductivamente:

—zol" _ ML ihn
yn (@) — o (2)] < M-t =Tl o
n! n!

9
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2.6 Teorema de Existencia y Unicidad

de donde deducimos que lim y, (z) = ¢ (). Por tanto,

2.6.1. EIl Método de Aproximaciones Sucesivas

Sean (zg,y0) € D e ¢y = f(x,y) una ecuacidn diferencial que no es de ninguno de los
tipos que hemos estudiado, con f cumpliendo las hipdtesis del Teorema 2.6.1. Construimos
la sucesién de funciones que converge a la solucién de la ecuacién que pasa por (xo, 3o):

yi(z) = yo+/xf(t,yo)dt

Y2 (z) = yo+/xf(t,y1)dt

Yo (2) = wo +/ [t yn—1) dt.
xo
En general no podemos calcular la solucién exacta ¢ (x) dada por:
v () = lim y, (z),
pero nos contentamos con y,(x) que serd mejor mientras mayor sea p.

Ejemplo 2.6.2 .

Encuentre la solucion de la ecuacién y' —y = 0 que pasa por (0,1) utilizando el método de
aproximaciones sucesivas.

Solucién.

Tenemos yo = 1, luego,

ho= yo+/ f(t,yo)dt=1+/ ldt=1+z
0 0

T T (L’Z
Y2 = yo+/ [t yn)dt 1+/ (1+t)dt:1+x+5
0 0

3

; ‘ t2 x? x
ys = yo+ [ ftyr)dt =1+ l4+t+—|dt=1+2+">+—
0 0 2 2 2

-3
z 2 a2d xt ¥ L
= toye)dt =1 = et oy T Ty
Ykt yo+/0 LD A T P R B B ¥ I (U T

Claramente kh’m (yx) = €*, la que es la solucion dey' —y =0, y(0) =1. A
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Ejemplo 2.6.3 .

Encuentre la solucién de la ecuacion de Riccati y' = 2z% + 12, (z,y) € [-1,1] x [—1,1]
que pasa por (0,0) aplicando el método de aproximaciones sucesivas.

Solucién.

En el intervalo dado 2z* 4+ y* < 3, luego, h = min {a, 5} = min {1,1} = 1. Por tanto,
para x € [—%, 1| las aproximaciones y, (x) convergen uniformemente a la solucidn exacta.

Como yy = 0 obtenemos sucesivamente:
v 2

Yy = / 2%dt = Za?
0 3

v 4 2 . 4
= 2>+ 18| dt = Za® + ——aT
Yo /0 [ —|—9 ] 3$ +7‘9.I'

x 2 4 17
= 22 + | 283+ —t7| | dt
vs /0 ( +[3 "7 1)

2 16 n,
—= x xXr
37 T3r U371l 35.5.72

]. A

Wl
W=

conx € [— ,

2.7. Soluciones Singulares

2.7.1. Soluciones Singulares de la Ecuacién ¢’ = f (z,y)

Definicién 2.7.1 (Solucién Singular)
Sea la ecuacién diferencial

v =f(zy), (2.44)

donde f es continua en un dominio D C R?. Una solucidn de esta ecuacion dice Singular
si las condiciones del Teorema 2.6.1, no se cumplen en ninguno de sus puntos.

De la definicién anterior resulta que una funcién y = ¢ (z), cuyo gréfico es un arco de
curva I' := {(z, ¢ (z))} C D, es una solucién singular si y solo si:

1. ¢ verifica la ecuacién (2.44) en D.

2. En cualquier vecindad de cada punto de la curva I' existen a lo menos dos curvas
integrales, que pasan por este punto.

Seglin esto consideramos varios casos:
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2.7 Soluciones Singulares

1. Si suponemos la ecuacién y las hipdtesis de la Definicién 2.7.1, queda por estudiar
sélo el caso cuando la condiciéon de Lipschitz no se cumple. Esta condicidon se escribe:

|f (@, 1) = f(z,92)] < Llyi — vl ,
Y (z,y1), (x,y2) € D. Si dividimos por |y; — yo| # 0, tenemos:

f(x7y1> _f(x7y2)
Y1 — Y2

<L

— Y

de donde, obtenemos que a lo largo de las curvas en D para las cuales “3—5‘ =400 la
condicién de Lipschitz no se cumple.

Ejemplo 2.7.2 .
e l . - s .
Demuestre que la ecuacion y = —(y — 2)3 tiene como solucion singular la recta

Yy =2.
Solucidn.
Separando variables, integrando y elevando al cuabo obtemos la solucion general:

27 (y —2)> =8(C —z)*.

Por otro lado, f (z,y) = — (y — 2)% implica g—i = —%(y—?)_%. Como ‘g—g’ se indefine
para y = 2 y dicho valor es solucién de la ecuacion diferencial, entonces es solucion

singular.
N
A

Figura 2.14: Solucién singular de ¢ = —(y — 2)

wl=

A

Ejemplo 2.7.3 .

Encuentre la solucion singular de la ecuacion d—y =(2y — 1)%

Solucién.

Separando variables e integrando obtenemos la solucién general y = 2 (x + C)* + :

Por otro lado, f (x,y) = (2y — 1)2 implica 3 af = )7 . Como y = % indefine af 4

es solucion singular. A

(2y
. o 1
satisface la ecuacidn diferencial tenemos que y = 5
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2.7 Soluciones Singulares

2. La ecuacién (2.44) bajo las hipdtesis de la Definicién 2.7.1 se puede escribir en la

forma equivalente ‘Cil—‘” =
y

1

Luego, la condicion de Lipschitz se escribe como:

flzy)
11| |y — o) )
f(@,y) f(wz,y)‘_‘ Ty J Gy | = Flmem ol (2.45)

Debemos considerar dos casos:

a) Si f(z,y) se anula a lo largo de una curva ' en D, entonces a lo largo de esta
curva las condiciones del Teorema 2.6.1 no se cumplen. En efecto, a lo largo de

esta curva

1)

f(x;y) no es acotada y en tal caso tenemos dos posibilidades:

Sea x = ¢ (y) (o bien, y = ¢ (z)) la ecuacién de la curva T, si la funcidn
¢ (y) verifica la ecuacién (2.44), pero el gréifico de la curva no encuentra
ninguna de las curvas definidas por la integral general, en puntos finitos,
entonces la curva I' no es una solucién singular de la ecuacién (2.44).

Ejemplo 2.7.4 .

La ecuacion y' + (y + 2)% = 0 admite como solucién la recta y = —2.
Investiguemos si es solucion singular.

Solucidn.

Separando variables obtenemos la solucion general:

__ 4+
Ta-op T

La solucién y = —2 se obtiene para C' — o0. De la forma de la solucion
general se ve que las soluciones de la ecuacion dada se encuentran todas por
encima de la rectay = —2, y paray — —2% entonces x — oo, por lo tanto,
la recta y = —2 es una direccion asintdtica de las soluciones representadas
por la integral general, y por lo tanto no es solucién singular. A

Sea x = ¢ (y) la ecuacién de la curva I, si la funcidn ¢ (y) verifica la
ecuacién (2.44) y la curva I' encuentra las curvas definidas por la solucién
general en puntos finitos, entonces la curva I' es una solucién singular de la
ecuacién (2.44).

Ejemplo 2.7.5 .

Demuestre que la ecuacion diferencial y' + (z + 2)_% = 0 tiene la recta
x = —2 como solucion singular.

Solucién. 1

La ecuacion tambien se escribe como (xz +2) 2 dx + dy = 0, por tanto,
2(x+ 2)% +y—C=0,0bieny=C—-2(z+ 2)%, la que representa una
familia de parabolas. Para x — —2 entonces y — C, es decir, t = —2 es
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2.7 Soluciones Singulares

una solucion singular como se muestra en la Figura 2.15. A lo largo de la
recta v = —2 el Teorema 2.6.1 no se satisface. En cualquier vecindad de
cada punto de la recta x = —2 pasan dos soluciones: la primera es la recta
misma y la segunda es la parabola de la familia que tiene vértice en ese
punto.

~
I

Il
8

N

Figura 2.15: Solucién singular de ¢/ + (z +2)~

X

=0.

[N

A

b) De la desigualdad (2.45) también tenemos: Si f(;y) es continua en I pero
/' (z,y) es no acotada a lo largo de una curva I" C I, entonces la condicién de

Lipschitz no se cumple para la ecuacién:

dx 1

dy  f(z,y)
Si ademas, la curva I' es una curva integral, entonces I' es una solucién singular.

Ejemplo 2.7.6 .

1 . .
Muestre que y' = 3 (x — 2)" 3 tiene la recta x = 2 como integral singular.
Solucidn.

1 4
En efecto, f(z,y) = 3(x—2)"3 implica % = —(z —2) 3. Por lo tanto,
lim g—f = 400. Asi, la recta x = 2 es una integral singular, pues verifica la
z—2 ' OT
ecuacion §% = 3(z — 2)s.

Para poner en evidencia el significado geométrico, resolvemos la ecuacion en-
contrando la solucién general:

[SM[)

9

La recta x = 2 es el lugar geométrico de los puntos de retroceso de las pardbolas
semicubicas dadas por la solucion general.
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2.7 Soluciones Singulares

W=

Figura 2.16: Solucién singular de y =3 (z —2) 3.

A

2.7.2. Soluciones Singulares de la Ecuacién F (z,y,y) =0

Teorema 2.7.7 .
Sea y' = p y consideremos F (x,y,p) = 0 una ecuacion diferencial de primer orden, donde
F es continua y derivable parcialmente en un dominio D C R3. Si las ecuaciones:

F(z,y,p) = 0 (2.46)
OF (z,y,p)

= = 0 (2.47)
OF  OF
oty = O (2.48)

son compatibles, respecto del parametro p, entonces la curva I, definida por las ecuaciones
(2.46) y (2.47), mediante eliminacidn del parametro p es una solucion singular de la ecuacion
diferencial (2.46). El sistema formado por (2.46) y (2.47) se denomina p—discriminante.

Demostracion.
Hemos visto que para la ecuacién p = f (z,y) la que se obtiene haciendo 3y = p,
(z,y) € Dsi ‘g—g‘ = +o00 a lo largo de una curva I' C D y si I es solucién de p = f (z,y),

entonces es solucién singular de 3/ = f (z,v).
= — of _ 9op
Observamos que para la ecuacién p = f (x,y) tenemos 5y = oy O S€a, a lo largo de I

se satisface ‘g—z‘ = +00.

Calculemos ahora 22 en (2.46), segiin la regla de derivacién de funciones implicitas

9y
tenemos: OF OF 9
OF OFop
dy  Op Jy
oF
de donde g—Z = —4%. Luego, la condicidn g—i = 400 es equivalente con la relacién (2.47),
op
es decir,%—F =0.
P
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Eliminando p entre (2.46) y (2.47) obtenemos:

g(z,y) =0,
la que se llama curva caracteristica de la familia de curvas (2.46), con p pardmetro. Para

que la ecuacién g (z,y) = 0 defina una curva integral I" de la ecuacién (2.46), necesitamos
que en cada punto de la curva el coeficiente angular p de la tangente dada por:

9o + 9,0 =0, (2.49)

sea el mismo que el coeficiente p de las ecuaciones (2.46) y (2.47). Para el calculo de p
en (2.49), tenemos que determinar primero g (x,y). Pero podemos evitar este trabajo de la
siguiente manera:

El resultado de la eliminacién de p entre (2.46) y (2.47) es evidente pues de la relacién

g9(z,y) =F(2,y,p(z,y)) tenemos:
dg OF OF dp

dr ~ Oz Opos
99 _ OF  OFop
dy Oy Opoy

y puesto que a lo largo de la curva caracteristica conforme con (2.47) tenemos %—F = 0 sigue
P
que:

o9 _ oF
or  Ox
0 _ OF
oy Oy’
La relacién (2.49) se escribe:
a_F + a_F =0
or Oy

En conclusién, la curva, o bien las curvas, I" definidas por g (z,y) = 0, es decir , del sistema
F(x,y,p) =0, F, (2,y,p) = 0, donde p se considera parametro son soluciones singulares
de la ecuacién F' (x,y,y') = 0, si las ecuaciones (2.46)—(2.48) son compatibles. m

Ejemplo 2.7.8 .

Encuentre las soluciones singulares de la ecuacién a(y —z) + (n —1)y™ — ny™ ! =0,
neN, n#0,n#l.

Solucién.

Haciendo y' = p tenemos F (x,y,p) = a(y—x) + (n—1)y™ — ny™ 1. De acuerdo a
(2.46)—(2.48) tenemos:

F(L%p) = a(y—x)+(n_1)pn_npn—1:0

aF n— n—

I 1) ) =0
oF oF
o +p8y a(p )=0
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La solucion comin es p = 1, la que reemplazada en la primera ecuacion nos da la solucion
: _1
singular y = = +x, cona # 0. A

Ejemplo 2.7.9 .
Encuentre las soluciones sinfulares de %y’ 3+ %y’z —y—x=0.
Solucidn.
Haciendo ' = p tenemos F (x,y,p) = £p* + $p* —y — x. Luego,
i) F(z,y,p)= 5P+ 5P~y —2=0.
i) G = 50"+ 50 =0.

iii) 9E + PSE = —1—p=0.

De ii) obtenemos p = 0 y p = —1. Por su parte, de iii) tenemos p = —1. Por lo que sélo

consideramos la solucién comin. Reemplazando p = —1 en i) resulta:
4
= — — "L"
Y= o7

la que satisface la ecuacion diferencial original. Por tanto, es solucion singular. A

Ejemplo 2.7.10 .

Encuentre las soluciones singulares de y'® — 4xyy’ + 8y? = 0.
Solucidn.

Haciendo y' = p tenemos F (z,y,p) = p* — 4xyp + S8y*. Luego,

i) F(z,y,p)=p*—4dzyp+ 8y* = 0.

i) g_g = 3p? — 4oy = 0.

iii) %= + P = —4yp + (—4axp + 16y) = 0.

De iii) obtenemosp =0y p = ‘%’ Para este segundo valor de p tenemos que reemplazando
en ii) resulta y = %x?’, la que satisface la ecuacion diferencial, por lo que es solucién
singular. Para el caso de p = 0 obtenemos y = 0, que no es solucién singular pues no

satisface la ecuacion original. A

Ejercicio. Demuestre que para la ecuacién de Clairaut, la condicién (2.48) siempre se
cumple, es decir, siempre la ecuacién de Clairaut tiene solucién singular.
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2.7.3. Determinacion de las Soluciones Singulares Usando la
Solucién General

Consideremos la ecuacién diferencial:
F(z,y,y") =0, (2.50)
a la que le hemos encontrado la solucién general:
¢ (z,y,C) =0. (2.51)

Teorema 2.7.11 .
Si la familia de curvas ¢ (z,y,C) = 0 tiene una envolvente ', entonces la curva I" es una
solucién singular de la ecuacién (2.50).

Demostracion.

En cada punto de la envolvente, el elemento de contacto (x,y,%’) coincide con el ele-
mento de contacto de alguna de las curvas integrales de la familia a la que la curva I es
tangente como se ilustra en la siguiente figura:

Figura 2.17: Envolvente y curvas integrales.

y puesto que todas las curvas integrales de la familia (2.51) son soluciones de la ecuacién

(2.50), en cada punto la envolvente satisface la ecuacién (2.50), y es claro porqué es singular,

debido a que por cada uno de sus puntos pasan a lo menos dos soluciones, a saber, la curva

I y una de las curvas de la solucién general (2.51) con la que I tiene tangente comdn.
Para determinar la curva I, eliminamos el parametro C' entre la ecuacion:

¢ (z,y,C) =0, (2.52)
y de la ecuacion:
0¢ (v,y,C)
50 =0, (2.53)

de donde obtenemos una relacién de la forma: g (z,y) = 0 que puede ser solucién singular.
En efecto, g (z,y) = 0 puede representar la envolvente de la familia de curvas definidas por
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(2.50) pero también puede ser el lugar geométrico de los puntos singulares (puntos nodales,
puntos de retroceso, clspidales, etc). Pero en un punto singular se verifica el sistema:

¢ 0¢
“C 9, oo 2.54
ox dy ( )
Por lo tanto, luego de haber determinado la funcién g (x,y), por la eliminacién de la con-
stante C' entre las ecuaciones (2.52) y (2.53), investigamos si se cumple (2.54). Si no se
cumple entonces g (x,y) = 0 representa la solucién singular. m

El sistema formado por las ecuaciones (2.52) y (2.53) se denomina C'—discriminante.

Ejemplo 2.7.12 .

n+1 n
., _ ny’ o ny/ . .,
La ecuacion de Lagrange y = x + (—n +1) (—n +1) , n > 0 tiene solucion general

(y — C)" = (x — C)""'. Encontremos las soluciones singulares con el método anterior.
Solucién.
Derivando con respecto de C' obtenemos —n (y — C)" ' = — (n+ 1) (x — C)", que puede

ser escrita como:
ny—0)" (n+1)(z—0C)""

y-C) (x—C)
pero como (z — C)"™ = (y — C)" obtenemos:
n n+l
y—C x—-C’

de donde, C' = (n + 1)y — nz. Reemplazando en la solucién general tenemos:
n" (ZE . y)n _ (n + 1)n+1 (l’ _ y)n+1 7

o bién,
nn

(r=y)" ly—r— ————77| =0
(n+1)
De aqui, la recta y = x no verifica la ecuacion dada, por lo que no es solucion singular, es
el lugar geométrico de los puntos singulares. Por su parte, la recta y = x — # verifica
la ecuacion, entonces ella es la envolvente. Luego, es solucidn singular. A

Ejemplo 2.7.13 Dada la familia de curvas integrales
y2—(x+C)3:0,

solucion de una cierta ecuacion diferencial de primer orden. Encuentre las soluciones singu-
lares de la ecuacion.
Solucién.
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Derivando respecto a C' obtenemos —3 (z + C )2 = 0. Esto, junto a la ecuacion de la familia
implican y = 0.
Como en la recta y = 0 se cumple la condicion:

9 _ 92 _y

ox Jy
entonces los puntos de dicha recta son puntos singulares (retroceso). Pero a la vez este
lugar geométrico, y = 0, es también la envolvente de la familia dada, pues ¥ (—C,0) tanto
para la recta y = 0 como para la parabola semictibica y = (x + C’)%
de sus coeficientes angulares:

se cumple la igualdad

y/‘z:fc =0.

Por lo tanto, la funcion y = 0 es solucion singular de la ecuacion diferencial y = Q%y’3 para
la cual la familia dada es solucion general. A

Ejemplo 2.7.14 .
Encuentre las soluciones singulares de:

2y (y' +2) —xy” =0, (2.55)

. i 2
sabiendo que su solucién general es Cy — (C' — )" = 0.
Solucién.

La existencia de soluciones singulares se determina por el sistema:

2y(p+2)—ap* = 0
20—2zp = 0

Eliminando p obtenemos y? + 4xy = 0, de donde, y = 0 e y = —4x. Al reemplazar en
(2.55) vemos que ambas son soluciones de la ecuacion. Para ver si son soluciones singulares
tenemos el sistema:
Cy—(C—=z) = 0
y—2(C—-2) = 0

Eliminando C' se obtenemos 3> + 4xy = 0, es decir, y = 0 e y = —4x, por lo que ambas
soluciones son singulares. A

Ejemplo 2.7.15 .

. . ., . . 8 4
Encuefvtre la integral singular de la ecuacion diferencial 5=y' b 5y 2—y—x=0.
Solucién.
Consideramos el sistema que nos da el lugar geométrico de los puntos en que no se cumplen
la condicion de Lipschitz:

{F(fv,ym) = PP+t —y—2=0
Fy(v,y) = §r°+5p=0.
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De la segunda ecuacion tenemosp = 0 y p = —1. Parap = 0 obtenemos y = —x, la que no
es solucion de la ecuacion original. Para p = —1 resulta x +1y = 2% siendo solucion singular.
Resolviendo el sistema para C':
2 3
(y=C) = (z+C)

2y —-C) = 3@x+0C)°

tenemos C = 2x + 3y. Reemplazando en la segunda ecuacion del sistema obtenemos
T +y = 5. Por lo que, es solucion singular. A

Ejemplo 2.7.16 .

Encuentre las soluciones singulares de 1/ (2 — 3y)* = 4 (1 — ).

Solucién.

Separando variables e integrando resulta la solucién general y? (1 — y) = (C' + x)*. Derivan-
do respecto a C' obtenemos el sistema:

yPl-y) = (z-0C)
0 = —2(z—-0C)

Eliminando C' resulta y* (1 — y), es decir, y =0 ey = 1.
Por otro lado, haciendo y' = p en la solucion general y derivando respecto a p tenemos
el sistema:
P*(2-3y)° = 4(1-y)
2p(2—3y)° = 0

Eliminando p resulta y = 1. Por tanto, y = 1 es solucién singular. A

Ejemplo 2.7.17 .

Encuentre las soluciones singulares de xy?> — 2yy' + 42 = 0 cuya solucién general es 1% =
2C (y — 20)

Solucidn.

Derivando respecto de C' tenemos el sistema:

2 = 20 (y—2C)
0 — 2y-8C

Eliminando C' obtenemos y = +2x. Por su parte, haciendo y' = p en la ecuacion diferencial
y derivando respecto a p, resulta el sistema:

ap? —2yp+4r = 0
2ep—2y = 0

Eliminando p obtenemos p = £, lo que sustituido en la primera ecuacion del sistema resulta
y = £2x. Por tanto, ambas rectas son soluciones singulares. A
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2.8. Ejercicios Propuestos

1. En los siguientes ejercicios verifique que las funciones dadas son soluciones de la
ecuaciones diferenciales indicadas.

a) y=""4 2y +y=cosz.

b) y=Ce ™ +1e" ¢y + 2y +e” = 0.

) y=2+CvV1+22 (1+23)y +ay =2z,

d) y=azv1—22% yy =z — 22>

e) y = earcsenCr' xy/ =ytg (lny)

f) y= xfoxetgdt—i—Cem, Y —y ="

g) y=a ([ Sdz+C), zy —y = xe”.
T = cost ;L

h) { y = sent ,r+yy =0.

) = et

i) {z _ ;t (L +zy)y +y>=0.

2. Verifique que las funciones dadas son las soluciones generales de las ecuaciones dife-
renciales que se indican.

a) y= chr, y —ytgxr =0.

b) y= 576y =3y

c) y=In(C+e*), y =e"v.

d) y =22 — Cx, (22 + y?) dv — 3vydy = 0.

3. Integre las ecuaciones siguientes.

1

a) (1+2%)dy+ (1+y?)dz=0.

b) (1+ y?)dzx + zydy = 0.

) (W +azyt)y + 2% —2*y=0.

d) (2+ y?) dz = zdy.

e) zv/1+ 2+ yy'vV1+a2 =0.

f) xy/1—y2dx +yv1 —22dy =0, y (0) = 1.
g) eV(1+y)=1

h) ylnyde +zdy =0, y (1) = 1.

)y

"=a*", a>0,a#1.

Hernan Burgos, Universidad de La Frontera. 75



2.8 Ejercicios Propuestos

) e? (1+2%)dy — 22 (1+e¥) = 0.

) (1+e)yy' =e, y(0)=0.

) (14 y?) (e**dx — e¥dy) — (1 +y)dy = 0.

m) (xy? —y? + 2 — 1) do + (2%y — 22y + 22 + 2y — 22 + 2) dy = 0.
)

n) y =sen(z —vy).
i) vy = ax + by + ¢, con a, b, ¢ constantes.
o) (z+y)*y :a2

(
(1—-y)ely + 2= =0.
(

o= (y—VI+97) (1422,

2?y* + 1) dx + 222dy = 0.
(14 222y + (zy — 1) zy’ = 0.

0n
— Y Y Y~ ~—~ ~—
~—~

/ — (z+y)™
v 1= ey

4. En los ejercicios que siguen encuentre las soluciones que cumplen las condiciones

indicadas para w — 0.

a
b

2%y cosy +1 =0, y—>—7rsix—>+oo

2%y + cos2y = 1, y—>—7TSIJZ—>—|—OO

a

)
) @
) 23y —seny =1, y — 5w si x — +o0.
d) (1+2%)y —3cos?2y =0,y — Irsiz — —ooc.
e) eV = ey + 1, y acotada para x — +oc.
) (z+ 1)y =y—1, yacotada para T — —+o00.

) x

g) ¥%y +sen2y = 1, y— 3 Lrsiz — +oo.

5. Resuelva las siguientes ecuaciones.

a) 4z — 3y +vy (2y — 3z) = 0.

)
b) xy' =y +/y? — 2.
c) 4x* —xy +y? + o (2 — xy + 4y*) = 0.
)
)

— 2wy
y 3:(:2—y

Q

e
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2.8 Ejercicios Propuestos

f) oy = \/y* — 2%,
g) ax? + 2bzy + xy® + ' (bx? + 2cxy + fy?) =
h) (y* — 32%) dy = —wydx.
i) yidr + 2 (2% — zy?) dy = 0.
) y—ay) =2+ 92
k) 3t+y—2+4+y' (x—1)=0.
N 2x4+2y—1+y (x+y—2)=0.
m) 3y — 7+ 7)dr — (3z — Ty — 3)dy = 0.
n) y+y\/:c2y4+1)dx+2xdyzo.
f) dzy*dz + (3z%y — 1) dy = 0.
0) (x+y?)dx + (3y° — 3xy?) dy = 0.
p) 2 (;1:2y + 1+ x4y2) dx + 23dy.
q) 2z —4y)dr+ (x+y—3)dy =0.
r) (x—2y—1)dx + 3z — 6y +2)dy = 0.
s) (r—y+3)de+Bx+y+1)=0.
t) (x+y)de+ (z+y—1)=0.

u) ycoszdr + (2y —senx)dy = 0.
6. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.

a)

b) (#*+2z—1)y —(z+1)y=2—1.
¢) yYzlnx —y=2*3Inx —1).

d) (a? —x)y +ay = a’.

e)

f) (a:+l)dy—[2y+(a:+l)}d =0.
)

)

)

)

)

)

1
x sen y+2 sen 2y

h

y =
Y —2xy-2a:e
1) x

(28 + 1)y + (20% — 1)y = 22,
J) ¥ +ycosx =senzcosx, y(0) =1.

k) yzlnz — (14+Inz)y+ 3 (2+Inz) =0.

) 3xzy —2y—%
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2.8 Ejercicios Propuestos

m) (8xy —y)y*Vr +1=—
n) (zy+2%y’)y = 1.
7. Resuelva.
a) ©(22* +y*) +y (2* +2¢y*)y' = 0.
b) (3z* + 6zy?) dx + (62y + 4y*) dy = 0.

1_ =z ) —
C) (\/m‘i‘ + >d$+( 2+y+y 2) 0.

gy——)da:—l—(x sec y+4y+ )dy:O.

<

d) (3*
<2x+x+y)dx—“’+yd
(=240 det (y— =) dy =0

g) (32 =2z —y)de+ (2y — x + 3y*) dy = 0.

8. Integre las siguientes ecuaciones.

a) Y*— 2z +y)y + (2 +ay)=0. f)
12 —
b) xy? 4+ 2xy —y = 0. g) y2 — 2y — 822 = 0.
c) 4y? —9z = 0. \
/ Yy —
d)y _2yy:y (em—l). h)y +(33+2)€ 0.
e) =*y” —3ayy +2y* = 0. i) y°+yy?
9. Integre las siguientes ecuaciones.
a) y =y~ ) y'+y
b) y’:e%. m) x =y +seny
c) x=1Iny +seny. n) ¥ =y (1+y cosy’).
d) y* -2y +2=ru. A) 2y =zy +y
e) y=v'Iny. o) y=2zy +1Iny
f) y = arcseny’ + In (1 + y?). p) y=x 1+
g y=u—1)e. q) y=2xy +seny
h) y’Qa::eyL/. r) y:xylz_i
i) :c(1+y’2>3= L. s) y="22 e
J)x(1+y?)* =a t) y=uay +y”.
k) y5 +y'5 =as u) y? —yy =y +1=0
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2.8 Ejercicios Propuestos

10. Forme las ecuaciones diferenciales que modelan las siguientes familias de curvas.

a) y=1. g)y

b) ? —y? = ax h) y=Ciz+<+C

c) y = aex. Ny=(@—a)?+(@y—b’=1
d) y=Cz—C — C? J) y=Cie® + Coe™

e) y=e"(axr+0) k) y = aarcsen (z + ).

f) y* =2Cx + C? 1) 2?2 +y*=C.

y? + 2ax = a?, a > 0. g) =¥ +yF = aF.

y = ax™, con a un parametro. h) 22 + 42 = 2ay.

12. Para las siguientes ecauciones, encuentre las soluciones singulares en el caso que ellas

existan.
a) (1+y*)y? —4dyy —4x = 0. e) v = /y? + a iPara que valores de a
b) y? — dy = esta ecuacion tiene solucién singular?
¢) ¥ — dayy + 12y = 0. f) (zy +y)* + 32° (xy — 2y) = 0.
d) y* —y*=0. g) yly—2zy) =2y

13. Encuentre las soluciones singulares de las ecuaciones diferenciales de primer orden,
conociendo las soluciones generales.

a) y=uay +y? y=Czx+ C~
b) (zy/ +y)* =0, y(C—x)=C~
)Yy =19+ (x—-C) =1

14. Integre las ecuaciones diferenciales.
a) (y—v®)dr+ (2zy*> — v — ay?) dy = 0.
b) y = (x—y)°+ 1

c) yrsenz + (senx + rcosy)y = senx cosxT — .
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2.8 Ejercicios Propuestos

/

d) y

(2% — 3ay?) dx + (y* — 32%y) dy = 0.
(5zy — 4y* — 62%) dz + (y* — 8zy + 52?) dy = 0.
g) (Bxy? — %) dx + 32y — 6y* — 1) dy = 0.

) v +ycosz = y"sen2x, n # 1.
)
)
)
h) (y —xy*Inz)dr + zdy = 0, po (zy).
)
) 2
)y
) @

e
f

i) (2xye” —xsenx) dr + e dy = 0.

J
k

/

+y +z‘2:O

xy’ —3:E—|—y

80
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Capitulo 3'

Aplicaciones de las Ecuaciones
Diferenciales de Primer Orden

3.1. Analisis de Compartimientos

Supongamos un compartimiento al cual entra y sale una substancia. Denotemos por
x (t): la cantidad de material en el compartimiento, i (¢): la velocidad de flujo a la que se
introduce material al sistema y por k: el coeficiente de transferencia fraccional, es decir, la
cantidad de material que se extrae del compartimiento por unidad de tiempo.

Figura 3.1: Andlisis de compartimientos.

Claramente vemos que la tasa o razén a la que cambia la cantidad x, depende de la
diferencia entre la entrada y la salida de material en cualquier tiempo ¢:

dr .
E:z(t)—kx(t).

2(t) = ekt < / i (t) Mt + C) |

Veamos la aplicacién de este modelo a algunos problemas diversos.

Luego,
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3.1 Analisis de Compartimientos

Ejemplo 3.1.1 .

El Estroncio 90 tiene una vida media de 25 afios. Si ponemos 100 gramos en un recipiente
sellado ;j Cudntos gramos permanecen después de 15 afios?

Solucién.

Sea x (t) el nimero de gramos de Estroncio 90 en t afios. El nimero de atomos que decae
por unidad de tiempo es directamente proporcional al nimero presente en ese momento. La
constante de proporcionalidad k es el coeficiente de transferencia fraccional, y como no hay
entrada de material tenemos:

dx

— = —Kuzl(t

o z (t)
z(0) = 100.

Resolviendo este problema de valor incial obtenemos x (t) = 100e~*. Para encontrar k
hacemos t = 25 y obtenemos la vida media, es decir:

100e~2%% = 50,

In 3In2

de donde, k = %2. Por tanto, z (t) = 100e="25 . Luego, = (15) = 100e~ "5~ ~ 65,98
gramos. A

Ejemplo 3.1.2 .

En el estanque de la Figura 3.2 hay 400 litros de agua en la que se han disuelto 30 kilos de
sal. Por la parte superior, 10 litros con medio kilo de sal entran por minuto, es decir, 0.5
kilos por litro. Por la llave inferior salen 10 litros por minuto. Encuentre la cantidad de sal
en el recipiente en el momento t.

I

Figura 3.2: Estanque con salmuera.

Solucidn.
Sea x (t) el nimero de kilos de sal después de t minutos. Como cada litro que entra al
recipiente contiene 0.05 kilos de sal, sabemos que i (t) = 0,05 - 10 = 0,5. Por otro lado,

k= 41—(% = %, puesto que 10 de los 400 litros salen del recipiente cada minuto. Luego,
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3.2 Ley de Enfriamiento de Newton

o bien, ' + %x — % =0, la que es una ecuacion lineal de primer orden. Aplicando (2.29)
obtenemos: )

x(t) = Ce 10 + 20.
Pero 1 (0) = 30, de donde, C' = 10. Por tanto, x (t) = 10e~1 + 20. A

Ejemplo 3.1.3 .

En el estanque de la Figura 3.2 hay 400 litros de agua en la que se han disuelto 30 kilos
de sal. Por la parte superior, 15 litros con 0.75 kilos de sal entran por minuto, o sea 0.05
kilos por litro. Por la llave inferior salen 10 litros por minuto. Hallar la cantidad de sal en el
recipiente en el momento t.

Solucién.

Ahora i (t) = 0,75, pero la cantidad de salmuera que entra es mayor que la que sale,
entonces por cada minuto que pasa aumenta la salmuera en el recipiente, por lo tanto, la
fraccion que se transfiere es k = —%—_ Por tanto, el modelo queda como:

40045t "
dx 10 3 2
o0 ———— ()= — ———a(t
il Uit A OF
o bien,
dx 2 3
t)— - =0,

a Tt Mg
la que es una ecuacidn lineal de primer orden. Aplicando (2.29) obtenemos:

C 1
r(t) =———=+-(80+1).
0= Goxg7 H1 0+
Imponiendo la condicion inicial x (0) = 30 resulta C' = 64000. Luego,
64000 1
z(l)= ——+-(80+¢).

3.2. Ley de Enfriamiento de Newton

Seglin la Ley de Enfriamiento de Newton: La razén de cambio de la diferencia de temper-
aturas entre un objeto y el medio ambiente es proporcional a la diferencia de temperaturas.
Por lo cual, sea A (t) dicha diferencia de temperaturas en el tiempo ¢, luego dfh@ = kA (1),
donde k es la constante de proporcionalidad. Luego,

O
NG = kdt.
Por tanto,
A (t) = Aoekt,

donde Ay = A (tp) es la condicién inicial del problema.
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3.3 Poblaciones

Ejemplo 3.2.1 .

En un lindo dia de Septiembre con 20°, a la sombra en Lican Ray, de un horno de barro,
como el de la Figura 3.3, se sacan empanadas a una temperatura de 100°, a los 2 minutos
quisimos comerlas pero éstas estaban todavia muy calientes a 80° ;Cudl es la temperatura
luego de 5 minutos? Se sabe que una temperatura adecuada para comerlas es 40° ;Cudnto
tiempo sera necesario esperar?

Figura 3.3: Horno de barro.

Solucién.

Tenemos que A (0) = diferencia de temperatura inicial = 100° —20° = 80°. Luego, A (t) =
80e*, pero A (2) = 60, por lo que, 80e** = 60, de donde k = %ln (%) Notemos que k < 0,
lo que significa que la temperatura esta disminuyendo. Luego,

>:80~(Z>5.

Con esto, A (5) ~ 38,97°. Asi, la temperatura a los cinco minutos es 38,97° + 20 = 58 97°.
Finalmente, la temperatura serda de 40°, cuando la diferencia sea de 20°, por lo tanto,

1
80 - (%)2 = 20, es decir, t = 721;34 ~ 9,64 minutos. A

ln(z)

w0

A (t) = 80ez™(

3.3. Poblaciones

Una poblacién cambia a una tasa proporcional a su tamano. Uno de los modelos mas
simples asume que las poblaciones tienen una tasa de crecimiento constante A. Asi por
ejemplo, si p (t) representa la poblacién en el tiempo ¢, entonces la ecuacién del crecimiento
estad dada por:

Este modelo es muy razonable para microorganismos que se reproducen por mitosis y para
intervalos limitados de tiempo, pues la solucién es:

p(t) = p(to) M,
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3.3 Poblaciones

donde P (ty) corresponde a la poblacién inicial. Notemos que si A > 0 la poblacién crece
indefinidamente, lo que es imposible de mantener siempre. Por su parte, si A < 0 la poblacién
va extinguiéndose.

En general, la tasa de crecimiento de poblacién es la diferencia entre la tasa de natalidad
An y la de mortalidad A,,, quedando A = A\, — \,,.

Un modelo particular de poblacién es el de Verhulst, el que se caracteriza por tener una
tasa de decrecimiento lineal, del tipo A = a — 3p, con a > 0y 8 > 0. Este modelo queda
expresado como:

p=(a—Pp)p. (3.1)
Por un lado, notemos que p(t) =0y p(t) = § = P soN soluciones.
Por otro, separando variables, integrando y considerando la condicién inicial p (ty) = po
en (3.1) obtenemos:
p B poea(t—to)
a—fp  a—Pp’
Esto implica que si pg # 0y py < poo €Ntonces:

p o — Pp
Po

ea(t—to) )
a — Bpo

En tal caso obtenemos la solucién general:

apoea(tfto)
a — fpo (1 — et=to))’

Si t — oo entonces p — pyp llamada poblacién limite. Ademas, si py > p., entonces p (t)
decrece a Py Y Si Po < Poo €NtONCEs p () crece a poo.

p(t) =

Poo

Figura 3.4: Comportamiento de la solucién del modelo de Verhults.

Ejemplo 3.3.1 (Bacterias en la leche)

Tomemos para analizar una caja leche de 1 litro. Un dia después de envasada hay 400
bacterias. Al segundo dia hay 12000 ; Cual es el nimero de bacterias al momento de envasar
y cual después de 5 dias?
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3.4 Circuitos Eléctricos

Solucién. ,
De acuerdo al enunciado tenemos ;% = 7;((00)); = e“ y también ;% = % = 30. Por lo
que, e = 30, es decir, a = In 30. Luego, p (t) = p (0) '3 = p(0) - 30".

Con esto, p(1) = p(0) - 30 = 400, de donde, p(0) = %, es decir, al ser embasada
la leche tenia 13 bacterias. Finalmente, p(5) = % - 30° = 2% . 3. 5% es el nimero de

microorganismos al quinto dia. A

Ejemplo 3.3.2 .
La tasa de crecimiento por individuo de una poblacion es la diferencia, entre la tasa promedio
de nacimiento 3 > 0 y la tasa promedio de mortalidad que es proporcional al tamano de la
poblacion & > 0. Encuentre el modelo que describe la poblacion.
Solucion.

dp

Como %7 es la tasa de crecimiento de la poblacion, entonces la tasa de crecimiento por

individuo es é%. Luego, la ecuacion diferencial que controla el crecimiento de esta poblacion
es:

1dp
T _3_5
es decir, p
P 2
— =pfB —op”.
g = PB—op
Separando variables e integrando obtenemos:
CBelt
14 Cée

_ _»(0)
donde C = Fop0) A

3.4. Circuitos Eléctricos

Esta aplicacién fue introducida en la Seccién 2.1, por lo que, veremos sélo un ejemplo.

Ejemplo 3.4.1 .

Un circuito como el mostrado en la Figura 2.3 con inductancia L. = 1H y resistencia
R = 2Q), se le aplica una f.e.m u = sen 3t Volt ;Cudl es la intensidad de la corriente en
dicho circuito?

Solucién.

La segunda Ley de Kirchhoff aplicada al circuito nos da:

i
Ld—z + Ri = sen 3t,

donde i (t) es la intensidad de la corriente eléctrica. Por tanto, la ecuacién diferencial del

problema es:
—i 2t —sendt =0
S
z + 21 — sen ,
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3.5 Curvas de Persecucion

que es lineal de primer orden. Aplicando (2.29) obtenemos como solucion:

2 3
i(t) =Ce " + I3 %en 3t — 3 08 3t.

Si i (0) =0, entonces:
3

2 3
—e %+ —gsen3t — — cos 3t.

o
QUEEY 13 13

3.5. Curvas de Persecucion

El problema consiste en encontrar la curva que describe un mévil M; al perseguir a otro
movil M.

Ejemplo 3.5.1 .

Determine la curva que describe un movil M, que persigue con velocidad constante « al
movil My que va en linea recta y con velocidad constante [3, suponiendo que el movil M,
sale en el tiempo t = 0 desde el origen mientras que M lo hace desde el punto (b,0) hacia
arriba sobre la recta x = b, como muestra la siguiente figura:

Trayectoria
de My

Q

Trayectoria
de M- 2

Figura 3.5: Curvas de persecucién.

Solucidn.
Puesto que M, persigue a Mo, entonces en todo instante t la tangente en P (x,y) debe
cortar a la recta x = b en el punto Q) (b, 5t).Luego, tenemos:

dy _y= 5t
de o —b
Como conocemos la velocidad a la que se desplaza M,, entonces sabemos que recorre

una distancia ot en un tiempo t. Pero tal distancia es también la longitud de la curva de
persecucion desde (0,0) hasta P (x,y). Por lo tanto:

ot = /0 C V1 ) (3.3)
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3.6 Tractriz

Despejando t de (3.2) y (3.3) obtenemos:

v o)W g/o 1+ Iy ()P (3.4)

Derivando respecto de x y haciendo % = z en (3.4) obtenemos:
d
SN )
dr «

Separando variables, integrando y teniendo en cuenta las condiciones iniciales x (0) =

2 (0) = 0 tenemos: , ,
2= t[o-9- 03] @

Nuevamente, separando variables, integrando y teniendo presente las condiciones iniciales,
obtenemos de (3.5):

A N R O ol B
R T (N T

«

A
Ejercicios.
1. Encuentre el punto en que M, intercepta a Ms.

2. Demuestre que si a = b, entonces la curva de persecucién esta dada por:
b1 T\ 2 T
— s |(1=5) =1 -m(1-T) b
Y75 {2 [( b } U }

3.6. Tractriz

Una Tractriz es una curva en el plano xy con la propiedad que el segmento de tangente
limitado por el punto de tangencia y el eje = es constante. En base a la Figura 3.6 tenemos:

r_ Y
ERCET

Separando variables e integrando obtenemos como ecuacién de la tractriz:

— a2 — 2
- Ty +va?—y?=C—u.

Y

aln
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3.7 Esquiador Acuético (Tractriz)

Figura 3.6: Tractriz.

O

2 _ 22

Figura 3.7: Esquiador acuatico.

3.7. Esquiador Acuatico (Tractriz)

Supongamos que en la Figura 3.7 P(Q) es tangente a la trayectoria del punto P (z,y).

Por tanto,

dy a? — x?

dx x
Integrando obtebemos:

2 _ 2
VPP s
x

y=aln

Si imponemos la condicién inicial y (a) = 0 tenemos que C' = 0.

3.8. Modelo Newtoniano

Esta aplicacién se introdujo anteriormente en las Secciones 1.2 y 2.1, por lo que sélo
veremos un ejemplo ilustrativo.
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3.9 Problema Geométrico

Ejemplo 3.8.1 .

A un objeto de masa m se le aplica una velocidad inicial dirigida hacia abajo vy y cae bajo
la influencia de la gravedad. Suponiendo que la fuerza gravitacional es constante es igual a
g vy que la fuerza debido a la resistencia del aire es proporcional a la velocidad del objeto,
determine la ecuacion del movimiento de dicho objeto.

Solucidn.

Haciendo un diagrama de cuerpo libre de la situacion tenemos:

Fy = —Fkv(t)
|

om

|

Fy =mg

Figura 3.8: Diagrama de cuerpo libre.

De donde: F' = Fy+ F, = mg— kv (t). Entonces, segtin la segunda ley de Newton tenemos:
ma = mg — kv (t). Pero, a = %, por lo que tenemos el problema de valor inicial:

(R 0)
v(0) = .

Separando variables, integrando e imponiendo la condicion inicial sobre la velocidad obten

emos:
kt

v (t :——(——U>e_ﬁ

(="~ (52— wy

A partir de esta igualdad podemos determinar la ecuacion del posicion, pues v (t) = ‘;—f.
Integrando y considerando la condicion inicial sobre la posicion obtenemos:

x(t):%t—i—%(%—vo) <6_%—1>.

3.9. Problema Geométrico

Ejemplo 3.9.1 .

Determine la ecuacion diferencial de las curvas para las cuales el segmento de normal com-
prendido entre un punto de la curva y el punto de interseccion de la normal con el eje x es
constante e igual a a.

Solucidn.

Esquematicamente el problema se representa como:
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N T
Figura 3.9: Problema geométrico.

La ecuacion de la normal a la curva en M es y—yo = —i (x — xq). Por tanto, siyy =0
tenemos xo = y'y + x, es decir, la coordenada de N es (y'y + x,0). Por lo tanto, como
M N es una constante, aplicando la formula de distancia entre dos puntos tenemos:

VY2 +y? =a,

es decir, obtenemos la ecuacion diferencial:

y2y/2 +y2 — (12.

3.10. Ejercicios Propuestos

1. Un tanque contiene, en un principio, 40 litros de salmuera con 8 kilos de sal en
solucién. Entra en el estanque, a razén de 8 litros por minuto salmuera conteniéndo %
kilo de sal por litro. La mezcla bien agitada para que sea homogénea, sale del estanque
a razén de 4 litros por minuto.

a) ;Cuantos kilos de sal hay en el estanque a los 5 minutos?

b) A los 10 minutos se modifica la concentracién de entrada de sal a k kilos de
sal por litro. Si se mantienen los otros datos, calcule k£ de modo que a los 20
minutos la concentracién de sal en el estanque sea de %.

2. Un reactor de cultivo convierte Uranio 238, relativamente estable, en Plutonio 239, un
isGtopo radioactivo. Al cabo de 15 afios se ha desintegrado en 0,042 % de la cantidad
inicial de una muestra de plutonio. Determine la vida media de ese isétopo, suponiendo
que el ritmo de desintegracidn es proporcional a la cantidad presente.

3. La policia descubre el cuerpo de un profesor de ecuaciones diferenciales. Para resolver
el crimen es decisivo determinar cudndo se cometié el homocidio. El forence llega al
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medio dia y de inmediato observa que la temperatura del cuerpo es de 30°C'. Espera
una hora y observa que la temperatura del cuerpo ha disminuido a 29°C'. Asimismo,
observa que la temperatura de la oficina del profesor es constante e igual a 27°C.
Suponiendo que la temperatura normal del profesor en vida era 37°C' j A qué hora fue
asesinado?

. La desintegracién del N>O bajo la influencia de un catalizador de platino esta descrita

por la ecuacién diferencial:

dr  a—x

dt 1+ bx’
donde a es la concentracién de N,O en el instante inicial ¢ = 0, b es una constante
y x (t) es la concentracién de producto en el instante ¢. Si para t = 0 es z (0) =
0, resuelva la ecuacién diferencial y determine la expresion de la vida media de la
substancia (vida media: de una substancia es el tiempo 7' que tarda en reducirse a la

mitad)

. Un estanque de 300 litros de capacidad contiene 50 litros de agua pura. En el instante

t = 0, comienza a entrar una solucién que contiene 100 [cm?] de alcohol por cada litro
de solucién y lo hace a una velocidad de 5 litros por minuto. Después de media hora
ingresa al estanque una segunda solucién de agua con alcohol, pero con un 20 % de
alcohol por litro de solucién y a una velocidad de 5 litros por minuto. Simultdaneamente
al ingreso de esta segunda solucidn, se habre una llave en el fondo del estanque y a una
velocidad de 6 litros por minuto la solucién sale del estanque. Determine la cantidad
de alcohol en el estanque en el instante que este se llena.

. En cierto cultivo de bacterias la velocidad de aumento es proporcional al nimero

presente.

a) Si se ha hallado que el nimero se duplica en 4 horas ; Cudntas bacterias habra al
cabo de 12 horas?

b) Si hay 10 bacterias al cabo de una hora y 2 - 10* al cabo de 5 horas j Cudntas
habia al principio?

. Una reaccién convierte cierta substancia quimica en otra, y la velocidad con la que

la primera se convierte es proporcional a la cantidad de esta substancia presente
en cualquier tiempo. Después de una hora quedaran 50 [g] de la primera substancia
quimica, mientras que después de tres horas sélo quedaran 25 [g] ; Cudntos gramos de
la primera substancia habia inicialmemte? j Cuantos gramos de la primera substancia
habrd a los 5 minutos? ;En cudntas horas quedaran sélo 2 [g]?
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Capitulo 4'

Ecuaciones Diferenciales de Orden
Superior

4.1. Generalidades

4.1.1. Solucion Particular. Solucién General

Una Ecuacién Diferencial de Orden Superior es una relacién de la forma:

F(z,yy.9",....y™) =0. (4.1)
Ejemplo 4.1.1 .

" —xy' 4+ y =Inx es una ecuacion diferencial de orden 3.

1. 23y
2.y 4N Lo/ 4y = 2% + 1 es una ecuacion diferencial de orden n conn € N.
A

En general, una ecuacién diferencial se dice que es de orden superior si es de orden mayor
o igual a dos.

Se Ilama solucién sobre [a,b] de la ecuacién diferencial (4.1) a la funcién y = ¢ (z)
derivable n veces en [a, b] que verifica (4.1) Vx € [a, b], es decir,

F(z,0(),¢ (2),....,0" (2)) = 0.

Diremos que la funcién y = ¢ (z, Cy, Cs, ..., C,,) es la Solucién General de la ecuacién
diferencial de orden n (4.1).

Ejemplo 4.1.2 .
La ecuacion diferencial iy’ — 3y’ 4+ 2y = 0 es de segundo orden. Una solucién es y = e*,
x € R. Su solucién general es y = Cie® + Cye®®. A
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Estudiada en un dominio D > (z,y): si ¢ satisface la ecuacién (4.1) y si para una
eleccién conveniente de las constantes Cy, Cy, ..., Cy, la funcién ¢ (x,Cq,Cy, ..., C,,) se
transforma en una solucién de (4.1) cuyo grafico estd en .

La solucién general de una ecuacién diferencial de orden n se puede dar implicitamente
por medio de una relacién de la forma R (z,y,C1,Cs,...,C,) que llamamos Integral
General. O bien, en forma explicita y = ¢ (z,C1, Cs, ..., C,); que denominaremos Solu-
cion General. También puede obtenerse Paramétricamente:

{l‘ = gO(t,Cl,CQ,...,Cn)
Yy = ¢(t701a027"'70n)-

Ejemplo 4.1.3 .

La ecuacidn diferencial y" — 5y’ + 6y = 0 es de segundo orden. Tiene por solucion general
ay = C1e** + Cye®, x € R. Soluciones particulares son y, = ¢** para C; =1y Cy = 0,
gp=eparaC; =0,yCy=1. A

Claramente la solucién general de una ecuacién diferencial de orden n depende de n
constantes. Inversamente una familia de curvas

¢($ay7017027"'70n):07 (il?,y) GD, (42)

con ¢ continua y derivable parcialmente hasta el orden n en ID, verifica en D una ecuacién
diferencial de orden n. En efecto, derivando (4.2) tenemos sucesivamente:

( dp op. 1 __
%—Fa—yy =0

82¢ 02¢ 1, 0%¢ 12 . 1 _
oz T 25mY T oYty =0

\ % + naaﬁi({)ayy, + ...+ g—jy(”) = 0.

Relaciones que junto con la ecuacién (4.2) forman un sistema de n + 1 ecuaciones con n
incégnitas Cy, Cs, ..., C,. Si determinamos a Cy, (5, ..., C, de entre las n ecuaciones en
(4.3) y reemplazamos en la dltima (4.2) obtenemos una relacién de la forma:

F(z,y,9,y"....,y™) =0,

es decir, una ecuacién diferencial de orden n.
Sea F (x,y,y’,y”, o ,y(”)) = 0, una ecuacién diferencial de orden n y:

¢($,y701,02,...,0n):0,

una familia de curvas planas que dependen de n pardmetros C4, Cs, ..., C,. Si entre
la ecuacién de la familia ¢ (z,y,C1,Cy,...,C,) = 0y las n ecuaciones que resultan de
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derivar ¢ = 0, eliminamos C1, Cs, ..., C, y si el resultado de tal eliminacidn es una ecuacién
diferencial de la forma:

F(z,y,v.y",....,y") =0,

decimos que:
gb(x’y)ClaCQ)"'an) :Oa

es la solucién general de la ecuacién diferencial:
/ !
F(z,y,y,y",....y") =0.

Ejemplo 4.1.4 .
La relacién y = Cy + C1x + Cya? verifica la ecuacion diferencial de tercer orden " = 0. A

Ejemplo 4.1.5 .
La relacion y = Inx + Cy + Cix + ... + C,x™, x > 0 verifica la ecuacion diferencial de
ordenn + 1 y" ™ + (—1)”+1Iﬁ1 = 0. En efecto por derivacion sucesiva tenemos:

1
y = =+ C) 4201 +3Csz + - +nCpz™ "
xr

1
y' = — +205+3-2C30 + -~ +n(n — 1)Ca"?
xr

n!
xn—l—l !

yt = (=)

4.1.2. Integrales Intermedias. Integral Primera

Sea
F(zy,y.9",....y") =0, (4.4)

ecuacién diferencial, y
qb(x,y,Cl,C’z,...,Cn) :O, (45)

su solucién general.
Si derivamos (n — k) veces (4.5) y eliminamos entre estas (n — k + 1) relaciones a Cy1,
Ciia, ..., C, obtenemos una relacién de la forma:

F ($7y7y/7y//, SR 7y(n—k:)7cl’ 027 SR Ck’) = 07

que se llama Integral intermedia de la ecuacién (4.4).
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Definicién 4.1.6 (Integral intermedia)
Se llama Integral Intermedia de (4.4) a una ecuacién diferencial de orden (n — k), que
contiene k constantes arbitrarias 1 < k < n:

U (z,y,y,y", ... Ly Oy, ,Cp) =0, (4.6)
y que es verificada por la solucion general de la ecuacion (4.4).
En particular, si k = 1, o sea (4.6) es una relacién de la forma:
X (m, vy Yy Y, C') =0,

se llama Integral Primera.

Otra manera de definir la integral primera es: Sea v un campo de vectores sobre el
dominio Uy f : U — R una funcién diferenciable. La funcién f se llama integral primera
de la ecuacién diferencial & = v (z), © € U si su derivada en la direccién del campo v es
nula o equivalentemente:

1. La funcién f es constante a lo largo de cualquier solucién ¢ : T — U. Mas precisa-
mente, cada funcién f o ¢ es constante, donde ¢ solucién de la ecuacidn.

2. Cada 6rbita esta contenida en uno y sélo uno de los conjuntos de nivel constantes de

la funcién f.
Ejemplo 4.1.7 .
El sistema de primer orden:
T = Yz
Yy = Tz
z = —2y,

(x,y,z) € R3, tiene como integral primera la funcion 9(x,vy, z) = x* + y* + 2. En efecto,

dv
== 2wd + 2yy + 222 = 22 (yz) + 2y (z2) + 22 (—2zy) = 0.

El conocer una integral intermedia, simplifica la resolucién de la ecuacién inicial. Si:

77Z} (l’,y, yla y”7 s 7y(n_k)7 Cl) 027 s 7Ck) - O’ (47)

es una integral intermedia de la ecuacién (4.4), entonces integrar la ecuacién (4.4) se reduce
a integrar la ecuacién (4.7) que es mas simple, pues es de orden menor (n — k).
En particular, conocer n—integrales primeras, distintas de la ecuacién (4.4)

)y (a:, v,y "y Y, Ci) =0, 1=12,...,n, (4.8)
es equivalente a conocer la solucién general de la ecuacién (4.4), pues del sistema (4.8)
podemos deducir v, v/, v”, ..., ¥y Y en funcién de z, Cy, Cs, ..., C, y en particular
resulta: y = ¢ (x,C1,Cy, ..., C,), es decir, la solucién general de la ecuacién (4.4).
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4.2. Ecuaciones Integrables por Cuadraturas

La ecuacién 3™ = 0, es la ecuacién diferencial de orden n mas simple, su solucién es
un polinomio arbitrario de gradon — 1: y = Cy + Ciz + ... + C,,_12™ 1, z € R.

Ejemplo 4.2.1 .

Encuentre la solucién de yY) = 0 que satisface las condiciones iniciales i (0) = 0, 3/ (0) = 0,
y/l (O) — O, y/// (O) — 1

Solucién.

La Solucién general es y = Cy + C1x + Cox? + C323, x € R. De acuerdo a las condiciones
iniciales tenemos que:

y(0) = 0=Co=0
y(0) = 0=C, =0
g (0) = 0= Cy=0

1
y"(0) = 1= C=.

Luego, la solucién particular es y = %x?’,, reR. A

Teorema 4.2.2 .
Sea la ecuacidn diferencial de orden n:

con f continua en |a,b]. La solucion general esta dada por:
1 v ! (x —x )k
= — )" () dt Cp——
V) = oy [ @ O o
con x € [a,b], Cy constantes arbitrarias, k = 1,2,...,n—1, y xo € [a,b].

Demostracion.
Integrando sucesivamente obtenemos:

y" = f(2)
yn b = / f@)dt+C,

Yy — / dt / £ () dt+Cn71x;x0 +Chy
o xo ’

o _ [l al (x = 2p)” _
Yy = dt [ dt | f({t)dt+C,q 51 + Ch o —20) + Cpi3
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Asi:

n—1 k
y—/ dt/ dt.../ dt/ f(t)dt+ZCkT.
JZo T o o k=0

n veces

Nos queda demostrar que:

/:C:dt/g:dt.../xjdt/x:f(t)dt:ﬁ/z:(x_t)(n1)f(t)dt7

para lo cual, aplicamos induccién completa. Para n = 2 tenemos:

/x:dx/x:f@)dz:/dex/ac:f(t)dt:/D/f(t)dxdt'

(z,2)

(w0, z0) (z,w0)

Figura 4.1: Dominio D.

Cambiando el orden de integracién obtenemos:

/gc:d:z:/m:f(t)dt:/w:dt/jf(t)dx:/w:f(t)dt/txdx:/x:(x—t)f(t)dt-

Luego, para n = 2 la férmula es vélida. Supongamos que vale para n — 1 y demostraremos
para n luego, sea:

/m:dx/x:dx.../m:dx/xjf(t)dtzﬁ/x:(x_t)n-zf(t)dt_
no1 g
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Integramos una vez mas respecto de z, y obtenemos:

/xjdx/xjdx.../xjdx/xjf(t)dt = ﬁ/xjdx/xj(x_t)wf(t)dt

o _ ﬁ / /D (z — 82 f () dadt
_ ﬁ / F(b)dt /t (@ — e
— ﬁ/m:(x—t)”_lf(t)dt.

Es decir, la féormula es vélida también para n. Por lo tanto, el teorema queda demostrado.
[

Ejemplo 4.2.3 .

Resuelva y'Y) = e”, x € R tal que satisface las condiciones iniciales: y (0) = 2, y' (0) = 0,
y"(0) =—1y"(0) =0.

Solucién.

Integrando sucesivamente tenemos:

y/// = 4 CO

y' = "+ Cox + O
22
y’ = ex—f'CoE—f‘Clx‘l—Cg

23 x?
Yy = €x+00€+01?+02$+03
Imponiendo las condiciones iniciales obtenemos la solucion particular y = e* — %x?’  —

z+1, x€R. A

4.2.1. Ecuaciones de la Forma F' (a:,y(”)) =0

Teorema 4.2.4 Si conocemos una representacion paramétrica de la curva F (u,v) = 0,
u=p(t) yv=n1(t) con ¢ 1 continuas y ¢ derivable continuamente sobre [a, b], entonces
la integral general sobre [a,b] de la ecuacién se obtiene por n cuadraturas.

Demostracion.
Seau = ¢(t) yv = (t), t € [a,b] una representacién paramétrica de la curva
F (u,v) =0, tenemos, por lo tanto:

z=p(t) ey =y (1),
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o bien,

Integrando obtenemos:

s = [o¢ 0d=60)+ G
continuando tenemos:
y" Ve = (g1 (t) + Co) dx = (61 () + Co) ¢' (1) dt,
de donde,
v = [0 (Ot + Cop () + .

Repitiendo el proceso n veces obtenemos:

x = ¢(t)

CE
y = o)+ P (p(t)),

t € |a,b], donde P,_; es un polinomio arbitrario de gradon — 1 en ¢ (t). =
Si la ecuacién es explicita respecto de x, es decir, x = f (y(")), entonces una repre-
sentacion paramétrica es y™ =ty z = f (t).

Ejemplo 4.2.5 .

Encuentre la solucién general de la ecuacién x = y" + y'"".

Solucion.

Ponemos i = t, por tanto, x =t +t', dov = (1+ 7t6) dt. Luego, obtenemos:

t2
y’:/y”dx:/t(1+7t6)dt:§+gt8+01.
Integrando nuevamente:
y = /y'dx
27 1 35 49
= —+ <t 4+ 0y ) (1+7t%) dt = 3 t? '+ Cy (t+17) + Cs.
/(2+8+1>(+ ) gl el O+ + G

Por lo tanto, la solucion general esta dada por la familia de curvas definidas Vt € R:

I S
ly = P+ SEO+ P+ CL(E+T) + O
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Ejemplo 4.2.6 .
Resuelva x = " — .
Solucidn.

Hacemos y" = t, por tanto, v =t — 3 y dox = (1 — 3t?) dt. Luego,

3
y’:/y"da::/t(l—StQ)dtza—l—ltll—i-C’l.

Asi, integrando nuevamente:

y = /y'dm

= / ﬁ—§t4+0 (1-3¢%)dt =t o) 2es 2iicusc
2 4 ! ') 20" 728 e

Por tanto, tenemos como solucién general:

(F):{x = t—13

y = t3(§—C1) — ot° + 2t" 4+ Cit + Co.

A

4.2.2. Ecuaciones de la Forma F (y(”_l),y(”)) =0

Teorema 4.2.7 .

Sea la ecuacién diferencial F (y™~Y,y™)) = 0, si se conoce una representacion paramétrica
de la curva F (u,v) =0, u =@ (t) yv = (t), con p, ¥, ¢ continuas y ¢ (t) # 0 sobre
[a, b], entonces la integral general se obtiene por n cuadraturas.

Demostracion.

Siu = ¢(t) v =1(t) es una representacién paramétrica de la curva F (u,v) = 0,
podemos escribir y" 1 = ¢ (t) e y™ = ¢ (t), con t € [a,b]. O bien, y"V = ¢ (t)y
d(y™=Y) = 4 (t) dw. Luego, dx = “":p((?;lt, de donde, z = W;fft))dt + Oy, o escrito de otra
manera, z = ¢ (t) + Cy. Por lo tanto, tenemos y™ 1 = o (t) y z = ¢(t) + Cy, que
corresponde al problema estudiado en el caso anterior. Tenemos a continuacién:

o ()¢ (1)
b

d (y("_2)) = (t)dx = t.

Luego, integrando tenemos:

S — / %dwa.

Con n — 2 integraciones mas obtenemos la solucién general en forma paramétrica. m
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Ejemplo 4.2.8 .

Resuelva la ecuacion y"'y" = 1.

Solucion.

Una representacion paramétrica es ' =t, ey = % cont # 0. Tenemos d (y") = y"dz,

o bien, dt = 1dx, de donde, dx = tdt. Por lo tanto, integrando obtenemos = = 5t* + Cy.

Con esto,
/ " 2 1 3
y = [ y'de = tdtzgt + (.
Integrando nuevamente:

1 1 1
Y= /y’dx = / (§t3 + C’l) tdt = Et‘r’ + 501152 + .

Por tanto, la solucion general de la ecuacion esta dada parat # 0 por:

(F):{‘” = 3t +Go

y = t°+ 1012+ Co.
A
Ejemplo 4.2.9 .
Resuelva 3" + y"? — 1 = 0.
Solucion.
Una parametrizacion es y" = cost e y" = sent. Luego, dy” = — sentdt, ademds dde =
sent lo que implica dx = %. Por tanto, dx = —dt o bien, t = —t + C;. Con esto, dy' =
costdz, pero dr = —dt, luego, y' = —sent + Cy. Finalmente, dy = (—sent + Cy) dx =

(sent — Cy) dt implica y = — cost — Cyt + C3. Pero como t = (C — x) concluimos que la
solucion es y = —cos (C; —x) —Cy (Cy —x) +Cs. A

4.2.3. Ecuaciones de la Forma F (y"~2, y™) =0

Teorema 4.2.10 .
Si conocemos una representacion paramétrica de F' (u,v) =0, u = ¢ (t) y p =1 (t), con
@, ¥, ' continuas en |a,b], entonces la solucion general se obtiene por n cuadraturas.

Demostracion.

Seau=¢(t)yv=1(t),tec [a,b] representacién paramétrica de la curva F (u,v) =
0, tenemos por lo tanto, ¥y = ¢ (t) e y™ = ¥ (t), o bien, d(y(”*l)) = yMdz y
d (y"=?) = y™ Vdz. Luego,

d (y(n—l)) d (y(n—Q))

y(”) B y(”—l)

)

por lo tanto:
y " Vd (y D) = y™d (y" D) = () ¢ (¢) dt.
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Integrando ambos miembros tenemos:

y Y] _2/¢ t) dt + Cy,

”1>—\//¢ t) dt + C,

que junto con y(”*z) = cp( ) determina a y por n — 1 integraciones segln caso anterior. m

o bien,

13,11

Ejemplo 4.2.11 . Resulva la ecuacion y”y" = 1.
Solucidn.

Una sustitucio'n paramétrica es: y = + e y"” = t3, cont # 0. Tenemos di =y" lo

S

que /mp/lca y,,, = dx, ademds como %L d = y" entonces i—?,’,/ = dx. Por lo tanto, y'dy" =
y"dy = —tdt, es decir, integrando tenemos
112 2 2
t Co—t
WY oL ,
2 2 2

o bien, y" = /Cy — t2. Continuando podemos escribir y'dz = d(y') = —t%dt, luego,
_ __ dt "
dr = Ao lo que implica

T = —/—dt +C
B 2/C, -2 "

Por tanto, obtenemos y de:

dt
v = [ir— | =t

Finalmente, la solucion general esta dada por:

_ —dt
. to= ftQ\/Co—tQ t
31/ Co—t2 z

4.3. Ecuaciones a las que se les Puede Bajar el Or-

den
4.3.1. Ecuaciones de la Forma F (x,y(k), gt ,y(”)) =0
Consideremos la ecuacién diferencial de orden n:
F (x, y k) g k+l) ,y(")) =0, (4.10)
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Teorema 4.3.1 Por el cambio de variables y*) = u, la ecuacién diferencial (4.10) se
transforma en una ecuacion diferencial de orden n — k del tipo:

F(z,ud,...,u"®) =0. (4.11)

Demostracion.

En efecto, y*® = w implica y**t1) = «/, ..., y™ = u(®* Lo que reemplazando en
(4.10) implica (4.11), lo que demuestra el teorema. m

Si logramos integrar (4.11), es decir, u (z) = ¢ (x,C1,...,C,_), resolver la ecuacién
dada (4.10) se reduce a integrar la ecuacién de orden k:

y(k) =@ (l’, C’17 ceey Cn—k) 3
estudiada anteriormente.

Ejemplo 4.3.2 .

Resuelva la ecuacion iy cosx + " senx = 1.

Solucion.

Hacemos y" = u, luego tenemos la ecuacién u' cosx + usenx = 1, o bien,
,  senx 1

u + U — =0,
cos T cos T

que es una ecuacion lineal en u. Aplicando (2.29) obtenemos como solucion general u =
senx + Cy cos x. Volviendo a la funcion inicial obtenemos la ecuacion diferencial

/!
Yy’ =senx + Cycosx,

por lo tanto, y' = [ (senz + Cycosz)dr = —cosx + Cosenz + C4. Integrando una vez
mas tenemos:
y=—senx — Cycosx + Crx + Cs.

A

4.3.2. Ecuaciones de la Forma F (y,y’,y”, - ,y(”>) =0

Teorema 4.3.3 .
La ecuacién F (y,y',y",...,y"™) =0, cony’ = p y tomando y como variable independi-
ente, se reduce el orden en una unidad.

Demostracion.

P dy 2y _ d (dyy _ dp _ dpdy _ ,dp ey _ d (dy) _
Si dx_pentonces dz? ~— dx (da:)_dw_dydx_pdy' Luego, drz3 — dxr \dz?2 )

2
d (pdp\dy _ d (pdp), _ , (dp 2d%p i
i (pdy> i = d (pdy> p=7p (dy> + PGk Continuando de esta manera encontramos

-, mn . .7
una expresién para flz—ﬁ. Sustituyendo todo esto en la ecuacién dada obtenemos una con un
orden menor. m
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Ejemplo 4.3.4 .

Integre la ecuacion yy" — y? = y*Iny.

Solucidn.

Ponemos y' = p = ¢ = pZ—’y’, reemplazando en la ecuacién y ordenando obtenemos:

que es una Bernoulli en p. Sea u = p?, entonces & = 2p“2 por tanto, obtenemos la
dy dy

ecuacion lineal en u: 5
o — —2ylny = 0.
Y

Aplicando (2.29) resulta:
u = y? (C’—I—ln2y).

Pero, p* = u, por tanto, p = +y/C +In*y. Como p = Z—g tenemos que

d
r= / W
y\/C +1n*y
Haciendo t = Iny obtenemos:
r=C;xIn <t+\/C+t2> .
Por tanto, la solucion paramétrica parat > 0 es:
r = Cljzln(t—l—\/C—l—tz)
(F) = _ Lt
y = e
A

Ejemplo 4.3.5 .

Integre la ecuacion 1 + y? = 2yy".

Solucién.

Haciendo v/ =P tenen_vos Yy’ = pg—g, por tanto, la ecuacion queda como 1 + p? = Qypg—g.
Separando variables e integrando obtenemos:

y=C(1+p%),

de donde, p = | /% — 1. Pero como p = % resulta
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4.3.3. Ecuaciones de la Forma F (x, v,y . y(”)) =0

Teorema 4.3.6 .
Considere la ecuacion diferencial de orden n homogénea eny, y’, ..., y™ dada por:

F(z,y,y,... ,y(”)) = 0. (4.12)
Haciendo el cambio u = % se le reduce el orden en una unidad.

Demostracion.
La ecuacién (4.12) se puede escribir, puesto que es homogénea, en la forma:

o (n)
F’(x,g,g—,”.,g——) — 0. (4.13)
Yy 'y )

Con 3y = uy, tenemos sucesivamente, " = v'y+uy =y (u?> +u'), v =y (u® + ') +
y (2uu' +u") = y (u® + 3uu’ + u”). Por tanto, vemos que siguiendo con este proceso se
tendrd y®) expresado en funcién de y multiplicado por una expresién en u, ', u”, ...

u* | es decir, y*) = f (u,u’,u”, . ,u(k_l)). Por lo tanto, si reemplazamos y, v”, ...,
y™ en (4.13) obtenemos una ecuacién de orden n — 1 en u. Lo que demuestra el teorema.
[ ]

Ejemplo 4.3.7 .

Resuelvar la ecuacién xyy” + xy"* — yy’ = 0.

Solucién.

La ecuacion es homogénea en vy, i/, 4", por lo tanto, hacemos el cambio y' = uy e y" =
u'y +uy =y (u' + u?). Con esto, la ecuacién se transforma en:

u — Lt ou? =0,
T

que es una Bernoulli en u. Sea = = u™!, entonces 2’ = —;‘f—;, luego obtenemos la ecuacion
lineal en z:
J+Z 9=
x
Aplicando (2.29) resulta: ,
2
z=- (C +x ) )
Pero z = %L entonces:
oz
YT o

Reemplazando v =y = % e integrando obtenemos para C' + x> > 0:

dx
y=C1VC + 22
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Ejemplo 4.3.8 .

Integre la ecuacién x2yy" = (y — xy')°.

Solucion.

Vemos que la ecuacion es homogénea en vy, v/, y”, por lo tanto, hacemos el cambio iy’ = uy
ey’ =uy+uy =y (u +u?). Con esto, la ecuacion se transforma en la lineal en u:

2 1
Ul - _U - = 0
r  x
Aplicando (2.29) obtenemos:
1
u = 2 (C + JJ) .

Pero u =y = g—g, por lo que separando variables y despejando 1y obtenemos:

y = Cle(lnw—%)‘

A
s dy d*y d"y
4.3.4. Ecuaciones de la Forma F (az Yy Ty T dx”) =0
Consideremos la ecuacién diferecial de orden n homogénea en z, v, ;lg ng, ;”;—Z
dada por:
dy d*y d™y
F — —,...,— ] =0 4.14
<x7 y? d:)j Y d;]jz ) Y d;]jn Y ( )
podemos escribirla en la forma:
F (g, v, xy”’, ... ,x”_ly(”)> =0. (4.15)
x

Teorema 4.3.9 .

La ecuacién diferencial de orden n (4.15), por medio del cambio de variables x = €' e
y = ux, se transforma en una ecuacion diferencial a la que se le puede reducir el orden en
una unidad.

Demostracion.
Sea |z| = ¢’ e y = ux, entonces u = £. Luego, y' = dy — =%ty =Bl 4y =
da: dt dz
tdu et _ _ .d (dy t —td (1 _
+u=u+u, vy’ =] (d:c) =cle™" L (v +u) =u +u". Se observa, por tanto,
que todos los productos z(* )y(’““) se pueden expresar en funciéon sélamente de u y sus

derivadas, y si reemplazamos en la ecuacién (4.15) tenemos:
/ " !/
F(u,v' +u,u”" +d,...) =0,

ecuacion ya estudiada y que se le puede bajar el orden en una unidad, con el cambio Z—]“) =p.
Esto demuestra el teorema. m
Ejercicio. La ecuacién 3"y’ = 4 es del tipo tratado, apliquele el método para demostrar

que su solucién general es Cy + Cy = C3e“17.

Herndn Burgos, Universidad de La Frontera. 107



4.3 Ecuaciones a las que se les Puede Bajar el Orden

4.3.5. Ecuaciones de la Forma F (y,zy, %", ...,2"y™) =0

Teorema 4.3.10 .
Dada la ecuacion diferencial de orden n:

F (ya xy,a :EQy”v s ’xny(n)) = 07

por medio del cambio de variables |x| = €', se le reduce el orden en una unidad.

Demostracion.

_ dy _ dydt __ —tdy dy _ dy
Sea |z| = €', entonces ¥ = T = 7' 6 bien, z Para la segunda derivada
Py _ d (dyy _ d (dydt) _ Py dy 2M_ﬁ_ﬂ _
tenemos 54 = 2 (92) = 5 (Gq) = (@ — %) s deC|r T gz = a2 - Obser
k 2
vamos que xkg Z, se expresa s6lamente con %, ‘fng, e Ztk’ por lo tanto, la ecuacién del

enunciado se transforma en:

dy d*y dy
Fly 222 _22 =0
(y’dt’dzﬁ2 dt’ :

o sea, se transforma en una ecuacién en la que no aparece la variable independiente .
Poniendo 4 = p y tomando y como variable independiente reducimos el orden en una
unidad. m

Ejemplo 4.3.11 .

Resuelva la ecuacién xy" + xy’ +y = 0.
Solucién.

Hacemos el cambio de variables || = ¢'. Luego, x5
la ecuacion se transforma en:

dy_dy 2d2y_d2_y__
= YT = 5 Por tanto,

y' +y=0.
Que podemos resolver, por ahora, de la forma que sigue: multiplicando por vy obtenemos:

"1

vy +yy =0,

entonces y’? +y? = C?, que es una integral primera. Hacemos i = C' cosu e y = C sen u.
O sea, tenemos, % = (C'cosu, es decir, dy = C cosudu. Por lo tanto, dt = du, entonces
t =u+ C,. Asi, la solucion general es:

y=Csen(t—Cy), t=Inlz|, x #0.
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4.3.6. Otros Casos

1. Derivando una ecuacién diferencial dada, se puede obtener una de orden superior que
se puede resolver.

Ejemplo 4.3.12 .
Resuelva xy" + (x — 1)y’ — y = 0.

Solucion.
Derivando respecto a x obtenemos y" + xy" +y'+ (x — 1) y”" —y' = 0. Simplificando
resulta "?’7 = —1, lo que implica y' = Cyie *. Integrando dos veces tenemos y =

Che™™ + Cyx + Cs. Esta solucion debe satisfacer la ecuacion dada en el enunciado.
Luego, reemplazando tenemos:

I016_z + (ZE — 1) (—016_2 + OQ) — C’le_z — CQZE — 03 = 0,
de donde, C3 = —C}. Luego, la solucion general para x € R es:
y=Cie "+ Cy(z—1).

A

2. La ecuacién diferencial
F<x7yay/a"'7y(n)> = 07 (416)

multiplicada con dx es una diferencial total:

F(z,y,y,....y")do=dé (z,y.y,....y"").

En tal caso:
¢ (I7 Y, y/7 s 7y(n_1)) = C7 (417)
es una integral primera de (4.16) y, por lo tanto, el problema de resolver la ecuacién

(4.16) se ha reducido a resolver la ecuacién (4.17) que es mas sencilla pues hemos
bajado el orden en una unidad.

Ejemplo 4.3.13 .

Resuelva y" — 2xy’ — 2y = 0.
Solucion.

La ecuacion e escribe como:

d

Iz (v —22y) = 0.

Luego, admite la integral primera y' — 2xy = C que es una ecuacion diferencial lineal

cuya solucion es:
Y = er (CQ + Cl / 6_x2d$> .
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3. Laecuacién F (x, T T ,y(”)) = 0 multiplicada por un factor conveniente se trans-
forma en diferencial total.

Ejemplo 4.3.14 .
Resuelva xyy" — yy' (1 + 22%) + 2y = 0,
Solucion.

dx

Multiplicando por i obtenemos
! 1 /
y—,dx — 2zxdr — —dx + gd:zc = 0.
) T Y

Integrando tenemos:
Iny — 2> —Inz+Iny=1InC.

Acomodando resulta:
’ x?
yy = Cxe” .
Multiplicando por dx e integrando obtenemos la solucion general:

Y’ = C’Oeg”2 + (.

4.4. Ecuaciones de Orden n Lineales y Homogéneas

4.4.1. Propiedades (Generales

Definicién 4.4.1 (Ecuacién Diferencial de Orden n Lineal y Homogenea)
Supongamos que las funciones ay, (z), Vk = 1,2...,n, ag (x) # 0 y f (x) son continuas en
la,b]. Una ecuacion de la forma:

ao (2) Y™ + a1 (2)y" TV + a1 (2) Y +an (2)y = [ (2), (4.18)

se llama Ecuacién Diferencial de Orden n Lineal no Homogénea. Si f () = 0 entonces
(4.18) recibe el nombre de Ecuacién Diferencial de Orden n Lineal Homogénea.

Usualmente se introduce el operador lineal:
dr dnfl

d
Ln:CL(](I)%+CL1(I)W+...+(ln_1(l‘)%+an<l’>,

que aplicado a la funcién y nos conduce a la ecuacién diferencial lineal de orden n homogénea
Lo [y] = ao () y'™ + ay () y" ™Y + ...+ an_y (2) Y + an(2)y = 0.
Con la ayuda de este operador, las ecuaciones lineales de orden n, se escriben:
Lnly] =0, vy La[y] = f (),

la homogénea y no homogénea respectivamente.
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Teorema 4.4.2 .
Si y1 e yo son dos soluciones de la ecuacion homogénea L, [y] = 0, entonces la funcién
Chiyr + Csyo es también solucion de la misma ecuacion, donde C1,C5 € R o C.

Demostracion. Se ve facilmente que L,, cumple con las propiedades:

L Lo [y + 4] = Ln [1r] + L [y2].
2. L,[Cy] = CL, [y, con C una constante.

[ ]
De este teorema resulta que si las funciones v, s, . . ., Y, son n soluciones de la ecuacién
lineal de orden n

ao () Y™ 4+ a; (x) y(”_l) +.ooitan ()Y + an(x)y =0, (4.19)

entonces la funcién:
Yy = Clyl + ngg + ...+ Cnyna (420)

es también solucién de (4.19).

Puesto que (4.20) contiene n constantes arbitrarias podria ser solucién general de (4.19).
Veremos a continuacién qué propiedades deben cumplir ¥, yo, ..., Yy, en [a,b] para que
(4.20) sea solucién general de (4.19) en [a, b].

4.4.2. Dependencia Lineal

Definicién 4.4.3 (Funciones Linealmente Independientes)

Sean yy (x), y2 (), ..., yn (x) n funciones definidas sobre |a,b]. Diremos que son Lineal-
mente Independientes (L./.) sobre [a, b] si no existen n nidmeros A1, g, ..., A, no todos
nulos tal que:

Myr () + Xoya () + ...+ Ny () =0, Vo € [a,b].

Ejemplo 4.4.4 .
Las funciones 1, x, e* son L.I. sobre R, pues la condicion Ao + Aix + Xee™ = 0, Vo € R
implica \g = A1 =X =0. A

Definicién 4.4.5 (Funciones Linealmente Dependientes)

Sean yy (x), y2 (), ... ,yn (x) n funciones definidas sobre |a,b]. Diremos que son Lineal-
mente Dependientes (L.D.) sobre [a,b] si para todo x € [a,b] existen n ndmeros A1, Az,
..., A\p _no todos nulos tal que:

Myt () +Xoye () 4+ ..o+ My (2) =0 Vo € [a,b].
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Definicién 4.4.6 (Wronskiano)
Sean yy (x), y2 (), ..., yn (x) n funciones con derivada continua hasta el orden n — 1 en
[a, b]. El determinante:

y} y? e yfl
W (y1,92, - Yn) = y:l y:2 yn )
T S
se llama Determinante de Wronski o Wronskiano de /as funciones y1, vya, . . ., Yn.

Teorema 4.4.7 .
Si las funciones y1 (x), y2 (), . .., yn (x) € C" ! [a, b] son Linealmente Dependientes (L.D.)
sobre [a, b], entonces su Wronskiano es nulo Vz € [a, b].

Demostracion.
Si las funciones y; (x), k = 1,2,...,n son L.D. en [a,b], entonces Vz € [a,b] existen
AL, Agy oo Agcon AT+ A2+ 0+ A2 £ 0, tal que:

My () + Aaya () + ..o 4+ Ay () = 0. (4.21)
Ahora si derivamos una vez, dos veces, ..., (n — 1) veces (4.21) se tiene:

MYy () + Xoyh (2) + ...+ Nyl () = 0

Myl (@) + Xoys () + ...+ Ayl () = 0
1 () + Aayly () ().. (122)

Ay @)+ A @) 4+ A (@) = 0

Para todo = € [a,b], las ecuaciones (4.21) y (4.22) forman un sistema de n ecuaciones en
A1, A2, ..., A, que admite otras soluciones aparte de la trivial Ay = Ay =--- =)\, =0 si
el determinante del sistema

1 Y2 o Un
oo Y o W
n.fl n.fl . n-fl
S0 L
que es el Wronskiano de las funciones y; (x), y2 (), ..., y, (z) es nulo en todo punto del

intervalo [a, b]. Lo que demuestra el teorema. m
La contra-reciproca del teorema anterior indica que si el Wronskiano de y; (), ys (),
.o Yn () € C" 1 a,b] es no nulo, entonces ellas son Linealmente Independientes (L.1.).
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Ejemplo 4.4.8 .
El conjunto de funciones {e™%, e, e?*} es L.I. sobre R, pues su Wronskiano es no nulo sobre
R. En efecto,

—r o 623?

%74 (6_$,6$7€2$) =| —e% 7 262;1: — 66233 ?é O,VZE cR.
- o 462J:

El cdlculo se deja al lector. A

Teorema 4.4.9 .
Sean y, y1, Y2, ., Yn, n + 1 funciones de clase C" [a,b]. Si y1, Yo, ..., Yo Son L.I. sobre
[a,b] y si el Wronskiano:

Y1 Y2 - Yn Yy

viooY Y Y
W(y17y27"-7ynay>: : : : . . )

T PR T T

es nulo para todo x € [a,b|, entonces y(x) es una combinacion lineal de las funciones
y1 (), y2 (), ..., yn (x), es decir:

y(x) = Ciyp () + Coya () + ... + Cryn (),
donde C}, son constantes, k =1,2,...,n.
Demostracion.

(a) El Wronskiano de las funciones 41, ¥o, - .., yn, y es nulo sobre [a, b], de acuerdo con
la hipétesis. Por lo tanto tenemos:

Yi Y2 o Yn Y
(/T S T !
ST T =0 vaeal. (4.23)
w” o g
Los determinantes que siguen son nulos sobre [a, b]:
Y1 Y2 . Yn )
" Yo - Y Y
: : : : : =0 V€ la,bl, (4.24)
y%n;l) yén;l) yén;l) y(n_l)
gy g y®
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k=1,2,3...,n, puesto que la linea k£ + 1 es igual con la linea n 4+ 1. Notemos que
para n = k, tenemos el determinante (4.23).

Desarrollando el determinante (4.24), segtn la dltima linea, obtenemos las relaciones:

Ao ($) y(k) + )\ (x) ygk) TN, ((L’) y7(1k) — 0,

k =1,2,... n. Las funciones \q (z), A\ (z), ..., A, (z), son las mismas para k =
0,1,2,...,n— 1, y donde )\ (=) esta dada por:

Y1 Y2 e Un

I

y%n—l) yén—l) y7(1n—1)

Vx € [a,b] como resulta del desarrollo de los determinantes (4.24). Ao (z) # 0, puesto
que, de acuerdo a la hipdtesis del teorema, las funciones y1,ys, ..., y, son L.l. sobre
[a, b].

A

Dividiendo por —Xg () # 0, y poniendo p1, = —5

desarrolladas:

'ggg las relaciones (4.24) se escriben,

Y = Myt + foYo + ...+ Unln
Yy o=y peys + o ey,
L 2 (4.25)

y™ = ™ ol 4

Si derivamos la primera ecuacién de (4.25) tenemos:
Y = phyn + psys + o 0 Yn Yy + peys + - Y,

y si tenemos en cuenta la segunda ecuacién de (4.25), resulta:

iy + phye + ooty = 0.

Andlogamente si derivamos la segunda ecuacién de (4.25) y teniendo en cuenta la
tercera ecuacién de (4.25), obtenemos:
Yy + oYy + -+ iy, = 0.
Continuando del mismo modo, obtenemos el sistema en p}, ph, ..., i,
uily/1+yi2y3+...+,u%y7 =0
mm+ww+~ﬁww7ff) (4.26)

oyt ihys” g =0,
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Con determinante del sistema W (y1, 4o, . .., ¥y,) diferente de cero en cada punto del
intervalo [a, b]. De acuerdo con el teorema de Rouché, el sistema homogéneo (4.26)
en cada punto x € [a, b] admite sélo y tan sélo la solucién nula.

py (x) = pp () = ... = p, (z) = 0.

De donde resulta 1 () = C1, po (x) = Cy, ..., p, (x) = C,,. Volviendo a la primera
ecuacién de (4.25) sigue que podemos escribir para todo z € [a, ]

y=Ciyr +Cayp + ...+ Coyn,
lo que demuestra el teorema.
]

Corolario 4.4.10 .

Sean y1, Y2, - - ., Yo 1 funciones C"~ ' [a, b], si el Wronskiano:
voon
Wi o) =| T o,
NI SR

Vx € |a, b], entonces existe un subintervalo [ay,b] C [a,b] tal que las funciones y1, Y, . . .,
yn son L.D. en [ay, by].

Demostracion.
Si W (y1,92,...,Yn) es idénticamente nulo sobre [a,b] y puesto que y1, Y2, ..., Un
no son idénticamente nulas sobre [a,b], se deduce que existe un menor del determinante

W (y1,92,--.,Yn) de la forma:

Yo Yoo -+ Yoy
Yoo Yoz o Yo
W<y17y2>"'7yn): :1 .2 . 'P 7_é0, (427)
T OBy

Vz € [a,b]. Como el determinante (4.27) no es idénticamente nulo sobre [a,b] existe un
intervalo [a1, b;] C [a,b] en el que no se anula. Sobre este subintervalo:

Yoy = OanQ + 03?/043 +...+ prapa
x € [ay, by}, relacidn equivalente con:

Y1 + poys + psys + ...+ pnyn = 0,

x € lay, by], donde los g, k =1,2,...,n, no son todos nulos. m
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4.4.3. Solucion General de una Ecuacion Diferencial Lineal

Teorema 4.4.11 .
Sea dada la ecuacion diferencial lineal de orden n homogénea:

Ln (y> = y(n) + ai (‘CE) y(nil) +...+ Ap—1 ('T) y/ + an (l’) Y= 07 (428)
con ai(x) continuas en [a,b], Vk = 1,2,...,n. Sean y1, ya, ..., Yo n—soluciones de la
ecuacion dada, definidas en |a,b]. Si el Wronskiano de las funciones yi, ys, ..., Yy, no es

idénticamente nulo sobre [a,b], entonces cualquier solucion de la ecuacion (4.28) sobre [a, b]
es de la forma:

y=Ciy1 +Coyp + ... + Cryn,

x € [a,b], que llamamos Solucién General.

Definicién 4.4.12 (Sistema Fundamental de Soluciones)
Un sistema de soluciones yy, s, ..., y, de la ecuacion (4.28) definida en [a,b] con W # 0
sobre [a, b] se llama Sistema Fundamental de Soluciones de la ecuacion (4.28).

Demostracion. (Del Teorema 4.4.11)

(a) Observemos primero que si W (y1,...,4y,) Z 0 en un punto de [a,b], entonces
W (y1,...,yn) no se anula en ningin punto de [a, b]. En efecto,
Y1 Y2 . Yn
aw  d| v % Y
dr  dx : : : :
n—1 n—1 n—1
R
Y1 Y2 e Yn
U/
= : : : : : (4.29)
n—2 n—2 n—2
o I
w o

Segiin la regla de derivacién de un determinante, y observamos que todos los deter-
minantes que intervienen por derivacién son nulos puesto que tienen dos lineas iguales
con excepcion del que escribimos.

Puesto que 41, Yo, ..., Y, son soluciones, de la ecuacién (4.28) tenemos:

u Far @)y Y+ e () g+ an () g = 0,

luego, VY € [a, b] tenemos:

y](gn) = — ({Ij) ylin—l) — ... — Qp—1 ('T) y;c — Qp ($> Y- (430)
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Si reemplazamos (4.30) en (4.29), en la dltima linea vemos que (4.29) se escribe :

n Y2 cee Yn
aw Y Ys Yn
de : : : : ’
—alygnfl) —alyénfl) —aly,(fhl)
o bien, T
— = —ay () W.
dz 1(@)
Como las funciones 1, v, ..., ¥, son soluciones de la ecuacién, son derivables n

veces sobre [a, b], por lo tanto, el Wronskiano W que contiene derivadas sélo hasta
el orden n — 1 es una funcién continua sobre = € [a, b].

Sea x € [a,b] un punto en que W (z) # 0, integrando en (4.29) tenemos:

W (2) = W (29) exp (— / al(t)dt>, (4.31)

para z € [a,b], llamada Férmula de Ostrogradski-Liouville. De donde resulta que,
como a; () es continua en [a,b], entonces W (z) no se anula en ninglin punto de
la,b].

Sean ¥, Y2, ..., Y, un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién (4.28),
tenemos:

W o (@) "+t ae (2) Y, +an () = 0

(n) (n—1) ,
+ + + ap,
Yy + az () ys an—1 () Yo +a (fb)yg (4.32)

U Ly @)y 4t an (@)Y +an ()Y = 0

para todo z € [a, b].

Sea ahora y (x) una solucién cualquiera de la ecuacién (4.28) definida sobre [a,b],
tenemos por tanto:

y™ +ay (2)y" 4+t an (2) Y +a, (2)y = 0. (4.33)

Eliminando a (), as (x), ..., a, (x) del sistema formado por (4.32) y (4.33) obten-
emos para todo z € [a, ]

y y/ y// y(n)
woy, oyl
o =0,
U YL oyl )
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de donde resulta aplicando el Teorema 4.4.9, que para todo x € [a, b]:
y=Ciyr +Coyp + ...+ Coln,y,
donde (', Cj, ..., C, constantes. Lo que demuestra el teorema.

[
Si la ecuacién lineal (4.28) tiene la forma:

ao () y™ 4+ a1 (2)y" YV + . any ()Y +an (z)y =0,

donde las funciones ay (z), k = 1,2,...,n son continua y ag (x) # 0 sobre [a, b], entonces
la relacién (4.30) se escribe:

W (z) = W (20) exp (— /x @ (t)dt)

ap (1)

Si y1, Y2, - .., Yo forman un sistema fundamental de soluciones sobre [a, b], la funcién:

y=Ciy + Cayo + - -+ + Oy,
para z € [a, b] se llama solucién general de la ecuacién (4.28).

Ejemplo 4.4.13 .
La ecuacién y" — 3y’ + 2y = 0, tiene como soluciones particulares 1, = e** e y, = e*.
Puesto que W (y1,y2) # 0, forman un sistema fundamental de soluciones. En efecto,

W( _ 6238 e’ _ 3:1:_23x__3a: 0
yl;yQ)_ 26251: e =e€ € = —¢€ 7é

Vx € R. Luego la solucion general es:
y = Cre” + Cpe’®,
A

Ejemplo 4.4.14 .
La ecuacion diferencial iy — 2y" — vy’ + 2y = 0 tiene como soluciones particulares 1, = e*,
Yy = €~ e ys = e2*. Su wronskiano es:

"

T e T 621
W (y1,ya,y3) = | €7 —e™® 2e* | =6e* # 0.
e e T 46250

Entonces forman un sistema fundamental de soluciones. Por lo tanto la solucion general es:

Yy = Olem + CQQ_x + 0362:6.
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Corolario 4.4.15 .
n soluciones 1, Yo, ..., Yy, forman un sistema fundamental sobre [a,b], si y sdlo si son
linealmente independientes sobre |a, b].

Demostracion.
Por el Corolario 4.4.10, tenemos:

W (y1,92, -, Yn) # 0 < y1,y2, ..., Yy, son L.I., sobre [a,b].
m

Corolario 4.4.16 .
n + 1 soluciones de una ecuacion de orden n son L.D.

Demostracion.

Sean y1, Yo, ..., Yn, n—soluciones de entre los n + 1 dadas. Tenemos dos alternativas:
1. y1, Y2, ..., Yy son L.D., entonces y1, ..., Yn, Ynr1 son L.D.
2. Y1, Y2, ---, Yn son L.I. en [a,b], luego forma un sistema fundamental de soluciones.

Por tanto, cualquier solucién y,,.1 se escribe como:
Ynt1 = Cry1 + Caya + ... + Cryy,
con x € [a, b], relacién que es equivalente con:
Ciyr + Caya + ... + Coyn — Ynp1 = 0,

con (', (s, ..., C, elegidos convenientemente. Luego, y1, Yo, - -, Yn, Yns1 son L.D.
sobre [a, b].

4.4.4. Construccion de la Ecuacion Diferencial Lineal de orden
n dado el Sistema Fundamental de Soluciones

Teorema 4.4.17 .
Dos ecuaciones diferenciales de orden n. homogéneas:

Y™ +ay (2)y" Y+ tan g (2) Y +an(z)y = 0

4.34
y™ + by () y" D+ b ()Y + b (2)y = 0 (4.34)

que tienen el mismo sistema fundamental de soluciones sobre un intervalo [a, b], son idénticas
sobre [a, ], es decir,

ag (x) = b (x), VE=1,2,...,n, x € [a,b].
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Demostracion.
Supongamos ay (x) # by (x), k = 1,2,...,n sobre [a, b]. Si restamos las dos ecuaciones
obtenemos:

(ar (x) = by (@) y" ™V + (a2 (2) = ba (2)) 5" + ..+ (an (2) = bu (1)) y = 0,

es decir, una ecuacion de orden n — 1 que admite las mismas soluciones que las ecuaciones
(4.34), o sea, n—soluciones L.I., lo que contradice el Coroloario 4.4.16. Luego, debe ser

ai (x) = by (x), Vo € [a,b], k=1,2,...,n. Por lo tanto, las dos ecuaciones son idénticas.
]
De este teorema deducimos que un sistema fundamental de soluciones ¥y, ¥, ..., Yn,
x € |a,b] determina una ecuacién diferencial lineal de orden n y sélo una que admite 7,
Y2, - - -, Yo como sistema fundamnetal de soluciones. Esta ecuacidn es:
y y/ y// y(n)
/ 1 (n)
Y% Yy - Y
N (4.35)
Un Yo Yoo U
lo que verificamos inmediatamente. En efecto, reemplazamos y por yx, k =1,2,...,n, en
(4.35). El determinante es nulo, pues tiene dos filas iguales. La ecuacién (4.35) tiene las
soluciones y1, ¥a, ..., Yn. Ademds, la ecuacidn (4.35) es efectivamente de orden n, pues el

coeficiente de 3™ es el determinante:

woy oyl yﬁ"f)
v yh oyl oy
Un Yo Yl oy Y

que es distinto de cero sobre [a, b], puesto que el Wronskiano de las funciones y1, 4o, . ..,
Yn, que por hipétesis forman un sistema fundamental.

Ejemplo 4.4.18 .

Las funcionesy; = €* eys = e %, x € R, tienen W (y1,y2) = —2. Luego forman un sistema
fundamental de soluciones sobre R. La ecuacion diferencial de segundo orden determinada
por yy € yo €s:

Y Yy
e’ —e® e * | =0,
e* er e*

o bien, y" —y=0. A
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Hemos visto que a un sistema fundamental de soluciones vy, y2, ..., y, le corre-
sponde una séla ecuacién diferencial de orden n. Luego, queda pendiente demostrar que
una ecuacion diferencial lineal de orden n tiene n—soluciones L.I.

Si 1 (), ..., ¢n (z) son n funciones de clase C" [a, b], ellas forman un sistema funda-
mental de soluciones sélo sobre un subintervalo [«, 5] C [a, b] sobre el cual W (1, ..., ¢,) #
0. Los puntos para los cuales W (1, ..., ¢,) = 0, son puntos singulares para las soluciones
de la ecuacion:

y oy oy - y(n)
o1 @ el o)
A A S )
o P P R

y en estos puntos el coeficiente de y™ se anula.

Ejemplo 4.4.19 .
Las funciones i, = x, yo = x* forman un sistema fundamental sobre cualquier [a,b] C R,
tal que 0 ¢ [a, b]. En efecto,

= 2?40,

2
T
Vz # 0. Construyamos ahora la ecuacion con tales soluciones particulares:
y y/ y//
x 1 0 |=0,
22 2x 2
o bien, x*y" — 2xy' + 2y = 0. Se ve que para v = 0 se anula el coeficiente de 1. A

Ejemplo 4.4.20 .
Las funciones y, = *5*, y» = 3cosx forman un sistema fundamental de soluciones. Sabe-
mos que W (y1,y2) # 0.Ahora construyamos la ecuacion diferencial con las soluciones

particulares:

Y y/ y// Y y‘/ y//
Y1 yi ylll — se121 z co; z — bgn x — O,
Yo Yy Yyh 3cosr —3senzr —3cosx

o bien, y" +y=0. A

4.4.5. Solucién al Problema de Cauchy

Teorema 4.4.21 .
Sea la ecuacion diferencial lineal de orden n, homogénea:

y™ 4+ a4y (x) gD 4 4 an (x)y +a, (z)y =0, (4.36)
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con yi, Y2, --., Yn Sistema fundamental de soluciones en [a,b]. Existe una tnica solucion
y () tal que en xq € [a, ] satisface las condiciones iniciales:

Yy (xo) = Yo0,0, Z/l (5130) =Y1,0,--- 7y(n71) (513’0) = Yn—1,0

donde yro € R, K =0,1,...,n — 1 nidmeros cualquiera.

Demostracion.
La solucién general de la ecuacién sobre [a, b] se escribe:

y(x) = Ciyr () + Coya () + ... + Cryn (). (4.37)
Las condiciones iniciales nos conducen al sistema lineal en C}, Csy, ..., C,:

Ciyr (o) + Coya (w0) + ... + Cryn (20) = Yoo

Ciyy (o) + Cayy (20) + .. + Cry, (550): : :yl,o (4.38)

Cry" ™ (w0) + Cots" ™V (o) + .. 4+ Cot "V (20) = Ynor0

El determinante del sistema (4.38) es:

n Yo e yEn;
Y1 Yo e Yn'
W(y17y2>"'7yn>: . . .
n—1 n—1 n—1
T IR
Por hipétesis W (y1, Y2, ..., yn) 7# 0 en el punto zy € [a, b], pues y1, Yo, . . ., Yn €S un sistema
fundamental de soluciones en [a, b]. Luego, C4, Cs, ..., C, estin dnicamente determinadas
de (4.38), pues es un sistema de Cramer. Reemplazando C, Cy, ..., C, asi determinados

en (4.37), obtenemos la solucién y (x) Unica buscada. m

Ejemplo 4.4.22 .
La ecuacion diferencial y"' —2y" —1' +2y = 0 tiene soluciones particulares y; = €%, y, = e~
e ys = e2*. Luego, su Wronskiano es:

" x

Y Y2 Y3 x e T 6290
Wy, y2.y3) = | U0 h b | =| € —e ™ 2% | = —6e* #£0.
yi/ yé/ yé/ x et 462:c

Luego, la solucion general de la ecuacion dada para v € R es:

Yy = Clex + Cge_m + 03€2$

122 Herndn Burgos, Universidad de La Frontera.



4.4 Ecuaciones de Orden n Lineales y Homogéneas

Si queremos hallar la solucion particular que satisface las condiciones iniciales y (0) = 0,
y' (0) =1, y" (0) = —1, tenemos el sistema en Cy, Cy y Cs:

Ci+0,+C5 = 0
Ci—Cy+2C; = 1
Ci+Cy+4C; = —1
cuya solucion es C, = 1, Cy = —% y Cy = —%. Luego la solucién al problema de Cauchy
paraz € R es:
2 1
y(x) — 6.73 _ ge—m _ _6230

A

4.4.6. Reduccion del Orden de una Ecuacion Lineal y Ho-
mogénea

Teorema 4.4.23 .
Sea la ecuacion diferencial lineal y homogénea de orden n

ag () y(”) +ay (x) y(”’l) +...+a,(z)y=0.

Si conocemos una solucién particular vy, de la ecuacidn, entonces por el cambio y = y,z
podemos bajar el orden de la ecuacion en una unidad.

Demostracion.
De y = y;2 derivando sucesivamente tenemos:

= Y1z +yd
= iz + 22 + "

y™ = ygn)z + C,lly§"_1)z' + .4+ Oy 2™
Si multiplicamos la primera ecuacién por a,, (x), la segunda ecuacién por a,_; (z), ..., la
dltima ecuacién por ag (z) y sumamos tenemos:

2ao @y + o+ an @] 42 [ @) g+ Chao @)y D]+ 2y (2) g = 0. (4.39)

El coeficiente de z es nulo pues y; es solucién de la ecuacién dada, y con el nuevo cambio
de variables 2’ = u, la ecuacién (4.39) se transforma en una ecuacién lineal y homogénea
de orden n — 1:

Ag () u ™V + Ay (2)u™ 2 4+ A,y (2)u=0.

[ ]
Notemos que si conocemos k soluciones particulares de una ecuacién diferencial lineal
de orden n, le podemos bajar el orden en k unidades.
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Ejemplo 4.4.24 .
La ecuacion diferencial:
y' —xy +y=0, (4.40)

tiene solucion particular y = x. Haciendo el cambio y = zx, tenemos vy = 2'x + z e
y" = 2"x + 22'. Por lo tanto, la ecuacion (4.40) se escribe:

2 2 —2

z' T

Integrando obtnemos:
2

In|2/| = % —2ln|z|+1InC,

22

e 2 .
escribiendo - = Ine2, acomodando e integrando resulta:
C 22
z:/—e2dx—i—C'1.
22

Finalmente la solucion para x € R es:

1 a2
y:C’x/?e2dx+C’1:c.

Consideremos la la ecuacién diferencial de segundo orden " +a (x)y' +b(z)y = 0. En
general si se conoce una solucién y; podemos hallar v, tal que sea L.l con y;. Escribamos
Yo = yiu, donde y; es solucidn, nos falta determinar u. Reemplazando en la ecuacién
diferencial y simplificando obtenemos:

/
u_,__ &—a(:v).
U %

Al integrar resulta:
Inu' = —2Iny —/a(x)dx,

de donde,

Integrando nuevamente obtenemos:

1 — | alx)ax
?/2—91/—26 S atad dz,
N

[lamada Formula de Abel.

124 Herndn Burgos, Universidad de La Frontera.



4.5 Ecuaciones de orden n Lineales y No Homogéneas

Ejemplo 4.4.25 .

Resuelva xy" — xy' +y = 0, sabiendo que i, = x es solucién particular.

Solucién.
Reescribimos la ecuacion como 1" — %y’ + I—gy = 0. Luego, aplicando la Formula de Abel
tenemos:

1 o
Yo = x/—2€fidw =zxlnz.
z
Por lo tanto, la solucion general es:
y=Ciz+ Coxlnzx.

Ejercicio. La ecuacién diferencial 2%y” — 22y’ 4+ 2y = 0 tiene solucién particular y; = =.
Encuentre vy, que sea L.l. con y;.

4.5. Ecuaciones de orden n Lineales y No Homogéneas

4.5.1. Solucion General de una Ecuacion no Homogénea

Teorema 4.5.1 .
Sea la ecuacion lineal de orden n y no homogénea siguiente:

Lo(y)=ao () y™ + a1 (2) y" ™V + ..ot ap (2) Y +a, (v)y = f(x), (441

con coeficientes ay, (x), k = 0,1,...,ny f (z) continuas, ag (x) # 0 sobre [a, b]. La solucion
general de la ecuacién (4.41) se obtiene agregando a la solucién general de la homogénea:

La(y) = ao () y™ + a1 (@) y" P + .+ aner ()Y + an (@) y = 0,
una solucién particular cualquiera de la ecuacion no homogénea (4.41).

Demostracion.
Sea yo (z) una solucién particular de la ecuacién no homogénea (4.41) sobre [a,b].
Hacemos el cambio de variables, y (z) = yo + 2. Luego:

Ln (yo + 2) = Ln (y0) + Ln (2) = [ (z),

pero L, (yo) = f(x), pues yo es una solucién de la ecuacién no homogénea por lo tanto
L, (z) = 0. Luego, si y1, Y2, - - -, Yn €s un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién
homogénea sobre [a, b], entonces la solucién general de la ecuacién no homogénea es:

Yy = g1y1 +Coyp+ ... + C'ny@—i—yo,

z

x € [a,b], lo que demuestra el teorema. m
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Sif(z)=fix)+ fo(x)+ ...+ fin (z), x € [a,b] y Si Yo1, Yo2, - - -, Yom SON soluciones
particulares de la ecuacién L, (y) = fi (z), k = 1,2,...,m, respectivamente, entonces la
funcién yo1 + yo2 + - . . + Yom, €s una solucién particular de la ecuacién:

L, (y) = fi(x)+ fo(z)+ ...+ fm (2).

En efecto,
Ly (yor) = fi (),
para k =1,2,...,m. Luego:

Ly (Yor +Yo2 + .-+ yom) = fr(@) + ...+ [ (z) = f(2).

4.5.2. Meétodo de Variacion de Constantes para Determinar
una Solucion Particular de la Ecuacion no Homogénea

Teorema 4.5.2 .
Dada la ecuacion diferencial de orden n lineal, no homogénea

Ly(y) =ao (@) y" +ar () y" ™V + ...+ a1 (2)y +an (2)y = f(7), (4.42)

con ay (x), Yk =1,2,...,n, f(x) continuas, ag (x) # 0 sobre [a,b]. Sea y1, Y2, ..., Yn un
sistema fundamental de soluciones sobre [a,b] de la ecuacion homogénea asociada:

L, (y) = 0. (4.43)

Una solucién particular de la ecuacion no homogénea (4.42) esta dada por:

Yo = yl/C’{ (x)dx + yz/C’é (x)dx+ ...+ yn/C’f1 (x)dx, (4.44)
donde C7, C%, ..., C! es solucion del sistema:
( yi101 (2) + 9205 (2) + ...+ YO (z) = 0
Y101 (7) + 4,05 () + ... +y,Cl () = 0
A (4.45)
' j>o (x) + y; DG (@)t yn ¢ (z) = 0
L @)+ @)+ VO () = L

Al efectuar las integrales (4.44) introducimos para cada una, una constante arbitraria Ay,
LA,

/C Ydr = Ay + o1 (x /C’ Ydr = A, + ¢, (),

y si reemplazamos en (4.43) obtenemos la solucién general de la ecuacién no homogénea

y(x) = Ay + Aoyo + ...+ Apyn + 1101 + Y202 + - - F Ynn
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Demostracion.
Sea 1, Yo, ..., Y, un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea
(4.43) sobre [a, b], por lo tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea es:

z(z) = Ciyr + Coya + ... + Cryy,

donde (', Cj, ..., C), son constantes arbitrarias. Si logramos demostrar que la funcién:

Yo = Y1¥1 T Y202 + .. F YnPn,

con @1, Y9, ..., Py, determinadas sobre [a, b], como se precisa en el enunciado del teorema,
es una solucién particular de la ecuacién no homogénea, entonces, de acuerdo con lo dicho
anteriormente, la funcién:

y = Ciyr + Coyo + ... + Cryn + Yo,

es la solucién general de la ecuacién no homogénea sobre [a, b].
Por tanto, queda sélo verificar que ¥, es una solucién particular de la ecuacién no
homogénea. Para lo que consideramos la funcién:

y(x)=Cr(x)y (2) + Cy () ya () + ... + Cp () yn (), (4.46)

x € [a,b], que se obtiene de la solucién general de la ecuacién homogénea reemplazando
las constantes Cy, Cy, ..., C,, por las funciones incégnitas Cy (z), Co (), ..., Cy,(x), y
demostraremos que la funcién dada en (4.46) donde C (z), C} (), ..., C! (), verifican el
sistema (4.45), es solucién de la ecuacién no homogénea (4.42). Derivando (4.46) tenemos:

Y (x) = Clyr + Chya + ...+ Chyn + C1 + Coyy + ... + Crys,
pero de acuerdo con la primera ecuacién de (4.45), tenemos:
Ciyn+ Coy2 + ..+ Chyn = 0,

por lo tanto,
y' (x) = Cryfy + Coyy + ... + Cry),. (4.47)

Derivamos ahora (4.47) y tenemos:
' (z) = Cuff + Cayg + ..+ Cuyy + Oyt + Coyy + .+ Cry,
pero conforme con la ecuacién dos de (4.45),
Ciyy +Coyp + ...+ Cly, =

nos queda sélamente:
y" (z) = Cry! + Coyy + ...+ Cryp. (4.48)
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En forma andloga se obtiene:

Y (x) = Cugl +Cotf + ...+ ol

y" U (2) = Coy" 4 Ol L+ G,

Ahora derivando esta ultima relacidn tenemos:
y™ () = Cryl™ + Cogl” + .+ Coyt™ + Cly Y Ol b Oy
y teniendo en cuenta la dltima relacién de (4.45):

f (x)

ag (z)

y ™ (z) = Oyt + Oyl + .+ Cyt™ + (4.49)

Si multiplicamos ahora a:

y dado en (4.46), por a, (z),
y' dado en (4.47), por a,_1 (z),

y™ dado en (4.49), por ag ().
Obtenemos sumando:

pero L, [yx] = 0, k = 1,2,...,n, por lo tanto, se tiene L, [y,] = f (z). Por lo tanto, y

dado en (4.46) con C4, Cy, ..., C,, verificando el sistema (4.45), es solucién de la ecuacién
(4.42).
Observemos que el determinante del sistema (4.45), es W (y1,¥2,...,Yn) # 0 sobre
[a,b]. Sea C1, CY, ..., C! la solucién del sistema (4.45) con:
hn Y2 cee Yk—1 Y1 - Yn
Vi Y% o Y Y oo Un
n—2 n—2 n—2 n—2 n—2
N A A
y - nik | Y1 Yo o Y1 Ygyr o oo Un f(z)
Cilz) = (=1) : ,
W(y1,y2, -+ Yn) ap(x)

conk=1,2,....n.
Integrando n—veces obtenemos:

Cy (x) = /C’,’C (x)dr = ¢y (z) + Ay,
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k=1,2,3...,n, donde A;, As, ..., A, son constantes arbitrarias. Reemplazando C} ()
en (4.46) obtenemos:

y () = Ay + Aoy + .+ Al + 101 + Y202+ F Ynon,
que es la solucién general de la ecuaciéon no homogénea. La funcién:

Yo () = y101 + Y22 + -+ + YnPn,

es una solucién de la ecuacién lineal y no homogénea dada y es, por lo tanto, la solucién
particular buscada, lo que demuestra el teorema. m

Ejemplo 4.5.3 .

Encuentre la solucidn general de la ecuacién x*y" — 2xy’ + 2y = 2.

Solucién.

Dos soluciones particulares de la homogénea asociada son iy, = = e yo = x°, que se

desmuestran por simple reemplazo. Calculemos el Wronskiano:

por lo tanto, son L.IVx # 0. Luego la solucion general del sistema homogéneo es vy, =
Chz + Cya?.

Para hallar una solucion particular de la no homogénea usamos el método de variacion
de las constantes. Tenemos el sistema:

{ Ci(x)x + Ch(x)x* =
Cl(x) +2CL(x)x =

g O

mlm

=1

x

cuya solucicn es C; = —1 y Cl = % Con esto, obtenemos C, = —x+ Ay y Cy = Inx+ As.
Por tanto, la solucion general de la no homogénea es:

y= A+ Ay2® +2* (Inz — 1),

x > 0. Luego, yo = z* (Inx — 1) es una solucién particular para la ecuacion no homogénea.
A

Ejemplo 4.5.4 .

Encuentre la solucién general de la ecuacién z%y" + xy' —y = x.

Solucién.

Dos soluciones particulares de la homogénea asociada son y; = x e ys = % Calculemos el

Wronskiano:

r 1
x

1

w (yl» y?) =
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por lo tanto, las soluciones son L.l. Yx # 0 e infinito. Luego la solucion homogénea es:
C
yn = Cha + —.
x

Para obtener la solucion particular de la no homogénea usamos el método de variacion de
constantes, tenemos el sistema:

Clz+Cjt = 0
Ci—Ciz = 3
cuya solucién es C] = % y Cy = —%. Integrando obtenemos C'; = %lnm y Cy = —5”4—2. Por

tanto, yo = 5 Inx — 7. Luego, la solucidn general de la ecuacidn diferencial no homogénea
es:

4.6. Ecuaciones de Orden n Lineales con Coeficientes
Constantes

4.6.1. Ecuaciones Homogéneas

Una ecuacién diferencial lineal:
aoy™ + ary™ Y + .+ an1y + any =0, (4.50)

con ap € R, Vk =0,1,...,n, ayp # 0 es una ecuacién lineal homogénea con coeficientes
constantes.

Para esta clase de ecuaciones podemos determinar siempre un sistema fundamental de
soluciones. En efecto, si buscamos soluciones de la forma y = Ae*, con A # () obtenemos
sucesivamente:

Y = AN,y = AN,y = AN,

reemplazando en (4.50) tenemos:
Ae® (ao)\" Fa N N an) =0.
Puesto que por hipétesis A # 0y e’ # 0, Vx, necesariamente tendremos:
K,(\) i=ap\" +a N 4+ ap A +a, =0. (4.51)

Luego, el niimero real o complejo A debe ser raiz de la ecuacidn algebraica (4.51) que se
llama Ecuacién Caracteristica asociada a la ecuacién diferencial (4.50)".
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Observemos que si la ecuacién caracteristica:
K, (\) =t ap\" +a N 4 -+ ap N+ a, =0,

tiene todas las raices simples A\; £ \y # ... # ), entonces las soluciones particulares:

Az

A2 A—nz
yp=¢€ 792262,

-y Yn =€ ’

forman un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién (4.50). En efecto, calculando
el Wronskiano de vy, 9, ..., ¥, obtenemos:

eM® e e
A eM?® Aoe?2® )\ eMn®
W(yla---ayn) =
n—1_X\z n—1_Xox . n—1_ Az
Al e Ay e Anle
1 1 1 1
A1 Ao A
_ 6(>\1+>\2+..'+>\n)m . . . . 7& 0,
n—1 n—1 n—1
AnloAnL o m

para cualquier z € R, puesto que la exponencial nunca se anula en R y el determinante es
distinto de cero si \; # \j, para i # j, pues es el determinante de Vandermonde de los
ndmeros Ay, Ag, ..., An, por hipdtesis distintos entre ellos.

En lo que sigue discutiremos la forma de la solucién general de la ecuacién (4.50)
dependiendo de la naturaleza de las raices de la ecuacién caracteristica.

4.6.2. La Ecuaciéon Caracteristica Tiene Raices Distintas

La Ecuacién Caracteristica Tiene Raices Reales Distintas

Teorema 4.6.1 .
Sea dada la ecuacién diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes en R:

aoy” + ary™ Y + .+ a1y + any = 0. (4.52)
Si la ecuacién caracteristica asociada:
ao\" + N+t a, N+ a, =0,

tiene raices reales simples A1, X\o, ..., \,, entonces las funciones:

AT

A An/
hnh=e€ 7?J2:€2x7 *

'7yn:€ )

x € R, forman un sistema fundamental de soluciones para la ecuacion (4.52). Luego, la
solucién general de la ecuacion (4.52) se escribe:

y = C1eM® 4+ Che™?® 4 ... 4 Cpe®,
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Demostracion.
Este resultado estd ya demostrado. m

Ejemplo 4.6.2 .

Resuelva el problema de valor inicial y" + y" — 4y’ — 4y = 0 que satisface y (0) = 1,
y' (0) =—1,y"(0) =0.

Solucidn.

La ecuacién caracteristica es \3 +\?> — 4\ —4 = 0 con raices \; =2, \y = —2 y Ay = —1.
Luego, la solucion general de la ecuacion para x € R es:

y = Cre* + Coe ™ + Cye™".

Hallemos ahora la solucion particular. La primera y segunda derivada de la solucion general
esy = 20C1e** —202e 2 — Cse™® y i = y = 4C1e* +4Che2* + Cye™" respectivamente.
Imponiendo las condiciones iniciales tenemos el sistema lineal:

Cl + CQ + 03 - 1

201 - 202 - Cg - —1

4C1 +4C,+Cs = 0
cuya solucién es Cy = —5, Co = —% y C5 = 5. Luego, la solucion es:

yp:—ﬁe2 —Ze 2 —|—§e .

A
Ejemplo 4.6.3 .
Resuelva 3y" — 2y’ — 8y = 0.
Solucién.
La ecuacion caracteristica es 3)\2 — 2\ — 8 = 0, cuyas raices son \; = 2 y Ay = —%. Por

tanto, la solucién general de la ecuacion es:
4
Yy = C1e%® + Che 37,
A

Ejemplo 4.6.4 .
Resuelva y™* — 10y + 9y = 0.
Solucion.
Tenemos que la ecuacion caracteristica es \* —10A*+9 = (A=3)(A—=1)(A+3)(A+1) = 0.
Luego, las raices son \y = 3, Ao =1, \3 = =3 y Ay = —1. Por tanto, la solucién general
es:

y = C1% + Che® 4+ Cye ™" + Che ™.
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La Ecuacién Caracteristica Tiene Raices Complejas Distintas

Teorema 4.6.5 .
Si la ecuacion caracteristica K, (\) tiene raices complejas simples:

M=o +101, A=as+if, ..., Ay = oy + 15,

)\_12051_7;517 )\_22052_2'627 "'am:am_iﬂma

con n = 2m entonces las funciones

Yy = e cos (Bix),  y] =€ sen (fix)
Yo = €% cos (o) , Yy = e*** sen (fox)
Ym = € cos (B, yr, = e sen (1)

forman un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion (4.52) y en este caso la solucién
general se escribe:

y = e (Cycos(fizx) + Cfsen (fix)) + e (Cy cos (faz) + C5 sen (Box)) +
oo €T (O cos (Bx) + Cr sen (Br,x))

donde Cy, y C}, k =1,2,...,m son 2m = n constantes arbitrarias.

Demostracioén.
Puesto que la ecuacidn caracteristica tiene todas las raices simples, tenemos que las
soluciones:

(o1 +if1)x (Am+ifm)z

Yy =e , .. UYm=ce
UL = 6(061—%51)90’ e U= e(Am=ifm)z
forman un sistema sundamental de soluciones.

Las funciones y1, U1, Y2, Y2, - - -, Ym, Ym NO son reales puesto que, seglin la férmula de
Euler, tenemos:

{ Yy = e**cos (Brx) + ie” sen (Byw) (4.53)

Ur = e cos (fpr) — e sen (Ox) .
En la practica nos interesan las soluciones reales. Luego, no se toma (4.53) como sistema

fundamental, sino las siguientes funciones obtenidas como combinacién lineal de las ecua-
ciones de (4.53):

Ye = W = e cos (Orx), Y, = w = e sen (A1) .
1
=1,2,...,m. El sistema Y}, Y*, k=1,2,...,n (2m = n) también forma un sistema

fundamental de soluciones. m
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Ejemplo 4.6.6 .

Encuentre la solucién general de la ecuacion y® — y® + 2y —y/ +y = 0.

Solucién.

La ecuacién caracteristica es \* — X3 +2X? — A + 1 = 0, que podemos factorizar como
(A24+1) (A2 = X+ 1) = 0. Por lo tanto, son soluciones:

- —1_ ;3
)\2——2, )\4—5—27
Luego, tenemos las soluciones particulares y; = senx, ys = COSx, Y3 = €2 COS <*/7§$> e

V3
2

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion es:

y(z) = Cisenx + Cycosx + e2 (Og coS (?w) + Cysen (?az)) )

Ejemplo 4.6.7 .

Encuentre la solucion general de la ecuacion y™® + 4y + 9y” + 4y + 8y = 0.

Solucién.

El polinomio caracteristico es \*+4X* + 9\ +4X+8 = (A\? + 1) (A\* + 4\ + 8) = 0. Luego,
las soluciones son:

x - .
Yy = €2 sen( x ), las que forman un sistema fundamental de soluciones, pues son L.I.

A

A\ =1, Mg = —2+2
o= —i, Ag=-2-—2

Luego, la solucion general es:
y = C)cosz + Cysenx + e~ (C3cos 2z + Cy sen 27) .
A

Corolario 4.6.8 .
Supongamos que la ecuacion caracteristica K,, (\) tiene raices complejas simples:

M =ar+if, = +if, .., Ay = Qo + 10,

)\_lzal_iﬁla )\_22052_i627 “'7m:am_iﬂm7

y raices reales simples vy, va, ..., Vn, tal que p+2m = n. Entonces la solucion general esta
dada por:

- Z e [C cos (Brx) + Cj sen (Grx)] + Z Dy e
k=1

k=1
donde Cy,, C5, D, son constantes arbitrarias.
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Demostracion.
Se deja como ejercicio al lector. m

Ejemplo 4.6.9 .
Resuelva el problema de valor inicial y™® —y =0, y (0) = ' (0) =0, y" (0) = 1, ¥ (0) =
—1.

Solucién.
El polinomio caracteristico es \* —1 = (\> — 1) (A2 + 1) = 0, por lo que, \; = 1, Ay = —1,
A3 =1y A\ = —i. Luego, la solucion general se escribe:

y=Cre” + Coe™" 4+ C3cosx + Cysen x.

Calculando hasta la tercera derivada e imponiendo las condiciones iniciales tenemos el sis-
tema:

Ci+Cy+C5 = 0
Ci—Cy+Cy = 0
Ci+Cy—C3 = 1
Ci—Cy—Cy = —1

cuya solucion es Cy, =0, Cy = % C5 = —% yCy= % Luego,

U
y=ge 5 COST + o senz.

A

Ejemplo 4.6.10 .

Resuelva y™) + 2y3) 4 49" — 29/ — 5y = 0.

Solucién.

El polinomio caracteristico es \* +2X\3 +4X2 —2A 5= (A — 1) A+ 1) (A2 + 2\ +5) =0,
cuyas raices son A\ = 1, Ao = —1, A3 = 1+2¢ y \y = 1 —2i. Luego, la solucion general es:
y = C1e” + Che™ + €* (C3cos 2z + Cysen 2x) .

A

4.6.3. La Ecuacion Caracteristica Tiene Raices Multiples

Teorema 4.6.11 .
Sea la ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n:

L (y) = aoy™ + arg" ™V + ...+ an 1t/ + any = 0, (4.54)
con coeficientes constantes ar, € R, k =1,2,...,n. Si la ecuacion caracteristica

K,(\) = aoA" +a A"+ 4 ap_ A +a, =0,
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tiene la raiz Ao de orden de multiplicidad p + 1, entonces la funcion:
Y= Coe?® + Cixe® + ... 4 Cpxpe)‘ox,
x € R es una soluciéon de la ecuacion diferencial.

Demostracion.
Sea y = €, entonces L,(e’*) = e’ K, (\) y derivemos m veces con respecto a A
tenemos:
am

am

" Az )\xK A
DL () = (K ),
pero,
m 8m
Az Az m _A\x
o () = L {aAme ] = L lemer]

\

8m

B (MK, (N)] = 2™ e K, (A) + Cha™ e K] (\) + ...+ Cle™ K™ (N) .
Luego, tenemos la identidad:

L, [z"e™] = e [ K, (A) + Cpa™ KL () + ...+ O K™ (V)] (4.55)
Supongamos que A\ = )¢ es una raiz de la ecuacidn caracteristica K,, (A) = 0 de orden p+1
de multiplicidad, entonces en esta situacion:

K, (X)) =0, K, (X) =0,..., KP (X)) =0, KX (Xg) #0, (4.56)
de donde resulta inmediatamente de (4.55) que:
= eADxa Y2 = xeras’ <oy Ypr1 = mpe)\oﬂf’

son soluciones de la ecuacién (4.54). En efecto, para m < p tenemos:
Ly [z ] = e [2" K, (Ag) + CT'2™ K], (No) + ... + C K™ (Xo)] = 0.

Luego, teniendo en cuenta la relacidn (4.56), una consecuencia inmediata de este hecho es
que la funcién:

y = Coe™” + Chae™” + ...+ CpaPe”, (4.57)
x € R, es una solucién de la ecuacién diferencial, y decimos que (4.57) es la contribucién
de la raiz miltiple A = A\g. Ademds es claro que yi, ¥2, ..., Yp41 son L.I. En efecto,
Mt gt gPetoT
son L.I. pues 1, =, 22, ..., 2P son L.l en R, dado que no podemos tener:

C'0+Clx+C’2:1:2+...—|—CpxpEO,

p
con Y- C? #0.
k=0

Falta todavia discutir este caso en dependencia de la naturaleza de la raiz mdltiple .
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1. A = )¢ raiz mdltiple de multiplicidad p + 1, real, tenemos las soluciones particulares:

Aoz Aoz AoT
, .

Y1 =€, yo = ze o Ypr1 = 2Pe
2. La raiz miltiple es \g = a + i de orden p + 1 de multiplicidad claramente como
los coeficientes de la ecuacidn son reales, entonces la ecuacién tiene también la raiz
Ao = a — 13 de orden p + 1 de multiplicidad. Las 2p + 2 raices dan, por lo tanto, las

soluciones:

Y = e(a—i—iﬁ)m’ Yo = xe(a-‘y—iﬁ)x

m = e(a_iﬁ)$7 % — xe(a_iﬁ)x

y e Yppr = apelotif)e

e Tpr1 = aPelamP)z

linealmente independientes. En este caso tomamos como sistema fundamental, las
soluciones siguiente:

_ ity _ oz * __ Y1=¥1 __ Loz
ylfoe cos fx, yp = 51 = e sen S
— Ya2ry2 __ ax ¥ __ Y2—Ys __ ar
Yo = L5 = e cos B, ys = B3 = re®®sen
_ Yp+1+Up+1 _ pax * _ Yp+1=Up+1 __ ..p oz
Ypr1 = 5= = aPe™ cos Bz, Ypi1 = g = aPe™ sen fu.

]
En resumen podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 4.6.12 .
Dada la ecuacion diferencial lineal de orden n, con coeficientes constantes aoy™ + ...+
an—1Y + an,y = 0. Si la ecuacion caracteristica:

ao\"+ N+t a, N+ a, =0,
tiene raices complejas:
)\1 :Oé1+iﬁ1, >\2 :a2+i52a "'7>\p:ap+i6p7

)\_lzal_iﬁla /\_22052_2.527 "'7)‘_p:ap_iﬁp7

de orden de multiplicidad my, ms, ..., m,, respectivamente y las raices reales:
A, A2,y g,
de orden de multiplicidad sy, s, ..., s,, respectivamente entonces la solucion general de la

ecuacion diferencial es:

p

y(z) = Z e (P, —1¢08 (Brx) + Qm,—15en (Bxx)) + Z e Ry 1 (z),
h=1

k=1

donde P, _1, Qm,—1, Rs,—1 son polinomios arbitrarios en x de grados m;, — 1, m;, — 1,
sp — 1, respectivamente.
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Demostracion.
Se deja como ejercicio al lector. m

Ejemplo 4.6.13 .

Resuelva y"" — 6y" + 12y’ — 8y = 0.

Solucién.

Su ecuacién caracteristica es \* — 602 + 12\ — 8 = (A —2)® = 0, por tanto, tiene raiz
miltiple \g = 2 real de multiplicidad 3. Luego, y, = €**, yo = ze** e y3 = x%e**, son
soluciones particulares. Asi,

y = (C) + Cox + Cs2?)e*,
es la solucion general para x € R. A

Ejemplo 4.6.14 .
Resuelva y™® + 2y®) + 3y + 2y +y = 0.

Solucidn.
Su ecuacion caracteristica es A* +2)X3 + 3\ + 2\ +1 = (A2 + )\ + 1)2 = 0, por tanto,
que tiene raices dobles: A5 = —% + z\/Tg Yz =—3— z\/Tg Luego, la ecuacidn tiene las

soluciones particulares:

")

v)

que forman sobre R un sistema fundamental de soluciones. Luego, la solucion general
esta dada por:

=z V3 o _z
Yy =¢€ 2cos<7x>, Yo = T€ 2COS(

T T
Y3 = €~ 2 sen (%gx) . Y4 = Te 2sen (

v

y = (Co+ Cix) e~ 2 cos <§x> + (Cy 4 Cs) e~ 2 sen (?) )

A

Ejemplo 4.6.15 .
Resuelva y"' + 2y" — ' + 6y =0

Solucién.
Su ecuacién caracteristica es A3 +2X? — A+ 6 = (A + 3) (\> — A + 2) = 0. Luego, tenemos
las raices Ay = —3, A\g = % + z% A3 = % — z% Por tanto la solucion general para x € R
- 7 7
y = Cre™ 3 +e2 |Cycos (%m) + Cssen <§x>] .
A
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Ejemplo 4.6.16 .

Resuelva y© — 4y® + 16¢y® — 34y + 56" — 60y + 25y = 0.

Solucién.

La ecuacidn caracteristica asociada es A\ — 4)\> + 16\* — 34)\3 + 5612 — 60\ + 25 =
(N — 1)2 (A2 =X+ 5)2 = 0. Por tanto, las raices son \{ = \g = 1, \3 = \y = % + i@ y
As =g = 2 — i@. Luego, la solucion general para x € R es:

(Cs + Cyz) sen (@x) + (C5 + Csx) cos <@x>] :

y (z) = Cre” + Coze® + e? 5

A

Ejemplo 4.6.17 .
Resuelva y® + 2y + 37 — Ly — .

Solucién.
La ecuacién caracteristica es \> +2\* +3X* — A? = 1a? (a + 1) (4a® + 4a — 1) = 0. Luego,
tenemos las raices Ay = Ay =0, A3 = —1, \y = —% + %ﬁ Y A5 = —% — %ﬁ Por lo tanto,

la solucion general es:

y=0C1+Cor+Cse e "

V3 V3
Cy cos <7> + (5 sen <7>] )

A

Ejercicio. Resuelva y©® + ¢ + " = 0.

4.6.4. Ecuaciones No Homogéneas

Para determinar una solucién particular de la ecuacién no homogénea:
aoy™ +ary" Y + .+ any = f (),

podemos usar el Método de Variacion de Parametros, que nos permite, conociendo la
solucién general de la homogénea, encontrar una solucién particular de la no homogénea,
por medio de n integraciones.

Ejemplo 4.6.18 .

Resuelva y" + 4y = —1— para x # Tk, k € Z.

Solucidn.

La ecuacion homogénea asociada es iy’ + 4y = 0, cuya ecuacion caracteristica esta dada
por X2 +4 = 0, de donde A\ = +2i. Con esto, la solucién general de la homogénea es
yn = Ch cos2x + Cy sen 2.
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Para hallar una solucion particular de la no homogénea, usamos el método de variacion
de las parametros y tenemos el sistema:

Cicos2x + Chsen2x = 0
—20 sen 2z + 2Ch cos 2z = —2

cos 2x

que implica, C = —33222 y CY) = 1. De donde, Cy = ;1In|cos2z| + Ay y Cy = Sz + As.

2 cos 2z
Por tanto,la solucion general de la ecuacion no homogénea es:

1 1
Y= (Zln |cos 2z| + Al) cos 2x + (éx + Az) sen 2.

Este cdlculo para n > 2 es demasiado largo y engorroso, por lo que no es recomen-
dable. Frecuentemente en las aplicaciones podemos encontrar por identificacion una solucién
particular. Veamos algunos casos:

L f(z) = Pu().
La solucién particular sera también un polinomio en = del mismo grado m. Si a,, #
0, tomamos para y, un polinomio arbitrario de grado m, @,, (z). Calculamos las
derivadas y,, v, - - - ,yfon) y lo ponemos en la ecuacién diferencial y por identificacién
calculamos los coeficientes y determinamos @, ().

Ejemplo 4.6.19 .

Resuelva y" — 2y’ +y = 222

Solucién.

La solucion homogénea se determina falcilmente, encontrando vy, = Ce” + Chze”.
Para la no homogénea tomemos como vy, = Axz* + Bx + C, pues es un polinomio
del mismo grado que f (x) = 22%. Calculando Yy, ey, y reemplazando en la ecuacién
diferencial obtenemos:

2A —2(2Az + B) + Ar* + Bz + C = 227

lgualando coeficientes concluimos A = 2, B = 8 y C = 12. Luego, la solucion
particular es y, = 2z* + 8z + 12. Finalmente, la solucién general es:

y = C1e” + Coze® + 222 + 8z + 12.

A

Sia,=0,a,1=0,..., 0 =0y a, 1 # 0 necesitamos tomar ) () polinomio
de grado m + k, es decir, 2% - Q,, (z).
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Ejemplo 4.6.20 .
Resuelva y" — 2y" = x2.
Solucién.

Si suponemos la solucién particular y, = Ax* + Bz + C, al derivar y reemplazar en
la ecuacion para identificar los coeficientes del polinomio obtenemos —2 (2A) = z?,
lo que es una contradiccion. Esto implica que la solucion propuesta no sirve, pues los
coeficientes de y e 3y’ son nulos (a3 =0 y ay = 0).

Luego, hay que suponer y, = (Az* + Bx + C) x? = Ax* + Ba® + Cx?. Derivando
hasta orden tres, reemplazando en la ecuacion e igualando coeficientes obtenemos

A= —i, B = —% yC = —é, por tanto, y, = —2x*— L% — 122 Como la solucién

pY 12 8
de la homogénea se determina facilmente, encontramos vy, = C) + Cox + Cse®.

Concluimos finalmente que la solucion general es:

1 1 1
Yy = Cl + CzCC + 036296 — ﬁlA — ﬁl’?) — §$2.

A

Ejemplo 4.6.21 .

Resuelva y"" — i/ = —2x — 1.

Solucién.

Tenemos que el polinomio caracteristico es \* =X = X\ (A + 1) (A — 1) = 0, de donde,
A =0, \a = =1 y A3 = —1, por tanto, y, = C + Cye” + C3e™* es la solucion de
la homogénea. Para la solucion de particular tomamos y,, = (Ax + B) x. Derivando
hasta orden tres, reemplazando en la ecuacion no homogénea e igualando coeficientes
obtenemos A =1y B =1, luego, y, = (x + 1) z. Con esto,

y=0C4 +026I+C'36_x+:v2 + z.

A

. f(x) =e*P, (x).
La solucién particular sera de la misma forma, tomamos para y una funcién de la misma
forma y, = e**Q,, (x), y por medio de identificacién encontramos los coeficientes de

Qm ().

Ejemplo 4.6.22 .

Resuelva " — 2y’ + vy = ze*®.

Solucién.

Las raices de la ecuacidn caracteristica \> = \+1 = 0 son \; = \y = 1, por lo tanto,
la solucién de la ecuacion homogénea asociada es y, = Cie®” + Coxe™. Como \ = 2
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no es raiz de la ecuacion caracteristica, entonces tomamos como solucion particular
y, = (Ax + B) e*. Luego,

y, = A" +2(Az + B)e*
yy = 4Ae® +4(Az+ B)e*.

Reemplazando en la ecuacion diferencial e igualando coeficientes obtenemos A = %1,

B = —%. Por lo tanto, la solucion particular de la ecuacion no homogénea es y, =
1., 1\ 2z < .

( T 4) e“*. Luego, la solucion general es:

1
y = Cre” + Coxe” + 1 (x—1) e,

A

Si o es una raiz de la ecuacién caracteristica de multiplicidad k, entonces tomamos
Yo = 2%e2Q,, (x) como solucién particular.

Ejemplo 4.6.23 .

Resuelva y" — 3y’ + 2y = (v + 2?) €.

Solucién.

La ecuacién caracteristica \> — 3\ + 2 = 0 tiene por raices \y = 1, \y = 2, por
tanto, la solucién de la homogénea es y;, = C1e® + Cye**. Como \ = 3 no es raiz
de la ecuacion caracteristica podemos considerar como solucion particular a yp =
(Az* 4+ Bx + C) €. Luego,

y, = (342 + (24+3B)z+b+3C) €™
yn = (9A%+ (12A+9B)x + 2A 4+ 6B + 9C) **

Reemplazando en la ecuacion no homogénea obtenemos:
(2422 + (6A+2B) 2 + 24 + 3B +2C) €* = (x +2?) ™.

De donde, A = % B =—1, yC = 1. Luego, la solucién general es:
72
Yy = Cle‘r + 02623: —+ (7 — T+ 1> 631.
A

Ejemplo 4.6.24 .

Resuelva la ecuacion y" — 2y’ + y = xe®.

Solucién.

De ejemplos anteriores sabemos las raices de la ecuacion caracteristica son \; = Ay =
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1, por lo tanto, la solucién de la ecuacion homogénea asociada es y;, = Cie* + Coxe®.
Como X\ = 1 es raiz de orden dos de la ecuacién caracteristica, tomamos como solucién
particular:

yp = 2° (Az + B) e* = (A2’ + Bz®) e”.
Luego,

y, = (A2®+ (3A+ B)a®+2Bzx)e”
yy = (A2’ + (6A+ B)2” + (6A+4B)x + 2B) ¢".

reemplazando ahora en la ecuacion no homogénea y simplificando tenemos:

(6B +6A)x +2B)e” = xe”.

Luego, A = % y B =0, por lo tanto, la solucion particular es y, = L3¢e® . Finalmente,

6
la solucién general de la no homogénea es:
T T 1 3 x
y = Cre” + Csxe +6x e”.
A

. f(z) = P, (z) cosax + Q, (x) sen ax.

Tomamos considerando la férmula de Euler y el punto 2:
Yy, = Py, (z) cos ax + Qp, () sen o,

y determinamos los coeficientes de P, (z) y Qm () por igualacién de coeficientes.
Si iav y —icr son raices miultiples de orden k de la ecuacién caracteristica, entonces
tomamos:

Yy, = ¥ Py, () cos ax + 2*Q,, () sen oz

Ejemplo 4.6.25 .

Resuelva y" + y = sen 2z.

Solucién.

La ecuacidn caracteristica asociada a la ecuacién diferencial homogénea es \>+1 = 0,

cuyas con raices A\ = +1i, por tanto, la solucion y, = Cisenz + Cycosx. Como

A = 2i no es raiz de la ecuacidn caracteristica, asumimos la solucion particular y, =

Asen2x + Bcos2x. Derivando hasta orden dos, reemplazando en la ecuacion no

homogénea e igualando coeficientes obtenemos A = —% y B = 0. Por tanto, la
1

solucion particular es y, = —3 sen 2z. Luego, la solucion general es:

1
y=Cisenz 4+ Cycosx — gsen2x.
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Ejemplo 4.6.26 .

Resuelva y" — 3y =1+ €® + cosz + sen x.

Solucién.

De la ecuacién caracteristica \> — 3\ = 0 obtenemos las raices \; = 0 y \y = 3, por
tanto, yn, = Cy + €3*. Luego, portulamos y, = ax + be® + (ccosx + dsenx) como
solucion particular. Como ninguna estas se repite en la solucion homogénea tenemos
que esta solucion particular nos sirve. Derivando hasta orden dos y reemplazando en
la ecuacion no homogénea obtenemos:

be* — ccosx — dsenx — 3a — 3be” + 3csenx — 3dcosx =1+ e + cosx + sen x,

de donde, a = —%, b = -3, ¢ =1 yd = -2 Luego, y, = —iz — e* +
(% CcoS T — %sen :p) Por tanto, la solucion general es:
Cr+Cre® — 23— tem 2
= et — —xr— —¢ —CcOST — —senz.
Yy 1 2 3 5 5 5
A

Ejemplo 4.6.27 .
Resuelva y" + y = sen x.

Solucién.
La ecuacion homogénea asociada es y"' + y = 0, cuya ecuacion caracteristica es
A2 +1 = 0 y tiene raices A\ = =i, por tanto, la solucién homogénea es vy, =

Cicosz + Cycosz. Como N\ = i es raiz de la ecuacion caracteristica, asumimos
la solucion particular de la forma y, = (Asenx + B cosx) x. Derivando hasta orden
dos, reemplazando en la ecuacion no homogénea e igualando coeficientes obtenemos
A=0 B = —%. Por tanto, a solucion particular es vy, = —Lgsen2x. Finalmente, la

3
solucion general es:

1
y=Cisenz 4+ Cycosx — gsen2x.

A
4. f(x) = Py, (x) e cos Bz + Q. (x) e*” sen fx
Entonces la solucién particular y, se toma de la misma forma:
P, ()€ cos B + Qum ()€ sen B,
en el caso que o+ i3 y a— i3 no son raices de la ecuacidn caracteristica, y tendra la
forma:
Yy, = 2" P, () e cos Bx + 2*Q,, (v) *” sen B,
en el caso que a + 3 y a — i3 son raices multiples de orden k de la ecuacién
caracteristica.
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Ejemplo 4.6.28 .
Resuelva el problema de valor inicial y"' — 2y" +y' — 2y = e* + senx + x, con las
condiciones iniciales y (0) = 0, ¢’ (0) = —1, y" (0) = 1.

"

Solucion.
La homogénea asociada tiene ecuacion caracteristica \>—2 2+ A—2 = (A2 + 1) (A — 2),
por tanto, las raices son A = 2, A =i y A = —i. Luego, la solucion de la ecuacion

homogénea es:
yy = C1e** + Cysenx + Cs cos x.

Postulamos ahora, una solucion particular de la no homogénea es de la forma:
y= Ae" + Brsenz + Crcosx + Dz + E.
Derivando tenemos:

y = Ae"+ (B—Czx)senz + (Bx+ C)cosz + D

y' = Ae"+ (2B — Cxz)cosz — (Bz +2C)senz
y" = Ae” — (3C + Bx)cosz — (3B — Cz) sen .
Reemplazamos en la ecuacion no homogriea e igualando coeficientes obtenemos A =
—%, B = %, C = % D = —% yE = —i. Por tanto, la solucion particular buscada es:
1, 1 1 1 1
Yp = —56 + gxsena: + gxcosx - §x e

Luego, la solucion general es:

1 1 1 1 1
Yy = C1e*® + Cysenx + Cscosx — §ex+ éxsenx—i— gxcosx— §x— T

Para resolver el problema de Cauchy imponemos las condiciones iniciales, obteniéndo
el sistema lineal:

Cot+Cs—1—-1 = 0
Cl+203—%+%—% = -1
—Cy+4C5 — 5+ 1
de donde, C = —%, Cy = % y Cs = %. Por tanto, la solucién buscada es:
19 11 23, 1, 1 1 1 1
y:—1—5$enm—l—%cosx+@e —56 —I—éxsenqugxcosm—ﬁx—é—L.

A

Ejemplo 4.6.29 .
Resuelva el problema de valor inicial y" — y' = —5e™ (senx + cosx) con las condi-
ciones iniciales y (0) = —4, /' (0) = 5.
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Solucién.
La ecuacion caracteristica es \> — X = 0, luego tenemos las raices \y = 0 y Ay = 1,
y con ello y, = Cy + Cye”. Ahora, postulamos una solucion particular de la no ho-
mogénea del tipo:

y,=¢€ “(Acosz + Bsenx).

Derivando tenemos:

y, = ¢ “((B—A)cosz — (A+ B)senx)

y, = 2¢ " (Asenz — Bcosx).

Reemplazando en la ecuacion diferencial no homogénea e igualando coeficientes obten-
emos A =2y B = 1. Por tanto, la solucion general es:

y—C1 + Cae® + e * (senx — 2cos ) .
Finalmente, con las condiciones iniciales tenemos que:

y=—4+2e"+e " (senx —2cosz).

4.7. La Ecuacion de Euler

Definicién 4.7.1 (Ecuacién de Euler)
Seanar € R, k=0,1,...,n. La ecuacion:

apz"y"™ + ayx" Y 4 e, xy +any = f (2), (4.58)
se denomina Ecuacion Diferecial de Euler.

Teorema 4.7.2 .
Por medio del cambio |x| = €', la ecuacion (4.58) se transforma en lineal con coeficientes
constantes.

Demostracion.
Para z > 0 tenemos z = et, entonces:

dy _dydt . dy  dy _dy
de  dtdx dt de  dt

Por su parte, )
o= w@ =gl a=alrde!

— (_ptdy 4ty -t _ 2t [Py dy
= (e at T€ aqz)€ =€ e dt )

146 Herndn Burgos, Universidad de La Frontera.




4.7 La Ecuacion de Euler

luego,
2Ly _ Ly _dy
de?  dt*> dt’
k .
Se observa que todos los productos xk;%j se expresan linealmente con la ayuda de las
derivadas ‘5;—3, p = 1,2,...,k, multiplicado por factores numéricos. Si los reemplazamos

en la ecuacién (4.58), entonces la ecuacién se transforma en una ecuacién con coeficientes
constantes:

dny n—1 d,y

Y ¢
b b oot by 1— + by = ,
0 by e b by = f ()
y por lo tanto, la ecuacién homogénea asociada es:
dy ., d"ly dy
b b et by — + by =0,
O T g T gy T

la que admite soluciones de la forma e***, con ), raiz de la ecuacién caracteristica, pero

Mt = (e)M = |z[™. Luego, la ecuacién de Euler homogénea admite soluciones de la forma
|z, =

Este resultado simplifica enormemente la determinacién de la solucién general de la
ecuacién de Euler.

4.7.1. Solucién General de una Ecuacion de Euler Homogénea

Sea la ecuacién de Euler homogénea:
aox™y™ + a1z 1y 4 a2y + any = 0. (4.59)

) ., A .
Si buscamos una solucién de la forma y = A|z|”, con A una constante, tenemos sucesiva-
mente:

y = A\|zM!
Y= A =1)z)M?

y? = AAA=1)-...-A=—p+1) |z},
Reemplazando en (4.59) tenemos:
Ala[* K, () =0,
donde K, (\) es la ecuacién caracteristica asociada a la ecuacién de Euler:
K,(A)=a A A=1)...A=n+ 1D+ A A=1)-....(A=n+2)+...+a,_1A+a, =0

Sean Ay, Ay, ..., A\, las raices de la ecuacién caracteristica K, (A) = 0, segtin su natu-
raleza, reales o complejas, y orden de multiplicidad determinaremos el sistema fundamental
de soluciones para la ecuacién de Euler, en forma andloga como lo hicimos para las ecua-
ciones lineales con coeficientes constantes.
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La Ecuacién Caracteristica K, (\) = 0 Tiene Raices Reales Simples
Si Ai, Ag, ..., A, son raices simples y reales de K, (A) = 0, entonces:
A A An
y1:|x|17y2:|x|2)"'7yn:|l'| ;

forman un sistema fundamental de soluciones. Entonces la solucién general de la ecuacién
de Euler es:
A A A
y=0Cilz|" +Colz|™ + ... 4+ Cplx|™.

Ejemplo 4.7.3 .
Resuelva la ecuacién de Euler z*y" + 6zy’' + 4y = 0,
Solucién.
La ecuacidn caracteristica asociada es A\ (A — 1) +6A+4 = (A + 1) (A +4) =0, por tanto,
M =—-1yA=—4. Asi,y = % ey = %4 forman un sistema fundamental de soluciones.
Luego, la solucion general es:

G G

Otra forma de resolver el problema es suponer x = €', por tanto, como vimos xy' = v

y 22y = ij — 1. Reemplazando en la ecuacién de Euler dada obtenemos §j + 5y + 4y = 0,

cuyas raices caracteristicas son \; = —1 y Ao = —4. Luego, y = Ciet + Cae™*, pero
x = €', por tanto, y (x) = % + % que coincide con la solucién encontrada anteioremente.
A

Ejemplo 4.7.4 .

Resuelva la ecuacién x*y" + xy' —y = 0.

Solucién.

Reemplazando xy' = v y 2%*y" = ij — 1) obtenemos ij — y = 0, raices caracteristicas son

M =1yX =—1. Luego, y = Ciet + Cye~t. Retornando a x obtenemos, y = Cix + % A

La Ecuacién Caracteristica K,, (\) = 0 Tiene Raices Complejas Simples

Supongamos: B
A=a+if, \=a—1if.

En el caso de las ecuaciones lineales con coeficientes constantes estas raices introducian las
soluciones:
y = e cos Bt, y* = e sen fit,

pero en la ecuacién de Euler se hace |[z| =€’ ot =In|x

, luego:
y = [2]* cos (BIn2]), y* = |a|* sen (B1n |a])

Luego, si la ecuacién caracteristica K, (A\) = 0 de una ecuacién de Euler tiene las raices
complejas conjugadas simples:

AL =y +if, A= +if, o A = Qi+ 180,
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)\_lzal_iﬁla )\_2:a2_i527 "'7m:am_iﬁm7

entonces las funciones:
y1 = |z|* cos (Brnlz]),  yi = |z|" sen (B 1n]z]),

Am

Ym = |2|"" cos (B Infal),  y5, = |2[*" sen (Bp In |z])

forman un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién de Euler.

Ejemplo 4.7.5 .

Reselva la ecuacién diferencial x*y" — xy’ + 2y = 0.

Solucién.

La ecuacién caracteristica asociada es A (A — 1)—A+2 = \2—2)\+2 = ( entonces \; = 1+i
y Ao = 1 —i. Por lo tanto, las soluciones son y; = x cos (In|z|) e yo = xsen (In |z|). Luego,
la solucién general es:

y =z [C} cos (In |z]) + Cysen (In|z])] .

Ejemplo 4.7.6 .

Resuelva x*y" + 2xy’ +y = 0.

Solucién.

La ecuacion caracteristica es A(A — 1) + 2\ +1 = A2 + X\ + 1 = 0, cuyas soluciones son

A\ = _% +i\/7§ YAy = _% — 2\/75 Por tanto,

C cos (?hﬂx!) + Cy sen (? In ]m\)] .

Ejemplo 4.7.7 Resuelva x*y" + 3xy' +vy = 0.

Solucién.

La ecuacion caracteristica asociada es A (A — 1) + 3\ +1 = (A + 1) = 0, entonces \, =
Ay = —1. Luego,

<
I
-

A

1
y:E(C'1+Cgln|a:|).
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La Ecuacién Caracteristica K, (\) = 0 Tiene la Raiz Real A = o de Orden
p+ 1 de Multiplicidad

En el caso de las ecuaciones lineales con coeficientes constantes tendriamos que las
funciones e, te®t, 2%, ..., tPe™ son soluciones. Luego, en el caso de la ecuacién de
Euler tenemos que son soluciones |z|%, |z|*In|z|, |z|* In* |z|,..., [2|*In” |z|. Luego,

2" (Co + CiIn |z + CoIn® |z] + ... 4+ C, In? |z])
es el aporte a la solucién general de valor propio A\ = «.

Ejemplo 4.7.8 . Resuelva x*y" + 5zy’ + 4y = 0.

Solucién.
La ecuacion caracteristica asociada es A (A — 1) + 5\ + 4 (A+2)*> = 0, por tanto,
A1 = Ay = —2. Luego son soluciones particulares y; = ey = L. Asi, la solucion

general para x # 0 es:
1
A
La Ecuacién Caracteristica K, (\) = 0 Tiene Raices Complejas A\ = a + if3,
A =a — 13 de orden p+ 1 de multiplicidad

Entonces andlogamente deducimos que las funciones:

= [z[* cos(BInz]),  y; = [x|*sen(F1n |z]),
= |z|*In|z|cos(Bln|x|), y5 = |z|*In|z|sen(fIn|z|),
Ypi1 = |z|*I0” [z cos(BInz]),  ypy = 2" In” x| sen(B1n |z]),

son soluciones que aporta la raiz miultiple y la solucién general contendrd como parte de ella
a:

(Co+Cilnlz| + ...+ CpIn® |z]) [2]* cos(BIn|x]) + (CF + Cf In|z| + ...+ C; In® |z]) |z|* sen(BIn |z]),

donde Cy, (1, ..., C,, C§, CF, ..., C;; son 2p + 2 constantes arbitrarias.

Teorema 4.7.9 . (Resumen)
Sea la ecuacidn diferencial de Euler de orden n:

aox™y™ + a1z 'y 4+ an_izy + any =0, (4.60)
donde a,, € R. Si la ecuacién caracteristica:

apA(A—=1)-...-A=—n—-14+aur(A=1)-...-A=n+2)+...+ap,1A+a, =0,
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tiene las raices complejas conjugadas:
)\1 :Oél—l-iﬂl, )\2 :Oéz—f—iﬂQ, ...,)\p:Oép—i-’iﬁp,

AL =y —if, A= ag — i, "'7)‘p:ap_iﬁp>
de orden de multiplicidad m,, mq, ..., m, respectivamente y las raices reales 1, V2, . .., Vq

de orden de multiplicidad sy, sg, ..., s, respectivamente, entonces la solucion general de la
ecuacion diferencial (4.60) es:

p
@) = 3% [ol"® [Py (1n ol cos(Gh 1 o]) + Q1 (1 o] sen (5 Info)]
k=1
q
3 [l R, (),
k=1

donde Py, _1, Qm,—1, Rs,—1 son polinomios arbitrarios en In || de grado respectivamente
mk—l, mk—lysh—l.

Ejemplo 4.7.10 .

Resuelva z*y + 623y + 922y + 3z +y = 0.
Solucién.

La ecuacion caracteristica es:

AA=DA=2)A=3)+6AA=1)(A=2)+9A(A—=1) +3X+1=0,

o equivalentemente, (A2 4+ 1)° = 0, por lo tanto, ;5 = i y A3 = —i. Por tanto, la solucion
general de la ecuacion dada en un intervalo que no contenga al origen es:

y = (C1+ Cyln|z|)cos (In |z]) + (C5 + CyIn |x|) sen (In |z]) .

Las ecuaciones de la forma:
ag (az 4+ )" y™ + ay (ax + )"y + 4 a,y =0,

también son ecuaciones de Euler y se reducen a ecuaciones lineales y homogéneas de coefi-
cientes constantes haciendo la sustitucién:

e = lax +b|.

Ejemplo 4.7.11 .

Resuelva (z +1)°y" —2(z + 1)y + 2y = 0.

Solucién.

Buscamos una solucion de la forma |z + 1|, entonces la ecuacién caracteristica es \ (A — 1)—
2A+2=X—-3\+2=0, luego \; = 1; \y = 2. Por lo tanto, la solucién general es:
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4.7.2. Solucion General de una Ecuacion de Euler No Ho-
mogénea

Para determinar una solucién particular de una ecuacién de Euler no homogénea, usamos
el Método de Variacion de Parametros.

Ejemplo 4.7.12 .
Resuelva z*y" — 5xy’ + 5y = x + 1.
Solucién.
La ecuacién homogénea asociada es x*y" — 5xy’ + 5y = 0, cuya solucidn caracteristica
estd dada por \(A —1) =5\ +5 = A2 —6\+5=0, dedonde, \; =1 y Xy = 5. Luego,
la solucién homogénea es:

y = Ciz + Cox®.

Para obtener una solucion particular de la no homogénea usamos el método de variacion
de las parametros. Por lo cual, tenemos el sistema:

Cix+Chz® = 0
Cl +5Chrt = =l

x2
cuya solucién es C] = —% (% + %) y C) = }l(x—lg, + m%) Integrando tenemos C| =
—ilnjz| + £ + A1 y Cy = —15r — 505 + Ao. Por tanto, la solucion general para x # 0
es: . . .
=C Cox® — —x1 ——x+ .

y 17+ Cox i n |zl 16£L‘-|—5
A
Ejemplo 4.7.13 .
Resuelva x3y" — x%y' — 3zy + 161Inz = 0.
Solucién.
Arreglando la ecuacién tenemos:

16Inx

22y —xy — 3y = — .
x

Tomando la homogénea tenemos que su ecuacion caracteristica es A(A—1) — A — 3 =
A2 — 2\ =3 =0, de donde \; = 3 y \y = —1. Por tanto, la solucién de la homogénea,
escrita en términos de t es:

—t 3t
Yh = 016 + 026 .
Luego, por variacion de pardmetros tenemos el sistema escrito en t:

Clet + Gy = 0
—Clet +3CyeH = —Jo
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cuya solucion es C| = % y C) = —%. Integrando obtenemos C; = — (1 +2t)e % y
Cy = § (14 6t) e 5. Por tanto, la solucidn genetal es:

1
y(t) = Cre™" + Coe™ — (14 2t) e + 9 (14 6t)e >

Pero, volviendo a variable inicial obtenemos:

C 1 1
y(t) = —1 +Cor® = — (14 2Ina) + o (1+6lnz]).

4.8. Ejercicios Propuestos

1. Demuestre que las funciones dadas son soluciones de las ecuaciones indicadas.

a) y=e*(3cosx —2senx), ¥y + 2y + 2y = 0.
b) y = €** (C) cos2x + Cysen2x), y' — 4y’ + 8y = 0.
c) y=ux(senx — cosa:), y" 4+ y=2(cosx + senz).
d) y=(C1+ Cox) e, ' + 6y + 9y = 0.
e) y=alnz, zy® =2,
f) o=y"+y yy® =3y"™
g) x+C=eV y =y
h) x=y+Iny, yy' +y° —y?=0.
2. Verifique que las funciones dadas son las soluciones generales de las ecuaciones que
se indican.
a) y=Cisenx + Cycosz, y' +y = 0.
b) sen(y — Cy) = e, v = ¢/ (1 +y?).
c) y=Ciz+Colnz, 22(1 —Inz)y”" + 2y —y =0.
d) y= \/(:Jc + 01)2 +Cy, yy" +9y? =0.
e) v+ Cy=1y>+ Cry, vy’ + 6yy” = 0.
f) z+Cy=In(y+Cy), v =y (1+y?).
g) (- )+ (y—Co) =1y = (1+y7)".
h) y=2(Cie” + Coe™), zy’ + 2y —xy = 0.
i) Ciz+Co=In(Ciy—1), yy" =y* +y.
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3. Resuelva los problemas de valor incial.

J) 3y" =y 5.
k) 14 y” =2yy".
N vy =-1y1)=14(1)=0
m) y® =3yy, y(0) =y (0) =1, ¥ (0) = 2
n yy// — /2.
A) y' =e* y(0)=09(0)=1
O) ny// _ 3y/2 _ 4y2_
p) y' =e* y(0)=0,y(0)=1
q) 2yy" —3y”? = 4y°.

4. Estudie si las funciones dadas son linealmente independientes en sus respectivos do-
minios de definicion.

a) 3, 2x. e) cos 2z, sen 2z, cos4z.
b) 3,8, z, x3. f) senz, cos2z, 1.

¢) 3z, x, z2 g) 4, cos’z, sen® z.

d) e, ze®, z2e”. h) 1, €*, senx, cosz.

5. Calcule el Wronskiano de los siguientes sistemas de funciones.

a) 4, 3. e) e¥, e ", e~ "

b) 3z, % f) 1, cosz, cos 3.

c) 2,6, z° g) log, z, log, ¥?, donde a > 0, a # 1.
d) e*, ze®. h) senz, sen (z + F)
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6. Escriba la ecuacién diferencial lineal homogénea conociendo sus ecuaciones carac-
teristicas.

a) X*+3\+2=0. d) (\*+1)=0.
b) 2X%2 — 3\ —5 = 0. e) M =0.
c) A\(A+1)(A+2)=0. f) X2+ A+1=0.

7. Forme la ecuacién diferencial lineal homogénea conocidas las raices de su ecuacién
caracteristica y escriba su solucién general.

) =1 =2 F) =1 A = 1.
b) A =0, Ay = 0. g) M =0, X =1.
) A=1 A =2 h) AL = —i, \p = 1.
d) Ay =—1, Ay = 1. i) A= —2i, Ay = 2i.
e) Ai=—1, Ay = —1. J) A= —ki, Ay = ki.

8. Forme la ecuacién diferencial lineal homogénea si se dan sus sistemas fundamentales
de soluciones.

a) e ®, e d) ze ™, e e ",
b) sen2z, cos 2. e) 1, z, e,
c) e**, e, 7", f) 1, e “senx, e *cosx.

a) y'—y=0

b) 3y" —2y' — 8y =

C) y/// 3y//_|_3yl_y—0 y(o)zl y/(O):Q y//(O):B
d) y® +6y" + 11y — 6y = 0.

e) y' =2y -2y =0.

F) y@ — 2y 4 4@ = .

g) 4y" -8y +5y=0.

h) y® —8y =0

i)y =2y +2y=0,y(0)=0,¢(0)=1
Ny =2y +3y=0y(0)=1,¢(0)=3.
k) y(4) + 2y//l + 4y// _ 2y’ — 5y = 0.
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m) y7 = 0.
n) y/// _ Sy” _ 2y — O
ﬁ) 2y1/l _ v?)y// + y/ — O

10. Determine la forma de la solucién particular de la ecuacién diferencial lineal no ho-
mogénea, si se conocen las raices de su ecuacién caracteristica y el segundo miembro

a) Mi=1, =2 f(x)=ax’+bx +c.
b) M1 =0, =0, f(z)=az’*+bxr+c
) M=1X=2 f(x)=e"(axr+0)

d) My=-1, =1, f(x)=e7"(ax + b)

AN = —1, Ay =1, f(x) =senz + cos .

A = —2i, A\a =24, f(z) = Asenx + Bcosz.

A\ = —ki, Ay = ki, f(x) = Asenx + Bcosz.

M=1 X =1, f(x)=e"(Asenz + Bcosx).
M=—-1—i, A=—-1+14, f(z)=e"(Asenz + Bcosx).
NX=1X=1X=1, f(z) =az?+br+c

m A=0 \=1 \3=2, f(z) =ar?+bxr +c

N A=0X=0 \=1, f(z) =ax®+br +c.

A) M =0 A=0 X3=0,f(x)=ar?+ bz +c.

0) My =—i, \a =14, \3=1, f(x) =senx + cosx
p) Mi=—1, =1 =2, f(z)=ae ™+ be”

q) Mi=0, =2 A=3, f(z) =ae™+be"

r) Mi=—1, d=-1, =1, f(x) =ae® + be®
s) =1 =1, A3 1, f(x) =ae ™ + be”
)y i=—-1, =1 =1, f(x) =ae™™ + be*
u) =1, =1 A\=1, f(z) =ae ™+ be*

v) A1 =0, Ao =1, f(z) = (ax® + bx + ¢) ™.

w) M=k, A =1, f(x) = (az® +bxr +c) ek

x) M=k A=k, f(z) = (ax®+ bz +c)e*

V) M=0 =1 =1 f(z)=(ax®+ bz +c)e*
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Z) M=k A=k X=1, f(x)=
Z') Alzk,)@:kr)\?):kvf@j):

(az? + bz +c) ek
(ax® + bz + c) e*

11. Encuentre una solucién particular para las siguientes ecuaciones diferenciales lineales

no homogéneas.

a y”+3y—3

b = (z—1)%

c y”+3y—e

y' 4+ Ty = e

y' —8y +16 = (1 —x)e?
Yy’ — 10y’ + 25y = &

Q

€
f

g) 4y" — 3y = et

h

T

y' =y — 2y =e® + e 2T,

4z

Ny — 4y = xe

J ”+25y—c085x

k) y" 4+ y =senx — cos .

) y" + 16y = sen (4z + «).

m
"+ 6y 4+ 13y = e % cos 2.

v + k*y = ksen (kz + «).

v+ k*y = k.

"+ 4y = sen x sen 2.

o

p
q

r — 4y’ = 2cos? 4x.
s y///_l_y_l.

t) vy +6y" + 11y + 6y = 1.
y///_,’_y _2

v y/// + yl/ _ 3

u

2

y4)—y—1.
y4)—y = 2.
y —y "'=3.
y™ " =4,

X

<

V4

"+ 4y’ + 8y = e** (sen 2 + cos 2x).

)
)y
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
) Y
n) y' + 4y + 8y = e** (Sen 2x — cos2x).
A) y
)
)
)y
)y
)
)
)
)
)
)
)
)
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a’) YW+ 4y + 4y = 1.

b') yW +2y" 4 4y = et

c’) yW + 2" + dy" = e72.
d’) y W+ 29" + 4y = we .
) yW + 4y + 4y = sen 2.

i

e

12. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.

a)y' +2y +y=2.

b) v"+2y+1=0.

c) ¥ +9y—9=0.

d y”’—l—y”—l

y" —-3=0.

6y'"+6—0
+y”’—2
— 2y + 2y =2y +y=1.
— 4y + 4y = 2*

y" + 8y’ = 8z.

e

)

)

)

)

) 5

f) y

g) 3

h) y

i)y

J)

k) v + 4y + 4y = 8e™**.

N y" + 4y + 3y = 9e3

m) y" + 3y = 3we 3.

n) ¥’ +5y + 6y =10(1 —z)e .

i)y +y +y=(v+a?)e

0) ¥’ +4y' — 2y = 8sen 2x.

p) v +y=4xcosz.

q) vy’ + 2y = 4e” (senx + cos ).

r) y" + 4y + 5y = 10e** cos z.

s) ¥+ 2y + 5y = e (2z + sen 2x).
t) 4y" + 8y’ = xsenz.

u) Y 4y — 2y = xe.

v) v =3y + 2y = (v + 2?) &

w) y" — +y y=x+ 22
)y

X Yy’ +y = cosz.
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y) v +y = 2senxsen2x.
z) 4y + 4y = xsen® z.

4)—|—2y”’—|—2y”+2y +y = ze” + 3 cosx.

7
r

7

Y

y" —3y" + 3y —y = e”cos2x.
y' =3y =1+ e"+cosx+senw.
d) vy’ +2y +1=3sen2x + coszx.

e) y' — 4y + 4y = 4x + sen x + sen 2x.

Yy —by +6y=(12x—7)e " y(0) =y (0) =0.

g) Y +9y =6e", y (0) =y'(0) = 0.

h') o — 4y + By = 222, y (0) = 2, ¥ (0) = 3.

y"+ 6y + 9y = 10senx, y (0) =5 (0) = 0.

y'—y = —be " (senx + cosx), y(0) = —4, ¥ (0) = 5.

-7

/

-7

)
)
a’)
b’)
c’)
d’)
)
)
)
)
)
)

J

13. Resuelva las siguientes ecuaciones.

a) 2%y +xy —y=0.

)
b) x%y" + 3xy +y = 0.

c) 2%y +2xy +y = 0.

d) (z+2)2y" +3(x+2)y — 3y =0.
e) 2z +1)°y" =22z + 1)y +4y =0

14. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales, empleando el método de variacién de

parametros.
a) '+ 4y = L5 f)y' +y =—1
b) i +y = tg?a. g) ' T2 +2y = s
)y —y= h) '~y = Frrems
d) y" —y’—jfl- Ny =2y +y =
e) y” —y +2y= 29”3*“’”2*496 SNy —y= —m

15. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales sabiendo que y; e ys son soluciones
particulares de la ecuacién homogénea.

a) 3 " 3IL‘2 " —I—Gwy’ _ 6y =0, Yi =T, Yp = 2.

b) (z* —1)y"” = 6y, y1 = P, (x) un polinomio.
c) 2+ 1)y +4x—2)y —8y =0,y =™
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d) Bx+22%)y" —6(1+z)y +6y =6,y
e) »?(Inzx — 1)y —ay +y=0, y, = x.
f) (1+ )”+xy—y+1_0 Yy = .
g) 2y’ —ay — 3y =5a', y1 =

= P, (z) un polinomio.
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Capitulo 5|

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

5.1. Propiedades Generales

5.1.1. Generalidades

Definicién 5.1.1 (Sistema de Ecuaciones Diferenciales)
La relacion:

Fl (t7$’wl""7'r(m)7y7y/7'"7y(n)azaz/7"'7Z(p)) =0
FQ(t,x,x’,...,x(m),y,y’,...,y(”),z,z’,...,z(p)) =0 (5.1)

(n)

F3(t’x’x/""7x(m)7y7y/>"'7y 7272/7”'72(10)) =

donde Fy, F,, F3 son tres funciones definidas sobre [a,b] x X x Y x Z C R x R™*! x
R xRP*! forman un Sistema de Tres Ecuaciones Diferenciales con Tres Funciones
Incégnitas z, y, 2.

Se pide determinar las funciones x (t), y (t), z (t), definidas sobre un mismo interva-
lo [a,b] derivables hasta el orden m, n, p respectivamente, funciones que junto con sus
derivadas verifican la ecuacién (5.1) para todo ¢ € [a, b]. Un sistema de tres funciones reales
x (t), y (t), z (t) que cumple éstas condicidnes, se dice que forma una solucién del sistema
(5.1)

Si al menos uno de los nimeros m, n, p es mayor que 1, el sistema (5.1) se dice de
orden superior, si m =n = p = 1, entonces (5.1) se llama sistema de primer orden.

De un modo semejante se puede definir un sistema de r ecuaciones con r funciones
incégnitas de orden superior.
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Si el sistema (5.1) estd resuelto respecto de las derivadas de orden mayor, es decir, en
la forma:

e = fy (tr,a, 2Dy gy 2 2P D) =0
y™ = fo(tz, o, 2Dy gy 2 2PY) =0 (5.2)

L f3(t,x,:l:’,...,$(m*1),y,y’,...,y(”*l),z,z’,...,z( )) 0

recibe el nombre de Candnico o Explicito.

Ejemplo 5.1.2 .
Un sistema de m ecuaciones diferenciales de primer orden con m funciones incdgnitas y (t),
Yo (t), ..., ym (t) explicito, es de la forma:

i) = fityn vz, Ym)
Ys (t) : f2 (v, 92, Ym) (5.3)
Ym (t) - fm Y1, 92, Ym)
Si introducimos las matrices columnas:
Y1 S
Y = y.2 y F= fz ;
y;n f;n
entonces el sistema se escribe matricialmente asi:
Oii_}t/ =F(tY). (5.4)

Una solucién del sistema (5.3) o bien (5.4) sobre un intervalo [a,b], es un sistema de m
funciones y; (t), y2 (t), ..., ym (t), derivables sobre |a, b| que verifica el sistema (5.3) o bien
(5.4) para todo t € [a,b]. A

5.1.2. Transformacion de un Sistema de Orden Superior en un
Sistema de Primer Orden

Teorema 5.1.3 .
Un sistema de ecuaciones diferenciales de orden superior puede ser transformado en un sis-
tema de ecuaciones diferenciales de primer orden, introduciendo nuevas funciones incégnitas.

Demostracion.

162 Herndn Burgos, Universidad de La Frontera.



5.1 Propiedades Generales

Consideremos el sistema (5.2) e introduzcamos las siguientes funciones incégnitas:

dz dzy dzo dTm—2

dt = T, dt = T2, di = T3, ... dt = Tm-1
dy __ dyr _ dys __ dyn—2 __

@ =Y g =Y Ty TYs, - T T Yn-d

dz _ dz _ dzy _ dzp—2z _

at L @ TR g T R e T T Al

Si observamos que:

dry d" e dy B dly  dz, B dFt1z

At dtkrl dt  dtetl dt dtrl)

entonces el sistema (5.2) se transforma en el sistema de primer orden:

dxm—l o
T - fl (thaxl?'"7xm—17y7y1)'"7yn—laz7217"‘72p—1)
dyn—l o
dt - f2 (thaxl?'"7xm—17y7y17'"7yn—17z7zlv"‘7zp—1)
de_l
7 = f3 (tvxaxlv"'7$m—17yay17'"7yn—1az7zlv"'7Zp—1)’
Y d d d d
T __ xT1 xr2 LTm—2
G =T, T =2, G =3, .. g = Tm—
dy _ dyi _ dyz __ dyn—2 __
=YL g =Y i =Y - —g = Un—a
dz _ dz _ dzy _ dzp—2 _
7 R T i TR T S ©

Es decir, en un sistema candnico de primer orden con m + n + p ecuaciones. Asi hemos
demostrado el teorema. =

Teorema 5.1.4 .

1. La resolucion de una ecuacion diferencial de orden n, se puede reducir a la resolucion
de un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden.

2. Resolver un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden, se puede reducir a
la resolucion de una ecuacion diferencial de orden n e inversamente.

Demostracion.

1. Consideramos la ecuacién diferencial de orden n resuelta respecto de y(™:

y™ = f(ty,y, ...,y V). (5.5)

Si introducimos las funciones y1 = ¥/, ¥ = ¥}, Ys = Y5, Yn—1 = Y,,_, la ecuacién
(5.5) se transforma en un sistema de n ecuaciones de primer orden
@ dyl dyn—2 dyn—l

= - = = Yn— = t) ) yrrry Yn—1) -
o =Y T = = Y1~ f(ty,n Yn—1)
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2.

Sea ahora el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

ddit1 = f1<t7y17y27"-7yn)
% = f2 (t7y1>y27 R 7?/71) (56)
dditn = fTL(t?yl?wa";yn)

Derivamos n—1 veces la primera ecuacién de (5.6) y derivamos luego n—2 veces todas
las otras ecuaciones del mismo sistema obteniéndo n? —n + 1 ecuaciones. Eliminando
de entre estas ecuaciones a %2, Y3, Y4, - - -, Yn y todas sus derivadas (en total n? —n
incégnitas) tenemos asi n? —n + 1 ecuaciones y n? — n incégnitas. El resultado de la
eliminacién es una relacién entre y; y sus derivada hasta el orden n

Y — & <t,y’1, . ,yg"*”) . (5.7)

Es decir, resolver el sistema (5.6) se ha reducido a resolver la ecuacién (5.7). Por
tanto, hemos asi demostrado el teorema.

Observaciones.

1. Puesto que toda ecuacién diferencial de orden n es equivalente con un sistema de n
ecuaciones de primer orden, podemos decir que un sistema de ecuaciones diferenciales
de orden superior, es equivalente con un sistema de primer orden.

2. Todo resultado para un sistema de n ecuaciones de primer orden, puede ser usado
para el estudio de ecuaciones diferenciales de orden superior.

3. Si logramos obtener la solucién general de la ecuacién diferencial (5.7), entonces
podemos obtener la solucién general de la ecuacién (5.6), sélamente derivando y con
algunos calculos algebraicos.

Ejemplo 5.1.5 .
Resuelva el sistema:
de __
S = T+2y
dy
o = —2x+9y
Solucién.
. . ., 2
Por un lado, derivando la primera ecuacion obtenemos ‘legf = ‘fi—f + 2%. Reemplazando %

resulta £ = % — 4z + 10y.

at

Por otro, despejando y de la primera ecuacion dada y reemplazando en la segunda

obtenemos ‘C%’ = —%x + g‘fl—f. lgualando esta expresion a la original de d—f{ resulta y =
. ., Sy 2
% (‘fl—f — x) Finalmente reemplazando esta expresion de y en la dltima de ‘;T;” tenemos:
d*r  dx
— —6—+4+92 =0
dt? dt ’
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cuya solucion es x (t) = Cye% + Cste®. Como y = 19 — L1 obtenemos y (t) = C1e* +

Cg(% + t)e3t. Por tanto, la solucidn general del sistema es /a familia de curvas (") definida
parat € R por:
(F) . { r = C’le?’t + 02t€3t
Ly = Cie¥+ (3 +t)ed.

A

Ejemplo 5.1.6 .
Resuelva el sistema:

Solucién.
Derivando la primerra ecuacion obtenemos & = 1y = z. Derivando nuevamente tenemos
T = Z = x, por tanto, © — x = 0, que tiene por solucion:

3 3

(5 cos £t + C5sen L—t )
2 2

Puesto que y = & tenemos:

(V3C, — 1) cos <§t> — (V31 + G ) sen (?t)] .

Finalmente, como z = 1) el lector no tendra dificultad en concluir el ejemplo. A

z(t) = Cre' + e 2

t

y(t) = C’16+265

5.2. Teorema de Existenciay Unicidad de Soluciones

5.2.1. Problema de Cauchy

Consideremos un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma:

W= g(ta,y)

con fy g continuas en un dominio D C R3. El problema de determinar una solucién (t) e
y (t) del sistema (5.8) que para t = t(, tome los valores iniciales zq e yo, (to, o, y0) € D,
se llama Problema de Cauchy.

El teorema que sigue, nos da condiciones suficientes para que esta solucién exista y
sea Unica, ademas el método de demostracion de aproximaciones sucesivas nos entrega un
método efectivo de construccién para la solucién.
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Teorema 5.2.1 . (De Existencia y Unicidad)
Supongamos el sistema (5.8) satisface las siguientes hipdtesis:

1. Sea (to,wo,y0) un punto del espacio R3. Las funciones f (t,z,y), g(t,z,y) son
continuas en el intervalo cerrado D definido por:

D= {|t -t <a, |[v—x0] <b, ly—wo| <c}.

2. Las funciones f y g satisfacen la condicién de Lipschitz para todo (t,x1,11), (t, 2, y2)
en D.
|f(t7$17y1)_f(t7'r27y2)| S A|I2—$1’+B|y2—y1|
|g (taxlayl) - g(t>$2ay2)| < A |$2 - 1’1’ + B ‘yQ - yl| )

donde A > 0 y B > 0 son constantes.

En estas condiciones existe una solucién del sistema dado x = ¢ (t) ey = ¢ (t) con las
funciones ¢ y ¢ derivables sobre el intervalo |t — ty| < h, donde h < a tal que ent = t,
toma los valores o = ¢ (ty) e yo = ¢ (to).

Demostracion.
Las funciones f (t,z,y) y g (t,z,y) son continuas sobre el intervalo cerrado D, por lo
tanto, son acotadas sobre ID. Sea M > 0 tal que tengamos:

\f (t,z,y)| <M, |g(t,z,y)| <M,

V(t,z,y) € D, tomemos h = min{a, =, <}. Para la determinacién de la solucién = = ¢ (¢),
y = ¢ (t) usaremos el Método de Aproximaciones Sucesivas, presentado en la demostracién
del teorema de existencia para ecuaciones diferenciales de primer orden. El método consiste
en construir, de aproximacion en aproximacion, dos sucesiones de funciones

To, T (t), ..., xp (£), ...
Yo, Y1 (t) ..oy yn(t),...

y demostraremos que cada sucesién converge uniformemente a la funcién ¢ (t), y ¢ (t)

respectivamente, funciones que cumplen las condiciones del enunciado del teorema.
La aproximacidon de orden cero para la primera sucesion es xg, y para la segunda es vy,
es decir, los valores iniciales. Las siguientes aproximaciones se definen asi:

r1(t) = z0 + f; f(s,20,90)ds, y1(t) = yo + ];to g(s,0,y0)ds
a(t) = 30 + [, f(5,21(5),y1(s))ds, y2(t) = o + [1. g(s,w1(s), y1(s))ds

xn(t) =2+ ffto f(87$n71(8)7yn71(8))d3> yn(t) =Yo + j;gto g(S7$n,1(S)>yn71(8))d8

De esta manera obtenemos las siguientes dos sucesiones de funciones
Zo, .Tl(t),..., l’n<t),
Yo, Y1 (oo Yn (),

con las siguientes propiedades:
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1. Las aproximaciones z,, (t) e y, (t), ¥Yn cumplen la condicién inicial pues z, (ty) = xg
e yn (to) = yo, puesto que para t = 1, las integrales son nulas.

2. Las aproximaciones x,, (t) e y, (t) son funciones continuas sobre [ty — h, to + h].

En efecto, como f y g son continuas sobre D, tenemos que todas las integrales que
intervienen en (5.9) son funciones continuas Vt € [ty — h,to + hl.

3. Sit € [ty — h,ty+ h], entonces = € [xg—b,zo+b] € Y, € [Yo— ¢, Yo+ ¢], Vn =
1,2,.... Lo que demostraremos por recurrencia. Tenemos:

|f(t,[[‘[),y0)| S M7 |g (t7$0ay0>| S Ma

es decir,

ftst‘ < M|t —to] < Mh <b,

¢
j;o ds

JZ) f(57$0>y0)d5‘ < M

j:; 9(87 Zo, yO)ds‘ S M

w1 — @o| =

Y1 — ol = < M|t —to| < Mh < e,

puesto que h = min{a, &, £}.

Supongamos ahora que las aproximaciones de orden n — 1 cumplen esta condicién
Tp-1 € 1o — b, 10 +b] € Y1 € [yo — ¢, Yo + ¢], de aqui resulta que:

|f(t7 $n—1ayn—1)| S M7 |g (tjwn—l,yn_1)| S M,

podemos escribir, por lo tanto:

ftids‘ < M|t —to] < Mh <b,

.ﬁto f(saxn—byn—l)ds‘ S M

j:; g(s, Tp—1, yn71>d8‘ S M

|2 (t) — 0| =

[9n(t) = ol =

ftids‘ < M|t —to] < Mh <,

por lo tanto para t € [ty — h,to + h], todas las aproximaciones pertenecen al intervalo
[2o — b, 2o + b] X [yo — ¢, y0 + ].

Demostraremos ahora que las sucesiones de funciones:

xo, T1 (1), .., 2 (t),...
Yo, Y1 (t) ..oy yn (t),...

convergen uniformemente sobre el segmento [t, — h,to + h|, a las funciones ¢ (t), ¢ ()
respectivamente cuando n — oo. La convergencia de estas series es equivalente con la
convergencia de las series de funciones:

.T0+(131—ZE())+(1’2—$1)+...+(In—l’n_1)+...

Yo+ W —v)+ W =)+ .+ WYn = Y1) + ... (5.10)
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puesto que las sucesiones de las sumas parciales de ambas series son justamente las suce-

siones {x,} y {yn}-
Para demostrar que las series (5.10) convergen uniformemente sobre el segmento con-

siderado es suficiente construir una serie numérica mayorante, con términos positivos, y
convergente, esto es el Criterio M de Weierstrass.
Demostremos que tenemos:

|2 (t) = 2na (1))
|Yn(t) = yn1(1))]

para todo t € [ty — h,ty + h]. Mostraremos esta desigualdad por induccién. Tenemos:

M (A+ By I=hl

. 5.11
M (A+ By =l (5.11)

<
<

|21 (t) — 0| =

j:; f(sa'rmy())ds‘ < j;:; f(SwIOa yO)dS < M|t - 2(:0|

y1(t) = yol = ftto g(s,a:o,yo)ds‘ < ftto 9(s, w0, yo)ds < Mt — tol.

Es decir, para n = 1 se cumplen las desigualdades (5.11). Supongamos ahora que se cumplen
para hasta n — 1, demostraremos que se cumplen para n. Tenemos:
20 (t) — 2pa (B)] =

)

/ [f (S’xn—lyyn—l) - f (S,In_Q,yn_g)] ds

to

y si usamos la condicién de Lipschitz y (5.11) para n — 1, resulta:

t
2a(t) — 2an ()] < L/[Aumd—xmar+3wm4—ymaus
to
<(A+B)/UﬂA+Bwﬁﬁlﬁﬁiﬁ
- to (n—1)! ’

integrando obtenemos:

n—1 |t - t0|n
n!

|20 (t) — 201 (t)] < M (A + B)

Andlogamente se procede para la otra desigualdad de (5.11).
Puesto que |t — to| < h, de lo anterior deducimos las desigualdades:
n—1 h"

nl
n

(@0 (t) =201 (t)] < M(A+B)
() = ia (0] < M (A+ By

Por lo tanto, las series (5.10) son absoluta y uniformemente convergentes sobre el intervalo
[to — h,to + h], puesto que son mayoradas por la serie de términos positivos, convergente.

_1 [(A+ B)h]"

n!

M (A+ B)

)
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por lo tanto, las sucesiones de funciones definidas por:

¢
p(t) = lim z,(t) = 2o+ lim f(s, Tn_1,Yn-1 ds-m0+/ f(s,0(s),0(s))ds

n—oo n—oo tO

o(t) = lm y,(t) =yo+ hm/ 8, Tn—1, Yn— 1)d5—yo+/ g(s,¢(s),¢(s)) ds

n—oo t[)

son funciones continuas sobre [t — h,ty + h|. Tenemos, por lo tanto:

p(t) = wo+ [, f(7 (1), 8(7)) dr
o(t) = yo+ fp 9(m (1), (7)) dr

Como fy g son continuas se sigue que ¢ y ¢ son derivables. Si derivamos (5.12) obtenemos:

cb

(5.12)

de = [t 9),

s =g(t, v, 0),

para todo t € [tg — h,ty + h|, es decir, ¢ y ¢ son las soluciones buscadas. Las funciones ¢
y phi verifican las condiciones iniciales, puesto que para t = ¢y en (5.12) las integrales son
nulasy ¢ (to) = zo y ¢ (to) = vo-

Nos queda demostrar que la solucién ¢ (t) y ¢ (t) asi encontrada es Gnica en las condi-
ciones iniciales dadas. Supongamos que existe otra solucién u (t) y v (t) que satisface la
misma condicién inicial, entonces tenemos:

-ﬂm+/fsu »@14)=%+Ay@m@m@»@,

por tanto,

g/LH&L%h%A)—wa@%M$H%

to

/ﬁg@x%h%A>—gww@»mgn@

to

2 (8) —u (@) =

[yn (1) =0 ()] =

y usando la condicién de Lipschitz:

t
/ (Alzp—1 — u| + Blyn—1 — v|) ds

to

[z (1) = u(t)] <

de donde resulta, por recurrencia:

hn
o, —ul < M(A+B)"' —
n.
hn
lyn =0 < M(A+B)"
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Deducimos asi que lim z, = u(t) y lim y, = v (1), es decir, u (t) = ¢ (t) y v (t) = ¢ (¢),
n—oo n—oo
t € [to — h,to + h], lo que demuestra la unicidad.
Por tanto, el teorema queda completamente probado. m
Para sistemas de n ecuaciones diferenciales de primer orden, explicitas, tenemos el
siguiente teorema de existencia, que se demuestra de manera andloga.

Teorema 5.2.2 .

Sea: ;
% = f1<t7y1>y27-'->yn)
% = f1<t7y17y27"-7yn)
dstn = fl(t7y17y2a"-7yn)a

un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden que cumplen las siguientes condi-
ciones:

1. Sea (t,910, Y20 - - -, Yno) un punto de R™1, las funciones fi (t,y1,y2,---,Yn), k =
1,2,...,n, son continuas en el intervalo cerrado D definido por:

D= {|t —to| <a, [y —yrol <b, k=1,2,3...,n}.

2. Para todo (t,y11,Y21,---,Yn1) € D, (t,%12,Y22, - -, Yn2) € D las funciones f, satis-
facen la desigualdad de Lipschitz:

|fetvat, oy ynt) — [yt o Un2)| < Arlyin — yao| + As|yor — yao| + . ..
et An|yn1 - yn2|7

con Ay, As, ..., A, constantes positivas.

En estas condiciones existe una solucién del sistema dado, y esta es de la forma y; = ¢1(t),
Y2 = @a(t), ..., Yo = @n(t), donde las funciones ). son derivables sobre un intervalo
|t —to] < h con h < a, y que parat = ty, toma respectivamente los valores @ (to) = Yro,
k=1,2...,n.

Las funciones @1, pa2, 3, ..., pn Verifican el siguiente sistema de ecuaciones integrales:

t
901(1’) = ylo+/f1(3790179027---790n)d8
t
Ot
pa(t) = y20+/ fo (8,01, 02, .., ¢n)ds
to

t
(103<t) = y30+/f3(57()0179027'-'790n)d3
to

' t
@n(t) = yn0+/ fn<8,901,(,02,...,()0n)d5.
to
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5.2.2. Consecuencias del Teorema de Existencia y Unicidad

1. En el enunciado del teorema de existencia y unicidad 410, Y20, - - -, Yno Son fijos, pero
arbitrarios, por tanto, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.2.3 .
La solucion de un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden

d
%:fk(uylay%“wyn)a (513)

con f; continuas y con derivadas parciales de primer orden continuas en un dominio
D c R*™ k=1,2,...,n, depende de n constantes arbitrarias.

Demostracion.

En efecto, si las funciones f; son continuas y con derivadas parciales de primer orden
continuas, entonces las funciones f;, cumplen las condiciones de Lipschitz en DD, es
decir se cumplen las condiciones del teorema de existencia en D.

El conjunto de las soluciones, definidas del teorema de existencia en D, se llama
integral general del sistema (5.13) en D.

El conjunto de estas soluciones, forma una familia de curvas, que dependen de n
constantes arbitrarias. m

Una solucién del sistema (5.13) que se obtiene de la solucién general dando valores
particulares a las constantes arbitrarias se llama Solucion Particular.

El problema de la determinacién de una solucién particular y; (), y2(t),. .., y,(t) del
sistema (5.13) que para t = t; tome los valores iniciales 10, 920, - - - , Yno, se llama el
problema de Cauchy.

2. Hemos visto que una ecuacién diferencial de orden n:

y(n) = f (Iv Y, y/7 y//7 cee 7y(n71)) ) (514)

se transforma en un sistema de n—ecuaciones diferenciales lineales, al introducir n —1

funciones y1 = ¥/, Yo = ¥, =y, ... yn—1 = y" V), entonces tenemos:
dy din A2 dyn—1 (n-1)
oy, oy = Y1, 2 =y, Ly ™YY, (515
= =, T =1, —— =@y, y"Y), (5.15)

cuya solucién depende de n constantes arbitrarias. Deduciremos de aqui que la solucién
general de una ecuacion diferencial de orden n:

y"™ = f(z,y 9y, YY),

depende de n constantes arbitrarias.
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3. Sea el sistema (5.15), el sistema en el que se transforma la ecuacién diferencial (5.14)
de orden n. Del teorema de existencia y unicidad, resulta que si en el punto x4 € [a, b]
nos dan los valores

y(zo) = yo, y1(xo) =¥ (x0) = Yo, ---» Yn—1(x0) = y" (o) = 4§,

entonces el sistema (5.15) tiene una solucién tnica que cumple estas condiciones
iniciales.

5.3. Sistema de Ecuaciones Diferenciales Lineales
de Primer Orden

5.3.1. Sistemas de Ecuaciones Lineales y Homogéneos

Definicién 5.3.1 . (Sistema de Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden)
Sean a;;(t), f;(t) € C* yaio(t) #0,4,7=0,1,2,...,n en [a,b], entonces:

Lilyi,...,yn] = alo(t)dg% +an(O)yr + ...+ an(t)yn = f1(1)
L2 [yl, . ,yn] = ago(t)ddif + a9 (t)y1 + ...+ agn(t)yn = fQ(t) (5 16)
Ln [yla"'vyn] = anO(t)dg_: +an1(t)y1++ann(t)yn = fn(t)

se llama un Sistema de n Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden con n incégnitas
Y1, Y2, - - -, Yn, NO homogéneo.
Sifj(t)=0,Vi=1,2,...,n,t € [a,b] el sistema se dice homogéneo.

Nos ocuparemos ahora de sistemas homogéneos:

Ll [y17y27"'7yn] =0
L2 [yl,y2;~~-;yn] =0
Ln [y1’y27"'7yn] =0

5.3.2. Forma Matricial de un Sistema Lineal

Si introducimos las matrices:

alo(t) 0 o --- 0 all(t) a12(t) T aln(t)
Ao (t) _ 0 ago:(t) 0 . . 0 7 A, (t) _ a21.(t) GQQ-(t) . . ag,7€ (t)
0 0 0 -+ apo(t) an1(t) ap2(t) -+ apn(t)
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fi(t)
T T fz(t)
fa(t)
entonces el sistema (5.16) se escribe matricialmente como:
dY
Ao () =+ AL ()Y = F (1),

en ambos casos A (t) # 0 sobre [a,b]. Si I = 0 tenemos el sistema es homogéneo:

A () = + Ai(B)Y =0,

5.3.3. Soluciones Particulares

Definicién 5.3.2 . (Solucién del Sistema Homogéneo)
Un sistema de n funciones yi(t), y2(t), ..., yu(t) € C* ([a, b] ,R) forman una Solucién del
Sistema Homogéneo (5.15) sobre [a, b] si verifica el sistema (5.15) ¥Vt € [a, b].

Ejemplo 5.3.3 .
Para el sistema lineal de primer orden homogéneo:

dr __

d
& = 5w —16y

tenemos que las funciones x = e*' e y = ie‘“, t € R, forman una solucion de. A

Teorema 5.3.4 .
SiyL, Y2, -+ Yn €Y1, Yo, - Un, t € [a, ] son soluciones del sistema homogéneo:

Ly [y1, 92, -+, yn] = 0,
k=1,2...,n, entonces las funciones:
Ciy1 + Coti, Chya + Coya, .. Cryn + Coyn,
donde Cy y Cy son constantes arbitrarias, forman una solucion del sistema dado sobre [a, b|.

Demostracion.
El operador L, es lineal, por lo tanto, podemos escribir:

L, [Ciy11 + Coyoar, - - ., Cryin + Coyon) = C1Lg [Y11, - - -, Y1n) + CoLi [Y21, - - -, Yon] = 0.
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En general, si:

Y11, Y12, ---, Yin,
Y21, Y22, .-y Yon,
Ynly Yn2, -y Ynn,

son n soluciones del sistema homogéneo (5.15), entonces:

Ciyin + Coyor + ... + Cryna,
Ciyra + Coyze + ... + Cpyna,

C(lyln + 02y2n +...+ Cnynn>

donde C4, Cs, ..., C, son n constantes arbitrarias, es también solucién del sistema (5.15).

Definicién 5.3.5 . (Sistema Fundamental de Soluciones, Wronskiano)

Las siguientes n soluciones:

y1 = Y11, Y12y - - -y Yin
yz. : y2173/22,~--7ygn. (5.17)

Yn = YnlyYn2,---5Ynn

del sistema homogéneo

Lk [9173127---73/n] == 07 (518)

k = 1,2...,n, definidas sobre |a,b|, se dice que forman un Sistema Fundamental de
Soluciones sobre el mismo intervalo. Si el determinante:

Yuu Y12 --- Yin
W= P,
Ynl Yn2 -+ Ynn
Vt € [a, b] se llama Wronskiano de las funciones y1, ya, - .., Yn.

Observaciones

1. Si el determinante W (¢) no se anula en ningtn punto del intervalo [a, b, entonces el
sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas C, Cs, ..., C, dado por:

Ciyir +Coypa+ ... +Chyn, = 0
Ciyor + Coyaa + ... + Crya, = 0

C’lynl + CQynQ + ...+ Cnynn =0
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admite para todo t € [a, b], sélo la solucién trivial C; = Cy = ... = C,, =0, lo que
resulta inmediatamente aplicando el Teorema de Rouche.

Diremos que el sistema (5.16) con W (t) # 0 sobre [a, b] es linealmente independiente

(L.1.) sobre [a, b].

2. Se puede demostrar, igual que para las ecuaciones diferenciales lineales de orden
superior que si ¥;;, ¢, = 1,2,...,n son n soluciones del sistema (5.18) definidas en
la,b], con a;; continuas 'y ajg # 0 sobre [a, b] y si W (ty) # 0 para to € [a, b], entonces
este no se anula en ningdn punto de [a, b], pues tenemos la relacién

W () = W(t)e Vo (it +i i ) as

[lamada Férmula de Abel-Liouville-Jacobi.

5.3.4. Solucion General de un Sistema Homogéneo

Teorema 5.3.6 .

Sean el sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y homogéneo

(110(t) d

con a;;(t) € Ct, 4,5 =0,1,...,n, aio(t) # 0 sobre [a,b] y

+ an(t)yl 4+ ...+ aln(t)yn =0
(120(25)% + 921 (t)yl 4+ ...+ a2n(t)yn = 0 (519)
ano(t)dditn + Gn1 (t)yl + ...+ ann(t)yn =0
Y1, Yi2, -+, Yin,
Yo1, Y22, .-y Yon, (5 20)
Ynl, Yn2, -5 Ynn,

un sistema fundamental de soluciones sobre [a,b]. Entonces, la solucién general del sistema
(5.19) sobre [a,b] x R™ esta dada por:

(1 Cryin + Coyor + ... + Cryna,
92. Cryiz + Coyar + ... + Onyn2; (5.21)
yn Ciyin + Coyan + ... + Cnynn;

donde Cy, Cy, ..., C,, son constantes arbitrarias.
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Demostracion.

La solucién general del sistema (5.19) en D = [a, b] x R", es el conjunto de soluciones
en D definidas por el Teorema 5.2.1, tal que por cada punto del dominio D pasa una y sélo
una solucién.

Si los a;j, tienen derivadas de primer orden continuas y a1y 7# 0 sobre [a, b], entonces
estamos en las condiciones del Teorema 5.2.1, puesto que el sistema se escribe:

dy k1 k2 Akn
T T T =y,
dt axo axo axo
o bien:
dyi  ap,
2 = ot — 2k
dt fk( » Y1, Y2, 7yn) Z akoyha
h=1
k=1,2,...,n, fi continuas, con primera derivada continua sobre [a, b], y puesto que todas

las funciones que la componen tienen esta propiedad, entonces son también acotadas, y por
tanto, cumplen la condicion de Lipschitz sobre [a, b].

Queda demostrar que podemos disponer de las constantes Cy, Cs, ..., C, tal que
para todo t € [a,b] y cualquier (y10,¥20,---,Yn0) € R™ podemos determinar la solucién
(Y1, Y2, - - ., Yn) del sistema (5.19) que satisface las condiciones iniciale:,

y1(to) = v10, v2(to) = Y20, -, Ynlto) = Yno-

Imponiendo estas condiciones a la solucién (5.21), obtenemos el sistema:

Ciyin(to) + Coyai(to) + ... + Cryni(to) = wio

Chyia(to) + Coyaa(to) + ... + Cryna(to) = w20 (5.22)

Cﬂ/m(to) + 02y2n<t0) +.. 7+ Cnynn<t0> = Yno

que es un sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas Cy, Cy, ..., C,, con el W (ty) #
0 por hipétesis V¢ € [a, b]. Resolviendo el sistema (5.22) obtenemos, segtin la regla de Cramer
una solucién ynica Cy, Cy, ..., C,, la que al reemplazarla en (5.21) resulta la solucién
buscada. Por lo tanto, de (5.21) podemos obtener la solucién al problema de Cauchy en
[a,b] x R™, del sistema de ecuaciones diferenciales (5.19).

Queda por demostrar que un sistema de n ecuaciones lineales (5.19) tiene efectivamente
n soluciones particulares linealmente independientes, y por lo tanto, que forman un sistema
fundamental de soluciones, lo que se deja como propuesto al lector. m

Ejemplo 5.3.7 .
El sistema lineal

= 3r+44y
N

176 Hernan Burgos, Universidad de La Frontera.



5.3 Sistema de Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden

tiene soluciones particulares x = e*, x5 = e, y; = 1" ey, = —5e” '™, que forman
un sistema fundamental de soluciones, puesto que:
4t 1 4t 91
€ 1€ —13¢
W(t) = =——¢ 0
() 6717t _5671715 4 7é )

Vt € R. Luego, la solucion general del sistema es:
Xz (t) = 01€4t + 026_17t
y(t) = e —5Ce ™
A

Se verifica facilmente que el sistema lineal homogéneo, de primer orden que tiene por
sistema fundamental de soluciones a (5.20) estd dado por:

dditk Yio Y2 - Yn
dyik

Lk [yla Y2, - - 7yn] - d_t yll y12 . ' yln - 07
dzgtlk Ynl Yn2 --- Ynn

para k =1,2,... n.

Ejemplo 5.3.8 .

Forme el sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden, que admite como sistema
fundamental de soluciones a ©1 = cost, y; = sent, o = 4sent e y, = 4cost, para
t e [0,n].

Solucién.

El Wronskiano del sistema de soluciones es:
T 37T
=1 2t £ 0, Vt # —, —
cos2t # 0, Vi # R

luego, son un sistema fundamental ¥[a,b] C [0, 7], que no contenga a § y ?jf. Bajo esta
condicion tenemos:

cost 4sent

W)= sent 4cost

dx
dt x Y

—sent cost sent | =0,
4cost 4sent 4cost
es decir, Tcos2t +xsen2t —y =0, y

dy
dt . Y

cost cost sent | =0,
—4sent 4sent 4cost

es decir, yycos 2t — x + ysen 2t = 0. Por tanto,

rcos2t +xsen2t—y = 0
ycos2t —x +ysen2t = 0

es el sistema requerido. A
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5.3.5. Sistemas de Ecuaciones Lineales y No Homogéneos

Teorema 5.3.9 .
Sea el sistema de n ecuaciones diferenciales no homogéneas:

Lk [y17y27---ayn] :fk (t)v (523)

fr continua en [a,b], k = 1,2,...,n. Su solucién general se obtiene agregando a la solucion
general del homogéneo Ly [y1,y2,...,ys) = 0, k = 1,2,...,n una solucién particular del
sistema no homogéneo.

Demostracion.
Sea 41, Y2, - .., Yo una solucién particular del sistema no homogéneo, es decir:

Lk [ghg%”wgﬂ] = fk (t)7

t € [a,b]. Hacemos el cambio de funciones:

Ni=2+Y, Y2=2+Y2,---; Yn = 2Zn + Un,

por lo que tenemos:

Lilzt + 01,20+ Yos oo 20 + Un) = fr (1),

k=1,2,...,n. Luego,

Lk’ [217227'-'7zn]+Lk’ [ghg%"'ag’n] :fk(t)7

pero
Lk [gbg% s 7gn] = fk (t) )

Vk=1,2,...,n, por lo tanto:
Ly [z1,22,...,2,] =0, (5.24)

k = 1,2,...,n. Luego, resolver el sistema no homogéneo (5.23) se reduce a resolver el
sistema homogéneo (5.24), cuando se conoce una solucién particular del no homogéneo. m

Para determinar una solucién particular del no homogéneo,usamos el Método de Varia-
cion de Parametros.

Teorema 5.3.10 .
Dado el sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de primer orden no homogéneo

dyy

Lk [yl, Yo, ... ,yn] = CLkOE + akl(t)yl 4+ ...+ akn(t)yn = fk(t), (525)
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ar1(t), fe(t) continuas sobre [a,b] y axo(t) # 0, k = 1,2,...,n. Sea yr1, Y2, --- Ykn,
k=1,2,...,n un sistema fundamental de soluciones sobre |a,b] del sistema homogéneo,

Lk [y17y27"'7yn] - 07

k = 1,2,...,n. Una solucién particular i1, ya2, ..., Yo del sistema no homogéneo (5.25)
sobre [a, b] estd dada por:
U, = ylk/C{(t)dtergk/CQ(t)dtJr...+ynk/qg(t)dt, (5.26)
k=1,2,...,n donde Ci(t), ..., C/(t) es solucion del sistema:
([ ynCi(t) +yuCh(t) + ... +ymCi(t) = 29
Y20y (8) + y22C(0) + -+ ynaC(t) = 20 (5.27)
| 5 CLO) + 30 + -+ yn o) = 20

Luego, efectuando ca/culos tenemos:

/Ci(t)dt =pi(t) + A1, ,/Cé(t)dt = pn(t) + An,
y obtenemos la solucion general del sistema no homogéneo dada por:

Uk = A1k + Aotk + - .+ Aplni + Y11 (B) + - -+ Ynion(2),
k=1,2,...,n

Demostracion.
Sea Yr1, Yr2, Yk3s - - Ykn, kK = 1,2,...,n un sistema fundamental de soluciones sobre
[a, b] del sistema homogéneo, por tanto, la solucién general del sistema homogéneo es:

Yr = Ciy1x + Coyar + ... + Cr¥ni,

k=1,2,...,n, donde (', (s, ..., C,, son n constantes arbitrarias.

Supongamos ahora que C} son funciones de . Si derivamos a y; en esta hipdtesis
y teniendo en cuenta las condiciones (5.27), constatamos que vy verifica el sistema no
homogéneo (5.23). En efecto, reemplazando en la ecuacién L;, del sistema tenemos:

ako Z _h = 1”Chdyhk + alothdeh + Zakh (Z C]Q]k) = fi (1),

y teniendo en cuenta la relacién k de (5.27) queda solamente:

Z CyLi(y1n, Yons - - - s Ynn) = 0,

h=1

relacidon que se verifica idénticamente sobre [a, b|. Lo que demuestra el teorema. m
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Ejemplo 5.3.11 .
Considere el sistema de ecuaciones diferenciales definido para t € [1,00):

2dx _
{ P8 —Atr+4y = ¢
d _ 42
t¥ —2tr+y =t
El homogéneo asociado es:
2dx _
{ S —4dr+4y = 0
d
td —2tr+y = 0
que admite las soluciones 1 = 1, y; = t, x5 = 2t* e yo = t3, con el Wronskiano:

1 2t?

t t& = _t3 7é 07

W(t):‘

en el dominio de definicion del sistema dado. Luego, la solucion general del homogéneo es:
x, = O+ 2057
yn = Cit+ Cot®.

Aplicando variacion de parametros para hallar una solucion particular del sistema no ho-
mogéneo tenemos:

O+ 204t =
Cit + Cot® =

Y ! 1 ! 1 1 1 1
cuya solucion es C] = 2 — T C; = 75 — 2. De donde, Cy =2t—Int, Cy = $— 52 Luego,
la solucién general del no homogéneo es:

S e

11
r(t) = Cl+202t2+2t—1nt+2t2(¥—@)—C’1+2C2t2+4t—lnt—1
3 3 (1 1 3 9 1
y(t) = Cit+ Cot® +t(2t —Int) +t -~ op = Oyt + Oyt® + 3t —tlnt—it.

5.4. Sistema de Ecuaciones Lineales con Coeficiantes
Constantes

5.4.1. Sistemas Homogéneos

Un sistema de la forma:
% +anyr +apy+.. .+ awmy, = 0

L2+ agyy + amys + ..+ agyn = O (5.28)

dg—f + amyr + a2y + ...+ appyn = 0
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se llama Sistema de n Ecuaciones Diferenciales Lineales con n Funciones Incégnitas,
con Coeficientes Constantes y Homogéneo.

Ejemplo 5.4.1 .
Encuentre la solucion general del sistema lineal:

(a) t+3x—-2y = 0
(b) §+2y—2: =
(c) 2—=2z2+3z = 0

e}

Solucién.
De (a) obtenemos y = 3 (& + 3xz). Derivando (a) y despecjando § = 1 (i + 3d). Por su
parte, de (b) tenemos z = % (¥ + 2y), que al reemplazar las expresiones y e 1 encontradas
resulta z = Yi+2i+3x, lo que implica 7 = Y’ + 23+ 34. Reemplazando en (c) obtenemos
la ecuacion de tercer orden:

T + 3% — 413 = 0,

cuya ecuacidn caracteristica es A3 + 3\% — 4\ = 0, lo que implica:
s (t) = 01 + Oget + 036_4t.
Como y = 3 (& + 3x) tenemos:

y(t) = 2Cqe" — %6_“ +

3
2 2

;.
Por su parte, de la relacion z = %9’& + Z;'E + %93 resulta:

C 3
z (t) = 302€t + 736_4t + 501

Por tanto, la solucion del sistema es:

r(t) = Cy + Coe’ + Cze™™
y(t) = 20" — %e’“ + 3¢
z(t) = 3Che! + Le 4+ 20,

Las operaciones de eliminacién pueden ser largas y complicadas, pero es posible evitarlas
del siguiente modo: Puesto que, un sistema lineal con coeficientes constantes siempre es
equivalente con una ecuacién diferencial de orden n con coeficientes constantes que ad-
mite soluciones de la forma e, entonces buscaremos para el sistema (5.28), directamente
soluciones de esa forma:

= AreM, gy = Ase™, Ly, = Ane (5.29)
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Si derivamos (5.29), reemplazamos en (5.28), factorizamos por ¢ y eliminamos esta expo-
nencial obtenemos el sistema algebraico en Ay, As, ..., A,:

(an + )\)Al -+ CL12A2 + ...+ CllnAn =

0
a21A1 + (a22 —+ )\)AQ + ...+ CLQnAn: : O (530)

anlAl + anQAQ + ...+ (ann + /\)An =0

al que le imponemos que admita ademas otras soluciones, fuera de la trivial A, = Ay =
...=A,, = 0. De acuerdo con el Teorema de Rouche se debe cumplir:

ay + A ai2 e Q1n
a Qoo + A\ ... Qon
ao | =o, (5.31)
an1 an2 ce Qpp T A

llamada Ecuacién caracteristica del sistema (5.28).

Lo mismo que para las ecuaciones diferenciales lineales de orden n con coeficientes
constantes, la determinacion de la solucién general del sistema (5.28) se ha reducido a
resolver la ecuacidn algebraica (5.31).

Tendremos también aqui situaciones diferentes seglin la naturaleza de las raices de la
ecuacién caracteristica, llamadas Valores Propios.

1. X es una raiz simple de la ecuacién caracteristica (5.31), entonces el sistema admite
una solucién de la forma:

Mt At Mt
yp = Ae™, yp = Age™, L,y = Ape’.

Si reemplazamos A en la ecuacién algebraica (5.30) determinamos As, ..., A, en

funcién de A;. Si reemplazamos A; = 1 obtenemos una solucién particular del sistema

dado (5.28).

2. Si A = a + i son raices complejas simples de la ecuacién caracteristica (5.31),
entonces son soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (5.28).

y1 = (A cos Bt + Bysen Bt)e™, ... y, = (A, cos Bt + B, sen 3t)e™.

Si reemplazamos estas soluciones en la ecuacién diferencial (5.28) obtenemos por
identificacién un sistema algebraico que determina Ay, Bs, ..., A,, B, en funcién
de Ay y By. Tomando A; =0y B; =1 vy luego, Ay =1y B; = 0 obtenemos dos
soluciones del sistema (5.28).
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3. A esuna raiz real de la ecuacién caracteristica de orden de multiplicidad p+1, entonces

la solucién del sistema (5.28) relativa a esta raiz es de la forma:

Yy = (AH + Algt + ...+ A1p+1tp)€at
Yo = (Ao + Asot + ...+ Agp  tP)e™

Yn = (Anl + An2t + ...+ Anp+1tp)eat

y todas las constantes A;; se determinan en funcién de Ay, Ao, ..., Ajpiq rem-

plazando en el sistema (5.28) e identificando.

4. \ = « £ i3 raices complejas de la ecuacidn caracteristica de orden de multiplicidad

p+ 1. La solucién del sistema (5.28) que aporta esta raiz es:

Y1 = (An + At +...+ A1p+1tp)8at cos Ot + (Bll + Bigt+ ...+ Blp+1t‘n)8at sen [t
Yo = (An1+ Apat+ ...+ AppiatP)e* cos Bt + (Bpi + Bpat + ... + Bppi1t?)e“ sen Bt
Todas las constantes A;;, B;; se determinan en funcién de Ay, Ao, ..., Aipt1, Bi,
By, ..., Bip;1 reemplazando en el sistema (5.28) e identificando.
Ejemplo 5.4.2 .

Resuelva el problema de valor inicial:

t+3y—4r = 0
y+x—2y = 0

z(0) =0, y(0) =2.
Solucién.
Despejando x e 1 el sistema queda como:

Por tanto,

-1 2-A

lo que implica Ay =1 y Ay = 5. Por tanto, las soluciones del sistema son de la forma:

v = Ajel + Axe™,
y = Bie' + Bye™.

Si las reemplazamos en la primera o en la segunda ecuacion del sistema tenemos B, = A,
y By = —%Az. Asi, solucion general del sistema es:
r(t) = A+ Ay
1
y(t) = A — §A265t.
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Imponiendo las condiciones iniciales obtenemos la solucién final:

{ x(t) = %et — %e5t
_ 3 15
y(t) = 5e+ 3¢

Otra manera de llegar a la solucién es encontrar los valores propios de la matriz del
sistema, lo que se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.4.3 .
Resuelva:

T = —2r—4y

y = —x+y
Solucion.
Para los valores propios tenemos:

—-2—-X -4
' 11— ‘ =0

de donde, \y = —3 y Ay = 2. Con esto, calculamos los valores propios obteniendo:

o= [1] o= [ ]

Por tanto, la solucion general es:

o equivalentemente:

y(t) = Cre 3t — Che?
A
Ejemplo 5.4.4 .
Resuelva:
y—2y+z = 0
z—y—2z = 0
Solucidn.
El sistema se escribe como:
y = 2y—=z
z = y+2z
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2 -1
1 2
2—-X -1
1 2—-A

Por lo que, la matriz del sistema es:

Resolviendo:
-

obtenemos los valores propios \1 =2+ 1 y Ay = 2 —i. Luego,

y (t) = (Ajcost + Agsent) e,

z(t) = (Bycost + Bysent) e*.
Reemplazando en cualquiera de las ecuaciones diferenciales dadas obtenemos las relaciones
AQ = _Bl y BQ = Al, por tanto,

y(t) = (Ajcost— Bysent)e®,

z(t) = (Bycost+ Ajsent)e*.
Haciendo A, = 1 y B, = 0 tenemos y = coste? y z = sente®. Por su parte, tomando

A; =0y B; =1 tenemos y = —sente? y z = coste?. Estas funciones forman un sistema
fundamental de soluciones, por tanto, la solucion general del sistema es:

{ y(t) = (Ajcost — Bysent)e®,

z(t) = (Bjcost+ Ajsent)e?.
A
Ejemplo 5.4.5 .
Resuelva:
y o= -z (5.32)
z = y—=z
Solucién.
La matriz del sistema es:
-3 -1
1 -1
Resolviendo la ecuacion:
—-3-A —1 _ 0
1 —1-X| 7
obtenemos los valores propios A\ = Ay = —2. Luego,

Yy (t) = (Al + Agt) €72t
z (t) = (Bl + Bgt) 6_2t.
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Reemplazando en cualquiera de las ecuaciones dadas obtenemos las relaciones By = —2A,
y By = — (A1 + As). Luego,

y(t) = (A + Ast)e

z (t) = — (2A2t + (A1 + Ag)) 6_2t.
Tomando A, = Ay, = 1 obtenemos como solucion general:
y(t) = Cre ' + Cyte™*
2(t) = —2C1e7 % — 20y 2.

A

Ejercicio. Resuelva el sistema lineal de ecuaciones diferenciales siguiente:

T = y+=z
Yy = x+2
z = x4y

5.4.2. Meétodo de Euler para Sistemas Lineales y Homogéneos
con Coeficientes Constantes
Dado el sistema:
T = apx + boy + coz
Y ax 4+ by + 1z (5.33)
Z = aox + by + o2

buscamos soluciones de la forma:
r=CeM oy =pe, = ve. (5.34)
Reemplazando (5.34) en (5.33) obtenemos en sistema para ¢, p1 y v:

(ap — AN)C+bopt +cov = 0
a(+ (b —Np+arv = 0 (5.35)
CLQC + bg/L + (C2 - )\) =0

el cual posee solucién no nula cuando su determinante A es igual a cero:

ag — A bg Co
A= Qo b1 - A C1 =0.

as b2 Cy — )\

Este determinante se llama Ecuaciéon Caracteristica y tiene raices \;, Ao y A3 realesy
distintas. Sustituyendo en (5.35) A por \;, i = 1,2, 3 y resolviendo el sistema encontramos
Civ Wiy Y Vi, 1 =1,2,3, y con ello los tres sistemas de soluciones particulares:

At _ it _ Art
x1 = (e, oy = etttz = ettt

et _ Aot _ Aot
Tg = (€™, Yo = pge™?t,  zp = e’

st _ Ast st
3 = (3™, Y3 = p3e™’, z3 = vze’?’,
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Luego, la solucién general del sistema es:

r = C’lxl + CQZL'Q + 033173
y = Ciy+ Coya + Csys
z 012’1 + 022’2 + 032’3.

Ejemplo 5.4.6 .
Resuelva el sistema:
T = 3Jr—y+=z
y = —T+0y—=z
z = xT—y+3z
utilizando el Método de Euler.
Solucion.
La matriz del sistema es:
3 —1 1
—1 5 —1
1 -1 3

y tiene por valore propios a A\1 = 2, Ay = 3 y \3 = 6. El sistema (5.35) queda escrito como:

B=NC—p+v =0
—(+GB=-ANp—v =0
C—p+@B=XNv =0

Para este sistema tenemos:

A=2 = (C7N7V):(
=3 = (Cur)=(1,1,1)
A3=60 = (C7N7V):(

Luego, la solucion general del sistema dado es:

T (t) = 01€2t + Cgegt + Cg€6t
y(t) = Cye3t — 205
z

(t) = —01€2t + 0263t + Cg€6t.
A
Ejemplo 5.4.7 .
Resuelva:
T = T—29Y
y = 2x—y
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Solucién.
La matriz del sistema es:

1 -5
2 —1 |
y tiene valores propios \y = 31 y Ay = —3i. Por su parte, el sistema (5.35) queda escrito

como: (1 )\)C . 0
NG5 =
W4+ (=1 -Np = 0 (5.36)

Para este sistema tenemos:

{/\1:3i = (¢ p)=(5,1—30)
Ay =—3i = (C,p)=(51+3i)

Por tanto, x1 = 5e™3%, y; = (1 — 3i)e 3", w9 = 53" e yo = (1 + 3i)e>*. Ahora, pasamos
a un nuevo sistema fundamental:

5 T1+T2 5. XT1—T2
rT="95" T2= 7%
~ _ Yi1tye ~ o Y1—Y2
- 2 Y2 = 2%
con lo que obtenemos Ty = 5cos3t, To = —bsendt, y; = cos3t + 3sendt e gy, =

sen 3t — 3 cos 3t. Por tanto, la solucion general es:

z(t) = C131 + CyTy = 5C cos 3t 4+ 5C5 sen 3t
y(t) = Ci191+ Cags = C1cos3t + 3C sen 3t + Cy sen 3t — 3C5 cos 3t

Una vez hallada la primera solucién particular se podria haber escrito la solucién general
del sistema por medio de la férmula:

ZL’(t) = C’lRe (I1> +02|m([L‘1)
y(t) = CiRe(y1) + Colm ().
Es decir:

r1 = bcosdt — disen 3t
y1 = (cos3t —3sen3t) —i(sen3t — 3cos3t),

por lo tanto:

z(t) = bCycos3t —5C,sen 3t
y(t) = Cicos3t —3C)sen3t — Cysendt — 3C, cos 3t

Ejercicio. Resuelva el sistema:
T = 2x+4y
y = dy—x
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5.4.3. Sistemas No Homogéneos
Veremos el método por medio de un sistema de tres ecuaciones no homogéneas:
r+ar+bhytaz = fi(t)

Y +ar+by+coz = fot) (5.37)
2 +asx + by + 3z = f3(t)

Supongamos que conocemos la solucién general del homogéneo:

r = leL‘l + CQ$2 + 031’3
= Oy + Cays + Cays (5.38)
z = 0121 + CQZQ + 0323

por lo que buscamos una solucién particular del sistema homogéneo (5.37) de la forma:

= Cl (t)ycl + Cz(t)xz + Cg(t).’ll’g
= Ci()y1 + C2(D)y2 + C3(t)ys (5.39)
= Cl (t)Zl + CQ(t)ZQ + Cg(t)Zg

[SIEENSJE

Reemplazando (5.39) en la ecuacién (5.37), por ejemplo en la primera, obtenemos:

Ciay + Chzg + Clas + Cy (2] + a1x1 + biys + c121)+

5.40
+Cg(33/2 + a1xo + b1y2 + 0122) + 03(1135 + a1x3 + blyg + 0123) = fl(t), ( )

pero todas las sumas de los paréntesis son ceros. Luego, tenemos:
Crry + Cymy + Cya = fi(t)
Andlogamente se obtiene reemplazando (5.39) en la segunda y tercera ecuacién de (5.37):
Clyr + Coya + Ciys = fo(t), Crz1 + Chzo + Cyzz = f3(t).

Por lo tanto, tenemos el sistema:

Ciﬂ?l + Cél’g + Céxg = fl(t)
Ciyr + Coyo + Ciys = fo(t)
CiZl + CéZQ + CéZg = f3<t)

Del que obtenemos C7, C% y C4. Integrando tenemos C, Cy y Cs.

Ejemplo 5.4.8 .

Resuelva:
{ P+ 2r 44y = 1+4t

y+r—y = %tQ

Herndn Burgos, Universidad de La Frontera. 189



5.4 Sistema de Ecuaciones Lineales con Coeficiantes Constantes

Solucién.
El sistema homogéneo asociado es:

T = —2r—4y
y = —r+y

que segtin vimos en el Ejemplo 5.4.3 tiene por solucion:

x(t) = 4C1e™3 + Coe?
y(t) = Cie 3t — Cye?.

Haciendo variacion de parametros tenemos el sistema:

{ 4C1e 3+ Clhe® = 1+4t

! ,—3t 12t . 342

que tiene por solucion Cy = 1+ (1+4t + 3¢%) €% y C}) = £ (1 + 4t — 6t%) e Integrando

obtenemos: Cy = 5t (2 —t) e* y Co = 1t (1 + 3t) e *. Por tanto,

1 1
x = 4017 + Che® + e . Et (2—t)ed 4+ e - gt (1+3t)e™*
1 1
y = Cre? —Cye? +e77. 1—Ot (2 —t)e* —e. gt (14 3t)e 2,

que una vez reducida queda:

z(t) = 4C1e ™ + Che® + ¢ + 1t?
y(t) = Cie ™ — Che® — L

siendo esta la solucion del problema no homogéneo. A

Ejemplo 5.4.9 .
Resuelva
T = 3—2
y = 2x—2t
Solucién.
El sistema homogéneo asociado:
T = —2y
y = 2
tiene por valores propios a \y = 21 y Ay = —2i, por lo que la solucién es de la forma:

r = Ajcos2t+ Aysen 2t
= Bjcos2t+ Bysen2t.
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Reemplazando en cualquiera de las ecuaciones del sistema homogéneo obtenemos las rela-
ciones By = A1 y Ay = —By. Sélo por costumbre, cambienos A, por Cy y By por Cy, por
tanto,
z(t) = Cjcos2t — Cysen 2t
{ y(t) = Cisen2t+ Cycos2t.

Con esto, el sistema de variacion de parametros queda como:

Cfcos2t — Chsen2t = 3
Cisen2t + C)cos2t = =2t
cuya solucion es C' = 3 cos 2t — 2t sen 2t y Cl, = —3sen 2t — 2t cos 2t. Integrando tenemos

C7 =sen2t +tcos2t y Cy = cos2t — tsen 2t. Por lo tanto, la solucién general adquiere la
forma:

x = Cycos2t — Cysen2t + (sen 2t + t cos 2t) cos 2t — (cos 2t — t sen 2t) sen 2t
y = C}cos2t — Cysen2t + (sen 2t + t cos 2t) sen 2t + (cos 2t — t sen 2t) cos 2t,

es decir,
z(t) = Cycos2t —Cysen2t +t
y(t) = Cicos2t —Cysen2t+ 1.

5.5. Ejercicios Propuestos

1. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones homogéneos.

de __ dx
a){ﬁ_&f—z‘/ a = 8y

% = 2x—2 e) % = —2z
b) (Cll—f = =2y % = 2x+8y—2z

% = x4+ 3y J

d S = 209y
c) { A D +8

% = by—2x dt

dx dx

& = z+ux @x = Ytz
d) ¢ & = 3z+2 g) % = 24z

& = 3r+y L = g4y
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5.5 Ejercicios Propuestos

2. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones no homogéneos.

L = 3r—1y—3t2— it +3 @ = r+2+22—2¢
) { % = 2y—2t—1 ) B = —2r + 2y

o — _ppytzte £ = Ay—3z+4e
by ¢ % = z—y+zte ) { @ = Aoty 3060

b —  _p4y+z+4 W= 2wty -2

3. Encuentre la solucién de los problemas de valor inicial.

= _ Gr —
3) { @ Y 0= =2, y(0) =8

% = 5x+4y'
( ‘fi—‘f = x+z
) % = z+y,2(0)=19(0)=1,2(0)=-1
(L& = x+ Ty
) W = g+3y+2,2(0)=1y(0)=0, 2(0)=1.
d) {: ) zy: 2 (0)=0,y(0) =1
dt

dy  _

de __
0 S = T+2y+cost
& = Y-tsent
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Capitulo 6'

Resolucion Mediante Series de
Potencias y Transformada de Laplace

6.1. Resolucion Mediante Series de Potencias

6.1.1. Desarrollo de la Solucion en una Serie de Potencias

Partamos recordando una definicién de utilidad:

Definicién 6.1.1 . (Funcién Analitica, Punto Singular)
Una funcion f se dice Analitica en x( si admite un desarrollo en serie de potencia en torno
a ese punto. Si f no analitica en x(, entonces x, se dice un Punto Singular.

Consideremos ahora, la ecuacién de segundo orden:

y' +p(x)y +q(x)y =0, (6.1)

donde suponemos que los coeficientes p(x) y g(x) son analiticos, con esto, podemos escribir

(6.1) como:
Y+ (Z akxk> Y+ <Z bkxk> y=0. (6.2)
k=0

k=0
Por lo que parece natural buscar la solucién de la ecuacién en la misma forma:

o0

y = chxk. (6.3)

k=0

Reemplazando esto en la ecuacién (6.2) junto a las expresiones de sus derivadas de primer
y segundo orden ¢’ e 3" obtenemos:

i k(k — 1)cpa® 2+ (i akxk> (i kckxk_1> + <i bkxk> (i ckxk> =0. (6.4)
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6.1 Resolucion Mediante Series de Potencias

Multiplicando las series de potencias, reuniendo términos semejantes e igualando a cero los
coeficientes de las distintas potencias, resultan las ecuaciones:

xo . 262 + agcy + boCo =0
xl . 603 + 2@062 +ajcy + bgCl + b100 =0

132 . 1204 + 3@003 + 2(1102 “+ ascy + boCz + b101 + bQCQ =0 (65)

Cada una de las ecuaciones en (6.5) contiene un coeficiente indeterminado mds que la
anterior, los coeficientes ¢q y ¢; se mantienen arbitrarios y desempefian el papel de constantes
arbitrarias.

De la primera ecuacién encontramos ¢, en funcién de ¢y y ¢;. De la segunda resulta c3,
de la tercera ¢y, etc. En general, de la (k + 1)—ésima ecuacién determinamos ¢ una vez
conocidos ¢, C3, ..., Cia1-

En la practica conviene proceder del modo que sigue: Puesto que buscamos dos solu-
ciones y; () e ya(x):

para y; tomamos ¢y =1y c; =0,
para yo tomamos ¢y =0y c; =1,

que es equivalente con las condiciones iniciales:

1(0)=1,  (0)=0,
{ Zz(o) =0, 3Zjé((]) =1 } (6.6)

Y como sabemos toda solucién de la ecuacién (6.1) serd combinacién lineal de las soluciones

Y1 € Y2.
Si las condiciones iniciales son de la forma y(0) = A e y/(0) = B, entonces, tendremos:

y = Ayp(x) + Bya(x).

Teorema 6.1.2 .
Si las series:

Y wat =p) y > bt =qla),
k=0 k=0

son convergentes para |x| < r, entonces la serie de potencia (6.3) construida como se
indicé anteriormente también es convergente para |x| < r y es solucion de la ecuacion
(6.1). En particular, si p(x) y q(x) son polinomios en x, la serie (6.3) serd convergente para
cualquier valor de x.

Ejemplo 6.1.3 .
Encuentre la solucion en forma de serie de potencias de la ecuacion:

y' —xy —2y=0. (6.7)
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6.1 Resolucion Mediante Series de Potencias

Solucién.
Buscamos y de la forma:
Yy = Z cpx”, (6.8)
k=0
por lo tanto,
y = Z kepa® ™t e o = Z k(k — 1)cpa®2. (6.9)
k=1 k=2

Reemplazando (6.8) y (6.9) en (6.7) tenemos:

Z k(k—1)cpa®? — Z kepah™t — 2 Z axt = 0
k=2 k=1 k=0
Z k(k —1)cpa®? — Z kcpa® — 22 cx® = 0
k=2 k=1 k=0

Z(/{: +2)(k + 1)cppoz” — Z kepa® — 2 Z c® = 0
k=1 k=0

[(k+2)(k + V)eprn — (k+2)er] 2% 4+ 2¢5 — 2¢p = 0.

e ¢

i

1

lgualando a cero los coeficientes de las distintas potencias de x obtenemos co = ¢y y
Chio = ,:—le A partir de esto, si consideramos co = 1 y ¢; = 0, tenemos:

1
, 5 =0, cg = —, etc

C1 1
3 15

C2:1, 632520, Cqy =
Por consiguiente:
, at ab
r)=14+2"4+—+—+...
nle)=1+a+ o+ =+
Andlogamente con cy = 0 y ¢y = 1 encontramos:

(2)

k!

a2
2

3 5 7 0
= Tre

X X X
y2(x>_x+7+2-4+2-4-6+"‘_x§

Por lo tanto, la solucion general es:

y(x) = Ayi(z) + Bya(x).
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6.1 Resolucion Mediante Series de Potencias

Ejemplo 6.1.4 .
Encuentre la solucion usando series de potencias:

y —2zy =0, y(0) =1, (6.10)
Solucién.

Buscamos la solucion y de la forma:

[e.9]

Yy = Z Cka,

k=0

o0
y = E ket
k=1

Reemplazando en la ecuacion (6.10) tenemos:

o o

Z kepr* ™1 — 2z Z gt = 0
k=1 k=0

o oo
Z kepak 1 — Z 20,28t = 0.
k=1 k=0

Acomodando los indices de las sumatorias y ordenando obtenemos:

por tanto,

c1 + Z (ke — 2cp_g] 271 = 0,
k=2

de donde, c; =0 y ¢, = QC’“T*Q Como y (0) = 0, entonces ¢y = 0. Con esto,
2co 1 2¢y 0 2cy 1 2c3 0 2¢y 1
2 9 , 03 3 y G4 4 27 5 5 > L6 6 2.3
Continuando de esta forma vemos que cgj. 1 = 0 y Cop = % Por tanto, la solucién buscada
es: .
=3
Y=Lt
k=0
A

6.1.2. Desarrollo de la Solucién en una Serie de Potencia Gen-
eralizada
Definicién 6.1.5 . (Punto Singular Regular)

Un punto x de la ecuacion (6.1) se dice Singular Regular si las funciones (z — zo) p () y
(x — x0)° ¢ (x) son analiticas en xo. En caso contrario se dice un punto Singular lrregular.
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6.1 Resolucion Mediante Series de Potencias

Definicién 6.1.6 . (Serie de Potencias Generalizada)

Una serie de la forma
o0
xf E crx®,
k=0
[ee]

con ¢y #0 y > cpx® es convergente en un determinado recinto |x| < r y p es un nimero

k=0
dado se llama Serie de Potencias Generalizada. Si p € N, entonces la serie de potencias
ordinaria.

Teorema 6.1.7 .
Six =0 es un punto singular regular de la ecuacion (6.1), es decir, cuyos coeficientes p(x)
y q(x) admiten los desarrollos:

o0
S apa®
_ k=0

i kak
k=0
p(x) = =

y q(r) =

x x?

donde las series de los numeradores son convergentes en cierto recinto |x| < r y los coefi-
cientes ag, by, by no son simultdneamente nulos. Entonces la ecuacién (6.1) posee al menos
una solucion en forma de serie de potencias generalizada:

y=ar chxk, (6.11)
k=0

co # 0 que converge al menos en el mismo recinto |x| < r.

Para hallar el exponente p y los coeficientes ¢, es necesario reemplazar la serie (6.11)
en la ecuacién (6.1), simplificar por z” e igualar a cero los coeficientes de las potencias de
x. En este caso, el nimero p se halla de la Ecuacién determinativa:

P (p — 1) + app + b() = O, (6.12)

donde ag = lim zp(x) y by = lim 2?q(z).
z—0 z—0
Supongamos que p; y p2 son las raices de la ecuacién determinativa, entonces distin-
guiremos tres casos:

1. Si (p1 — p2) ¢ Z, entonces podemos construir dos soluciones de (6.1) de la forma
(6.11), a saber:

[o.¢] o
Y =™ E oz’ e yp =2 E dyz®,
k=0 k=0

donde ¢y # 0y dy # 0.
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6.1 Resolucion Mediante Series de Potencias

2. Si py — p2 € N\ {0}, entonces podemos escribir, por lo general, sélo una serie de la
forma (6.11) que es solucién de (6.1):

yp = E ckxk,

k=0
donde ¢ # 0.

3. Si p; = pa, entonces podemos escribir sélo una serie de la forma (6.11) que es solucién
de (6.1).

Sélo en el primer caso tenemos dos soluciones y;(x) e ya(x) linealmente independientes.
En el segundo y tercer caso hemos construido sélo una solucién. La otra se obtiene en la

forma:
(o)

yo = Ayy(z) Inz + 2 Z cra®.

k=0

Puede ocurrir que en 5, A sea cero, luego, y, resulta en forma de una serie de potencia
generalizada.

Ejemplo 6.1.8 .
Resuelva la ecuacion:

22%y" + 3z — 22%)y — (v + 1)y = 0. (6.13)

Solucién.
Escribimos la ecuacion dada de la forma:

y,,+3—2x , x+1

— 0
or 0 22 VT
y buscamos la solucion y(x) en la forma:
y(x) = 2” Z cr®,
k=0

con ¢y # 0. Para encontrar p, escribimos la ecuacion determinativa:

p(p—1)+a0p+b0:O,

donde ay = }slir(l) 3_22$ = % y by :glcii%_% = —%, Luego,
3 1

DN+ p—==0

plo=1)+5p—5=0,
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6.1 Resolucion Mediante Series de Potencias

lo que implica p; = % y p2 = —1. Por tanto,

l\.’)\»—t

yi(r) =

4 st

k=0
yg(l') = EZAkajk?
k=0

con x > 0. Para hallar los coeficientes ¢y, ¢y, ..., Cp, ... sustituimos y, y sus derivadas v,
eyl
n(r) = Z et
k=0
/ - 1 k
yl (x) = Z k + 5 CpZ 2a
k=1
- 1 1 3
" _ - _ - k—3
o = £ e+2) (oo

en la ecuacion (6.13), tenemos:

2x22(k2—4>ckxk_§+(3x—2x2)2(kz+2>ckx 3 (x+1) Z( )
k=2

k=1 k=0

m\»a
I

0, (6.14)

Luego de las transformaciones, (6.14) toma la forma:

> T kQ2k + 3)eattE =Y 2(k + 1)t tE = 0.

., . P 1
Como buscamos una solucion para x > 0, podemos simplificar por xz y tenemos:

[(k 4 1)(2k 4+ 5)cppr — 2(k + 1)eg] 2F+ = 0,
k=0

de donde,

QCk

C —
Y=

Haciendo co = 1 obtenemos ¢y = £, ¢ = &, c5 = 5273 5, -+ Generalizando tenemos:

2n

paran € N. Luego,

_ 1 (22)"
wle)=a 1+Z5 7.9 (2k +3)

k=1
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6.1 Resolucion Mediante Series de Potencias

Andlogamente, se podemos encontrar los coeficientes de la otra serie y, por lo tanto,
hallar yo(x). Luego, la solucion general de la ecuacion (6.13) es:

y(x) = Ay (z) + Bya(x),

donde A y B son constantes arbitrarias. Queda al lector calcular yo(x) y demostrar que es

S A

x

6.1.3. La Ecuacion de Bessel
Sea p > 0 una constante, la ecuacién diferencial de segundo orden:

22y + xy + (2 — pPy =0, (6.15)

se denomina Ecuacion de Bessel.
Escribiendo (6.15) en la forma:

2 2
- P
2

1 T
vy y =0,

tenemos p(z) = 1 y g(x) =
—p?. Luego, la ecuacién determinativa para p es p(p—1)+1p—p* = 0, que implica p; = p
Yy p2=—

Busquemos la primera solucién particular de la ecuacion de Bessel en forma de serie de
potencias generalizada:

= HII(l) xp(x) =1y by = h'né rq(x) =

[e.¢]

k

y=al E R’
k=0

reemplazamos y, ¢’ e y” en la ecuacién (6.15) tenemos:
7 Z cx(k+p)(k+p—1)2"P2 4 Z cr(k 4+ p)z™ P+ (2 — p?) Z Ly
k=2 k=1 k=0
o bien, después de algunas transformaciones elementales, y simplificacién por x?:

ch(k +p)(k+p—1)2* + ch(k +p)a® + cha:k” - Zp%kxk =0

k=0 k=0 k=0

Z (k + p)? —p}cka: +chx =0
k=0 k=0
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6.1 Resolucion Mediante Series de Potencias

De aqui, igualando los coeficientes de las distintas potencias de x a cero, tenemos:

.I’O (p2 . p2)00 — O
! (L+p?—=p>er = 0
22 (2+4p)P—-p)eatca = 0
2 (B+pP-p)eta = 0 (6.16)
! ((4+p)2—p2)c4+02 =0

7 (k+p) =p)er e = 0
La primera de las relaciones (6.16) se cumple para todo ¢,. De la segunda relacién tenemos

que ¢; = 0. De la tercera ¢; = (2+p’3)%_p2 = 22(_1?17)- De la cuarta ¢c3 = 0. De la quinta ¢4 =

o e o ; . .
@7 = Pt = )@ ie Es evidente que todos los coeficientes de subindice
impar son cero, es decir:

cor1 =0, Vk.
Los coeficientes de subindice par son de la forma:

(—=1)*co

TP )+ R R -

Para simplificar los calculos que siguen, hagamos:
1

= ——

O wT(p+ 1)

donde I'(v) es la Funcién Gamma de Euler. La funcién Gamma de Euler, I'(v), se define
para todos los valores positivos y para todos los valores complejos con parte real positiva
de la forma que sigue:

I(v) = /00 e "a’ da.
Esta funcién I" posee las siguientes propiedoades importantes:
1. T(v+1)=vl(v)
2. (1) =1
3. Tw+k+1)=w+1)-(v+2)---(v+k)I'(rv+1), keN
4. T(k+1) =k keN.

Ahora considerando ¢y = m y las propiedades de la funcién I" ocupémonos de la

transformacion del coeficiente cyp:
(=DF
22k (p+1)-(p+2)-...-(p+k)-K!-(2»-T(p+1))
(=DF

22k+p k- T(p+k+1)

Cok
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6.1 Resolucion Mediante Series de Potencias

pues por la propiedad 3 tenemos que (p+1)(p+2) - - - (p+k)I'(p+1) esigual con I'(p+k+1).
Ahora la solucién particular de la ecuacién de Bessel, que indicaremos con J, toma la forma:

Zkl p+k+ )(§>2k+p’

llamada Funcién de Bessel de Primera Especie de Orden p.
Andlogamente, buscamos la segunda soluciéon particular de la ecuacién de Bessel de la
forma:

o
y=x"? E ek,
k=0
donde —p es la segunda solucién de la ecuacién determinativa. Es claro que esta solucién se
puede obtener de la solucién J,(x) sustituyendo p por —p, puesto que en la ecuacién (?77?)
p esta elevado a una potencia par, por lo tanto, tenemos:

ol Zk:' k:+1— )(92“’

llamada Funcién de Bessel de Primera Especie de Orden —p.

Si p no es un entero, las soluciones J,(z) y J_,(z) son L.I, puesto que sus desarrollos
en series comienzan con potencias distintas de z, luego la combinacién ay J,,(x) + asJ_,(2)
puede ser idénticamente nuela sélo para a; = ay = 0.

Si p es un entero, las funciones J,(x) y J_,(z) son L.D, pues:

T_ala) = (~1)"J, (@),

con n € Z. Asi pues, cuando p € Z \ {0}, en lugar de J_,(x) hay que buscar otra solucién
que sea L.l con J,(x), para lo que introducimos una nueva funcién:

p(l’) — Jp(x) COS(]”T) — J—P(m).

sen(pm)
Es evidente que Y, es solucién de la ecuacién (6.15), pues es una combinacién lineal de las
soluciones particulares J,(z) y J_,(z).

Pasando al limite en (6.17) cuando p tiende a un nimero entero se obtiene la solucién
particular Y,(x) L.I con J,(x) y determinada ya para valores enteros de p. Y, (x) se llama
Funcion de Bessel de Segunda Especie de Orden p.

Hemos construido un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién de Bessel para
todo p entero o racional, la que puede representarse como:

y = AJp(z) + BY,(z),

(6.17)

donde Ay B son constantes arbitrarias. No obstante para cuando p no es entero, la solucién
general de la ecuacidn de Bessel puede tomar la forma:

y = AJy(z) + BJ_p(z).
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6.2 Resolucion Mediante Transformada de Laplace

Es frecuente en aplicaciones encontrarse con la ecuacién:
22y + zy + (K*2® — p?)y = 0, (6.18)
que con el cambio de variable { = kx se reduce a la ecuacién de Bessel:
2Ly | dy
d¢z " dc
cuya solucién general, cuando p no es entero es:
y = a1dp(¢) + a2 (C),

y por tanto, la solucién general de la ecuacién (6.18) queda dada por:

y = a1 Jy(ke) + and_p(kx),

5+ (= + (¢ —py =0,

Ademids, para el caso cuando p es un entero tenemos:
y = arJ,y(kz) + aY,(kx).
Una clase mas amplia de ecuaciones son las de la forma:

d’y dy

2 m

r*—= 4ar—+ (b+cx =0, 6.19
Y ar o+ ™y (619)
donde a, b, ¢ > 0y m # 0 son constantes, las que se reducen a una ecuacién de Bessel
introduciendo una nueva variable ¢ y una nueva funcién u, segtn las férmulas:

donde a =41, =2, v = %ﬁ y p? = %2_41’, quedando de la forma:
d?*u du
22— 4 t— 2 —p>u=0.
gz Tl T

Notemos que cuando ¢ = 0, la ecuacién (6.19) es la ecuacién de Euler.

6.2. Resolucién Mediante Transformada de Laplace

6.2.1. Transformada de Laplace

Definicién 6.2.1 . (Transformada de Laplace)
Sea f(t) una funcion integrable definida en [0,00). La Transformada de Laplace de f(t)
es la funcion F(s) dada por la integral:

P = [ 1= £1f1(6)
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6.2 Resolucion Mediante Transformada de Laplace

Ejemplo 6.2.2 .
Encontremos la trasnformada de f(t) =1, parat > 0.

o0 T _ ,—sT
L[1](s) = / le *'dt = lim [ e *dt = lim F— ‘ } .
0

T—oo J T—oo | 8 S S

para s > 0, pues si s < 0 la integral impropia diverge. Por lo tanto, F(s) = % s> 0.
Calculemos ahora L [e™], donde a esconstante:

o0 o0 1
Le"] (s) = / e tedt = / e~ matgr = :
0 0

s—a
para s > a, pues si s < a la integral impropia diverge. A

Definicién 6.2.3 . (Funcién de Orden Exponencial al Infinito)

Una funcion f : [0,00) — R es de Orden Exponencial al Infinito si es seccionalmente
continua, es decir, continua salvo en un numero finito de puntos y si existen dos constantes
M >0yn>0yunvalorty > 0 de sudominio, tales que:

[f(#)] < Me™, (6.20)
para todo t > to. Lo anterior lo denotaremos por f(t) = O (e"'), sit — oo.

Proposicién 6.2.4 .
La transformada de Laplace existe para toda funcion f de orden exponencial al infinito.

Demostracion.
Supongamos que f(t) es de orden exponencial al infinito, por tanto, existen constantes
M >0ymn>0yunvalor tyg > 0 del dominio de f, tales que se satisface (6.20). Luego,

[f()e™™ ] < |f(t)] e < Me=t7",
para t > ty. Entonces tenemos,

/Om |[f(B)e™de = / " e dt + / " r e de

to
to [e%e)
= / \f(t)e—st{dm/ Me™ =" dt.
0 to

La integral entre 0 y t; es finita, pues por hipétesis f es seccionalmente continua y ¢, < oo.
Por su parte, la integral impropia de la funcién ¢t — Me~ (! converge si y sélo si s > 7.
Concluyendo la demostracién. m

Definicién 6.2.5 . (Funcién Escalén Unitario)
La Funcion Escalén Unitario se define como:

1 t>t
Mt_to):{ 0 t<tg.
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6.2 Resolucion Mediante Transformada de Laplace

| to t
Figura 6.1: Funcién escalén unitario p (t — tg).

En la siguiente tabla tenemos algunas transformadas de Laplace elementales dtiles para
el trabajo porterior, consideramos n € Ny «, t; € R como constantes:

| f@® |LI[f](s) | Observacién |

1n 3 s> 0

AN
S—o

sen ot SQJOF‘QQ s>0

cos at sszQ s>0

12 (t — to) % s>0

6.2.2. Algunas Propiedades de la Transformada de Laplace

Proposicion 6.2.6 . (Linealidad)
Sean f,g:[0.00) — R funciones de orden exponancial al infinito, v, 3 € R, entonces:

Llaf(t)+ Bg1)] (s) = aL[f()] (s) + BL[g(#)] (s).

Demostracion.
Queda como ejercicio al lector, pues basta aplicar la definiciéon. m

Ejemplo 6.2.7 .

Determine L [11 + 5e* — 6sen 2¢] (s).

Solucién.

Aplicando la linealidad y las transformadas elementales tenemos:

L[11+5e" —6sen2t] (s) = L[11]+ L [5e™] + L [—6sen 2t
= L[1]45L [e"] — 6L [sen 2]

11 5 12

s * s—4 s2+4

definida para s > 4. A

Teorema 6.2.8 . (Desplazamiento)
Si la transformada de Laplace L [f] (s) = F(s) existe para todo s > a, entonces:

L [eo‘tf(t)} (s) = F(s — a).

Hernan Burgos, Universidad de La Frontera. 205



6.2 Resolucion Mediante Transformada de Laplace

Demostracion.
Por definicién tenemos:

L e f(t)] (s) = /000 e e f(t)dt = /OO eI F (1) dt = F(s — a).

0

Ejemplo 6.2.9 .

Encuentre la transformada de Laplace de f(t) = e* sen f3t.
Solucién.

Sabemos que L [sen fBt] (s) =
de F(s) tenemos:

# =: F(s), por lo tanto, por la propiedad de traslacion

&

L [e* sen Bt] (s) = GoaZti?

=F(s—a).
A

Proposicion 6.2.10 . (Desplazamiento)
Si la transformada de Laplace L |g](s) = F(s) existe y lo mismo ocurre para f (t) =
g (t —to) pu(t —to), entonces:

L[f](s) = e "F (s).

Demostracion.
Por definicién tenemos:

LIf](s) = EE%(t—to)u(t—to)}(s)
= / g(t—ty)e dt

to

_ / g (u) e—tose—usdu
0
= e "°Llg] = e °F (s),
donde hemos hecho el cambio de variable u =t — ¢;. =

Ejemplo 6.2.11 .
Encuentre la transformada de f (t) = e 'u (t — 2).
Solucion.

_ —2,—(t-2)

Podemos escribir f como f (t) = e e p(t —2), luego:

o—2(s+1)

s+1 °

L[f](s)=L|e2e Dt — 2)} =e 2L [e_(t_2)u (t— 2)} =e e BL[e] =

A
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6.2 Resolucion Mediante Transformada de Laplace

Proposicion 6.2.12 . (Transformada de la Derivada)

Sea f, f', f",..., f™ 1 :]0,00) — R funciones contiuas y de orden exponencial al infinito,
ademds, supomgamos que ™ es continua por tramos en [0, 00). Entonces,
L[] (s) = s"F(s) = "7 f(0) = s"2f/(0) — ... = f"7(0),

donde F(s) = L [f(£)] (s).

Demostracién.
Procedemos por induccién sobre n. Para n = 1 tenemos:

T—o00

LI[f(s) = /000 f'(t)e "tdt = lim /o f'(t)edt,

integrando por partes considerando u = e™*' y dv = f'(t)dt tenemos:

. T
L[f](s) = lim [e_Stf(t)HO—l—sTlgrgo/o f(t)e *tdt

T—o00

= /) + Jim F)eT +s [ p0ea
0

T—o00

= L[fl(s) = £(0) + lim f(T)e "

Pero lim f(T)e*T =0, para s > 0, pues f es de orden exponencial. Por lo tanto,

L[fT(s) = sLIf](s) = £(0).

Supongamos vilida la afirmacién para n, es decir, tenemos la hipétesis de induccién:

L [f(”)} (5) = s"F(s) — s""Lf(0) — s"2f"(0) — ... — f=D(0).
Debemos demostrar para n + 1, es decir;
L[] (5) = 5" E(s) = 8" £(0) = 5" £1(0) = 52 f7(0) — .. — f(0).

En efecto,
L] () = £[(77)] (5) = 5£ [£) 5) = £7(0).

Reemplazando la hipétesis de induccidon y acomodando concluimos lo que queremos mostrar.
[ ]

Ejemplo 6.2.13 .
Encuentre la transformada de la solucién de: y" — y = —t, y(0) =0, ¢/(0) = 1.
Solucioén.
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6.2 Resolucion Mediante Transformada de Laplace

Tomando la transformada a ambos miembros, usando las propiedades de linealidad, derivadas
tenemos:

Ly —y] = L[]
LY=Ly = —L]t]
sLy] —sy(0) =y (0) = L[y] = —L]{]
SLY|—1-L[y] = —8%
(82—1)£[y] = 1_5_12

Ly = 5

A

Proposicién 6.2.14 . (Multiplicacién por t")
Seann € Ny f :]0,00) — R wna funcion de orden exponencial al infinito. Entonces
g (t) =t"f(t) parat > 0 es de orden exponencial al infinito y su transformada de Laplace

esta dada por:
dn
——LIf]1(s).

Llg)(s) = £[F (1)) (5) = (~1)"

Demostracion.
Notemos que “£_e¢~*! = (—1)"t"e¢~*. Como f es continua y de orden exponencial al
infinito, podemos derlvar con respecto a s bajo el signo integral, por lo que obtenemos:

/O Tt’ff(t) St = dsn / f(t)e stdt.

al tomar limite cuando 7" — o0, la integral del lado izquierdo converge si y sélo si aquella del
lado derecho lo hace, es decir, si L [f] (s) existe. De esto resulta lo que queriamos mostrar.
[

Ejemplo 6.2.15 . Determine la transformada de Laplace de f(t) = t*sent.
Solucién.

Como conocemos L [sent] =
conn = 2, teniéndo:

5211, podemos aplicar la propiedad de multiplicacion por t"

d? 2(3s—1)

L [t*sent] = (—=1)> =L [sent] = EEEE

ds?

A

Teorema 6.2.16 . (de Lerch)
Si dos funciones f y g poseen transformada de Laplace con igual dominio, y en el coinciden,
entonces f(t) = g(t) para todo t en que ambas funciones son continuas.
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6.2 Resolucion Mediante Transformada de Laplace

Definicién 6.2.17 . (Transformada Inversa de Laplace)
La Transformada Inversa de Laplace de F(s) es aquella funcion f(t) continua en [0, co)
tal que:

LIf](s) = F(s). (6.21)

La funcién f(t) se denota por L™ [F] (s).

A causa del Teorema de Lerch la transformada inversa de Laplace estd lnicamente
determinada sélo en los puntos de continuidad. En el caso que todas las funciones que
satisfacen (6.21) sean discontinuas en [0,00) se elige a L' [F](s) como continua por
tramos, continua casi en todas partes, y que satisfaga (6.21).

Ejemplo 6.2.18 .
Determine L' [F] para:

1. F(s) = &.
1
Solucion.

L SiP() = k= £ [3] = 507 (3] = 4

s -2

2 F(s)= 2 = L[] =

g = £ [hg] = 271 [she] = dsem

52432 3

3 F(s) = w85t = £ [w5hs] = £ || = fcos2t.

Proposicion 6.2.19 . (Linealidad de la Transformada de Laplace Inversa)
Supongamos que L7 [Fy] y L™ [Fy] existen y son continuas en [0,00) y sean a, 3 € R
cualquier constante arbitraria. Entonces:

E_l [O[Fl + /BFQ] = aﬁ_l [Fl] + 55_1 [FQ] .

Demostracion.
Queda como ejercicio al lector. m

Ejemplo 6.2.20 .

Determine:
5 6s 3

£t — )
s—6 82+9+282+88+10
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6.2 Resolucion Mediante Transformada de Laplace

Solucién. Aplicando la linealidad de la transformada de Laplace inversa:

) 6s 3 1 s
£t — = 5L | ——| —6L7 |55
s—6 52—|—9+252+8$+10} [5—6} 52 + 32 +

1 s
_ N R P L
Y. L_G} 6r L”SQ%

3
= 5e% — 6cos3t + 567225 sent.

. 1
s24+4s+5

NIW N W
NN

Para determinar las transformadas inversas de funciones mas complejas podemos usar
fracciones parciales o el producto de convolucion.

Definicién 6.2.21 . (Producto de Convolucién)
Dadas las funciones integrables f, g : [0,00) — R, definimos su Producto de Convolucién
parat > 0, denotado por f * g como:

(f ) ( /f g(t — 2)d

Teorema 6.2.22 . (de Convolucién)
Sean f y g dos funciones de tipo exponencial al infinito, entonces su producto de convolucion
posee transformada de laplace y tenemos:

L(fgl(s)=LI[f1(s)-L]g](s).

Demostracion.

Como f y g son de orden exponencial al infinito su producto de convolucién es también
de orden exponencial al infinito. En efecto,

t—:z:

((fxg) ()] =

IN

/O ()] lg(t — )| da

t
< MN/ el t=2) gy
0

donde M, N > 0 son constantes. De la dltima desigualdad deducimos que (f * g) (t) es de
orden exponencial al infinito.
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6.2 Resolucion Mediante Transformada de Laplace

Para la segunda parte del teorema aplicamos el Teorema de Fubini para intercambiar las
integrales iteradas:

Llf*g :/ /f ot — x)dudt
:// e F(2)g(t — @)1 () dadt

_ / / =526~ () gt — 2)jg.0)(t — 2)dadt

_ /0 —szf()(/oooe—su (u )du)d:c

= LIf1(s)-Llg](s),

para todo s perteneciente al dominio comtn de las transformadas de fy g. =

Ejemplo 6.2.23 .
Aplicando convolucién encuentre £7! [34;2]'
Solucion.

. - 71 1
Notemos que podemos escribir E [—52 )

] Llamemos [ a la funcion tal que L[f] = %

y g a la que cumple L [g] = . Entonces tenemos f(t) =t y g(t) = sent. Del Teorema
6.2.22 tenemos que L7* [m} = f(t) * g(t), es decir,

L [m} _ /Ot:csen(t—x)dx

= t—sent.

6.2.3. Aplicacién a las Ecuaciones Diferenciales

Proposicién 6.2.24 .
Sea f una funcién de orden exponencial al infinito, entonces cada solucion de la ecuacion
diferencial:

aoy™ + a1y + L+ ay + any = F(1),
es de orden exponencial al infinito y tiene transformada de Laplace.
Ejemplo 6.2.25 .

Resuelva el problema de valor inicial y" — 2y’ + 5y = —8e™*, y(0) = 2, ¥/(0) = 12.
Solucioén.
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6.2 Resolucion Mediante Transformada de Laplace

Aplicando transformada de Laplace y sus propiedades tenemos:

Lly" =2y +5y] = L[-8]
Ll -2L[y)+5L]y) = —8L[c]
2L [y] — sy(0) — ' (0) — 2sL[y] +2y(0) +5L[y] = —8L [e‘t]
S L[y —2s — 12— 2sL[y] +4+5L[y] = _s—?—l
252 4+ 10s

Lly] =

(s+1)(s2—2s+5)
Separando en farcciones parciales y acomodando tenemos:

3(s—1)+8 1

LWl =Gomerz 551

Por lo tanto, aplicando la transformada inversa obtenemos:

e e e o e R P

= elcos2t + 4el sen 2t — e ?.

Finalmente, concluimos que solucion del problema de Cauchy dado es:
y(t) = 3e’ cos 2t + 4e' sen 2t — e .
A

Ejemplo 6.2.26 .

Resuelva el problema de valor inicial y" + 4y’ + 3y = 1, y(0) = 3, ¥/(0) = —2.
Solucién.

Tomando transformada y aplicando propiedades tenemos:

Ly +4y +3y] = L[]
Ly +4L[Y]+3L[yl = L[]
s*L [y — sy(0) — y'(0) + 4sL [y] — 4y(0) + 3L [y] L[1]
SPL[y| —3s+2+4sL[y] +8+3L[y] = é
Ly (s> +4s+3) = é+3s+10
352+ 10s + 1
Ll = s(s24+4s+3)

Separando en fracciones parciales resulta:

1 3 1

LWl =5t 551 " 3619
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6.2 Resolucion Mediante Transformada de Laplace

Finalmente, aplicando transformada inversa obtenemos por solucion el problema de Cauchy:

1 1
y(t) = 3 +3e”" — ge_3t.

A

Ejemplo 6.2.27 .

Resuelva y" — y" + 4y’ — 4y = —3e! + 4€*, y(0) =0, ¥/ (0) =5, y"(0) = 3.

Solucién.

Tomando transformada, aplicando propiedades y reduciendo tenemos:
553 — 17s% + 175 — 2

(s —=1)(s—2)(s®>—s2+4s —4)

Lyl =

Luego, descomponiendo en fracciones parciales:

1 3 1 288 — 27s

Ly

Aplicando transformada inversa obtenemos que la solucion buscada es:

1 3 1 7 27
Yy = %et — gtet + 56% + % sen 2t — % cos 2t.

A

Ejemplo 6.2.28 .
Resuelva el sistema:
T—3t+2xr+y—y = 0
{ Jy—5y+dy—z+xr =
con condiciones iniciales x(0) = 0, y(0) = 1, £(0) = ¢(0) = 0.
Solucién.
Aplicando transformada y sus propiedades obtenemos el sistema:

{ (s=2)(s =D L[z]+(s =1Ly = 1
—(s=DL[x]+(s—4)(s—1 L[y = s=5

Despejando L[] y L [y] obtenemos:
1 s —Ts+11

T 55— 1) B—172 25-2) 502 +4)

Lol = g qm o LW=

Al separar en fracciones parciales lo anterior se escribe como:

1 1 1
Llel = is—1) 4(5-3)  2(s—3)

4 1 1

LWl = 5o " 1-9) 2637

§3 —T7s24+155—9°
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6.3 Ejercicios Propuestos

Tomando transformada inversa obtenemos como solucién del sistema diferencial dado:
1.t 1.3t , 1, 3¢
r(t) = je'— e+ ste
_ 5 1.3t 14 3t

A

Ejemplo 6.2.29 .
Resuelva y" — 7y’ + 10y = Lots1 (0)=9'(0)=0
Y Y Y tot>1" ) Y :

Solucidn.
Escribiendo el lado derecho de la ecuacion diferencial en términos de la funcién escaldn
unitario tenemos:

! /

y' =Ty + 10y =1+ (t—-1)p(t—-1).

Aplicando transformada de Laplace y sus propiedades obtenemos:

(s =7s+10)Lly] = -+

1 e ®
-5 (-2 2e-5(-2

Lly] =
Separando en fracciones parciales tenemos:

SR P U B SR (A AN B S R g
Y7 10 15(s—=5) 6(s—2) 100s  10s®  55(s—5) 12(s—2) .

Aplicando transformada inversa resulta:

1 I 5 1y 7 1 I
= et L et — t—1
= ¢ T6¢ Tl Tl T e J At

o equivalentemente:
1, 1.5t 1.2
y:{ E—i—ﬁet—éet, t<1
7 2
ﬁ—l—f—ot—l—%e&—}ie%, t>1

6.3. Ejercicios Propuestos

1. Integre las ecuaciones diferenciales utilizando series de potencias.

a)y —2zy=0,y(0)=1.
b) 4xy' + 2y +y=0.
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6.3 Ejercicios Propuestos

(14+2)y —ny=0.

9z (1 —z)y" — 12y’ + 4y = 0.

y'+ay +y=0.

y'—ay +y—1=0y(0)=y(0)=0.
y' = (1+2*)y=0y(0)=-2¢(0) =2
y"

C
d
e
f

g
h

)

)

)

)

)

) y" —ye” =0.
i)y =a*+y* y(0) =0,
J) ¥ =¢e¥+xy, y(0)=0.
k) z?y" + zy + (422

I) 2%y’ + zy + (2?

m) y"+1y’+4y:0

n) x?y" —2zy' + (z* — 1)y = 0.

i) zy’ —I—2y+ 1y =0.

)y
y =

— 1)

N

2. En los ejericios siguientes encuentre los tres primeros términos del desarrollo en serie
de potencias de la solucién de la ecuacién diferencial para las condiciones iniciales
indicadas.

"+ay=0y(0)=04(0) =1
y' —y'senz=0,y(0) =0,y (0) =

3. Demuestre la justeza de las siguientes relaciones.

a) Jy(x) = Jp1 (x) = £J, (2). €) Jp1 (2) = 2, () = Jpa (2).

b) J, (x) = —Jp1 (z) + £ Jp (3). d) Ja(z) = Jg () — 1 Jg (2).
4. Aplique transformada de Laplace para resolver los siguientes problemas de Cauchy:
a) y' =5y +dy=e€, y(0) =1, y(0) = -1
b) y' — 3y + 2y = e sent, y(0) =y'(0) = 0.
c) y'+4y — 5y =te y(0) =1, y'(0) = 0.
d) oW 4 42®) + 62" + 42’ + x = 2cost, x(0) = 2'(0) = 2”(0) = 0, 2® = 1.
e) ty" + 4y + 9ty = 3¢, y(0) =0, y'(0) = 1.
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6.3 Ejercicios Propuestos

0.

f) ¥ —y =5 y(0)=y'(0) zy”(O)
g) y" =3y +3y —y =t y(

h) v +2ty —4y =1, y(0) = y'(0) =
)

I, O0<t<2 |

. et t<?2
J) y”+4y’—12y={ 2 s ¥(0)=y(0)=0.

5. Aplique transformada de Laplace para resolver los sistemas:

/ —
a) { y,x tyo= f) , tal que z(0) =1, y(0) = —1.

0) =1,4'(0) =2 y"(0) = 3.

+4xr =
Z+x = sent
b) ¥—y = e, talque z(0) = 2(0) =1, y(0) = 1.
y4+z+zr =1
2 —x+2y = 3et
-2 +22'+y = 0 ,tal que 2(0) = 2/(0) =1, z(0)
22—2x+y +2y" = 0
y'(
233 +y -y =1t _ _
{ x—i—y _p , tal que z(0) =1, y(0) = 0.
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Capitulo 7|

Pequena Introduccion a la Teoria de
Estabilidad

7.1. Estabilidad segin Liapunov

Definicion 7.1.1 . (Estable, Inestable, Asintéticamente Estable)
Considere el sistema de ecuaciones diferenciales:

dl’i

dt :f’i(t7xlyx2a'”7xn)y (71)
parai = 1,2 ... n. Entonces:

1. Una solucion y;(t), i = 1,2,...,n, del sistema (7.1) que satisface las condiciones
iniciales ;(to) = @0, © = 1,2,...,n, se dice Estable segun Liapunov si Ve >
0, 3 () > 0 tal que para cada cualquier otra solucion z;(t), i = 1,2,...,n del

sistema (7.1), cuyos valores iniciales satisfacen:
|2i(to) — a0l <9, (7.2)

1 =1,2,...,n, se verifica la desigualdad:

|zi(t) — @ilt)] <, (7.3)

i=1,2,...,n, Vt >t

2. Si para valores § > 0, arbitrariamente pequefios, no se cumple la desigualdad (7.3), al
menos para una solucién x;(t), i = 1,2,...,n, la solucién p;(t) se llama Inestable.

3. Si en las condiciones (7.2), ademds del cumplimiento de (7.3), se cumple también la

condicion:
th'm |z;(t) — pi(t)] =0, (7.4)
i=1,2,...,n, lasolucién p;(t),i =1,2,...,n, se llama Asintéticamente estable.
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7.1 Estabilidad segiin Liapunov

El estudio de la estabilidad de una solucién ¢;(t), i = 1,2,...,n, del sistema (7.1) se
puede reducir al estudio de la estabilidad de la Solucién Trivial, z; =0, i =1,2,...,n,
de un sistema analogo al sistema (7.1) dado por:

dl’i
dt

IF¢<t,$‘1,$2,...,$n), (75)

i=1,2,...,n, donde se satisface F;(t,0,0,...,0) =0 parai=1,2,...,n. En este caso,
se dice que z; =0, i =1,2,...,n, es un Punto de Equilibrio del sistema (7.5), también
se les llama punto singular o de reposo.

Para el caso de puntos de equilibrio, las definiciones de estabilidad e inestabilidad se
puede formular asi: el punto de equilibrio x =0, i = 1,2,... n, es estable segtin Liapunov,
si para cualquier ¢ > 0 3 6 > 0 tal que para toda solucién:

x;(t), tal que, z;(ty) = X,
1 =1,2,...,n, satisface la condicién:

El significado geométrico para el caso n = 2 es como sigue: por muy estrecho que sea
el cilindro de radio € con centro el eje Ot existe en el plano ¢ = t3 un entorno del punto
(0,0,%9) de amplitud 20 tal que para todas las curvas integrales x(t), x2(t) que salen de
este entorno, se mantienen dentro del cilindro V¢ > t; como se muestra en la Figura 7.1.

X2

Figura 7.1: Interpretacién geométrica de la estabilidad.

Si ademas de la desigualdad (7.6), se cumple también la condicién:

fm |z,(t)] = 0,

t—o0
1=1,2,...,n, el Punto de Equilibrio es Asintoéticamente Estable.
Si para valores § > 0 arbitrariamente pequefios no se cumple la condicién (7.6) al menos
para una solucién z;(t), i = 1,2,...,n, el Punto de Equilibrio es Inestable.
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7.2 Tipos Elementales de Puntos de Equilibrio

Ejemplo 7.1.2 .
Estudie la estabilidad del sistema siguiente:

{d_f - (7.7)

tal que y(0) = z(0) = 0.

Solucién.

La solucion del sistema (7.7) que satisface las condiciones iniciales dadas es x(t) = 0,
y(t) = 0. Cualquier solucion del sistema que satisface las condiciones iniciales x(0) = xo,
y(0) = yo tendrd la forma:

z(t) = xgcost —ygsent
y(t) = mosent — ygcost

Tomamos un € arbitrario y mostramos que existe un nimero 6(¢) > 0 tal que

lzg — 0] < 0 |z(t) — 0| = |zgcost —ypsent| < ¢
YVt >0
lyo — 0] < 0 ly(t) — 0] = |zgsent — yocost| < e
|zo cost — yosent| < [zgcost|+ |yosent| < |zo| + [yol (7.8)
|zgsent — ygcost] < |xosent|+ |yocost] < |zo| + |yol '
luego,
si |zo| + |yo| <& = |xocost —ypsent| < e Vi (7.9)
|zgsent — yocost| < e

Por tanto, tomamos 0(c) = 5. Entonces si |vo| < & y |yo| < 0 en virtud de (7.8) se
cumplird la desigualdad (7.9), ¥t > 0. Luego, la solucion nula es estable, sin embargo, esta
no es asintdtica. A

7.2. Tipos Elementales de Puntos de Equilibrio

Sea dado el sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneos con coeficientes
constantes:
ail a2
21 @G22

£0. (7.10)

dzx

= = a11$+a12
{ i Y con A=

dt

= 21T + G2y

El punto x =0, y = 0, en el que se anulan los segundos miembros de la ecuacién (7.10) es
un punto de equilibrio.
Para estudiar los puntos de equilibrio del sistema (7.10) debemos formar la ecuacién

caracteristica:
a;p — A Q12

21 agy — A

=0, (7.11)

y encontrar las raices \; y A9. Seglin sea su naturaleza son posibles los siguientes casos:
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7.2 Tipos Elementales de Puntos de Equilibrio

1. Reales: A\ # \s.

a) Si\; <0, \y <0, tenemos un punto singular de estabilidad asintética, llamando
Nodo estable, lo que se ilustra en la Figura 7.2.

Figura 7.2: \; <0y Ay <0, Nodo estable.

b) Si Ay > 0y Ay > 0 tenemos un punto singular de inestabilidad, llamado Nodo
inestable, lo que se ilustra en la Figura 7.3.

Figura 7.3: \; > 0y Ay > 0, Nodo inestable.

c) Si Ay > 0y A < 0 tenemos un punto singular de inestabilidad llamado Punto
silla, lo que se ilustra en la Figura 7.4.

Figura 7.4: Ay > 0y Ay <0, Punto silla.

2. Raices complejas: A\y =p+igy Ao =p —iq.
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7.2 Tipos Elementales de Puntos de Equilibrio

a) Sip <0, ¢ # 0 tenemos un punto singular de estabilidad asintética, llamado
Foco estable, lo que se ilustra en la Figura 7.5.

Figura 7.5: p < 0y ¢ # 0, Foco estable.

b) Sip > 0y g # 0 tenemos un punto singular de inestabilidad, llamado Foco
inestable, lo que se ilustra en la Figura 7.6.

Figura 7.6: p > 0y q # 0, Foco inestable.

c) Sip=0y q#0 tenemos un punto singular estable, llamando Centro, lo que
se ilustra en la Figura 7.7.

Figura 7.7: p =0y ¢q # 0, Centro.

3. Raices miltiples: A\; = \s.
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7.2 Tipos Elementales de Puntos de Equilibrio

a) Si A\ = A2 < 0 tenemos un punto singular de estabilidad asintética, llamado
Nodo estable, lo que se ilustra en la Figura 7.8.

Figura 7.8: \y = X\ < 0, Nodo estable.

b) Si A\; = Ay > 0 tenemos un punto singular inestable, llamado Nodo inestable,
lo que se ilustra en la Figura 7.9.

Figura 7.9: Ay = Xy > 0, Nodo inestable.

Ejemplo 7.2.1 . Determine el cardcter del punto de equilibrio (0,0) del sistema:
T = dbr—vy
y = 2x+y

Solucién.

La ecuacion caracteristica es:

b5—A -1
2 1—A

-
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7.3 Ejercicios Propuestos

cuyas solucines son \y = 3 + V2>0 YA =3— V2 > 0, es decir, raices reales distintas y
positivas. Luego, (0,0) es un punto singular inestable (nodo inestable). A

7.3. Ejercicios Propuestos

1. Estudie la estabilidad seglin Liapunov de las soluciones de las siguientes ecuaciones y
sistemas diferenciales.

a) t=x+t z(0)=1 . 93 = :f—13y’x0: 0 = 0.
b) & =2t(x +1), (0) =0 ){y = T2y (0)=4(0)

c) i=—-z+t3 z(1) =1 PR

d) & =2+t z(0) =1. f){y — oy Y 2(0) = y(0) = 0.

2. Determine el caracter de los puntos de equilibrio para los siguientes sistemas de ecua-
ciones diferenciales.

r = 3x+y r = 3r+Ty r = 3r—vy
2) y = —2x+y d) y = 2x+5y g) y = x4y
r = —xr+3y T = —2x+§y T = —r—y
b) y = —x+4+vy ) y = Tr—3y h) y = x—3y
T = —2x—y T = —xr+2y N T = 3z
c) . f) . N .
)yz 3z —y )yz r+y )y=3y
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7.3 Ejercicios Propuestos
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Capitulo 8'

Ejercicios Resueltos

1. Resuelva el problema de Cauchy 3/'senz = ylny, y (g) =1

Solucién.

Separando variables tenemos:
dy  dx
ylny senz’

por lo que integrando resulta:
In(lny) =1In|cscz —cotx| +InC.

o equivalentemente:
Iny = C (cscx — cotx).

Imponiendo la condicién inicial obtenemos C' = 0, por tanto, Iny = 0, o bien, y = 1.

2. Resuelva % = —22=2vtL "y, (1) — 9 donde 5z — y — 4 # 0.

dx br—y—4'

Solucién.

Las rectas t —2y+1 =0y bz —y —4 = 0 se cortan en el punto (1, 1), por lo tanto,
consideramos el cambio de variables x* = u+ 1 e y = v+ 1, de donde, dx = du y
dy = dv. Con esto obtenemos la ecuacién homogénea:
d -2
v g U — 2

du ~ TBu—4v
Sea v = uz, lo que implica Z—Z =z+ UZ—Z, por tanto,
N dz 21 — 2z
zZ+v— = —
du 5—2"
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de donde separando variables:

Integrando resulta:
Injz—2|—-2n|z+1|=h|u/+InC.

Aplicando las propiedades de los logaritmos y retornando a las variables u y v tenemos:

v—2u
de donde en términos de x e y nos queda:
y—2r+1=0C(z+y—2)°.
Imponiendo la condicién inicial obtenemos C' = 1 y por tanto:
y—2o+1=(x+y—2)>°.
3. Resuelva el problema zv/zy’ —yv/z + 3> =0, y (1) = 2.

Solucién.

Dividiento entre x+/x # 0 obtenemos la ecuacién de Bernoulli:

Y~ syt g0
r°  xx ’
con @ = 2. Sea z = y'™2 = y !, lo que implica 2/ = —y~2y’. Asi, obtenemos la
ecuacioén lineal:
1 |
P )
T x/x
Aplicando (2.29) resulta:
C+ 2
==+ —.
xr  \x

Pero yy = 1, por lo que obtenemos:

x
YT Corava
Como y (1) = 2 resulta C' = —3. Luego,
2z

YTz -3
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4. Encuentre las trayectorias isogonales a la familia de curvas y* = 4Cx, que corta en
un angulo 6 = 45°, es decir, m = tga = 1.

Solucién.

Derivando respecto a x obtenemos 2yy’ = 4C'. Al eliminar C' entre la ecuacién dada
y la anteriormente encontrada resulta 2zyy’ — y* = 0, de donde, ¥ = . Como

k=tgfy O = 45° tenemos k = 1, por lo que, reemplazamos 3/ por ylfl,. Con esto

1+y
y luego de ordenar obtenemos la ecuacién homogénea:
, 2r+ty
2z — vy

Hagamos y = xz, lo que implica ¢y = z + x2/, por tanto, luego de separar variables

obtenemos:
dx 2—z
— = —dz.
T 22 — 242

Integrando tenemos:

1
garctg (g(%—l)) —5111{22—2—}-2‘ =In|z|+ C,

_y . . , . .
pero z = £, lo que junto a las propiedades de los logaritmos permite concluir:

3V7 V7 Lo 2
7arctg (E(Qy—x)) —§ln|y —xy + 2x |:C.

5. Encuentre las trayectorias ortogonales a la familia de curvas 2% + y? — 2Cy = a?.

Solucién.

Derivando respecto a x obtenemos el sistema:

22+ —2C0y—a® = 0
2 +2yy —2Cy = 0

Ahora, al eliminar C de entre estas ecuaciones resulta:

) = 2ry
$2 _ y2 _ CL2

Dado que buscamos las trayectorias ortogonales cambiamos 1/’ por ;—,1 por lo tanto,

luego de ordenar tenemos:

—2zyy = 2* —y* + a’.

Para resolverla, hagamos u = 32, es decir, v’ = 2yy’, con lo que una vez ordenada
obtenemos la ecuacién lineal:

/ 1 1 2
u——-u+x——a =0.
T T
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Aplicando (2.29) tenemos como solucién general u = cx — x? — a®. Pero u = y?, por
lo que concluimos:
2 +y* —Cx+a®>=0.

) zy = — i i :
6. Resuelva z7/ 2 luego encuentre las soluciones singulares

Solucidn.

Sea y' = p, por tanto, la ecuacién queda xp = ,/y — 2y. Derivando respecto a y

resulta:
dx n dp 1
P T =
dy dy  2\/y
Notando que g—”y” = %, reemplazando x = @ y ordenando obtenemos:
dp 1 -6y

P25 (Vi—2)

Sea u = ,/y, lo que implica du = ;7“5, por tanto:

dp 1 —6u
— =———du.
p u(l—2u)

Integrando tenemos:
In|p|+In|C|=1In|u| +1In|2u — 1|,

Aplicando propiedades de los logaritmos concluimos que pC = /y (2\/§ — 1)2 y de
antes r = @. Eliminando p de estas ecuaciones resulta:

(r=Cp

y= 42
Por tanto, y = 0 es solucién singular para x = C.

7. Resuelva la ecuacién 3xyy’ = 22 + y? tal que y(1) = 1.

Solucién.

La ecuacién es homogénea, por lo que hacemos y = zz, de donde 3/ = 2z + z2'.
Reemplazando en la ecuacién y ordenando obtenemos:

32 (w2 +2) =1+ 2%

Separando variables resulta:

d
32 dz:—x.

1—222 T
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Integrando tenemos:
3
—Zln |1 —22*| =In|z| 4+ In|C].

Aplicando las propiedades de los logaritmos y considerando que z = ¥ obtenemos:
x

3
2y2\ 4
(1_%) o
X

Imponiendo la condicién incial resulta C' = 1. Por tanto, la solucién buscada es

3
o\ 3
xz(l—%) ‘)

. Resuelva la ecuacién

Solucioén.

Las rectas x — 2y + 9 =0y 3z — 6y + 19 = 0 son paralelas, por lo que hacemos el
cambio z =z — 2y, de donde y' = 1 (1 — ). Luego:

1 dz z+9
—(1-=) ="
2 dzx 3z+19

_32—|—19

z+1
Integrando y volviendo a las variables originales obtenemos la solucién general:

dy _ _x—2y+9
dr = 3z—6y+19°

separando variables resulta:

dz dz.

8In|z —2y+ 1| +2—3y=_C.

zzj para los casos [z| < lely| <1ly|z|>1ely| > 1.

. Resuelva la ecuacién ¢/ =

Solucién.

Supongamos |z| < 1 e |y| < 1. Por tanto, la ecuacién se escribe:

dy 1— 22
dx 1—y2
Al separar las variables e integrar resulta:
arcseny +y+/1 —y? =arcsenx + V1 — 22+ C.
Si suponenmos |z| > 1 e |y| > 1, tenemos:
dy x?—1
dx y2—1
Separando variables e integrando obtenemos:

Y\ y? — —ln‘y+\/y2—1‘:x\/xQ—l—ln‘x—i-\/xQ—l +C.
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10.

11.

12.

13.

Resuelva la ecuacién yy? — (1 + 2zy)y' + 2z = 0.

Solucién.

Esta ecuacién es algebraica en 3/, por tanto,

. (14 2zy) £ \/(1 + 2zy)? — 8yx
- % ,

de donde 3/ = i e vy = 2z. Integrando estas soluciones obtenemos 3> = 2z + C' e
y=1’+K.

Resuelva la ecuacién y? + ¢y = 1.

Solucioén.

La ecuacidn tiene la forma f(y,y’) = 0. Por tanto, consideramos la parametrizacién

y =sent ey = cost. Dey = j—g = cost obtenemos dx = Cigt, pero dy = costdt,

por tanto, dx = dt, es decir, x =t + C. Por tanto, la solucién es:

y = sent

{x = t+C

Eliminando el pardmetro ¢ obtenemos la solucién general bajo la forma y = sen(z—C).

Resuelva la ecuacién y = xy/ + i

Solucién.

La ecuacién es del tipo Clairaut, por tanto, hacemos 3’ = p, por tanto, y = axp + 1%'
Derivando respecto a x resulta:

de P % p?dx’

Reemplazando % = p y agrupando resulta:

()%
rT—— | -—=0,
p? ) dx
de donde g—g =0, lo que implica p = C, es decir, y = Cz: + C. Por otro lado, 2 =
Concluimos que:
i =
y =

Resuelva la ecuacién (z? + y? + 2x) dx + 2ydy = 0

1
p2-

S R
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14.

15.

16.

Solucidn.
op 0Q _

Llamemos P = 22 + 4% + 2z y (Q = 2y, con lo que tenemos = 2yy 55 =0, por
lo que la ecuacidon no es exacta. Buscamos un factor integrante:

L /orP 0Q\ ]

Q\oy 0x)
luego, In u = [ dzx, de donde ;i = €” es el factor integrante. Con esto obtenemos la

ecuacion exacta:
(2* + y* + 22) eda + 2ye*dy = 0.

Por tanto,
g(x,y) = /2yexdy +k(x) =y%e" + k(x).
Derivando respecto a x y recordando que % = (22 + y? + 2x) * obtenemos que

K (z) = (2% + 2z) e*dx, es decir, k (x) = x?e®. Concluimos que (22 + %) e* = C.

Resuelva la ecuacién y' = /4 — 42, y € [-2,2].

Solucidn.

Separando variables tenemos e integrando obtenemos:
Yy _
arcsen (5 ) = + C,

de donde:
y=2sen(z+C).

Resuelva la ecuacién y' = > + 1.

Solucién.

Separando variables e integrando obtenemos:
1 1 3 3
gln|y+1] — 61n|y2—y—|—1‘ +\/?_arctg (%_ (2y—1)> .

Resuelva la ecuacién v = = + y.

Solucién.

Sea z =z +y, lo que implica 2/ = 1+ ¢/. Luego, la ecuacién queda como:
Z—1=z,
separando variables, integrando y acomodando resulta:
z=Ce" —1.
Pero como z = x + y obtenemos finalmente que:

y==Ce" —x—1.

Herndn Burgos, Universidad de La Frontera. 231



17.

18.

19.

Resuelva la ecuacién v = \/y — .

Solucién.

Sea y — x = z, de donde v/ — 1 = 2. Por tanto:
7 +1=1z
separando variables e integrando obtenemos:
In|z—1|+2vzIn|vz—1| —In |1+ Vz| =2+ C,

de donde:

ln|y—:p—1|+2\/y—xln‘\/y—a¢—1|—1n‘1+\/y—x|:x+C.

dy _ dx
Resuelva Ty = de — 175

Solucioén.

Integrando directamente obtenemos:
—In|l—y|l=2z—In|l+z|+1In|C],

ero x = Ine”, por lo que aplicando las propiedades de los logaritmos resulta:
p p q Y prop

Ce®
1—y) ' =
(1-y) T2
de donde:
1 14+
y= Cer ’

Resuelva el problema de Cauchy (1 + »?) + zyy’ =0, y(1) = 0.

Solucién.

Separando variables e integrando obtenemos:
Injz|+In|C| = —%ln|1 + 7.
Aplicando las propiedades de los logaritmos y arreglando adecuadamente obtenemos:
C?x? (1 + y2) =1.
Como y(1) = 0 tenemos que C' = 1, por lo tanto:

z? (1 +y2) =1.

232
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20.

21.

22.

23.

Resuelva v/ = \/zy, y(0) = 1.

Solucién.

Separando variables e integrando obtenemos:

2

1/2 2

Pero y(0) = 1 implica que C' = 2, por lo tanto:

(20
Resuelva 2x4/4 — y> +yy' =0, y(1) = 2.

Solucién.

Separando variables e integrando resulta:

2%+ C = /4 — 12,

Como y(1) = 2, entonces C' = —1, por lo tanto:

de donde:

Resuelva zy?(xy’ +vy) = a®.

Solucién.

Sea z = xy, entonces 2/ = y + xy’. Por tanto,
xy® (xy' +y) = d’.

Separando variables queda:
22dz = a*xdz.

Integrando y retornando a las variables originales obtenemos:

a:3y3 a2:1:2
il A C.
3 > T

Resuelva 2y’ + y* + 5 = 0.

Solucidn.

Hacemos z = xy, entonces 2’ = y + zy’. Por tanto,

P 22 1
2( y>+—2+—2_0.
x x x
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Reduciendo y separando variables obtenemos:

dz dz

(-1 20

Integrando y retornando a la varoable original resulta:

=Inaz?+C.
zy — 1
24. Resuelva 3/ = e ¥ — e,
Sea v = e7Y, entonces v/ = —e Yy, de donde ' = —2. Luego, tenemos:
!/
v x
——=¢e" (v—1).
()
Separando variables e integrando resulta:
v—1
In ‘ = —e"+C,
v

de donde:
Inl —eY| =—€"+C.

25. Resuelva  + yy' + p\/22 + 32 = 0.

Solucién.
dy dp sen 0+ p cos 6dO

Sea T = pcos e y = psend, por tanto, ;2 = T cos0—pson 6D Reemplazando en la
ecuacion tenemos:

dpsenf + pcos6db
0 0 =
peost+ psen <dpcos€ - psen0d9> be 0
cos0 + dpsen® § + pcos 0 sen 0df _ 5
P P dp cos @ — psen 6df bp =
cosf 4+ dp — dp cos® § + p cos 6 sen §d6 _ 9
P P dp cos @ — psen 6df B
dp — cosO(dpcos @ — psen ddb)
0 =0
peostp ( dpcost — psen6df bp
pdp
0 — 0 =0
peost+ dpcost — psen 6df peostEpp

pap +pp
dpcos @ — psen 6do
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26.

27.

Luego, separando variables obtenemos:
dp  psenfdf
p  1+pcosh’

de donde:
In|p| = —In|l 4+ pcosf| + In|C|.

Aplicando las propiedades de los logaritmos obtenemos:

C

p= 1+ pcosp

xT

Pero p = /22 + y? y cosp = T Luego:

vat+y?+pr=C.

Encuentre la solucién general de 2zyy’ = 22 + 3y°.

Solucién.

Sea y = xz, de donde v/ = z + x2’. Entonces:

2022 (2w + 2) = 2* + 32227
Separando variables obtenemos:

zdz dx

1+222 =z

Y

integrando resulta:

1
Zln‘l—i—Zzz} =In|z|+1n|C]|.

Multiplicando por cuatro, aplicando las propiedades de los logaritmos y retornando a
las variables originales obtenemos:

2% 4 2y* = cab.

Resuelva la ecuacién ¢/ = Y22 + tg (972”3).

x+1 x+1
Solucién.

_ Y2z
Sea z = P

Por tanto,

lo que implica 2/ = L2 — % luego y' = (z’ + ﬁ) (z+1)+2.

— 2z y+2
I Ve +2=1T 0 gz
( wr1y) Y PRSI
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28.

29.

Reduciendo y separando variables obtenemos:

dz dx

tgz w1

integrando resulta:
Injsenz| =In|z + 1|+ In|C].

Aplicando las propiedades de los logaritmos y retornando a las varoables originales

obtenemos: )
sen(y_ x) =C(zx+1).

x+1

Resuelva la ecuacién 2z +y = (4o — y) /.

Solucién.

Sea y = xz, lo que implica ¥/ = z + x2’. Reemplazando en la ecuacién, reduciendo y
separando variables obtenemos:

dx 4—z
—_ = dz.
T 22 —-3242

Integrando resulta:
In|z|+In|C|=2In|z — 2| —3In|z —1].

Aplicando las propiedades de los logaritmos y retornando a las variables originales
obtenemos:

(y—22)" =Cy—a).
Resuelva (3x +3y — 1)dx + (x +y + 1) dy = 0.

Solucién.

Por un lado, las rectas 3x + 3y — 1 =0y x +y + 1 = 0 son paralelas y por otro, la

ecuacion dada se escribe:
r_ 3 (:L’ + y) —1

T r+y+1
por lo que consideramos el cambio u = = + y, de donde, v’ = 1 + 3. Con esto, y
luego de separar variables obtenemos:

Y

u—+1

dx:—Q(l—u)'

Integrando tenemos:
1
:L’+C:—§u—ln]u—1].
Retornando a las variables originales y acomodando obtenemos:

(x4+y—1)° = Ce o),
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30.

31.

32.

Resuelva (z + y) dz + zdy = 0, y(0) = 0.

Solucién.

Podemos escribir la ecuacion de la forma:
y =—1-— g
T

— Y / / A .
Por lo que sea z = 2, de donde y' = z + x2’. Luego, de sustituir y separar variables

obtenemos:
dz B dx

142z x

Integrando resulta:
1
—§ln|1—|—22\ =In|z|+1In|C]|.

Aplicando las propiedades de los logaritmos y volviendo a las variables originales ten-
emos:
2?4+ 22y = C.

Resuelva (8y + 10z) dx + (5y + 7x) dy = 0.
Podemos escribir la ecuacion de la forma:
J = — 10z + 8y
T+ 5y

Consideremos iy = zz, lo que implica vy’ = z+x2/, ahora reemplazando en la ecuacién
anterior y separando variables obtenemos:

52+ 7 dx

5(22432+2) x

Integrando resulta:
3 2
—51n|z+2| — 51n|z+1| =In|z| +1In|C|.

Multiplicando por —5, aplicando las propiedades de los logaritmos y volviendo a las
variables originales obtenemos:

2z +y)° (z+y)> =C.

2(y+2)*

Resuelva la ecuacién y' = oty

Solucién.

Las rectasy+2 =0y z+y—1 = 0 se cortan en el punto (3, —2), por tanto, hacemos
r=u+3yy=uv—2, dedonde, dr = duy dy = dv. Sustituyendo tenemos:

202

(u+v)*>

v =
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Sea ahora, v = uz, lo que implica v = z 4+ uz’. Por tanto, una vez sustituido y
separadas las variables resulta:

(142)°  du

(1422 u’
Integrando obtenemos:
—In|z| —2arctg (2) =In|u| + In|C|.
Retornando a las variables u y u tenemos:
—In ‘E’ —2arctg <E> =lIn|u| +1In|C|.
u u
haciendo lo mismo para x e y resulta:

2 2
vyt —2arctg y+e =In|z —3|+1n|C|.
3 r—3

—1In

xr —

Aplicando las propiedades de los logaritmos obtenemos:
y = Cg—?arctg(i—j) —9.

2xy
3r2—y

33. Resuelva 3/ =

Solucién.

Sea y = xz, lo que implica ¥ = = + x2’. Luego,

5 .

o 2z
z+x2 = )
3—2z?
Separando variables obtenemos:
3— 22 d
S
z(22-1)

Integrando resulta:
—3ln|z|+In|z+ 1| +In|z — 1| =ln|z| + In|C]|.

Aplicando propiedades de los logaritmos y retornando a las variables originales obten-
emos:
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34. Resuelva y + xy* = zv/.

35.

36.

Solucién.

Escribiendo la ecuacién en la forma (y + zy?) dv — xdy = 0 tenemos P =y + ay® y

@ = —x, lo que implican %—1; =1+2xyy ‘g—? = —1, por tanto 88—1; #+ 88—(‘3. Luego,
L /oQ 0P\ 2
Q\ox oy/) y

L

. : o[ du )
es independiente de = , por lo que, 4 = e 21 = ,7 €5 un factor integrante.

Multiplicando la ecuacién por él tenemos:

1
(——l—x) da:—%dy:(),
Y Y

ecuacion que es exacta. Luego,
x x
(o) == [ Ty k(w) = =+ ka).

Derivando respecto a x y recordando que % = §+x obtenemos £'(z) = x, de donde

2 .
k(z) = % Por tanto, la solucién es:

Resuelva la ecuacién (1 + z2)y” = 2xy/.

Solucioén.

Sea 1’ = z, entonces al sustituir y separar variables obtenemos:

dz 2x
— = dz.
z 1+x2x

Integrando resulta
In|z| = ln‘l—l—aﬂ +1n|C].

Aplicando las propiedades de los logaritmos obtenemos z = C' (1 + 2?), pero i = z,
por lo que, integrando nuevamente resulta:

3 ~
y:C’;E—i—C’%—{—C’.

4 / y _ _1
Resuelva la ecuacion y' + 2 = el
Solucién.
Escribiendo la ecuacién de la forma 3’ + 2 — xz—lyz = 0, vemos que es una Bernoulli con
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37.

38.

39.

a = —2. Por tanto, sea z = y3, entonces 2’ = 3y%y’. Luego obtenemos la ecuacién
lineal:

3z 3
L2,
x  x?
Aplicando (2.29) resulta:
cC 3
z2=—4+ —
x3 2z
Retornando a y concluimos:
3_C 3
Yo B o

Resuelva y encuentre soluciones singulares 4> —y + 1 = 0.

Solucién.

Sea 3/ = p entonces y = 1 + p?, de donde dy = 2pdp. Pero j—g = p o bien dy = pdzx.
Luego, reemplando en la expresion de dy tenemos dx = 2dp, es decir, x = 2p + C.
Por tanto,
x = 2p+C
{y = 1+p

Para las soluciones singulares eliminamos p, con lo que obtenemos:

B (x — C)?
y—1+—4 )

2(z—C)

Derivando respecto a C' resulta —=—;

solucién singular.

= 0, de donde, x = C. Entonces, y = 1 es

Encuentre, si existen, soluciones singulares de z (1 + ) + y'* — 3y — 2yy’ = 0.

Solucién.

Sea y' = p, entonces tenemos:

e(1+p°)+p*=3p>—2yp = 0
2up+4p® —6p—2y = 0
L+p*=2p* = 0.

De la dltima ecuacién obtenemos p = £1. Luego, si p = 1 tenemos y = x — 1 como
solucién singular y si p = —1 resulta y = 1 — & como solucién singular.

Forme la ecuacién diferencial lineal homogénea si se conoce el sistema fundamental
de soluciones.

a) V2, 3¢, 4z
b) 1, 2e**, 3xze?®.

Solucién.
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a) Formando y calculando el determinante:

/ /" "

) Y Y )

V2o 0 0 0

=0
3e™% —3e7* 3e7* 3e " ’
4z 4 0 0
obtenemos como ecuacién diferencial vy’ + 3" = 0.
b) Como en el caso anterior formamos el determinante:
y y/ y// y///
1 0 0 0 _ 0
2e2® 4e2® 8e2@ 16e%* o

3xe?®  3e% 4 6xe?®  12e3% 4 12xe?®  24e%* + 24ze**
de donde obtenemos 3" + " = 0.

40. Resuelva la ecuacién (z +2)°y” +3 (x4 2)y — 3y = 0.

Solucién.

La ecuacién dada es una del tipo reducible a ecuacién de Euler, basta hacer u = x+2.
Asi, tenemos u?y” + 3uy’ — 3y = 0, cuya ecuacién caracteristica es:

AA=1)+3X1-3=0.
Como sus raices son \; = =3 y Ay = 1, tenemos que la solucién es y = % + Cyu, o

en términos de x:
Cy
3 + OQ (ZL’ —|— 2) .

./ 2 . . ., ,
41. Resuelva la ecuacién 3’ 4+ 2xy = e*", x € R, aplicando variacién de pardmetros.

Solucién.

Resolvamos primero la ecuacién homogénea ' + 2xy = 0. Separando variables e

. 2 -y

integrando obtenemos Iny = —2? +1In C, pero —2% = Ine™®", por lo que, la solucién
. 2

se escribe y = Cle™".

Ahora, para resolver la ecuacién no homogénea hacemos y = C/(x)e ", de donde,
y = [C"(z) — 22C(z)] e=*". Reemplazando en la ecuacién obtenemos:

de donde C(x) = z. Por lo tanto, la solucién general es:

Yy = Ce ™™ +ze™.

42. Resuelva las siguientes ecuaciones:
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a)
b)

4y" + 8y = rsen .
Yy’ — 3y + 2y = xe®.

Solucién.

a)

Resolvemos primero la ecuacién homogénea 4y” 4+ 8y’ = 0. Su ecuacién carac-
teristica es A2 + 8\ = 0, de donde, A =0y A = —2. Luego, y, = C; + Cye 2.
Para la no homogénea usamos variacion de parametros, por lo que nos queda el
sistema:

Ci+Che™ = 0
C;—2C%e™" = xsenx
que tiene por solucién C] = %:1: senze® y Cf) = %x senz. Integrando resulta

Ch =+ (t—a)e*cosz+ £ (20— 2)e*senz y Cp = 1 (senz — zcosx).

Por tanto, la solucién de la ecuacién no homogénea es:

1 /4 1 3
y = Cl—l—CgeijLﬁ(g—x) ehcosx—i—1—5(2x—g> €% sen x

1
+-e ¥ (senx — xcosT).
3
Como antes resolvemos primero la homogénea 3" — 3y’ + 2y = 0. Su ecuacién

caracteristica es \> — 3\ + 2 = 0, y tiene por raices \; = 1y Ay = 2, luego,
yp = Che®+C%e**. Para la no homogénea, por variacién de parametros tenemos:

Cle® +Che*™ = 0
Cre® +2C%e* = xe®
.7 _ 2
cuya solucién es ] = —x y C; = we . Integrando resulta C} = —% y
Cy = —(z+ 1) e *. Por tanto, la solucién de la ecuacién no homogénea es:

2
y = Cre” + Che®® — (1+x—|—%) e”.

43. Resuelva

rT = 3r—y+z
= —xr+0y—=z
z = rv—y+32

V3

Solucién.

La matriz del sistema es:

3 -1 1
~1 5 -1,
1 -1 3
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y tiene por valores propios \; = 2, Ay = 3y A3 = 6. Con esto sus vectores propios
son:

-1 1 1
Uy=2 = 0 ) Uxg=3 = 1 y Uxs=6 = -2
1 1 1

Por tanto, el sistema tiene por solucién:

x(t) = —Cie® + Cye®t + Cze®
y(t) = Cye3t —205e%
z (t) = 0162t + Czegt + C3€6t

T = 2x—y
y = v+2

2 -1

1 2|’
y tiene por valores propios A\; = 2 + i, Ay = 2 — i. Por tanto, tenemos x (t) =
e? (Ajcost + Agsent) ey (t) = e* (B cost + Bysent). Reemplazando en cualquiera

de las ecuaciones del sistema obtenemos las relaciones Ay = —B; y By = A;. Sélo
por costumbre, llamemos C; = A; y Cy = By, luego:

. Resuelva el sistema:

Solucién.

La matriz del sistema es:

{ z(t) = e*(Cicost — Cysent)
e

y(t) = e*(Cycost+ Cysent).
. Resuelva:
T = —2xr—2
y = —dzx+y

Solucién.

La matriz del sistema es:

2

y tiene por valores propios A\; = —4 y Ay = 3. Con esto sus vectores propios son:

1 1
Uni=—4 = 1 ) y Uno=3 = _5 .
2

Por tanto, el sistema tiene por solucién:

X (t) = 01674t + C’g@3t
y(t) = Che ¥ — gC’geBt
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46. Resuelva el sistema:

r = —12x+ Ty
y = —Tx+2
La matriz del sistema es:
—-12 7
-7 2|’
y tiene por valores propios \; = Ay = —5. Luego, tenemos x (1) = (A; + Ast) ™

e y(t) = (By + Bat) e . Reemplazando en la primera de las ecuaciones del sistema
obtenemos las relaciones entre los coeficientes B; = A, + %Ag y By, = A,. Por tanto,
la solucién del sistema es:
z(t) = (A;+ Agt)e ™
{ y((t) = (A1 + (A1 + %Ag) t) et
47. Resuelva:
T = 3r+2y
{ Yy = —dr+y

)

Tiene por valores propios A\; = 2 + 3i, Ay = 2 — 3i. Por tanto, tenemos xz (t) =
e? (A cos3t + Aysendt) e y(t) = e (B cos3t + Bysen3t). Reemplazando en
cualquiera de las ecuaciones del sistema obtenemos las relaciones A, = % (A1 + 2B)
y By = —% (5A;1 + B1). Luego:

x(t) = e*(Ajcost+ 3 (A, +2B;)sent)

y(t) = e (Bycost — 3 (5A, + By)sent).

Solucién.

La matriz del sistema es:

48. Aplicando un series resuelva la ecuacién i = y + 22, y(0) = 1.

Solucién.

(o] o
Supongamos y = . cxx®, lo que implica ¢/ = Y cpka*~!. Reemplazando en la
_ _ k=0 k=1
ecuacion diferencial tenemos:
o0 o0
E keprt—t = E cpx® + 2
k=1 k=0
(o) (o)
E (k+ Depyra® = E cpx® + 2
k=0 k=0

Z [(k+ Depgr — ] 2® = 22
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49.

50.

De aqui, ¢ = ¢p, co = 2, ¢c3 = C°4T2, luego para k£ > 2 tenemos cp1 =

2
tanto,

. Co+2 4 Co—|—2 5
Yy = co—i—cozzH— +2' TSE T$ + ...+

x2 3 7t
= (l—l—x—i—g—Fg—i— >+2(3'+E+ )
= cpe® 4 26" — 20 — x? — 2.
Como y(0) = 1 vemos que ¢y = 1, asi:
y=e" + 2" —2r —x* — 2.

Aplique series para resolver 3" +y = 0.

Solucién

Ck
. Por lo

Seay = Z cpr®, lo que implica i/ = Z ekt ey = Z cxk (k— 1) 252, Luego,

k=0 k=1 k=2
reemplazando en la ecuacién diferencial tenemos:

Ck - F=2 cLr” =
Z k(k —1)z"2 Z k 0

chﬂ (k+2)(k+1)x +ch3§ = 0,
k=0
de donde:
Ck
C - 3
hr2 (k+1)(k+2)
esdecir, co = -3, ;3= —55, ca=—35 =, 5= —2 =%, ... Porlo tanto,
02 € 3 Co 4 1 5
Yy = CO‘f‘Clx—afE ? ‘I'I +§$

= (CopCOST + cpsenc.

Resuelva zy” + 1y + xy = 0, aplicando series.

Solucién.

(e.) (e.) oo

Como antes, seay = Y. ¢;z¥, entonces y’ = > crka*tey’ = > cpk (k — 1) 2%2.
k=0 k=1 k=2
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Luego, tenemos:

k(k — l)ckxk_l + Z kepa® 1 + Z gkttt = 0

WE

il

2

i kck+1$ +Z /{:—i—lcka —|—ch b =0
=1

[(k+ Dkcppr + (B + Degey + ]2+ = 0,

NE

i

1

por lo tanto, ¢c; =0y

c Cr—1
1l = ———3-
(k+1)
Esto implica, c3 = ¢5 = ¢z = ... = 0. Ademads, ¢ = =, &4 = —F = 555,
I C. _ C
Cg — —6—% = —m, ce Luego,
A Co

Yy = co——x—i— 204

22 2242 2242 62

) 002 TR

Esta funcién corresponde a una Funcién de Bessel de Orden Cero Jy(x).

51. Resuelva la ecuacion de Bessel de orden %:

1 2
o2y + xy + ( (5) )y =0,

o equivalentemente:

Solucién.

Vemos que x = 0 es un punto singular regular, pues:

L

analiticas a = 0. La ecuacidén indicial es:

—_

8
[\
=

1
plo=1)+p-7=0,
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52.

de donde, r = :t%,
la forma

Luego, tenemos:

> 1 1 1 9 1 k-2
kKk+2)(k 2)+(k¢+2)+$ 4]x _0,

raices que difieren en 1. Por lo tanto, suponemos una solucién de

o bien:
Y G+ k)2 Y Gttt = 0
k=0 k=0
201272 + ) [(k+2)(k +3)Chiz + Cil "2 = 0,
k=0
por lo tanto, C; = 0y Ciyo = —m. Luego, los coeficientes con subindice
impar son nulos y los pares son Cy = —%, c, = —4% = % Cs = —%, .... Con
esto:
Y = \/E(Co—a$ —I—ax —Wx +...
Co se
= —senx.
NG
Ahora, haciendo r = ry, = —% obtenemos analogamente:
1
Yo = —= COST.

NG

Aplique transformada de Laplace para resolver el problema y” + ' — 6y = t, y(0) =

y'(0) =0.

Solucién.

Aplicando las propiedades de la transformada de Laplace tenemos:

Lly'+y -6y = LIt
LIYT+LY]-6L[yl = L[t

s?Lly] — sy'(0) — y(0) + sL[y] — sy(0) — 6L [y] = é
(% +s—6) L) =
Ly - 1
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Separando en fracciones parciales y aplicando transformada inversa obtenemos:

L o [ 1 1

= ¥ — t.
Y=%° ~ 15° 36 6
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Apéndice Al

Maple en Ecuaciones Diferenciales

A.1. Sobre Maple

Maple es un software matematico capaz de realizar calculos simbdlicos, algebraicos y
de algebra computacional. Fue desarrollado originalmente en 1981 por el Grupo de Calculo
Simbdlico de la Universidad de Waterloo en Waterloo, Ontario, Canada. Su sitio oficial en
internet es http://www.maplesoft.com, donde estd disponible informacién sobre el software,
sus versiones y forma de adquisicidn.

Este pequeio apéndice no pretende describir completamente el uso de Maple para re-
solver ecuaciones diferenciales, sino simplemente mostrar un software (til para trabajarlas.

A.2. Elementos de Maple para Ecuaciones Diferen-
ciales

Maple cuenta con un paquete especializado para ecuaciones diferenciales denominado
DEtools, para ejecutarlo debemos escribir:

[>with(DEtools);

desplegdndose en pantalla toda la serie de herramientas disponibles. Nosotros sélo co-
mentaremos algunas de ellas.

Cabe sefialar que al terminar una instruccién en Maple con dos puntos (:) no se desple-
gard por pantalla su ingreso, pero si estara asignada en el programa.

A.2.1. Notacion Diferencial en Maple

Para denotar una derivada en Maple podemos utilizar el comando Diff o mediante el
operador D. Por ejemplo, la ecuacién diferencial % + 22y 4 e* = 0, se ingresa:
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A.2 Elementos de Maple para Ecuaciones Diferenciales

[>Diff(y(x),x)+2xy(x)+eAx=0);

desplegandose en pantalla:

d
%y(x) +2zy + € =0

o bien:
[>D(y) (<) 2xy(x)+eAx=0);

obteniéndo:
D(y)(x) + 22y + ¢* = 0
Para denotar 2% tenemos: Diff(y,x$2) y en general para derivadas de orden n utilizamos:

dx?
Diff(y.x$n).

A.2.2. odeadvisor

El comando odeaduvisor indica el tipo de ecuacién que ha sido considerada. Por ejemplo,
dy __ y+5

para 42 = 57 se ingresa:
[>eql:=D(y)(x)=(y(x)+5)/(xA2+1);

mostrandose en pantalla:

y(z) —1

eql == D(y)(a) = L5

entendiéndose que a eql se le ha asignado la ecuacién diferencial dada. Para saber su tipo
hacemos:

[>oseadvisor(eql);
obteniéndo como respuesta:
[_separable]

lo que significa que la ecuacién ingresada es del tipo Variables Separables.

A.2.3. dsolve

El comando dsolve resuelve ecuaciones diferenciales ordinarias con y sin condiciones
iniciales. Por ejemplo,

[>dsolve(eql,y(x));

entrega como solucién:
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A.2 Elementos de Maple para Ecuaciones Diferenciales

y<x> -1+ earctan(w)_cvl
Si buscamos la solucién que cumple con y(0) = 1 escribimos:

[>dsolve({eql,y(0)=1}y(x));

con lo que obtenemos:

Consideremos ahora, el sistema:

r = 3r+4y
y = br— 16y

Su solucién general se encuentra mediante:
[>eq2:=D(x)(t)=3-x(t)+4-y(t);
eq2 :=D(z)(t) =3-x(t) +4-y(t)
[>eq3:=D(y)(t)=5-x(t)-16-y(t);
eq3 := D(z)(t) = 5 - x(t) — 16 - y(t)

[>dsolve({eq2,eq3},{x(t).y(t)});

1
{x(t) = —501_6_17t +4C2.e* y(t) = Cle '™ + _CQ@‘“}

Para encontrar la solucién del sistema que cumple las condiciones iniciales z(0) = 1 e
y(0) = 0 tenemos:

[>dsolve({eq2,eq3, z(0) = 1,y(0) = 0},{x(t),y(t)});

5 5 20 1
o= Dt 2T gy = 2V e L
{y() TR TR A TR T
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A.2 Elementos de Maple para Ecuaciones Diferenciales
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Figura A.1: Campo de direcciones de

A.2.4. DEplot

El comando DEplot grafica el campo de direcciones de una ecuacién diferencial, mas
especificamente dibuja flechas para indicar la direcciéon en que una curva solucién proced-
erd a pasar por un punto dado (z,y), mediante el crecimiento de x. Otro paquete siempre
necesario es el espacializado para gréficos llamado plots, que se ejecuta mediante:

[>with(plots);
El campo de direcciones de eql, se encuentra mediante:
[>DEplot(eql,y(x),x =-1.5..1.5,y=-1.5..1.5,arrows=MEDIUM ,color=black);

obteniéndose la Figura A.1. El tamafio de las flechas (arrows) se puede elegir entre SMALL,
MEDIUM y LARGE, por su parte el color también es a eleccién del usuario, pero ingresado
en idioma inglés.

También es posible hacer un grafico de este tipo para sistemas de ecuaciones de primer
orden. Por ejemplo, el campo gradiente del sistema compuesto por eq2 y eq3 se determina
medinate:

[>DEplot(eq2,eq3,x(t),y(t),t=-5..5,x=-1.5..1.5,y=-1.5..1.5,arrows=MEDIUM,
color=black);

Esto se muestra en la Figura A.2. Notemos que para este caso aparece, en el comando de
Maple, una nueva variable, ¢, que es de quien dependen las soluciones = e y del sistema de
ecuaciones diferenciales.
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A.2 Elementos de Maple para Ecuaciones Diferenciales

A . R T TR TR TR TR IRV AR
L O T T T Y T A e e N R N NN
L I T Y R R R
I I IR 70 B A e A S A N N
4%$$L¥@¥¥k&&¥&&\\\\\
I T T I YAV N
¢¢¢¢¢L&;g¢xxxx\\\\»»
I R R R e
Y O e P
SereL ey WETeyT T
1 AG T Doy g
TR LIRS SR SRS
R R RONRRK ’S\HKAYAYT[TTTTT?‘
EARRRERANEARA AL R R LR LY
SN N N U U U W O O T O B R R O O
NRANRARAA Lo e e b et td
RNRARAAA e ettt
N N N W W W W VO W T O S O T O O O
RARARAAR-ESHA v e vt

Figura A.2: Campo de direcciones de & = 3z + 4y, § = 5z — 16y.

En el siguiente ejemplo graficaremos, en un mismo sistema coordenado, el campo de
direcciones y una solucién particular. Consideremos ahora, la equacién diferencial:

dy _

d:L‘ - xy7

.z 1.2 Y
cuya solucién general es y = C'e2™ y la condicién inicial y(0) = 2. Entonces tenemos:

[>eq4:=D(y)(x)=x"y(x);

[>ci:=y(0)=2;

[>dsolve({eq4,ic},y(x)); .
y(a) = 2e2*

[>plotl:=plot(2-eA((1/2)-xA2),x=-1.5..1.5,y=0..6):
[>plot2:=DEplot(eq4,y(x),x=-1.5..1.5,y=0..6,arrows=MEDIUM, color=black):
[>display(plot1,plot2);

En la Figura A.3 se muestra el resultado de este dltimo comando, el que reune los gréficos
generados por las instrucciones plot y DEplot.
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Y NN N a6
SRRV
FAVER NN s w
VLo RS
v N NN N
v oN\Y N
LIRS \\\\szrz
YN R
TR

N a 7
RN
NEAIR
YRR
NN N\ Na N e A s
NN N N Sa e e
B e i e e o e — |
-15 -10 -05 O 05 10 15

Figura A.3: Campo de direcciones de % = zy y su solucién particular y = 2e37”.

A.2.5. particularsol

El comando particularsol permite encontrar una solucién particular de una ecuacién
diferencial lineal no homogénea con coeficientes constantes o variables.

Por ejemplo, una solucién particular de la ecuacién diferencial lineal con coeficientes
constantes no homogénea y” — 2y’ + y = 2%e¢~" se encuentra como:

[>particularsol(Diff(y(x),x$2)-2-Diff(y(x),x)+y(x)=xA2-eA{-x});

y(z) = = (3+ 4z +22%) e

0|

A.2.6. laplace e invlaplace

Las sentencias laplace e invlaplace determinan la transformada y la transformada in-
versa de laplca respectivamente, pero requieren cargar previamente el paquete inttrans.
Veamos unos ejemplos:

[>with(inttrans):
[>f:=sin t+tA2+eA{2t};

fi=sint +t* +e*

[>laplace(f,t,s);
1 2 1

82+1+83+S—2
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[>F:=s/(sA2-4)+1/(sA2)+1/(s+1);
s 1 1

32—4+32+s+1

F =

[>invlaplace(F,s,t);

cos2t +t—+et

A.2.7. Solucion en Serie de Potencias

Con el comando dsolve es posible encontrar la solucién de una ecuacién diferencial
mediante series de potencias. Veamos un ejemplo:
[>eq5:=Diff(y(x),x$2)+y(x)=0;
pe
eg5 = —y(z) +y() =0
[>dsolve(eq5,y(0)=1,(D(y))(0)=0,y(x),series);

Lo, 1, 6
y(x)zl—éx +ﬂx + O (2°)

De igual forma se puede obtener la solucién usando transformada de laplace cambiando
series por laplace.
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