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INTRODUCCION

Ir quemando etapas parece ser el comiin denominador del crecimiento humano. Nacemos y somos
guaguas, en seguida pasamos a ser nifios, luego jovenes y més tarde adultos y terminamos como
integrantes de la tercera edad. En cada una de estas etapas tenfamos y atin tenemos reglas que re-
spetar. Te encuentra en la clase de equivalencia de los jovenes, y estds empezando a poner punto
tinal a tus estudios de Calculo, si, ése que empezaste a vivir hace cuatro semestres y el tiempo se te
ha ido volando. Lejos esta tu primer dia de universidad, te pintaron, pediste plata para recuperar
tu ropa, y con tu plata te invitaron a una fiesta. Hoy lo tomas como un aprendizaje mads, pagaste
tu noviciado, le repetiste la désis a los mechones del afio siguiente y la deuda estd saldada. Vamos
a rememorar el camino recorrido en la asignatura colocando a la matematica y a la musica como
compafieras inseparables de nuestro estudio. Un estudio sin musica es como un churrasco sin carne,
como la tierra sin la Luna y un montén de otras analogias. Sin tratar de filosofar, me parece que am-
bas, la matematica y la musica, tienen en comun: orden, disciplina, encanto y método. Para algunos,
la musica pone el sentimiento y la matemaética la pasion.

Este viaje medio real y medio imaginario tiene cuatro estaciones, la primera, el punto de partida,
nuestro primer curso de cdlculo. El primer dia, recién acomodandonos en nuestro asiento, se nos
vienen en avalancha los ntimeros reales con toda su artilleria, y todo pasa tan rapido que los limites,
la continuidad y las derivadas no nos dan respiro y tenemos que poner nuestro maximo empefo
para salir victoriosos. Esta estacion la podemos asociar con esa cancién, un poco vieja quizds, pero
renovada por Luis Miguel, de que “ en la vida hay amores que nunca pueden olvidarse ...”

La segunda estacion, parece recibirnos con el tema de Roberto Carlos “quiero tener un millén de
amigos ...”, integrales por doquier, los métodos para resolverlas nos asombran y parecen un invento
maravilloso. Desde el batl de los recuerdos y por arte de magia aparece el genial Pappus, que nos
hace dar vueltas y giros alrededor de rectas arbitrarias. Las integrales impropias con la Beta, la
Gamma y sus criterios de convergencia nos ayudan a retomar la vertical. Con las series de potencias
vamos dejando atras esta etapa, escuchando en lontananza los aires reggatoneros de “a ella le gusta
la gasolina, ddle mds gasolina ...”

En la tercera estacion suben como pasajeros los vectores, que resultan ser eximios malabaristas de
rectas y planos en el espacio y expertos en sacar curvatura, torsién y planos osculadores. Mas ade-
lante nos presentan a los campos escalares con los cuales de inmediato llevamos la conversacién al
limite, y nos preocupamos de mantener la continuidad para poder tratar problemas de optimizacién
bajo la atenta mirada de Lagrange que con sus multiplicadores nos da fuerzas para cantar ese tema




de Bosé que dice ” voy a ganar, voy a ganar, voy a matarme por llegar”. Hacia el final del trayecto
entablamos conversacién con un simpatico aleman, Riemann, quien nos encanta con sus historias
sobre integrales multiples y de como calcular, dreas, voliimenes y centros de masa.

Y llegamos, estamos en la tltima estacién. Suben al carro tres “mosqueteros”, Green, Gauss y Stokes.
Ellos son expertos en el arte de la hipnésis, y transforman serias integrales de linea en simpdticas
integrales dobles, complicadas integrales de superficie en simples integrales de volumen. Un suefio
reparador nos acerca al fin del viaje. Al despertar nos visitan dos sefiores de capa y espada, Fourier y
Laplace, el primero nos conversa de una serie de funciones trigonométricas que le permiti6 resolver
un problema de conduccién de calor y de como pudo inventar una transformada para mejorar el
aspecto de las imagenes. Laplace no se queda atrds y, con modestia, nos cuenta que también cre6 una
transformada que sirve para resolver ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales. Hacia el
tinal del viaje nos encontramos con monsieur Cauchy, un francés de tomo y lomo que nos habla
sobre limites, continuidad, derivadas e integrales en el campo de los niimeros complejos. Por fin, el
viaje ha terminado y dan ganas de gritar un “ceachei” y sentirnos ganador por todo lo aprendido
y que deberemos poner en practica en los cursos de especialidad. Al bajar se escucha el tema de
Violeta Parra “gracias a la vida, que me ha dado tanto”.

Al finalizar este viaje, agradezco a todos los que han ido enriqueciendo estas notas; a todos mis alum-
nos de ingenierfa con los cuales he compartido experiencias y ensefianzas siempre novedosas, y de
quienes guardo gratos recuerdos. A quienes se dieron el tiempo de leer los originales, hacer algunos
ajustes y sugerencias (Armin Luer, Rodrigo Tranamil y Abdel Hidd). A mis alumnos de Pedagogia
en Matematica que también tienen que lidiar con estos cuatro calculos y me entregan su apoyo por
seguir aportando en su aprendizaje. Por ultimo, se agradece al Departamento de Matematica que se
pone con la logistica y el billete para la publicacién, y a los profesores del Departamento que toman
este texto como parte de su bibliografia, en especial Abdén Cataldn, Herme Soto, Ricardo Leal y
Eduardo Milman los cuales permiten su divulgacién y mejoramiento.

Es mi deseo que la presente publicaciéon se constituya en un valioso instrumento facilitador del
aprendizaje de los contenidos aqui tratados para quienes deban cursar la asignatura. El autor deslin-
da todo tipo de responsabilidad en los errores que se puedan detectar en quien digita los originales
y en quienes hicieron correcciones.

Pedro H. Valenzuela Tapia

PROFESOR

Temuco, Agosto de 2008
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1.1 Introduccion

1.1. Introduccién

Se dice que en una region del espacio existe un campo cuando a cada punto de esa regién se le puede
asignar un valor tinico de determinada magnitud. En el caso de que la magnitud sea un escalar se
dird que el campo es escalar. Por el contrario, si la magnitud es de caracter vectorial diremos que se
trata de un campo vectorial.

Recordemos que, analiticamente, un campo escalar es una funcién f : R” — R que asigna a ca-
da valor de ¥ un tnico valor f(X). Geométricamente un campo escalar se representa mediante las
superficies isoescalares (superficies en las que el valor f(¥) se mantiene constante). Dependiendo
de la magnitud de la que se trate, las superficies isoescalares tomaran un nombre u otro (isotermas,
isobaras, etc.). Debido a la definicién de campo escalar dos superficies isoescalares nunca pueden
cortarse.

1.2. Campo vectorial

Los campos vectoriales son uno de los conceptos fundamentales de la fisica. Sin ellos es imposible
entender ni el electromagnetismo, ni la 6ptica, ni desde luego ramas més avanzadas de la fisica como
la gravitacion o la mecdnica cuéntica.

Un campo vectorial es una funcién F que asocia a cada punto del espacio un vector. Un ejemplo de
campo vectorial es la velocidad del viento en cada punto de la Tierra. Dicha velocidad se expresa no
solo con su valor, sino con la direccion en la que sopla el viento.

Analiticamente un campo vectorial es una funcién F : R” — IR™ que asigna a cada valor de ¥ un
tnico valor F(X). Trataremos en especial los casos n = 2 y n = 3. Para denotar un campo vectorial

usaremos f, F o simplemente F, si el contexto de trabajo es claro. Puede parecer que un campo
vectorial resulte ser algo muy abstracto, pero en verdad estamos rodeados de campos vectoriales,
la velocidad del café cuando lo movemos con una cuchara, o las ondas de radio y de televisién son
ejemplos de ello.

1.3. Descripciéon de un campo vectorial

La representacion geométrica de los campos vectoriales es algo méds compleja que la de un campo
escalar, ya que en este caso, ademds del médulo se debe indicar la direccion y el sentido propios de la
magnitud vectorial. Las curvas que representan el campo vectorial se denominan lineas vectoriales,
de flujo, o simplemente de campo y se dibujan de tal forma que sean tangentes en todos sus puntos
a los vectores del campo. Las lineas de campo determinan la direccién de F pero no informan sobre
su modulo. Para tener una idea sobre el valor del médulo, se debe elegir una porcién de superficie
y construir las lineas de campo de los puntos que se encuentran en la superficie. De esta manera, en
las regiones del campo en que F tenga un médulo grande habra muchas lineas de campo por unidad

1



1.3 Descripcién de un campo vectorial

de superficie normal a ellas. Lo contrario ocurrird en las zonas en que el médulo de F sea pequefio.

Definicién 1.3.1. Una curva a contenida en el dominio del campo F : R? — R? es una linea de campo si
tiene la propiedad de que F(a(t)) = a'(t).

Esto significa que una linea de campo vectorial es una trayectoria cuya derivada es igual al campo
vectorial. En consecuencia, hallar las lineas de campo vectorial supone la resolucién de un sistema
de ecuaciones diferenciales

x'(t) = F(a(t)) y'(t) = Ba(a(t)
Ejemplo 1.3.2. Dibujemos algunas lineas de flujo del campo vectorial F(x,y) = (y, —x).

Usando la definicién tenemos que debe cumplirse

x'() =y(t), y'(t) = —x(t)

Teniendo claro que las derivadas son respecto de ¢, al derivar la primera ecuacién y reemplazando
en ella el valor que tiene y'(t) en la segunda ecuacién, se reduce el sistema a la ecuacién

x"(H)4+x(t) =0 <= (D>*+1)x(t) =0

cuya solucién es x(t) = acost. Se sigue de esto que y(f) = —asen t. En consecuencia, las lineas de
flujo son de la forma
a(t) = (acost,asent)

que en coordenadas cartesianas representa circunferencias de radio 4 centradas en el origen. La
tigura 1.1 muestra el campo vectorial y algunas lineas de flujo.

y
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figura 1.1 figura 1.2

Ejemplo 1.3.3. Dibujemos algunas lineas de flujo del campo vectorial F(x,y) = (x, —y).

De acuerdo con la definicién debemos tener




1.3 Descripcién de un campo vectorial

Resolviendo ambas ecuaciones por separacion de variables:
x(t)=ae', y(t)=be "
De esta manera, las lineas de flujo son de la forma
a(t) = (ae',be")

Al resolver
t

x=ae, y=be!
se llega a que xy = ab. Tenemos asi que las lineas de flujo son una familia de hipérbolas xy = k,
donde k puede ser positivo o negativo (figura 1.2).

Dos lineas de campo nunca se pueden cruzar porque en el punto de corte habria dos tangentes
y entonces el campo tendria dos valores distintos. No obstante, pueden existir puntos de donde
divergen las lineas de campo (fuentes) o en los que convergen (sumideros). En dichos puntos el
campo no estd definido; existe en ellos una singularidad.

fuente sumidero

figura 1.3 figura 1.4

Un ejemplo interesante de campo vectorial lo constituye un liquido que fluye dentro de un tubo.
En un momento dado, cada particula del liquido se estd moviendo a determinada velocidad (que es
una magnitud vectorial) en la direccién del flujo. Asi pues, podemos establecer la funciéon

F : puntos del interior del tubo — R>

que a cada particula del fluido le asocia la velocidad que ésta tiene. Este es un campo en IR?, llamado
campo de velocidades (figura 1.5). La figura 1.6 muestra las lineas del campo eléctrico correspon-

dientes a una moneda con carga eléctrica positiva.

A

figura 1.5 figura 1.6




1.4 Limite de campo vectorial

1.4. Limite de campo vectorial

El estudio de los conceptos de limite, continuidad y diferenciabilidad no difiere, mayormente, del
realizado en campos escalares. Una vez més es fundamental considerar las funciones componentes

Definicién 1.4.1. El campo vectorial F : R" — R™ tiene por limite el vector L cuando X — @, que se anota
lim F(X) =L, siysélosi
X—a

(Ve >0)(36 > 0)(0 < ||¥—d|| <6 = ||F(X) - L|| <e)
La definicién de limite en términos de las funciones componentes es el siguiente:
Definicién 1.4.2. El limite de F = (Fy,- -+ Ey) cuando X tiendea d = (a1,--- ,ay) es L= (Ly,+++,Ly)si
lim F;(X) = Ly paracadai =1, - - - m. Lo denotamos
X—a

lim F(X) = L

= =

X—a

Ejemplo 1.4.3. Probemos que  lim  (x —y,x +vy,x%) = (0,2,1).
(xy)—(1,1)

Es claro que estamos tratando con un campo vectorial de R? en R3. Para probar que (0,2,1) es el
limite hay que probar que se satisface la definicién en cada componente.

Primera componente
-yl =lx-1) - (y-D|<[x-1+[y -1
Se sabe que |x — 1| < 4, |y — 1| < 4. Luego,

|x—y\<25:€:(5:g
€

1 l,6= <
con lo cua >

Segunda componente
lx+y—-2=x—14+y—-1<|x—1|+|y—1] <26 =¢€

_ €
se sigue que 6 = 5

Tercera componente
x> —1|=|x—1||x+1| < |x+1|
Para acotar |x + 1| se parte de |x — 1| < § = 1. Se tiene que

“I<x—-1<1l=1<x+1<3=|x+1]<3
Luego,ézmin{l,g}.

€

€
> 5} Se con-

Del trabajo realizado en cada componente se sigue que el § adecuado es § = min{1,

cluye que lim (x—y,x+y,x*) =(0,2,1).
(xy)—(1,1)




1.5 Continuidad

1.5. Continuidad

Definici6n 1.5.1. El campo vectorial F : R" — R™ es continuo en el punto @ € R siy sélo si Ve > 0 existe
un 6 > 0 tal que
1¥=dl| <6 = [[F(F) - F@)]| <e

El concepto de continuidad en términos de las funciones componentes es:

F es continua en 7 si lim F(X) = F(@)

X—a

Por ejemplo, para ver que el campo F(x,y) = (x + y,2 — y) es continuo en todo punto de IR? basta
observar que sus componentes F; = x +y y F, = 2 — y son continuas en cualquier punto del plano.

1.6. Diferenciabilidad

Vamos ahora a extender el concepto de diferenciabilidad a campos vectoriales, en la misma forma
como lo hicimos para campos escalares. Recordemos que:
Definicién 1.6.1. Una funcién f : R — R es diferenciable en el punto a € R si existe una transformacion

lineal A : R — R tal que,
i F@ 1) = f(a) = Alh) _
h—0 h

Este hecho lo podemos generalizar a campos vectoriales como sigue

Definicién 1.6.2. El campo vectorial F : R" — R™ es diferenciable en 4 € IR" si existe una transforma-
cion lineal A : R" — R™ tal que

lim 1E@+h) — F@) - AW _,
i |1

Elvector i € R", (F(a +h) — f(a) — A(1)) € R™. La aplicacién lineal A se llama diferencial de F en
iy seanota A = DF(a)

Si el campo vectorial F : R" — R™ es diferenciable en el punto @ € R", entonces todas las derivadas
parciales existen y se tiene

D1F, --- Dyk a
DF(a) = : :
DlFm e DnFm an

en donde se considera @ = (ay,---,a,)] € R", F = (Fi,--,Ex)T € R™, siendo ()T la matriz
traspuesta.




1.7 Regla de la cadena

Definicién 1.6.3. Se llama matriz jacobiana o derivada del canpo vectorial E en el punto @ a la expresion

DiF, --- D,F
J(F) = : (@)
D1Pm DnFm

Ejemplo 1.6.4. Consideremos el campo F : R® — R tal que F(x,y,z) = (x*> + e¥, x + ysen z).

El tamafio de la matriz jacobiana es 2 x 3. Luego

= 2x &Y 0
](F)_(l senz ycosz>

Ejemplo 1.6.5. Consideremos el campo F : R> — R? tal que F(x,y) = (x> 4 2xy + y2, xy> + x2y).
El tamafio de la matriz jacobiana es 2 x 2. Tenemos

) = 2x +2y  2x+2y
T \y?+2xy 2xy + a2

Ejemplo 1.6.6. Si f : R — R3, f(t) = (3,12, t), entonces el tamaiio de la matriz jacobiana es 3 x 1. La
derivada es
3t2
J(F) = | 2t
1

Ejemplo 1.6.7. Si f : R® — R, f(x,y,z) = xyz, entonces el tamafio de la matriz jacobiana es 1 x 3. Luego,

L

J(

J(F) = (yz,xz,xy)

1.7. Regla de la cadena

Esta debe ser la més famosa de todas las reglas de célculo diferencial. En una variable, se tiene
(80 f)(x) = g"(f(x)) - f'(x)
La generalizacion a campos vectoriales es como sigue

Definicién 1.7.1. Sean F : R™ — R" campo vectorial diferenciable en xo, G : R" — RP campo vectorial
diferenciable en F(xg), entonces el campo vectorial (G o F) es diferenciable en xq y se tiene

(GoF)'(x0) = G'(F(x0)) - F'(x0)
_I_

Ejemplo 1.7.2. Sean F(x,y) = (x2

6



1.8 Integrales de linea

Primero vemos dominio y codominio de cada campo:
F: R*> - R? y G: R?—R?
a partir de lo cual tenemos la composiciéon
(GoF) : R? = R?

El tamafio de la matriz compuesta es 2 x 2. Empecemos a armar la matriz Jacobiana.

. v ou 2x 2y
G'(u,v) = F'(xy) =
11 2x =2y
Ahora evaluemos
. o 3 5
F(2,1):(5,3):G’(F(2,1)):
11
Evaluemos
4 2
F’(Z,l):
4 -2
Finalmente,
. 3 5 4 2 32 —4
(GoF)'(2,1) = =
11 4 -2 8 0

1.8. Integrales de linea

La integral de linea surge, fundamentalmente, por:

= Extension de la nocién de integral de Riemann estudiada en funciones f : R — RR. El intervalo
[a, b] se reemplaza por una curva C en el espacio n-dimensional, y el integrando por un campo
escalar f o un campo vectorial F definido y acotado en esa curva.

» Al estudiar diversos conceptos fisicos tales como, por ejemplo el trabajo realizado por un cam-
po de fuerzas ( gravitatorio, magnético, eléctrico ) al mover una particula (masa unitaria, polo,
carga unitaria) a lo largo de una curva durante un cierto intervalo de tiempo.

Previamente necesitamos dar a conocer algunos hechos importantes sobre curvas y conjuntos que
aplicaremos en el transcurso del tema.




1.8 Integrales de linea

1.8.1. Trayectorias

Definicién 1.8.1. Una funcién continua « : [a,b] C R — R", se denomina camino, curva o trayectoria.
El punto inicial del camino es a(a) y el punto final a(b).

AN OO <O

camino simple camino simple cerrado camino suave a trozos
figura 1.7
Definicién 1.8.2. Si en un camino o : I = [a,b] C R — R" la restriccién de a al intervalo [a,b) es

inyectiva, decimos que tal camino es simple. Si ademds, de ser « inyectiva verifica que x(a) = a(b), entonces
decimos que o es un camino cerrado simple.

Geométricamente, el que un camino o curva en R” (con n = 2 o 3) sea simple, significa que la curva
no tiene autointersecciones, es decir, que no se cruza a si misma.

Ejemplo 1.8.3. La curvaa : [—7, 1] — R?, a(t) = (sent,sen2t) es cerrada, pero no es simple, ya que la
restriccion de « al intervalo [—7t, 77) no es inyectiva (a(—7m) = a(0) = (0,0)).

>

a(t) = (sent,sen?2t) a1(t) = (cos2t,sen2t) orientacién de un camino

figura 1.8

Ejemplo 1.8.4. La trayectoria a1(t) = (cos2t,sen2t), 0 < t < 7t representa una circunferencia de centro
el origen de coordenadas y radio a, cuyo punto inicial y final es (1,0). Se trata entonces de una curva cerrada
simple.

Toda curva tiene dos orientaciones, corresponden a las dos direcciones posibles del movimiento a lo
largo de la curva. Asi por ejemplo, se puede considerar una curva dirigida del punto P al Q o bien
del punto Q al P. En una curva cerrada y simple del plano se considera sentido positivo el contrario
al giro de las agujas de un reloj, y se considera negativo al mismo giro de las agujas de un relo;j.
Dicho de otra forma (ya no quedan relojes con aguja), un camino esta orientado positivamente, si al
viajar por ella un objeto, la regién que encierra queda siempre a su izquierda. Esto tltimo vale tanto
para caminos cerrados del plano como del espacio.
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1.8 Integrales de linea

Definicién 1.8.5. Un camino o : [ = [a,b] C R — R" se dice que es suave si su vector velocidad
o' (t) tiene componentes continuas y no simultdneamente nulas, para todo t € [a, b]. Diremos que es suave a
trozos, si el intervalo [a, b] puede dividirse en un niimero finito de subintervalos, en cada uno de los cuales «
es suave.

A un camino suave (respectivamente, suave a trozos) se le llama también camino de clase ¢ 1 (respec-
tivamente, de clase {! a trozos). La representacién paramétrica de una curva suave se conoce como
parametrizacién regular.

Ejemplo 1.8.6. La trayectoria ap(t) = (cost,sent), para 0 < t < 271, representa la misma circunferencia
del ejemplo 1.6.3.

Se observa que los dominios de ambas trayectorias son distintos, de manera que, si se piensa que t es
el tiempo, entonces a1 necesita la mitad del tiempo del que requiere a;, para recorrer la circunferencia.

De esto se deduce que la velocidad de recorrido de a1 es el doble de la de a,. Por ejemplo, oc{ (0) =

0,2) y ocz/(O) = (0,1). Asi, la velocidad de arranque es el doble. Por otra parte, a; representa una
trayectoria de clase ! (suave), pues las derivadas de sus funciones componentes son continuas y no
se anulan simultdneamente.

t <1, representa la circunferencia unitaria
< t < 2, representa la misma circunferencia

Ejemplo 1.8.7. La trayectoria a3(t) = (cos4rt,sen4rmt), 0 <
recorrida dos veces. La trayectoria a4 (t) = (cos 27tt,sen 27tt), 0
unitaria recorrida dos veces.

Este ejemplo da a entender que una curva se puede parametrizar de diversas formas. Dependiendo
de la trayectoria, algunas parametrizaciones se consideran maés ttiles que otras, por ejemplo, para
las trayectorias cerradas se utilizan funciones seno y coseno, y para otra clase de curvas basta igualar
una de las variables al parametro y despejar la o las otras.

1.8.2. Reparametrizaciones

En algunos problemas se requiere que la parametrizacion sea en un sentido indicado. Dado que
siempre se sabe parametrizar en uno de los dos sentidos, interesa conocer, como a partir de una
parametrizacién conocida, se puede obtener la otra.

Definicién 1.8.8. Sea h una funcioén real, biyectiva y de clase (', de [a,b] en [ay,b1]. Sea a trayectoria de
[a1,b1] C R — R" de clase {! a trozos. La funcién

p=(xoh):[ab)l CR—R"

se llama reparametrizacion de «. Esta nueva funcion p tiene las mismas propiedades que w.




1.8 Integrales de linea

El que la aplicacién h sea biyectiva, signifi-

ca que debe transportar puntos extremos (a1, b1] a R"
en puntos extremos. Es decir, debe cumplir
una de las siguientes condiciones:
h p
» hi(a) =ay y h(b) = by, 6 bien
a,b
= h(a) =bh y h(b) = a1 [ ] figura 1.9

A partir de lo cual se desprende que tenemos dos tipos de parametrizaciones:

[0 Una que preserva la orientacién, dada por
p(a) = (aoh)(a) = a(a) y p(b) = (aoh)(b) = a(br)

Esto significa que una particula que describe la trayectoria (« o &) se mueve en la misma direccién
que una particula que describe «.

[0 Otra, que es la que interesa, que invierte la orientacién, dada por
pla) = (aoh)(a) =a(br) y p)=(ach)(b)=a(a)

Esto significa que una particula que describe la trayectoria (« o &) se mueve en direccién opuesta a
la que una particula describe «.

Interesa la reparametrizacion siguiente:

O Seaa: [a,b] — R" trayectoria de clase '. Entonces la trayectoria
p:a,b] = R", t—ala+b—t)=p(t)
es una reparametrizacion de a que corresponde a la funcién
h:labl —[ab], t—a+b—t
Esta reparametrizacion invierte la orientacion ya que p(a) = a(b), p(b) = a(a).
Ejemplo 1.8.9. Parametricemos en ambos sentidos la curva parabélica y = x* que une (0,0) con (2,4).

La figura 1.10 muestra el segmento de pardbola y:x2 que une (0,0) con (2,4), tenemos x = t,y = £,
0 <t <2 Luegoa(t) = (¢, 2), 0 <t <2 parametriza la trayectoria de la pardbola desde (0,0) al
(2,4). La parametrizacion opuesta, es decir, la que parametriza la trayectoria desde el (2,4) al (0,0)

N o) =a—t)=(2—-t(2-1)%),0<t <2

Ejemplo 1.8.10. Hallemos una parametrizacion reqular a trozos de la curva C compuesta por los segmentos
de recta que unen, en este érden, los puntos (0,0,0), (0,2,0), (1,2,0) y (1,2,1).
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y
(2,4) (1,2,1)
42 C
y=x /C3 1 0,2,0)
y
X G
g (1,2,0)
figura 1.10 7 figura1.11

La figura 1.11 muestra el camino a parametrizar. Puesto que C estd formada por tres segmentos
suaves Cq, Cy y C3, construimos una parametrizacién para cada uno de ellos y los unimos haciendo
que el altimo valor de t en C; corresponda con el primer valor de t en C;;1 (precisamente, para que
la curva C sea suave a trozos, sus funciones componentes tienen que ser continuas, si no lo fueran,
no serian derivables). Las parametrizaciones son:

Cra(t) = (0,2t,0), 0<t<?2
Cy :(Xz(t) = (t—1,2,0), 1<t<2
C3 :Dé3(t) = (1,2,f—2), 2§t§3

Recordemos que la parametrizacién de una curva induce una orientacién sobre ella. En este caso la
curva esta orientada de manera tal que su direccién positiva va de (0,0,0) a (1,2,1).

Para recordar:

00 Laparametrizacion predeterminada para la elipse de semiejes a y b, viene dada por « : [0, 277] —
IR?, definida por
a(t) = (acost,bsent)

00 La grafica de cualquier funcion real de variable real continua f : [2,b] — R se parametriza en
la forma a(t)) = (¢, f(t)).

0 La circunferencia de centro (a,b) y radio r viene parametrizada por « : [0,271] — R?, dada por
a(t) = (a+rcost,b+rsent).

1.8.3. Conjuntos conexos, convexos y otros

Vamos a tratar de precisar matemdticamente cierta clase de conjuntos con los que trabajaremos mas
adelante, todos ellos relacionados con una propiedad de los conjuntos de puntos en R" llamada
conexidad. Algunos de estos conceptos los daremos de forma intuitiva.

De manera intuitiva, la propiedad de conexidad de un conjunto tiene que ver con el hecho de que
tal conjunto estd constituido por una o varias piezas. Asi, decimos que un conjunto X es conexo

11
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cuando éste consta de una sola pieza, y no es conexo cuando esta conformado por varias piezas. Por
ejemplo, un intervalo de la forma I = (0,1) en R es conexo, mientras que un conjunto de la forma
I=(0,1)U{3} noloes.

Definicién 1.8.11. Un conjunto X C R" es conexo por caminos (arco-conexo), si dos puntos arbitrarios de
él pueden unirse mediante una curva suave a trozos, toda ella situada en el interior de X.

Se verifica que si un conjunto es arco-conexo entonces es conexo. Para que un conjunto conexo sea
arco-conexo, necesitamos que éste sea abierto. Asi, si un conjunto abierto es conexo, entonces es
conexo por arcos. Especial importancia tienen los conjuntos simplemente conexos.

Definicién 1.8.12. Un conjunto arco-conexo X C IR" es simplemente conexo, si todas las curvas simples
cerradas que se encuentren en él pueden reducirse de forma continua hasta un punto del dominio, sin que
ninguna parte de la curva pase por las regiones fuera de X.

La region del plano que se indica en la figura 1.12 no es simplemente conexa, porque ninguna cur-
va cerrada que rodee a uno de los “agujeros” puede reducirse hasta convertirse en un punto, per-
maneciendo pese a ello en el conjunto.

figura 1.12

conjunto no simplemente conexo conjunto simplemente conexo

Podemos dar otra caracterizacién de un conjunto simplemente conexo en el plano.

Definicién 1.8.13. Una region del plano es simplemente conexa si su contorno consta de una tinica curva
cerrada simple. En caso contrario se dice que es multiplemente conexa.

Los conjuntos simplemente conexos en el espacio son, en términos generales, aquellos que no han
sido perforados por agujero alguno.

Definicién 1.8.14. Un conjunto X C R" convexo, si dados dos puntos p y G en X, el segmento de recta que
los une queda contenido en X.

Una elipse, un cuadrado, un circulo son ejemplos de conjuntos convexos. Se tienen las siguientes
implicaciones para estos conjuntos:

convexo — simplemente conexo — conexo Ppor arcos — Cconexo

La implicaciones reciprocas son falsas en general, s6lo la dltima es valida si ademds de ser conexo,
el conjunto es abierto.
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1.8.4. Integral de linea de campo escalar

Sea « : [a,b] C R — R" una trayectoria de clase {'. El vector velocidad a/(t), con to € [a, b], indica
en qué direccidn se estd moviendo el punto «(f) sobre la curva cuando éste pasa por el punto «a(ty).
La magnitud de esta velocidad, ||a’(#y)||, nos da una estimacién numérica de la rapidez con que el
punto se mueve. Ahora bien, si queremos calcular la longitud total del camino recorrido, entonces
recurrimos al siguiente hecho.

Definicién 1.8.15. Sea a : [a,b] C R — R" trayectoria de clase {*. La longitud L de « estd dada por

L= [ (o))

A partir de esto se establece la diferencial de L. En efecto, si consideramos que el limite superior es
variable, entonces usando el primer teorema fundamental del cdlculo, tenemos los que sigue:

t dL
LZ/a 10 (2)[1dz = — = [|a/(D)|| = dL = ||a" ()| dt

Interpretacién fisica : La masa total de un alambre.

Pensemos en un alambre A C R3, del cual conocemos que su densidad lineal viene dada, en cada
punto, por la funcién continua f : A — RR. Supongamos que el alambre A es la imagen de una
curva simple « : [a,b] — R3, de clase {'. Se quiere calcular la masa total del alambre M 4. Es obvio
que si la densidad del alambre fuera constantemente dy, el problema se resuelve inmediatamente
multiplicando dy por la longitud del alambre. Asi tendriamos

b
MA:dOL(oc):dO/ la! (£)]] dt

P4

(xilyi/ Zi)

ST

figura 1.13

Pero, ;qué ocurre si la densidad del alambre es variable? Sigamos el siguiente argumento.

Es claro que, para cada particion P = {t,t1, - ,t,} del intervalo [a,b], su imagen es el arco de
curva comprendido entre a(tg) = Py y a(t,) = P, (figura 1.13). Sea AL; la longitud del i-ésimo
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1.8 Integrales de linea

subarco. Escojamos ahora en cada subarco un punto (x;,y;,z;). Si los subarcos tienen longitudes
muy pequefas, la masa total del alambre se puede aproximar por la suma

n
Zf xl/yl/ i

i=1

Ahora, si ||A|| denota la longitud del subarco més grande de la particion efectuada y hacemos que
|A|| tienda a cero, parece razonable esperar que el limite de esta suma aproxime cada vez més la
masa del alambre. Esto sugiere la siguiente definicién.

Definicién 1.8.16. Sean « : [a,b] — R" trayectoria de clase ', f : R" — R campo escalar continuo
definido y acotado sobre C (grifica de «). La integral de linea f sobre a a lo largo de C se representa con el
simbolo [ f dL y se define por

Ade—ﬁn fol,yl, AL—/f Dlla’(1)]] dt

siempre que exista la integral definida, bien como integral definida o bien como integral impropia.

Si consideramos que el campo escalar f = 1 en la definicién de integral de linea, recuperamos la
definicién de longitud de arco. En efecto,

/de_/f dt:>dL_/1dL_/ la/(B)]|dt = L

Una interpretacion geométrica : El drea o el volumen de un recinto

Si aplicamos la definicion de integral de lineaen el cason = 1y« : [a,b] — R, definida por a(t) = ¢,

entonces se tiene que
b
[ raL= [ s
o a

que, geométricamente, representa el area del recinto comprendido entre la grafica de f y el eje x.

Anélogamente, para n = 2, la integral de campo escalar [ fdL representa el volumen del recinto
comprendido entre la grafica de z = f(x,y) y el plano xy.

No profundizamos estas ideas por tener mejores instrumentos para su célculo, integrales dobles
para el drea e integrales dobles y triples para el volumen.

Valor promedio : Otra aplicacién de esta clase de integrales tiene que ver con el valor promedio de
la funcién f definida a lo largo de la curva C

szﬁ [fea

donde L(C) es la longitud de la curva C.

14



1.8 Integrales de linea

1.8.5. Propiedades de la integral de linea

Proposicion 1.8.17. Sean « : [a,b] — R" una curva suave a trozos, A un abierto de R" que contenga a
a([a,b])y f,g: A — R dos campos escalares continuos. Se tiene:

Linealidad respecto del campo escalar : Si ky y k son constantes, entonces
/(k1f+k2g)dL —k /de+k2 /gdL
14 14 0

Invarianza de la parametrizacién : Si p es una reparametrizacion de «, entonces

/ade:/Pde

Aditividad respecto del camino : Sip : [c,d] — R" es otra curva suave a trozos tal que a(b) = p(c),

/prdL:/tdeLJr/pde

Esta iiltima propiedad, es obviamente, generalizable a n trayectorias que compongan una curova C.

Ejemplo 1.8.18. Calculemos el valor de la integral de linea del campo bidimensional f(x,y) = 1+ x, sobre
la circunferencia x> +y* = 1, recorrida en sentido antihorario.

Una parametrizacién conveniente de la circunferencia es
a(t) = (cost,sent), 0 < t <27

De esto a/(t) = (—sent,cost) = ||a/(t)|| = 1. Ahora, el campo sobre la trayectoria tiene el valor
f(a(t)) =14 cost. Luego

21
/de:/ (14+cost)dt =2m
1% 0

Ejemplo 1.8.19. Calculemos / f dL si a es el contorno del cuadrado definido por los ejes coordenados y las
0
rectas x = 1, y = 1 recorrido en sentido positivo. EIl campo escalar es f(x,y) = x?y.

La figura 1.14 muestra el cuadrado y el sentido en que debe ser recorrido. Este cuadrado estd com-
puesto de cuatro curvas suaves, por tanto, necesitamos una parametrizaciéon por cada una de sus
caras.

w ai(t) =(40),0<t<1 /
m () =(1,t), 0<t <1
s a3(t)=(1-t1),0<t<1. 1 [
moay(t)=(0,1—1¢),0<t <1 fa 2
El campo sobre cada trayectoria toma los o :
siguientes valores: figura 1.14
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1.9 Aplicaciones de la integral de campo escalar

f®) =0, flaal) =t flas(t) = (1-1%  Flagt)) =0

La norma de cada oc;(t) =1,i=1,2,3,4. Luego

1 1 1 1 5
/de:/ Odt+/ tdt+/(1—t)2dt+/ 0dt =2
P 0 0 0 0 6

1.9. Aplicaciones de la integral de campo escalar

1.9.1. Masa de un alambre

Ya sabemos que, si a representa un alambre recto, y el campo escalar f es la densidad p de ese
alambre, entonces la masa M de este alambre es el producto de la densidad por la longitud del
alambre. Esto es

M = (a(b) —a(a))-p
Si el alambre es poligonal y p; es la densidad de cada segmento recto de longitud L;, entonces la
masa total M del alambre es

n
M=Y p;-L
i-1

Si a representa un alambre de densidad variable p, entonces la masa del alambre M viene dada por

M:/de
14

1.9.2. Centro de masa

El centro de masa de una curva a que representa un alambre de densidad p en el espacio, correspon-
de al punto X;, i = 1,2, 3, solucién de la ecuacién

Mx_i:/xide
14

Sila funcién de densidad p es constante, entonces el centro de masa de la curva a se llama centroide.

1.9.3. Momento de inercia

Si la curva a representa un alambre, d es la distancia de un punto xg de la curva a una recta L,
entonces el momento de inercia, I;, del alambre de densidad variable p, respecto de la recta L, es

IL:/dzde
14
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1.9 Aplicaciones de la integral de campo escalar

Ejemplo 1.9.1. Determinemos la coordenada z del centro de masa del alambre que tiene forma de hélice, cuya
ecuacion es a(t) = (cost,sent,t),0 < t < 27, si la densidad es p(x,y,z) = x* + y> + z2.

La figura 1.15 muestra la forma de la hélice. Para llegar a determinar la masa, es necesario tener los
siguientes datos:

= El campo en la trayectoria: p(a(t)) = 1 + 2
» El vector velocidad: a’(t) = (—sent,cost,1)

» Lanorma del vector velocidad: ||a’(t)|| = v/2

Luego

M = /ap(a(t)) |l (t)]] dt = /Ozn(1+t2)f2dt = 27T3\/§(3-|-4712)

La coordenada z del centro de masa satisface Mz = / z p dL. Como z = t, entonces
0

27
Mz = / H1 + 2)V2 dt = 272%V/2(1 + 271%)
0

37(1 4 2m?)

En consecuencia, z —
’ 3 4+ 472

X Yy a1

figura 1.15 figura 1.16

Ejemplo 1.9.2. Hallemos el valor de la integral [, xydL, siendo « la curva cuya frontera es la parte de la
elipse 4x* + y? = 4 que se encuentra en el primer cuadrante y los ejes coordenados.

La figura 1.16 ilustra la curva a parametrizar. Ella estd compuesta de tres curvas suaves que para-
metrizamos en sentido positivo.

e () =(50), 0<t<1

= ay(t) = (cost,2sent), 0<t<7Z
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1.10 Integral de campo vectorial

was(t) = (0,2—1), 0<t<2

Por la aditividad del camino de integracion

Ade:Ade+Lde+Ade

Los valores del campo f(x,y) = xy sobre cada curva son:

flar(t)) =0, f(ax(t)) =2sentcost, f(asz(t))=0
Con ello tenemos una sola integral no nula.

/
0

2
/ de:/ 2sentcost ||y’ || dt
ay

El vector velocidad en a5 es:

ay(t) = (cost,2sent) = ay(t) = (—sent,2cost) = ||ay|| = \/sen2t + 4cos?t

que es equivalente a v/'1 + 3cos?t. En consecuencia,

n/2 14
/ de:/ ZSentcost\/1+3cosztdt:3
1%] 0

1.10. Integral de campo vectorial

Una de las aplicaciones fisicas més importantes de las integrales de linea consiste en hallar el trabajo
realizado sobre un objeto que se mueve en un campo de fuerzas. Si la fuerza F es constante y empuja

la particula en linea recta desde una posicién A a una posicién B, entonces el trabajo que realiza el
campo para mover la particula es

T = (fuerza)(distancia) = F - (B — A) = ||B — Al|| -comp _F

Asi, el trabajo es el producto de la componente escalar del campo F en la direccién y sentido del
vector desplazamiento (B — A), por la distancia recorrida por la particula.

Si la fuerza es variable, para calcular el trabajo, se recurre a una integral de linea.

Seaw: [a,b] C R — R3curvadeclase ¢!, P = {t;/ 0 <i < n,n € N} particién de [a, b], entonces la
trayectoria a se descompone en subtrayectorias «;, cada una de las cuales tiene longitud Aa; (figura
1.17). Se elige ahora un punto P; en la subtrayectoria i-ésima y se evalta la fuerza en ese punto.
Se calcula el vector tangente unitario T(P;). Ello en razén de que la componente de la fuerza en
cualquier punto «(t) en la direccién del movimiento es

=

compTF = F(P,)-T(P) = F(a(t)) - ' (t)
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1.10 Integral de campo vectorial

Luego, el trabajo en la i-ésima trayectoria es
T; = (F(P) - T(P)) D
De esta forma, el trabajo total, aproximado, es
n
T~ )Y F P;) Aw;
i=1

Cuando la norma de la particién P tiende a cero, el trabajo total lo representa una integral de linea

=

o b
r= [Fra= [TFe) S w@ld= [ Fe) oo
: [’ (£)]] a
Se concluye que; “El trabajo T realizado por una fuerza F es igual a la integral de la componente
tangencial de F respecto a la longitud de arco sobre la trayectoria”.
Asi, tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.10.1. Sean a : [a,b] — R3 curva de clase {*, F : R® — R3 campo vectorial continuo sobre «.
La integral de linea del campo F sobre  es

Lﬁ-di:Aﬁ-TdL:/abﬁ(a(t))-zx’(t) dt

Cabe observar que
/

7
Otra forma muy utilizada de las integrales de linea se deduce de la notacién de campos vectoriales

en términos de sus funciones componentes. Si F es un campo vectorial del tipo F(x,y) = Fji + F ],
y C viene dada por 7(t) = x(t) i + y(t) j, entonces F - d7 se escribe como

ﬁ-di:/ﬁ-d*:/P,P-d,d :/Fd Ed
/. (Fear= [(R/B)- (dx,dy) = | Fids+ Fady

|

=

F-TdL=F |7’||dt = F-7#'dt = F - dL

=l
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1.10 Integral de campo vectorial

expresion que se extiende en forma natural a tres o mas dimensiones.

Existe un simbolo especial para las integrales de linea cuando la trayectoria sobre la curva sobre la
que se integra es una curva cerrada.
§ Fedl
C

Ejemplo 1.10.2. Hallemos el trabajo que realiza el campo vectorial F(x,y) = (x2,y?) para mover un objeto
a través de la trayectoria parabolica y = x? desde el punto (0,0) al (2,4).

La figura 1.18 muestra el camino
de integracién. Sabemos que el
calculo del trabajo se hace via la Y
integral de linea del campo vec-
torial F sobre la trayectoria «. La (2,4)
parametrizacion de la trayecto-
ria es

a(t) = (t#%),0<t <2

de manera que a’(t) = (1,2t).
Ademés, el valor del campo so-
bre la trayectoria es F(a(t)) =
(#2,t4). Luego

figura 1.18

2

/ﬁdi:%fﬁuﬂyamﬁﬁ:/Xﬂ+m%dh:m

0

1.10.1. Propiedades de la integral de campo vectorial

Proposiciéon 1.10.3. Sean « : [a,b] — R" una curva suave a trozos, A un abierto de R" que contenga a
a([a, b)) y F,G : A — R dos campos vectoriales continuos. Se tiene:

Linealidad : Si ky y ky son constantes, entonces
/(k1?+kzé) AL =k /f-di+k2 /é.dz
o [ o

Invarianza :

Teorema 1.10.4. Sea a : [a1,b;] — R> trayectoria de clase {* y F campo vectorial continuo sobre . Si
p: [a,b] — R3 es una reparametrizacion, entonces

si p preserva la orientacion / F = / F
0 o

si p invierte la orientacion / F = — / F
0 o
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1.10 Integral de campo vectorial

Demostracion.

Como p es reparametrizacién, entonces p = a o h. Luego p'(t) = a’(h(t)) - h'(t). Se tiene asi

— b —
JE= [ Fahn®))-a'((e) n'() de
0 a

Usando el cambio de variable s = h(t), tenemos

/hh(b)ﬁ(ﬁé(s)).(xl(s) ds:/b1 I—:»((X(S)).,X/(S) dS:/IXﬁ-dE

(a) a1

siempre que p preserve la orientacion. O bien

/hh(b) ﬁ(oc(s)) ca'(s)ds = _/bl p’(tx(s)) ca'(s) ds = _Aﬁ_di

(a) m

siempre que p invierta la orientacion.

Aditividad respecto del camino : Sip : [c,d] — R" es otra curva suave a trozos tal que a(b) = p(c),

/ ﬁ.dz:/ﬁ.dz+/ﬁ.dz
a+p [ Y

Esta uiltima propiedad, es obviamente, generalizable a n trayectorias que compongan una curva C.

Ejemplo 1.10.5. Hallemos el trabajo que efectiia el campo vectorial F(x,y) = (x2 4 y2,2xy) para mover una
particula desde el origen del sistema de coordenadas sobre la curva y = \/x, trayéndola de vuelta por la recta
que une el punto (4,2) con el origen de coordenadas.

La figura 1.19 muestra el camino de integracion.
El célculo del trabajo conlleva hallar la inte-
gral de linea del campo vectorial F sobre la
trayectoria «. La trayectoria estd compuesta
por dos curvas suaves, cada una de ellas con
parametrizacion: figura 1.19

w aq(t) = (t,V/1),0<t <4 w ap(t) =(t,5),0<t<4

Se observa que la parametrizacién de a; va en sentido opuesto al requerido, luego, debemos cam-
biarle el sentido o anteponer el sigho — en la integral. En este tiltimo caso tenemos que calcular

/ﬁ.dz:/ ﬁ.dz_/ F.dl
® ®q 1%}
De esta forma tenemos:

Flag)(t) = (B +£,20V1), Elap)(t) = (t%%tz), w () = (1L> ay(t) = (1%)
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1.10 Integral de campo vectorial

Los integrandos tienen entonces la siguiente forma:
Flaq)(t)-ay = +2t,  Fap)(t)-ap = =2

Luego,

L. 112 112
Fodl——2_2%_p
/,x 3 3

1.10.2. Circulacién de un campo vectorial

De forma general la circulacién es una operaciéon matemaética que se define para a un campo vecto-
rial, y se realiza sobre una curva entre dos puntos, inicial y final de calculo. Por tanto, la informacién
necesaria serd: conocer el campo vectorial, la ecuacién de la curva y las coordenadas del punto de

inicio y final de la circulacién.

Definimos primero la circulacién elemental: situemos un punto sobre la curva de coordenadas
P(x,y,z), y determinamos el valor del campo en el punto F(P). Luego hacemos un desplazamiento
elemental, dI, sobre la curva en el sentido de A a B, puntos de inicio y final de la circulaciéon (figura

1.20).

Definicién 1.10.6. Se define como circulacién elemental al producto escalar del campo vectorial en el punto
P por el vector desplazamiento elemental sobre la curva en el sentido de la circulacion:

dC = F(P) -dL

T

F
dL dL
=
P B
dL
A figural.20 figura 1.21

Si vamos desde A hasta B realizando desplazamientos elementales sobre la curva y calculando la
circulacién elemental de cada desplazamiento, la suma nos daré la circulacién del campo vectorial a

lo largo de la curva entre los puntos inicial y final.

T

figura 1.22
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1.10 Integral de campo vectorial

Definicién 1.10.7. Se define como circulacién de un campo vectorial a la integral de la circulacion elemental
calculada a lo largo de la curva y con limites el punto inicial y el punto final de la curva

B B_
cﬁ:/dcz/P-dL
A A

Matemaéticamente la circulacién es una integral curvilinea en la que, ademads de los limites de inte-
gracion, los puntos que se han de recorrer han de estar sobre una curva determinada.

Para darle un sentido préctico a las ideas anteriores, consideremos que F es el campo de velocidades
de un fluido, esto es, a cada punto P del campo F le asociamos el vector velocidad del fluido en P.
Sea C una curva cerrada y dL una pequefia parte de cuerda dirigida de C (figura 1.21). Entonces
F - dL es aproximadamente igual a la componente tangencial de F multiplicada por ||L||. La integral

Jc F es entonces la componente tangencial neta alrededor de C. Esto significa que unas pequefias
aspas colocadas en el fluido dentro de C girarian si la circulacién del fluido fuera diferente de cero

(figura 1.22). Esto es, si |, C F +# 0. La circulacién de F alrededor de una curva cerrada C se anota
Circulacion = j{ F-dL
C
En resumen:

= Si F es el campo de velocidades de un fluido y F apunta en direccién tangente a la curva

orientada C, entonces |- F > 0, y las particulas en C tienden a girar en sentido antihorario.
(tigura 1.22)

= Si F apunta en direccién opuesta, entonces Jc F<o0

= Si F es ortogonal a C, entonces las particulas no giran en el interior de C y Jc F = 0. (figura
1.21)

Ejemplo 1.10.8. Consideremos el campo vectorial F(x,y) = (1,kx), en donde k es una constante. Sea a la
trayectoria que corresponde a la curva (x — a)? + (y — b)? = 1. Entonces:

1. La parametrizacion de la trayectoria a(t) = (a + cost, b+ sent)
2. La gréfica de la trayectoria es una circunferencia centrada en (a, b) y radio 1.
3. El célculo de la circulacién del campo F alrededor de & es como sigue:
27 4
Circulacion = f (1,k(a+cost)) - (—sent,cost)dt

0

27
= 7{ (—sent +kacost+ kcos®t) dt b koo
0

k sen 2t\ 2"
= cost+kasent+ = (t+
2 2 0

X

[
I
= kT a figura 1.23
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1.10 Integral de campo vectorial

4. Alaluz de este resultado, es claro que la integral depende de k.

5. ¢Cuadl es el efecto del signo de k sobre un “corcho” que ponemos sobre el fluido al interior de
la trayectoria?

= Sik = 0, la integral vale 0 y el corcho no gira.
= Sik > 0, laintegral es mayor que cero y el corcho gira en sentido antihorario sobre su eje.

= Sik <0, laintegral es menor que cero y el corcho gira en sentido horario sobre su eje.

1.10.3. Flujo en el plano

Se define el flujo de un campo vectorial como la cantidad de campo que atraviesa cierta area. Si el
campo F es un campo de velocidad de fluido, entonces la integral

/F-ﬁdL
e

se llama integral de flujo sobre «. Esta integral entrega la tasa neta en que el fuido cruza «, hacia el
lado de la normal 7, en unidades de drea por unidad de tiempo.

Yy
a3
2 <
oyg Y \ &2
1 >
&1
X
1 3
figura 1.24 figura 1.25

Ejemplo 1.10.9. Se consideran el rectingulo [1,3] x [1,2] y el campo vectorial F(x,y) = (0,%). Hallemos
el flujo del campo a través de los lados del rectingulo.

La trayectoria a se descompone en cuatro subtrayectorias a;, para las cuales se tienen las parametriza-
ciones:

ap=(3,1),1<t<2, az3=(£2),1<t<3, ag=(L1),1<t<2, a;=(t1),1<t<3
El valor del campo sobre cada parametrizacién es
fj(“l) = (0/ t3)/ ﬁ((){z) = (0/8)/ P)(063) = (0/ t3)/ ﬁ(“‘l) = (011)

De acuerdo a la definicién de flujo, necesitamos considerar la integral de linea con componente
normal. Los vectores normales exteriores a cada cara del rectdngulo, en el mismo 6rden considerado
para la parametrizacién, son:

ﬁl = (110)/ ﬁz = (011)/ ﬁ3 - (_1/0)/ ﬁ4 - (01_1)
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1.10 Integral de campo vectorial

Para determinar dL se observa que cada a/ tiene norma 1, con lo que la integral que entrega el flujo
queda como sigue

/(F-rz)dL _ /12(0,t3)-(—1,0) dt+/13(0,8)-(0,1)dt+/12(0,t3)-(—1,0)dt+/13(0,1)-(0,—1)

= 0+16+0—-2=14

1.10.4. Otras Notaciones para la integral de campo vectorial

Son notaciones usuales de la integral de linea de campo vectorial, la forma vectorial que es aquélla
que considera el vector de posicion, 7(t) = (x(t),y(t),z(t)), y la forma diferencial que considera las
componentes del campo vectorial. Se tiene:

Forma Vectorial

Sea 7(t) el vector de posicién de la curva C, entonces dL = 7'(t) dt. Luego

/ﬁ-diz/ﬁ-?’(t)dt:/ﬁ-d?
C C C

Si el campo vectorial F = (Fj, F, F;) de R? se encuentra expresado en términos de sus funciones
componentes, entonces, considerando la forma vectorial, se tiene

/C?-d? - /F —dt /(Fl,Fz,Fg,)-(x’(t),y'(t),z’(t))dt

Forma Diferencial

B dx dy dz P
= /,1 (Fla—i—ljz dt+F3 dt) dt—/ﬂ Fidx+ Fdy+ Fdz

Ejemplo 1.10.10. Calculemos / x*dx +xydy +dz, sia(t) = (t,2,1),0 <t < 1.
o

De la parametrizacién a(t) = (t,t2,1)

se tiene: .
dx dy dz
i 1, i 2t, FTi 0 ¢

De este modo a(t) = (t,£3,1)

1 (1L1,1)
/xzdx+xydy+dz = /(t2-1+t3-2t+1-0)dt >§
« 0
Yy
x

1
2 4
= /O (t°+2t%) dt figura 1.26
11
15
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1.11 Campos vectoriales conservativos

1.11. Campos vectoriales conservativos

Hemos visto que el gradiente de un campo escalar de dos o tres variables reales es un campo vec-
torial. Podriamos preguntarnos entonces si un campo vectorial F es el gradiente de algtin campo
escalar diferenciable f. Como no todo campo vectorial es gradiente de un campo escalar diferencia-
ble, aquellos que si lo sean reciben el nombre de campos vectoriales conservativos.

Definicién 1.11.1. Un campo vectorial F : A C R" — R" (A un conjunto abierto) se dice que es conserva-
tivo si existe algiin campo escalar diferenciable f : A C R" — R tal que

F(X) = Vf(@), Tc A

El campo escalar f se llama potencial de F y se dice que el campo vectorial F deriva de un potencial,
puesto que el vector gradiente retine la informacién sobre las derivadas de f. Se comprende, que es
mas facil estudiar un campo escalar que uno vectorial, por tanto, si un campo vectorial F deriva de
un potencial f, se estudiara el campo escalar f, sabiendo que para conocer un valor concreto de F
basta obtener el gradiente de f.

Muchos campos vectoriales importantes, como los campos gravitacionales, los campos magnéticos
y los campos de fuerzas eléctricas son conservativos. El término “conservativo” se deriva de la
ley fisica clasica sobre la conservacion de la energia. Esta ley establece que la suma de la energia
cinética y de la energia potencial de una particula que se mueve en un campo de fuerzas conserva-
tivo es constante. Esto es equivalente a decir que en un campo conservativo, la suma de las energias
cinéticas y potenciales de un objeto se mantiene constante de punto a punto.

Nota!! I

= La energfa cinética de una particula es la energia debida su movimiento, y la energia potencial
es la energfa debida a su posicion en el campo de fuerzas.

= Si el campo F es gradiente, pero F = —Vf, entonces la funcién escalar f se llama energia
potencial.

Si se dispone de un campo vectorial F que deriva de un potencial f y se quiere conocer la circulacién
de F alo largo de una curva C, desde un punto A a otro B, entonces

e

B_, -
circulacién:/ F-dL:/Vf-dL
A

veamos qué ventajas conlleva el que un campo sea gradiente o conservativo.

1.11.1. Teoremas fundamentales

El segundo teorema fundamental del calculo para funciones f : R — R integrables, asegura que

[ £ ax = Py — @)
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1.11 Campos vectoriales conservativos

en donde F es la primitiva de f.

Este resultado es posible de generalizarlo a la integral de linea de campo vectorial tomada sobre
campos gradiente. Ademads, proporciona una forma de calcular la integral de linea de un campo
gradiente.

Segundo teorema fundamental

Teorema 1.11.2. :

Sea f : A C R" — R campo escalar de clase {' sobre el conjunto abierto conexo A. Sea F = Vf, y sea
a: [a,b] — A C R" cualquier curva de clase {' a trozos que une ¥ con ij en A. Es decir, a(a) = ¥, a(b) = 1,

entonces
[E=[vf=rm)-r@

En el caso particular de ser n = 1y el camino « definido por «(t) = t, este teorema da lugar a la
regla de Barrow o segundo teorema fundamental del calculo.

Demostracion.

Sea H : [a,b] C R — R funcién tal que t — H(t) = f(«a(t)), entonces su derivada es

H'(t) = f(a(t) -a'(t) = Vf(a(t) -a'()

de aqui que

b
/ﬂﬁ - /qu(zx(t))-oc’(t)dt: H'(¢) dt

Este resultado establece que la integral de linea entre dos puntos X e i/, del dominio de un campo

vectorial F es independiente de la trayectoria & que une esos puntos, siempre que F sea un campo
gradiente. Formalicemos esto.

Definicién 1.11.3. Dado un campo vectorial F definido sobre un conjunto conexo A C R™ y dos puntos
i,b € A, decimos que la integral de linea de F entre @ y b es independiente del camino si el valor de Jc F-dL
es el mismo para cualquier camino C entre @ y b.

En las condiciones del segundo teorema, se tienen tres consecuencias interesantes:

Corolario 1.11.4. Si V f = 0 sobre el conjunto abierto y conexo A, entonces el campo f es constante sobre A.
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1.11 Campos vectoriales conservativos

Demostracion.

Sea @ un punto fijo en A y sea « una curva que une 7 con X en A, entonces, de acuerdo con el teorema,
se tiene

@)~ @) = [ Vf
Como Vf = 0, entonces f(X) = f(d), VX € A. Esto significa que f es constante sobre A.

Corolario 1.11.5. Si « es una curva cerrada, entonces
/ Vf= / F=0
44 4

Como « es cerrada entonces a(a) = a(b). De acuerdo con el teorema, se tiene

| F= [V = fla) - f(a(a)) = 0

Demostracion.

Corolario 1.11.6. Si |, F = 0 para toda curva cerrada « en A, entonces F es un campo gradiente.

Demostracion.

Sea « la curva que es la unién de las trayectorias a1 y a; que unen el punto 4 con el punto ¥ en A. Es
suficiente con probar que las integrales tomadas sobre a1 y a; son iguales. En efecto, como

/ﬁ:/?+/ﬁ:o
o 01 1 %]

y dado que a1 y a; tienen direcciones opuestas, entonces

/ﬁ:/ﬁ—/ﬁ

o 01 L %]
/ﬁ:/ F
o1 1%)

Como & y ap son arbitrarias, entonces la integral de linea es independiente de la trayectoria. Es
decir, F es un campo gradiente.

0

De esto se deduce que

Resumimos los resultados anteriores en el siguiente:

Teorema 1.11.7. Sea F : A C R" — R”" un campo vectorial continuo sobre A conjunto abierto y conexo.
Son equivalentes:

1. F es conservativo.

2. La integral de linea de F es independiente del camino, es decir, sélo depende del punto inicial y del punto
final, pero no del camino que los une.
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1.11 Campos vectoriales conservativos

3. La integral de linea de F a lo largo de cualquier camino cerrado regular a trozos contenido en A vale
cero.

Ejemplo 1.11.8. Hallemos la circulacion del campo F(x,y) = (—y, x) sobre la elipse a(t) = (acost,bsent),
0<t<2rm.

Como ya tenemos la curva parametrizada, el vector velocidad es a(t) = (—asent, bcost). El valor
del campo en la parametrizacion es

F(a(t)) = (~bsent,acost)

La circulacion estd definida por la integral del campo sobre la curva, esto es

2

Circulacién = /?-di :/ F(a(t)) -a’(t)dt
o 0
Como F(a(t))-a’(t) = absent + ab cos’t = ab, entonces
21
Circulaciéon = / abdt = 2mab # 0
0

De esta manera, el campo F no es un campo gradiente. Recuerde que si lo fuera la integral sobre
toda curva cerrada debe ser cero.

Caracterizacién de campos gradientes

Teorema 1.11.9. Sean A un abierto convexo de R* y F : A — R" campo de clase {'. Entonces F es
conservativo si, y sélo si,
dF(x) _ 9Fj(x)
ax]' N Bxl-

Este teorema sigue siendo cierto para una clase mas amplia de conjuntos, los llamados “simple-
mente conexos”, esto es, conjuntos del plano que no tienen “agujeros”. Este resultado supone el
cumplimiento de tres cosas:

1. Que estemos trabajando, a lo menos en un conjunto convexo.
2. Que el campo que nos den sea de clase ! (derivadas de primer érden continuas).

3. Que se cumpla la igualdad de las derivadas mixtas (lema de Schwarz), que a su vez equivale a
decir que la matriz Jacobiana sea simétrica.

Ejemplo 1.11.10. El campo F(x,y) = (2y* + 1, 4xy) satisface que la matriz Jacobiana,

J(xy) = <4Oy g)
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1.11 Campos vectoriales conservativos

es simétrica. Como, ademis, F estd definido en todo el plano, que es un conjunto simplemente conexo (mds que
convexo), entonces este campo vectorial es gradiente y tiene asociado un potencial. Es sencillo verificar que el
campo escalar f(x,y) = x + 2xy? satisface V f = E. Veamos como, a partir de la definicion podemos calcular
este potencial.

Vf= (%,%) = (1+ 2y 4xy)

Equivale a tener

—:1—1—2]/2, %:43(]/

Al integrar, la primera expresion, respecto de x se tiene que

flx,y) = x+2xy” +c(y)

en donde c(y) es una constante, que puede depender de la variable y, que ha sido considerada
constante en la integracion respecto de x. Ahora se deriva, respecto de y la tltima expresién, con el
tin de utilizar la segunda hipétesis (la derivada parcial respecto de y). Se tiene

d

% =4xy +c'(y) = 4xy = 4xy + ¢’ (y)

Al simplificar se encuentra que c(y) debe ser una “verdadera” constante, es decir, un escalar. En
consecuencia, el potencial f mas general del campo vectorial F es

flxy) = x+2xy% +c

Ejemplo 1.11.11. EI campo vectorial F(x,y,z) = (2xyz + 22 — 2y + 1,x%z — dxy, %y + 2xz — 2) es
continuo y diferenciable con continuidad en todo IR, que es abierto y convexo. Las condiciones necesarias y
suficientes para que F sea un gradiente (teorema 1.11.9) son:

OB _OR O ok o ok
ox dy’ 9x 9z Jy 0z

es decir,

ol %) oF
T2 oxr 4y — L
0x e ay
oF _ dF
g = 2xy + 2z = 9z

F_ . oR

dy = oz

Vamos a encontrar el potencial f imponiendo las siguientes condiciones:
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af 2 62
3 = 2xyz+z°- -2y +1
of _ o

@ = x“z—4xy

of _

5, = Xy +2xz —2

Si integramos la primera de las condiciones respecto de x resulta
flx,y,z) = /F1 dx+ Ay, z) = /(nyz +22 =22 +1)dx + A(y, z)
= x’yz+xz? —2xy* +x+ A(y,z)

Para imponer la segunda condicién derivamos la expresioén obtenida respecto de y.

x,Y,z) = xX*yz + xz%> — 2x> + x + Ay, z :>i = x%z —4x +iA ,Z
y Y Y y Ay y Ay Y
= b =x’z—4xy

de lo cual se obtiene

5 AW2) = 0= Aly2) = B)

Sustituyendo la funcién A(y, z) en la expresion del potencial, nos queda:
f(x,y,2) = x*yz + xz*> — 2xy* + x + B(z)
Por altimo, derivamos esta ecuacién respecto de z para satisfacer la tercera condicién. Tenemos que

% =x*y+2xz+B'(z) =B =x*y +2xz—2 = B'(z) = -2 = B(z) = -2z +k

Asi, sustituyendo la funcién B(z), queda el potencial

flx,y,2) = ¥®yz + x2> = 2xy> + x — 2z + k
k es una constante. Obsérvese todo lo que trabajamos para hallar el potencial. Afortunadamente
existen métodos mds sencillos de recordar y poner en préctica, que veremos maés adelante.

Primer teorema fundamental

Para funciones reales de variable real. Esto es, para funciones de R en R, el primer teorema funda-
mental del calculo asegura que

F(x) = [ F(8) dt — F'(x) = £(x)

Extendemos este resultado a integrales de linea.
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Teorema 1.11.12.

Sean F campo vectorial diferenciable definido en un conjunto A abierto y convexo de R, @ un punto fijo de A.
Supongamos que VX € A la integral de linea del campo F que une @ con ¥ es independiente de la trayectoria
a que los une (F gradiente). Si definimos el campo escalar f en A como

X, X .
@)= [ Fedi= [ vf-dl
a a
entonces f es diferenciable sobre A, y se tiene que
f!(%) = Vf(X) = F(%), VT € A

Sin = 1y el camino viene definido por a(t) = t, se obtiene el primer teorema fundamental del
cdlculo para funciones reales de variable real. Ademéds, este teorema proporciona una forma de cal-
cular el potencial f del campo vectorial F. En el teorema 1.9.12 elegimos @ = (0,0) y X = (x,y). El
segmento de recta que une estos puntos tiene parametrizaciéon

a(t) =i+ (X—d)t=t% 0<t<1

Luego, una funcioén potencial f estd dada por

£(7) = /aﬁ(zx(t)) ca!(f)dt = /01 B(t7)-zdt
Ejemplo 1.11.13. La funcion potencial del campo F(x,y) = (2y? + 1,4xy) existe, pues la matriz jacobiana
es simétrica y F estd definido en todo R? que es un conjunto simplemente conexo.
Observemos que (0,0) pertenece al conjunto simplemente conexo. Se tiene
F(tx) = E(tx, ty) = (22 y> + 1,4t xy)
de donde
F(tX) - ¥ = x + 6xt% 12
En consecuencia )
f(%) = /0 (x4 6xt> y?) dt = x + 2xy* + k

es una funcién potencial para F.

El siguiente ejemplo muestra que la simetria de la matriz jacobiana, por si sola, no es suficiente para
garantizar que F sea campo gradiente.

Ejemplo 1.11.14. Sea F (x, y) = ( ), (x,y) # (0,0), entonces la matriz jacobiana es simétrica.

Yy __x _
x2+y2/ x2+y2

2xy y2 — x?
(x2+y2)2 (x2—l—y2)2
J(x,y) =
y? — x? 2xy

2+y2)2 (2 +y2)2
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Hallemos la integral de linea de F sobre la circunferencia unitaria parametrizada por a(t) = (cost,sen t),
0 <t <27 Se tiene

. 21 2 27
/[XF = /0 Fa(t))-a'(t)dt = /0 (—sent,cost) - (—sent,cost)dt = ; dt =21 #0
Luego, no puede existir un campo escalar f definido V¥ # 0 que satisfaga Vf = F en todo el plano.
Sin embargo, Fes gradiente si nos restringimos a cualquier conjunto simplemente conexo que no
contenga el origen de coordenadas. Por ejemplo, f(x,y) = arctg () es funcién potencial para F
sobre la circunferencia de centro (2,2) de radio 1.

Este ejemplo estd mostrando que

1. Para demostrar que un campo vectorial F no es campo gradiente, s6lo es necesario exhibir una
curva cerrada w en A tal que [ F # 0

2. Para demostrar que F es un campo gradiente se debe comprobar que IR F = 0 para toda
trayectoria cerrada a en A. Lo cual es jmisién imposible!

1.11.2. Divergencia de un campo vectorial

Una importante magnitud definida sobre un campo vectorial es la divergencia, que es una funcién
escalar. Esta funcién puede verse como una especie de derivada de F por cuanto, para campos vec-
toriales que representan velocidades de particulas en movimiento, la divergencia mide el ritmo de
flujo de particulas por unidad de volumen en un punto.

Definicién 1.11.15. La divergencia del campo F (x1,x2,++ ,xn) = (F1, F, - -+ , F,) estd dada por

- o = OF  9R oF,
divF =V P_a_x1+8_x2 E

3.2 42

Ejemplo 1.11.16. Hallemos la divergencia en (1,1,1) del campo vectorial F(x,v,z) = (x°y2, x2z, x2y).

Sélo debemos hallar las derivadas parciales de cada componente como sigue:

- 8[—1 BFZ 813 2 2 2 2
E= L g T2y To =
V 8x+8y+az 3xy*+0+0=3xy
Al evaluaren (1,1,1) tenemos
V-F=3

Nota!! |:

= SidivF = 0, se dice que F es un campo vectorial solenoidal, o incompresible.

= SidivF > 0 en un punto ¥, este punto se llama fuente.
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» SidivF < 0 en un punto ¥}, este punto se llama sumidero.

Por ejemplo, si F fuese un campo de velocidades de un gas o de un fluido, entonces la divF repre-
senta la tasa de expansién por unidad de volumen del gas o del fluido. Como divF = 3 en el ejemplo
anterior, entonces el gas se estd expandiendo a la tasa de 3 unidades ctibicas por unidad de volumen

por unidad de tiempo. Si fuese divF < 0, entonces el gas se estaria comprimiendo.

1.11.3. Rotacional de un campo vectorial

Definici6n 1.11.17. El rotacional de F(x,y,z) = (Fy, F», F3) viene definido como

~-l
-l
>l

. = (3B 3RO 9B IR R\ |0 a 0
rOtP_VXF_(ay dz’ 9z  oJx’ dx ay)_ ox dy oz

F E K

Debe quedar claro que el rotacional es vélido s6lo para campos vectoriales tridimensionales. Si se
quiere usar en uno bidimensional hay que agregar tercera componente nula.

El significado fisico del rotacional est4 asociado con rotacién. Si un campo vectorial F representa
el flujo de un fluido, entonces rotF = 0 en un punto P significa fisicamente que el fluido no tiene
rotaciones en P, esto es, no tiene remolinos. Esto significa que si colocamos en el fluido una pequefia
rueda con aspas, se moverd con el fluido, pero no giraré alrededor de su eje. Si rotF = 0 se dice que
F es un campo irrotacional.

La principal aplicacién del rotacional de una campo vectorial es el préoximo criterio para averiguar
si un campo vectorial en el espacio es conservativo.

Teorema 1.11.18. Sea F : A C R® — R3, F(x,y,z) = (Fi, F, F3) un campo de clase ' definido en el
abierto simplemente conexo A. EI campo vectorial F es conservativo si y sélo si V x F = 0.

SiFes gradiente, entonces F=V f= (%, %, %) . Se tiene

rot F = |9x dy oz
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Al resolver este determinante se obtiene

GuF_ (Pf_PFFFPF PPN g
- \dydz 0zdy’ dxdz 0zdx 9xdy Jyox )

La utilidad del teorema radica en que permite determinar cuando un campo es o no gradiente.

Ejemplo 1.11.19. El campo F(x,y,z) = (y, —x,0) no es gradiente pues

i ]k
= o Jd 0
F=|2 2 °1_(00-2
VX dx Jdy 0oz (0.0,-2) #0
y —x 0
. =z -y X
Ejemplo 1.11.20. Si F(x,y) = 2 A para (x,y) # (0,0),
i ik
T
VxF=| ox dy  9z| =(0,0,0)
Y —x 0
x2 + yZ x2 + y2

Habiéndose obteniendo que V x F = 0, se debe establecer ahora el conjunto simplemente conexo
para el cual existe el potencial, este conjunto no debe contener el (0, 0), pues alli el campo se indefine

y no es de clase {'. Se puede verificar que f(x,y) = arctg (%) es potencial de F. Consideremos las

situaciones que describe la figura 1.27.
Yy Yy Yy
dh i [d
\JA x K_ﬂ X " x
fﬂ(ﬁzzn faﬁ:% fﬂéﬁ:%

figura 1.27

Se observa que para cualquier trayectoria que no pase por el origen la integral del campo es la
diferencia de potencial. Pero jatencién!, el valor de la integral para todos los caminos que unen los

puntos (1,0) y (0,1) depende de la trayectoria y su valor es % + 2n7. En donde # es la cantidad de
veces que la curva da vueltas el origen de coordenadas.

A continuacién, como resumen final de campos gradientes, tenemos:
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Teorema 1.11.21.

Sea F campo vectorial de clase {* definido sobre un conjunto simplemente conexo, excepto quizds en un niimero
finito de puntos. Las siguientes condiciones para F son equivalentes:

O Para toda curva cerrada a simple y orientada [, F=0

0 F = Vf.Es decir, F es gradiente de algtn potencial f.

O VxF=0.
oF; OF;

0 ‘t=_J1<i<i<
E)x]' ox; St<j=n

[0 Para dos curvas simples orientadas a1 y ap con los mismos extremos

/ﬁ:/f
o1 1%)

Esta dltima condicién proporciona un método mucho mds simple, que los anteriores, para calcular
la funcién potencial de un campo vectorial tridimensional. En efecto, si a es la parametrizacién de

la trayectoria que une el punto 0 con el punto arbitrario ¥, en la forma que indica la figura 1.28 (en
el plano) y figura 1.29 (en el espacio), entonces

X Yy
» Enelplano: f(x,y) :/0 Fl(t,O)dt—i—/O Fy(x, t)dt

x y z
= En el espacio: X,Y,z) = Fi(t,0,0)dt + F(x,t,0)dt + F3(x,y, t)dt
p Y 0 0 0 Y

z
y
(x,y,2)
<
F
B A a /F3 ! (x0,0)
F x
! F
x y 2
X1
(xy0) .
figura 1.28 figura 1.29
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Ejemplo 1.11.22. Hallemos la funcién potencial para F(x,y) = (2xy, x> — ).

Lo primero que debemos hacer es asegurarnos de que el campo es conservativo, ya que de esa forma
existe la potencial. Como F; = 2xy y F, = x> — , entonces

)

oF
ZX—E

£
Ahora que el campo vectorial es conservativo procedemos al célculo de la potencial usando el méto-
do recién formulado.

X x 2
f(x,y):/ Fl(t,O)dt—i—/sz(x,t)dt:/ Odt+/y(x2—t)dt:x2y—y?+k
0 0 0 0

Ejemplo 1.11.23. El campo F(x,y,z) = (y,zcosyz + x,ycosyz), es un campo gradiente en todo R ya
que V x E = 0 en este conjunto simplemente conexo. Vamos a encontrar el potencial de E en tres formas
diferentes:

Método 1
x y z
Floyz) = /Fl(t,0,0)dt-l-/ Fz(x,t,O)dt-l—/ Es(x,y,t) dt
0 0 0
x y z
= /Odt~|—/ de—/ ycosytdt = xy+senyz+k
0 0 0
Método 2
_F of of 9f\ _
Vf=F = (ax,ay,az)—(y,x+zcosyz,ycosyz)
of _ 9f _ of _
Eyal 2 3y =X+ zC05Yz, =- =Y cosyz

Estas expresiones son equivalentes con las siguientes

foyz) = xy+giy2)
f(x,y,z) = zsenyz+xy+ g(x,z)
fxy,z) = senyz+gs(x,y)

Las constantes de integracion g1, g2, g3 dependen sélo del argumento indicado. Ahora, derivando
la primera de éstas se tiene
of _ 9s1(y,2)

92 92 =ycosyz

de lo cual
1y, z) = /y cos yz dz + k(y) = sen yz + k(y)
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Asi,  f(x,y,z) =xy+senyz+k(y).

Usando la ecuacion f(x,y,z) = senyz + xy + g2(x, z) debe tenerse k(y) = g2(x,z). Como el primer
miembro es funcién sélo de y, y el segundo funcién sélo de x y z concluimos que deben ser iguales
a alguna constante k. Luego, el potencial buscado es

f(x,y,2z) = xy+senyz+k

Método 3
1 e
FE) = [ Fa(t)-a'()dt, siendoalt) = % = (tx,ty, 2
0
1
= / (2txy + 2tyz cos yzt?) dt = xy +senyz + C
0
) = —y x )
lo 1.11.24. E F =
Ejemplo I campo vectorial (xz FRIp N yz) debe transportar una particula desde el

punto (1, —1) al (1,1), sabiendo que el paso desde el (0,0) a lo largo del semieje positivo de las x se encuentra

inhabilitado.
Y

La figura 1.30 ilustra el problema. Va-
mos a resolverlo de dos maneras. La

primera de ellas consiste en elegir una —~

trayectoria, tal como la circunferencia

a(t) = (V2cost, /2sent) K --------- > x
-

con /4 < t < 7m/4, que une los
puntos final e inicial de la trayectoria

e figura 1.30
y que respeta la hipédtesis de no tran-
sitar “cortando” el semieje positivo.
La integral del campo vectorial F sobre esta trayectoria es
S - x
Fal = - [ (52 - (dx,d
/a a(x2+y2 x2+y2) (. dy)
L /7”/4 —/2sen t(—+/2sent) + /2cos t(\/2cos t) it
B /4 2
7m/4
- / dt = %
/4 2

El signo menos delante de la integral se debe a que la parametrizacién va en sentido opuesto al
requerido.
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La segunda forma de resolver el problema, consiste en averiguar si el campo en cuestién es conser-
vativo. Si lo es, se determina el potencial y luego se evaltia en los puntos extremos. Para este efecto,

tenemos que F es de clase ¢! en todo R? con excepcién del origen de coordenadas. Su rotor nos
dira si existe la funcién potencial.

P
9 9
0x oy

242 242

tan!

0z

0

= (0,0,0)

En consecuencia, el campo es gradiente sobre todo conjunto simplemente conexo que no contenga el
origen de coordenadas. La funcién potencial la determinamos a partir de la definicién, como sigue

of vy B x
Smala = fly = antgl o)
af o ( x )
= —— = — | —arctg—+c
oy~ ay gy Tel)
e * —= X + C /( )
24y x24y? 7
= ¢'(y) = 0= c(y) = constante
Por tanto, f(x,y) = —arctg Y esel potencial del campo vectorial. Esto significa que la integral de

linea del campo vectorial no depende de la trayectoria de integracién, y cualquier camino conduce
al mismo valor. Tenemos:

I

1.11.4. El Laplaciano

L.

d

L

Y

X

/oc(x2+y2,x2+y2
-[fL-D)-fA1)]

) (dx,dy) = —[ f(a(1)) — F(a(0))]

—[arct L — arct 1]
§1 08T

Es un operador escalar definido sobre un campo escalar. Viene dado por la divergencia del gradiente.
Es decir, se obtiene aplicando dos veces el operador nabla. Por ello, es frecuente representarlo como
V - V, aunque también se representa como V2. En términos fisicos da una idea de la curvatura del
campo. También existe el Laplaciano de un campo vectorial.

39



1.11 Campos vectoriales conservativos

Definicién 1.11.25. Sea f campo escalar de R3. Se llama Laplaciano de f a la expresion

’f 9*f 9*f
20 _
vf_ax2+8y2+az2

Si V2f = 0, se dice que el campo f es arménico.

Definici6n 1.11.26. Se llama Laplaciano de un campo vectorial F, al nuevo campo vectorial definido por el
gradiente de su divergencia menos el rotor de su rotor. Esto es

V2F = V(V -F) =V x (V x F) = grad(div F) — rot(rot F)

Ejemplo 1.11.27. Si f(x,y,z) = 2x?y + xz° — 2xy, entonces su laplaciano es

0 d 0
2¢ _ 3 _ 2 _ —(3xz%) = 4y +
Vef = o (4xy +z° —2y) + 8y(2x 2x) + 5 (Bxz®) = 4y + 6xz

Proposicién 1.11.28. Si f es arménico, entonces V f es solenoidal e irrotacional.

N AN
dio(V f) = div (g,@,g)_axﬁ o+ L=

Esto prueba que es solenoidal. Veamos que es irrotacional (el rotor debe ser cero).

2 2 2 2 2 2
rot(Vf) = rot %,%,% = af—af,af—af,af—af =0
ox’ dy’ 0z dydz  0zdy dzdx 0x0z Odxdy  Jyox

1.11.5. Potencial escalar y vectorial

Como ya hemos visto, si el rotacional de un campo vectorial es cero entonces el campo vectorial
puede escribirse como el gradiente de un campo escalar

VxF=0= F=Vf

Al campo escalar f se le conoce como potencial escalar y se dice que F es un campo gradiente o
conservativo. Si por otro lado, la divergencia de un campo vectorial es cero, entonces, de la ecuacién

V- (VxE)=0
vemos que este campo debe ser el rotacional de algtin otro campo
V- F=0=F=VxG

El campo vectorial G recibe el nombre de potencial vectorial del campo F. Formalicemos esto.
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Proposicién 1.11.29. Sea F= (Fy, F», F3) un campo vectorial de clase { 1 definido en un abierto simplemente
conexo de R3. Entonces F es el rotacional de un campo vectorial G si y sélo si, F es solenoidal.

Al igual que sucede con los potenciales escalares, la biisqueda de potenciales vectoriales en el caso
de que el abierto A sea conexo se reduce al cdlculo de primitivas. La demostracién de este resul-
tado requiere del conocimiento de integrales de linea, algo que veremos més adelante, y que nos
haré volver a este tema. Sin embargo, entregamos la forma en que el campo G puede ser encontra-
do. Sean F = (Fy, F», F3) y G = (G1, Gy, G3), entonces

(3G, G, _
oy oz
VxG=F= @—@:Fz
0z ox
9 91 _,
lox oy °

Podemos suponer, por ejemplo, que G3 = 0, entonces, es posible dar unas primeras expresiones para
G1 y Gy a partir de las dos primeras ecuaciones

F = % — G =— [Rdz+Ci(xy)

E = aa%:>G1:fF2dz+C2(x,y)

Aqui podemos suponer que C; = 0, con lo cual tendriamos calculados G3 y G,. Para concluir, basta
determinar C; a partir de la tercera ecuacién. Una solucién es considerar que:

z Y
G = /Fz(x,y,t)dt—/ Es(x,t,0) dt
0 0
ya

G, = —/ Fi(x,y,z) dt
0
Gy =

1.11.6. Teorema de Helmholtz

Como hemos visto, un campo vectorial puede ser:

= Campo irrotacional. Su rotacional es cero y por lo tanto puede ser expresado como el gradiente
de un campo escalar

VxF=0= F=Vf
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= Campo solenoidal. Su divergencia es cero y por lo tanto puede expresarse como el rotacional
de un campo vectorial

V- F=0=F=VxG

El teorema de Helmholtz establece que cualquier campo vectorial puede escribirse como la
superposicion de un campo solenoidal y otro irrotacional de la forma

F=Vf+VxG
Ejemplo 1.11.30. Dados los campos F = (x,y,z) y H = (x*> + 1,z — 2xy,y), veamos si alguno de ellos es
el rotacional de algiin campo vectorial G
Lo primero es obtener divergencia nula, que es una de las condiciones béasicas:
V-FE=3 y V-H=2x-2x+0=0

Esta claro que F no tiene potencial vectorial y que H por tener divergencia nula y ser de clase {* si
lo tiene. Ahora se calculan las integrales antes indicadas.

) ar— [ T at— [rar=% v
G = /OFz(x,y,t) t—/o F5(x,t,0) t—/o(t—2xy) t—/o t t—i—nyz—E
z z
G = —/ Fl(x,y,z)dt:—/(xz—l—l)dt:—xzz—z
0 0
Gs =0

En consecuencia, el campo G, cuyo rotor es el campo H es

= 1

G = (2 1y2,—xzz—z,0)

2
— XYz — —
z Xyz =

Asi, G es potencial vectorial de H. Si es de tu interés puedes verificar este resultado sacando el rotor
de G para obtener H.

1.11.7. Teorema de Green

El teorema de Green ! relaciona una integral de linea a lo largo de una curva cerrada C en el plano R?
con una integral doble extendida a la regién cuya frontera es C. Para denotar la orientaciéon positiva
de la curva C usamos C*. El teorema de Green es vélido para regiones elementales del tipo Ry o
bien R,, y también para regiones mas generales (simplemente conexas y multiplemente conexas).
Veamos primero el teorema para regiones elementales.

!George Green, matematico inglés, 1793-1841
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Teorema 1.11.31. ( Green )

Sea R region elemental de R? y sea CT su frontera. Si los campos escalares P, Q : R C R? — R son de clase
! sobre R y su frontera, entonces

B dQ OP
/c+ P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = //R (E - @) dx dy (1.1)

Demostracion.

La integral de linea del primer miembro se toma direccién positiva, tal como se muestra en la figura
1.31. La curva C que se compone de dos partes:

C1:y = f1(x) desde a hasta b, Cy:y = fo(x) desde b hasta a

con lo cual, es claro que laregion R = {(x,y)/ a < x <, fi(x) <y < fo(x)}.

y y
y = fa(x)
C
x = 8(y)

| |
| |
L y=AG)
| |
5 | x x
a b

figura 1.31 figura 1.32

Consideremos la integral doble de %—5 sobre R. Para cualquier x entre a y b, integramos primero
respecto de y, desde y = f1(x) hasta y = f,(x), para obtener

f2(x) 9P fa(x)
[ S dy=Py)| =Pl fax) = Plx, Ai(x)) (12)
hlx) %Y fi(x)
Ahora integramos respecto de x la ecuacién 1.2
b rfa(x) 9P b
Lo aytvde = [ PG fa() = Plx fil))]
a 7 (x a

4 b
— _/b P(x,fz(x))dx—/a P(x, f1(x)) dx

= — Pdx — de:—/de
G 1 C
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Por tanto,

/C+ P(x,y)dx = —//Rg—f;dxdy (1.3)

Esta dltima ecuacién es la mitad del resultado que necesitamos. Para deducir la otra mitad, inte-
gremos ahora %%] primero respecto de x y después respecto de y, como se indica en la figura 1.32,
que muestra a la curva C de la figura 1.31, pero ahora descompuesta en dos partes orientadas de la
siguiente manera:

Cy: x = g1(y) desde d hasta c, Cy : x = ¢2(y) desde c hasta d

conlo cual el recinto R = {(x,y)/ c <y <d, $1(y) < x < g2(y) }. Luego,

d rg(y) d
/c/giy? ?de“ly = /C[Q(gz(y)/y)—Q(gl(y),y)]dy
d c
B / Qg2(y),y) d“/d Q(81(y),y) dx

— /<;2Qdy+/<;1Qdy:/<:Qdy

Por tanto,

/C+ Qx,y)dy = //R %—S dx dy (1.4)

Combinando las ecuaciones 1.3 y 1.4 obtenemos la ecuacion 1.1, con la que concluye la demostracion.

1.11.8. Generalizacion del Teorema de Green

El Teorema de Green se puede generalizar a regiones multiplemente conexas, figura 3.33. La frontera
de R estd formada por las curvas C; y Cp, ambas recorridas positivamente (cualquier persona que
recorra en ese sentido debe tener la regién a su izquierda).

o
N

figura 1.31 figura 1.32
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El “corte” AE transforma la regiéon multiplemente conexa en simplemente conexa, siendo asf aplica-
ble el teorema de Green. Es decir, se safisface que

0Q dP
Pd d://(___vdd s
/ABCDAEFGEA *+Qdy r \ox oy xay (1.5)

La integral de linea de esta ecuacién se descompone como sigue:

/ Pdx+Qdy = / de+Qdy—|—/ de+Qdy+/ de+Qdy—|—/ Pdx +Qdy
ABCDAEFGEA ABCDA AE EFGE EA
Como
Pdx = — Pdx
LA AE
entonces
/ Pdx+ Qdy — [Wx+Qdy+/ Pdx + Qdy
ABCDAEFGEA ABCDA EFGE

Esta tiltima suma de integrales equivale a tener
Pdx+Qd +/ Pdx+Qd :/ Pdx+Qd
L; Qdy c Qdy Fr(R) Qdy

Se concluye que la ecuacién 1.5 (teorema de Green) se satisface para este tipo de regiones.

3Q  ap
Pd dzﬂ(———)dd
/Fr(R) x+Qdy x \9x 3y x dy

Ejemplo 1.11.32. Calculemos / xdx + xy dy siendo « la circunferencia x> + y* = 1, recorrida en sentido
o

positivo.

Se observa que los campos P = x y Q = xy son de clase {! en la region que encierra a y también
sobre su frontera (figura 1.32). El calculo de la integral doble es el siguiente.

aQ aP B B 27T 1 2
//R (g—@) dxdy = //R(y—O)dxdy—/O /Or sen 0drdo

1 27
= 5/ senfdd =0
0

El calculo directo de la integral de linea (que en este caso no es dificil) es

2r
/+ Pdx+Qdy = / (cost (—sent) + cos’tsent) dt
C 0
27
= 1coszt—lcosg’t =0
2 3 0

Ademas de haber calculado la integral hemos verificado el teorema de Green. El siguiente ejemplo
es de caracter mas global ya que encierra el concepto de campo gradiente.
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1.11 Campos vectoriales conservativos

(—10) _
Ejemplo 1.11.33. Hallermos / —ydxt xdy

en los siguientes casos:

1. El segmento rectilineo que une los puntos (1,0),(1,1),(—1,1),(—1,0).

2. El segmento rectilineo que une los puntos (1,0),(1,—-1),(=1,-1),(—1,0).
3. El rectdngulo de vértices (1,—1),(1,1),(-1,1), (-1, —1).

4. La circunferencia de centro el origen y radio 1.

5. La circunferencia de centro (2,0) y radio 1.

6. Laelipse x> +4y> =1

Claramente, el campo vectorial es F = (—szWz, szerz) Se observa también que el (0,0) es un punto

en el que el campo vectorial no estd definido. Aunque el integrando no se ve dificil, veamos si se
trata de un campo gradiente.

i ik
B 9 9 9
VxF= ox ay oz| = (0,0,0)
__Y X
x2 +y2 x2+y2

Ahora, para curvas cerradas sobre dominios simplemente conexos, cualquier integral de linea de un
campo gradiente es cero. La funcién potencial es

Yy

X

f(x,y) = arctg

1. Para hallar esta integral de linea tenemos dos opciones, cdlculo directo o en base a la funcién
potencial. La primera forma significa que hay que parametrizar y evaluar la integral sobre tres
trayectorias. Preferimos la segunda alternativa.

(10 —ydx + xdy 0 0
/(1,0) 2T =¢(=1,0) —¢(1,0) = arctg_—1 — arctgI —

Yy Yy Yy

} (~1,0) (1,0) [ )
X X X
(=1,0) (1,0) l :]: (=10} k(1,0)

figura 1.33 figura 1.34 figura 1.35
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2 La misma alternativa anterior, pero poniendo atencion en la trayectoria es recorrida en direc-
cioén no positiva.
(=10) —ydx + xdy
iy i = 9100~ 9(1L0)] = -7

1,0) x2 + 2

3 No se puede usar el método de la funcién potencial por que el (0,0) se encuentra encerrado
por la trayectoria. Por lo que no se cumple la condicién de estar en un conjunto simplemente
conexo. Tenemos dos alternativas, la primera, el cdlculo directo que involucra cinco trayecto-
rias, o la aplicacién del teorema de Green para conjuntos multiplemente conexos.

La ley del “minimo esfuerzo” nos lleva a Green, que también es la forma mads inteligente de abordar
esta clase de problemas. Para este efecto, construimos alrededor del punto conflictivo, (0,0) en este
caso, una circunferencia de radio € positivo y pequefo. Esta circunferencia se parametriza a(t) =
(ecost,esent), t € [0,27]. se tiene.

L. 2
j{F-dL: dt = 270
C 0

La otra forma, el calculo directo, se reduce a observar que en la primera parte se integr6 desde (1,0)
a (—1,0) y su valor es 7. En la segunda parte se integré desde (1,0) a (—1,0) en sentido negativo y
se hall6 que su valor es -7, de manera que en el sentido contrario es 7r. Con estos datos, la integral
sobre todo el contorno del cuadrado, en sentido positivo es 271, obviamente el mismo resultado que
hallamos por Green.

4 En este caso, la integracién es sobre la circunferencia x> + y? = 1. De nuevo nos encontramos
con un problema similar al planteado en la tercera parte. La misma circunferencia de radio € y
el teorema de Green para conjuntos multiplemente conexos nos lleva, de nuevo, a decir que

o 2
?{F-dL: dt =2m
C 0

Yy Yy Yy

/ \\ X o) X il N X
o= T <

figura 1.36 figura 1.37 figura 1.38

5 Ahora la situacién es diferente a la anterior, el punto conflictivo, a saber el (0,0), se encuentra
fuera de un conjunto simplemente conexo en el que estd contenida nuestra curva. Por ejemplo,
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el mismo que encierra la trayectoria (x — 2)? + y?> = 1. Como el campo es gradiente, la integral
sobre esta curva cerrada es cero. Esto es

fﬁ.dz:o
C

6 La situacion en este caso es andloga a la de las partes 3 y 4. En consecuencia

L 2
/ Fodl= [ dt=2n
elipse 0

El teorema de Green sirve como herramienta de célculo del area de una regién. Si aa—% - ‘3—1; =1,
entonces entre las muchas elecciones posibles para satisfacer esta diferencia se encuentran M = —3

y N = 3. Esto nos lleva a establecer lo siguiente.

Proposicion 1.11.34. Sea C* curva cerrada simple que es frontera de una region a la cual le es aplicable el
teorema de Green, entonces el drea de la region D acotada por CT es

1
A(D) = 5 j€;+ xdy —ydx
Demostracion.

Por lo tanto

1 1
5 C+(xdy—ydx) = E/Rdedy—/Rdxdy—A(R)

1.11.9. Formas alternativas del teorema de Green

Concluimos esta seccién enunciando dos formas vectoriales del teorema de Green para regiones del
plano. La extension de estas formas vectoriales a tres dimensiones es materia de un tema posterior.

Teorema 1.11.35. ( Stokes en el plano)
Sea E un campo vectorial de clase {! R definido sobre una region R del plano, tal que

F(x,y) =Pi+Qj+0k

entonces

7{C+de+Qdy://R(Vxﬁ)-EdA
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Demostracion. . L L
i ik
= |0 0 0| BQE)PE)Q_E)P
VXF_&@ E_< oz’ 9z’ ox 83/)
P Q O
Luego
- - 0Q 0P

En consecuencia

7{ Pdx + Qdy = //VxP KdA = // (ﬁ__) dA

Teorema 1.11.36. ( Gauss en el plano)

Sea R regién del plano y C* su frontera recorrida positivamente. Sea a(t) = (x(t),y(t)), a <t < bla
parametrizacién de C*. El vector normal unitario a o’ es

(y/'(8), —x"(t)) _ (y'(H),—x'(t))

1= =

VX2(t) +y72(t) [l

Si el campo F = (P, Q) es de clase (' sobre R y su frontera, se verifica entonces

7{ (ﬁ-ﬁ)dL:/ v.-EFdA
Cct R

Demostracion.

= b_» R /
fFmydr = @) i) d

a

b (1), —x'(t ; ;
= [P0, 5(6), Q) y(0))] fx o +y(,2”)¢x (1) 4y (1) dt

= /ab[Py’(t)—Qx’(t)]dt

_ /b( Voo )dt:/adey—de

A esta ultima integral la convertimos en una integral doble mediante el teorema de Green

£+ﬁﬁdL—//(ap )dA //VPdA
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Nota!! |

= Laintegral 7{ F -1 dL se llama flujo a través de C.
C

» Esta integral entrega la tasa neta en que el fuido cruza C, hacia el lado de la normal 7, en
unidades de area por unidad de tiempo.

Ejemplo 1.11.37. Considerenos el campo vectorial F(x,y) = (—x,—vy). Sea a la trayectoria triangular
conformadapor x+y =1, x=0,y=0

La figura 1.39 muestra la grafica de la trayectoria y algunos vectores del campo. La parametrizacién
de la trayectoria y sus vectores tangentes son:

a1 (t) = (£0), 0 <t <1 = a;(t) = (1,0)

(1—t1),0<t<1 = ay(t) = (—1,1)

0(2(t>
az(t) = (0,1 —1), 0 <t <1 = ay(t) = (0,—1)
y y
A /
NN

\013 A % // (@]

. X ~— (4,0) X
/ 561 1
7NN N A

figura 1.39 figura 1.40

Se necesitan vectores normales a cada curva frontera. Ellos son:

iy = (0,1), en frontera a4 (t)

1
fiy = Wi (1,1), enla frontera a;
i3 = (—1,0), en la frontera a3

De esta manera, las integrales de linea y su respectivo valor son:
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o 1
/Mp-ﬁlual'(ﬂudt:/o (=£,0)- (0,-1) ||(1,0)[| dt = 0

[ Fera @)l = [ =1,-0) S -1 1) e =

/wsﬁ-ﬁg||a3'<t>||dt=/ol<o,t—1>-<—1,o>||<o,—1>||dt=o
Al hacer la suma se obtiene que
Flujo— [ FeiidL= [ FofidL+ [ FeidL+ [ Feiidl=-1
® ®q (%) a3
Debe quedar claro que hemos calculado el flujo en cada cara, y que el flujo total a través de las caras
es —1.

Ejemplo 1.11.38. Consideremos el campo F(x,y) = (y,2x) y la regién R que es el interior de la region Ry y
el exterior de la region R; tales que

Ri={(xy)/*+y* <16}, Ro={(xy)/ (x-17+@y-1)><1}

La figura 1.40 muestra la regién R y la frontera recorrida positivamente. Vamos a verificar el teore-
ma de Green para regiones multiplemente conexas. Para ello empezamos por parametrizar ambas
curvas.

aq(t) = (4cost,4sent), ay(t) = (1+cost,1+sent), 0 <t <2m

El calculo de la integral de linea sobre C* = C; U C,, ambas fronteras recorridas positivamente, es

- - 271 27T
?{+ F-dL = / (4sent,8cos t)(—4sen t, 4cost)dt + / (14sent, 24 2cost)(—sent,cost)dt
C 0 0

=16t — =157

Por otra parte, Green afirma que

9Q 9P ) ) _

Ejemplo 1.11.39. Hallemos el flujo del campo vectorial F(x,y) = (0,) a través de los lados de los rectangu-
los: Ry = [1,3] x [1,2] y Ry = [-1,1] x [~1,1]

51



1.12 Integrales de superficie

Y Y
G
2 <
Y A el
1 = <
X A 2 X
1 3 -1 1
figura 1.41 -1 figura 1.42

Las figuras 1.41 y 1.42 muestran ambos recintos. El campo es de clase {! sobre ambos rectangulos y
sobre sus fronteras C; y Cp, respectivamente. Por tanto, el teorema de Gauss en el plano es aplicable.
Tenemos:

Flujo a través de R;

- R 3 r2
Flujo:jf (Fﬂ)sz// (V‘F)dA:/ / 3y dy dx = 14
G Ry 1 J1

Flujo a través de R,

1 1
Fluj :f ?-"dL:// v-ﬁdA:/ / 312 dy dx = 4
ujo = . (F-7) V) ) By dydx

1.12. Integrales de superficie

Las integrales de superficie a estudiar son de la forma

is, /ﬁ-d§
L.f s

en donde f es un campo escalar, F un campo vectorial, 4S la diferencial de superficie, dS = #dS con
1l vector normal exterior unitario a la superficie S.

En primer lugar, algunas consideraciones geométricas sobre las superficies restringidas a R®. Analitica-
mente, una superficie puede expresarse en forma:

» implicita, lo cual significa que se considera una superficie como un conjunto de puntos (x, y, z)
que satisfacen una ecuacién de la forma F(x,y,z) = 0.

= explicita, que se obtiene a partir de la implicita cuando se puede despejar una de las variables
en funcién de las dos restantes. Por ejemplo, z en funcién de x e y, obteniendo z = f(x,y).
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= paramétrica, forma que permite trabajar adecuadamente los casos de una esfera, un cubo, un
toro y otras.

Definicién 1.12.1. Una superficie parametrizada S es una funcién ¢ : D C R? — S C R® tal que

¢(u,v) = (x(u,0),y(u,v),2(u,))

Si la funcién ¢ que define la superficie es de clase ¢!, o diferenciable, entonces la superficie se dice
de clase ¢! o diferenciable. La definicién de superficie mediante una parametrizacién estd motivada
por el hecho de que no toda superficie es la gréfica de alguna funcién de IR?, asi por ejemplo, la
esfera x? + y? + z2 = 3, no es la gréfica de ninguna funcién z = f(x,y), pues ello significa que para
cada (xg,y0) € IR? debe haber sélo un zg tal que (xo,0,20) € S, siendo claro que esta condicién no
se cumple, por ejemplo, para (1,1), ya que sus imagenes (1,1,1) € Sy (1,1,—1) € S.

(Como se parametriza una superficie?

Si se observa con atencién la definicion, se estd considerando una superficie como un objeto “bidi-
mensional”, pues tiene por dominio un subconjunto D de R?, y las funciones coordenadas de ¢
tienen la misién de “meter” f(D) en el espacio y dejar trazada, con sus imdgenes, la superficie
¢(D) =S.
Ejemplo 1.12.2. Estudiemos el efecto que tiene sobre el recinto D = {(u,v)/ 1 <u <2, 2<wv <4}
aplicar la funcion

¢:R*> — R, o(u,v) = (u,o,u+v+1)

iSi!, este asunto se parece al de las transformaciones que sirvieron para el cambio de variables en la
integral doble y triple.

¢(u,0)

u figura 1.43

Primero llevemos los vértices del rectangulo:
¢(L1) =(L13), ¢21)=(214), ¢13)=(135), ¢(23)=(236)

Como la transformacién es lineal debe llevar rectas en rectas. Asi que sacando las imagenes de los
vértices del recinto y luego uniéndoles por rectas sabemos que la superficie que tenemos en R> es
un plano. La figura 1.43 muestra el recinto del plano y su imagen por la transformacién.
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Vamos a ver ahora como parametrizar superficies, ello es importante para el cdlculo de integrales de
superficie. En lo primero que hay que poner atencién es en el plano desde el que se va a parametrizar.
La definicién de funcién es fundamental, no siempre es posible hacer parametrizaciones desde
cualquier plano coordenado. Algunos ejemplos nos pondrédn en la senda correcta. El primero de
ellos muestra el procedimiento cldsico para parametrizar funciones.

Ejemplo 1.12.3. Sea S el grifico de una funcién continua f : D C R*> — R. Hallemos una parametrizacion
de S.

Sabemos que

S={(xyz) R/ (v,y) €D, z= f(x,y)} = {(x,y, f(x,y) € R’/ (x,y) € D}

Luego, la funcién
9:DCR =R’ ¢(x,y) = (x,y,f(x,y))
es continua y satisface ¢(D) = S. Por tanto, es una parametrizacion de S.

Ejemplo 1.12.4. Para parametrizar la porcién de superficie del plano 4x + 3y + 2z = 12 que queda en
el primer octante (figura 1.44) podemos elegir cualesquiera de los tres planos coordenados para hacer la
parametrizacion, ello es posible en razén de que desde cualquiera de ellos se puede establecer una funcion
que permite construir esa porcion de plano.

Las parametrizaciones, desde cada uno de los planos coordenados son:

= Plano xy:
1
¢(xy) = (x,y, 5 (12 — 4x — 3y))

En el plano xy el recinto corresponde a un tridngulo acotado del modo siguiente:

0<x<3,0<y<

(12 — 4x)

W =

= Plano xz: ,
$(x,z) = (x, 3 (12 — 4x — 2z,z2))

El recinto, desde el cual se hace la parametrizacién, en el plano xz es un tridngulo.

0<x<3,0<z<6—2x

= Plano yz:
1
¢y, z) = (5 (12-3y —22),9,2)

El recinto en el plano yz es el tridngulo acotado por

0<y<40<z<

(12 - 3y)

N —
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Observar que, en cada caso, se eligieron las variables del plano coordenado en lugar de u y v.

z 4

(0,0,6)

z=1-x*—y?

v/

7 Ill"’\ \‘\"l\‘\\\\k\‘

Tl SN
LMK
Gy

QORXXY

0. ‘ “. \
‘0‘0

v

)

figura 1.44 figura 1.45

Ejemplo 1.12.5. La ecuacién f(x,y) = 1 — x* — y? es la representacion explicita de un paraboloide (figura
1.45). Su ecuacién implicita es F(x,y,z) =z + x> +y> — 1 = 0.

Para parametrizar el paraboloide debemos elegir el plano desde el cual es posible tener una funcién.
Se observa que esto s6lo es posible desde el plano xy. Ya que estamos en este plano, por simpli-
cidad se escogen las variables x e y en lugar de u y v como pardmetros, entonces se obtiene la
parametrizacion

p(x,y) = (xyl-x*—y?), (n,y) €eR?

Ejemplo 1.12.6. La funcion ¢(u,v) = (rcosucosv,rsenucosv,rsenv ) lleva el rectdngulo

R={0<u<2n,—=<v<

SIS
NI

}

en la esfera x> + y* + z2 = r2. En efecto,

X =rYCOSUCosv

y=rsenucosv = x*+y*+z°=r?
zZ=rseno
y z
b
2
R . X2+ yt 422 =72
2r
-z x y
figura 1.46
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1.12.1. Parametrizaciones regulares - Plano tangente
Consideremos una superficie parametrizada S = ¢(D) con
9:DCR* =R ¢(u0)=(x(u0),y(u0),z(u0))
Si fijamos la segunda variable v = vy, queda definida una curva cuya traza esta contenida en S
w1 (1) = @(u,00) = ((x(,00),y(,00), 2(u,v))
Si fijamos la primera variable u = 1y, queda definida otra curva cuya traza estd contenida en S
x2(0) = @(ut0,0) = (x(1u0, ), y(1tp, ), =(1t,))

Esto se ilustra en la figura 1.47

: /////77\\\

or=- ¢ (uo,v)

: u figura 1.47 X \ y

Up

@(u,v0)

Supongamos ahora que ¢ es de clase {'. En tal caso, las curvas a7 y a; son derivables y sus vectores
tangentes son:

/ [ ox ay 0z B
o3 0) = (o, 20), 520, 20), 52 0, 20) ) = i o0)

/ ox d 0z
0‘2(0) = (% (u()/ ’0), a_:ZV] (u()/ U)/ % (I/lo, U)) = Qv (MO/ U)
Hacemos la siguiente notacion:
- 0 - 0d
Tu=35E(000),  To=3E(u0,20)

Definicién 1.12.7. Decimos que ¢ es regular en el punto (ug,vo) si es de clase I y verifica que el llamado
“vector fundamental” T, x T, # 0.
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1.12 Integrales de superficie

Ejemplo 1.12.8. La superficie p(u,v) = (ucosv,usenv,u ) conu € [0,00|, v € [0,27] es la hoja superior
de un cono, pues la suma de los cuadrados de sus primeras componentes es igual al cuadrado de la tercera
(22 = 22 +12).

Las derivadas de cada una de las componentes de ¢ son de clase {*. Veamos que pasa con el vector
fundamental

- 0 - 0
T, = —(P(u,v) = (cosv,senv,1), T, = —q)(u,v) = (—usenwv,ucosv,0)
ou Jv
Luego,
TuxTy=1| cosv senv 1| = (—ucosv,—usenv,u)

—usenv ucosv 0

que se anula s6lo para u = 0, esto es, en el vértice del cono. De modo que ¢ es regular en todo punto
salvo en (0, v).

Ejemplo 1.12.9. Veamos en qué puntos es reqular la superficie ¢(u,v) = (ucosv,usenv,u® ) con u €
[0,00], v € [0,271].

Las derivadas de las componentes de ¢ son de clase {*. Los vectores fundamentales son:

99 _ I

5 (cosv,senv,2u), Fr (—usenv,ucosv,0)
de donde 3 3
90 9P _ (52 n 2
5 < 30 (—2u“cosv, —2u“senv,u)

Este producto se anula solamente en (0, 0). Por tanto, en ese punto, ¢ no es regular.

Esta superficie es un paraboloide de ecuacién z = x? + y?. Dado que esta funcién es diferenciable
sabemos que admite plano tangente en todo punto. La parametrizacién que hicimos, por no ser
regular en (0,v), no nos permite hallar la ecuacién del plano tangente en (0,0,0). Lo que ocurre es
que ¢ tiene la propiedad que al acercarnos a los puntos de la forma (0,v) la longitud del vector
fundamental T, x T, se va achicando hasta anularse. Esto no sucede si, en lugar de parametrizar el
paraboloide usando ¢ usamos la parametrizacién clésica ¢(x,y) = (x,y, f(x,y)).

Ejemplo 1.12.10. Para la superficie S de la esfera x> + y* + z> = 4, una parametrizacion estd dada por

¢:D=1[0,27] x [0,71] = R3, @(6,¢) = (2cosOsend,2sendsen,2cos )

Claramente ¢ es de clase {'. Veamos dénde es regular. Para ello calculamos los vectores tangentes
5 d¢
Ty = 5= (—2senBsen¢,2cosfsen¢,0)

Ty = g—g = (2cos 0 cos ¢p,2sen 6 cos p, —2sen ¢)
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1.13 Area de una superficie

de donde
Tp x Ty = (—4cos 0 sen’, —4sen 0 sen’ ¢, —4sen ¢ cos ¢)

Concluimos que esta parametrizacion de la esfera de radio 2 es regular en todo punto salvo en los
polos.

Sea S = ¢(D) una superficie parametrizada. Para cada (u,v) € D, los vectores T;, y T, son, por
definicién, los vectores tangentes a sendas curvas contenidas en S, resultan, en consecuencia tan-
gentes a S en el punto correspondiente. En particular, si en ese punto la funcién ¢ es regular se tiene
que T, x T, # 0. Lo cual significa que T, y T, son linealmente independientes y por lo tanto generan
un plano: el plano tangente a S en ¢(u,v), cuya ecuaciéon podemos escribir en la forma,

(x —x0,y —vo,z—20) - (Ty x Tp) =0

1.13. Area de una superficie

Sea S = ¢(D) una superficie parametrizada donde: D es una region elemental del plano, ¢ es de
clase ¢!, ¢ es inyectiva, salvo quizas en la frontera de D, ¢ es regular, salvo quizés en la frontera de
D o en un namero finito de puntos del interior.

-1l oD
T I
| | |
1ol 7
(I
] X

u figura 1.48

Para simplificar consideremos que la regién elemental D es un rectdngulo. Tomemos una particién
de cada uno de sus lados y obtenemos los R;;, cuya uni6én nos da D. Por otro lado, llamamos

Sij = ¢(Ryj)
La unién de estas porciones de S proporciona toda la superficie S. Luego, es natural decir que

A(S) = ZA(Sij)
i,j

Se trata entonces de calcular las dreas (o0 una aproximacion) de los Sl-j. Para i, j tijos, consideremos el
paralelogramo P;; (contenido en el plano tangente a S en ¢(u;,v;)) y determinado por los vectores
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1.13 Area de una superficie

Se tiene,
A(Sl]) ~ A(Pl]) = HAui Tui X AU] Tv]. = Aui AU] ‘ Tui X ij
Luego, la suma
Lj

nos da una aproximacion al valor de A(S). Pero esta suma puede pensarse como la suma de Riemann
de una funcién

Ty, X ij

g(u,v) = \

definida en la regién elemental D. Por consiguiente, cuando la norma de la particién tiende a cero,
estas sumas convergen a
A

Definicién 1.13.1. El drea de una superficie (D) = S, que se anota A(S), se define como

as) = [ 99 9

—q)H dudv
v
Superficie elemental infinitesimal

du do

Ty, X Tv].

u

Obtenida la forma paramétrica de una superficie, podemos definir el vector posicién que determina
cualquier punto de la superficie. Este vector posicion estd dado por

r(u,0) = x(u,0) i +y(u,0) j+z(u,0) k = (x(u,0),y(u,),2(u,0))

Mediante este vector posicién podemos determinar el valor del drea de una superficie elemental
infinitesimal. En efecto, supongamos que tenemos un elemento de superficie 4S, como lo indica la
tigura 1.49. Si ampliamos este elemento de superficie elemental, obtendremos lo que indica la figura
1.50. Tenemos que el 4rea de la superficie infinitesimal (que es esencialmente coplanar) vale

ds = || AB x AC|
v+ Av C
Z \
\
ds \\
\
v A ~ B\\
u S~ u+Au N \\
\\\ \\ \
AN \\\\
S A\
SO\
7 R
X figura 1.49 figura 1.50
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1.13 Area de una superficie

Vamos a determinar los puntos A, B y C en funcién del vector posicién 7. Es claro que el punto A
estda determinado por el vector posiciéon 7(u, v). El punto B estd determinado por el vector posicion
7(u + du,v), y el punto C estd determinado por el vector 7(u, v + dv). Entonces tenemos que

- or . or
AB—@&ZM, AC—%dU

De esta forma, reemplazando 4S, nos queda que
or
as = H— X —||dudv
Asfi, obtenemos la expresion del drea infinitesimal dS. Esto justifica escribir

:/dS
S

Ejemplo 1.13.2. Hallemos el drea de la semiesfera z = \/a? — x% — y? mediante dos parametrizaciones.

a) La superficie la parametrizamos desde el plano xy como

o(x,y) = (x,y,\/a2 —x2—y?), D= {(x,y)/ ¥’ +y* < a’}

Se tiene 5 5
%9 _ _ * %9 _ _ Yy
e (1,0, o p——— y2) "y (0,1, pop——s
de donde 5 5
T. x Ty %9 9P _ X Y 1)

ax ay \/az_xz ,\/QZ_XZ_

de lo cual, el vector fundamental tiene longitud

La integral que proporciona el area de la superficie es

H —xz—y

_ / / adxdy
-~ JIp \Ja2 =322
En coordenadas polares el recinto D tiene la forma D = {(r,0)/ 0 < 0 < 27w, 0 <r < a}. Luego, la

integral se transforma en

/2” @ grdrdf 5
= —— =27a
0 VaZz—r2
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1.13 Area de una superficie

b) Veamos ahora el célculo del drea usando la representaciéon

¢(u,v) = (acosucosv,asenu cosv,asenv)

con el recinto D en el plano uv tal que, D = [0,27] % [0, g], entonces

0 8_(p
ou 0Jv

De esta forma, la integral que proporciona el 4rea de la superficie es

‘ = a?|cosv| = a® cosv

2 /2
A(S) = a? / / cosv dv du = 27a®
0 0

1.13.1. Otras expresiones para el area
Las siguientes son expresiones para el drea de una superficie en sus versiones explicita e implicita.

» Si S es dada en forma explicita por una ecuacién de la forma z = f(x,y), entonces usamos x e
Yy como parametros para tener

A(S) = //D \/1+ (%)ZJF <%)2dxdy

Esto es asi ya que se tiene

o) = (9 Flxy) — 52 = 1,050, S = 01,9

de donde el producto fundamental es

o 99 of _of
— X == = N7 N 7 1

ox 9y ox" 9y

cuya norma es la cantidad radical que aparece en el integrando que define el 4rea. Observar
que D es la proyeccién de S en el plano xy. Si se considera D en uno de los otros dos planos se

deben hacer los cambios correspondientes en la integral que define el 4rea.

» Si la superficie S viene dada implicitamente por F(x,y,z) = 0, y si S puede proyectarse en
forma uno a uno sobre el plano xy, entonces la ecuaciéon F(x,y,z) = 0 define z como funcién
de x e y. Sea ésta z = f(x,y), entonces de acuerdo con el teorema de la funcién implicita se

tiene

Jz  F Jz kK

x  F y E
Esto es valido en todo punto en el que F, # 0. La expresion F, indica derivada de F respecto
de z, de manera andloga se interpretan las otras derivadas. Luego

1
_ 2 2 2
A(S) = //D | F2+F} + F2dxdy
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1.13 Area de una superficie

Ejemplo 1.13.3. Hallemos el drea de la superficie S, porcion del cono x> + y* = 22 que estd sobre el plano
z = 0y bajo el plano z = 1.

La aplicacién
¢(u,v) = (ucosv,usenv,u), 0<u<1,0<0v<2m

parametriza el cono. Su vector fundamental es
Ty x Ty = (—ucosv,usenv,u)

cuya norma o longitud es
Ty x Tyl = uv/2

En consecuencia

A(S)://Du\/idudv:/ozﬂ/olu\/idudv:n\/i

z
t
’A\
f’ | NN
|
‘ 2R =
|
® z=1 $
22 =x2+? SN
ST x+y+z=2a
- ~da
y 2a
. x <7 o
X figura 1.51 figura 1.52 Y

Ejemplo 1.13.4. Hallemos el drea del plano x + y 4 z = 2a en el primer octante y que es interior al cilindro

24P =a

Haremos el célculo en tres maneras: explicita, implicita y paramétrica:

Representaciéon explicita : z=2a—x—y

2 2
0x ay 0x y

El cilindro aporta los limites de integracion en el plano xy, toda vez que alli vamos a considerar la
proyeccioén del plano. Dicho de otra forma, en el recinto que limita el cilindro en el primer octante se
define la funcién z = f(x,y) inyectiva que permite describir la porcién del plano a la que estamos
calculando el 4rea (figura 1.52). De esta forma se tiene

a pm/2
A(S) = / / r/3d6 dr = an2ﬂ\/§
0 JO
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1.14 Integral de superficie de campo escalar

Representacién implicita : x+y+z—-2a=0

Se escribe F(x,y,z) = x +y +z —2a = 0, para tener, F, =1, F, =1, F, = 1, delo cual

1
W\/F,%+F§+Pzzz\/§
z

obtiéndose el mismo integrando que en la integral de la forma explicita sobre el mismo recinto.

Representaciéon paramétrica : ¢(x,y) = (x,y,2a —x —y)

La parametrizacion la hacemos desde el plano xy, donde el cilindro aporta los limites de integracion.
Se tiene

ox ay
A partir de lo cual
99 99 _ 99 99|l _
axxay (1'1’1):“8xxay =V3

El integrando, como se esperaba, corresponde al mismo obtenido en las dos formas anteriores.

En la préctica es més conveniente el uso de la norma del producto fundamental, en razén de que
permite identificar claramente la superficie a la cual se esta tratando de calcular el drea y desde luego
permite ver cual es la superficie que aporta los limites de integracion.

1.14. Integral de superficie de campo escalar

Nos proponemos ahora definir la integral de un campo escalar f : R® — R definido y acotado sobre
una superficie S. Esto significa que queremos darle sentido a la expresion

//Sf(x,y,z)dS

y que extienda el concepto de drea de la superficie S.

Definicién 1.14.1. Sea S = ¢ (D) una superficie parametrizada, f un campo escalar definido y acotado sobre
S. La integral del campo f sobre la superficie S, que se representa por [ f dS, se define como

Joras= [ oo 5L % 52 | audo

Ejemplo 1.14.2. Hallemos / z%dS, siendo S la superficie de la esfera unitaria x> + y* + z> = 1, con densidad
S
constante e igual a uno en cualquier punto.
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1.15 Aplicaciones

Usemos la parametrizacion
¢(u,v) = (cosusenv,senusenv,cosv), D ={(u,v)/0<0v<m 0<u<2mr}
La norma del vector fundamental es

I 99| _
Fe —H = |sen v

17 = | 55 = 52

De esta forma

2 pm 47T
/z2 s = // cos?v |sen v|dvdu = / / cos?vsenvdvdu = —
S D o Jo 3

1.15. Aplicaciones

Entre las aplicaciones de la integral de campo escalar mencionamos las siguientes:

1.15.1. Area de Superficie

Si el campo escalar f = 1, entonces para la expresion que define la integral de superficie tenemos

fras=J},

lo que corresponde al drea de S. Esta es la razén por la cual a dS se le denomina “elemento de area
de superficie”.

dg 9 _
FvRe %H dudv = A(S)

1.15.2. Masa - centro de masa

Si el campo escalar f se interpreta como densidad (masa por unidad de 4rea) de una ldmina delgada
adherida a la superficie S, entonces la masa total M de S viene dada por

M:/Sfds

Al conocer la masa de la superficie S se obtiene que su centro de masa es el punto (X1, %, X3) soluciéon
de la ecuacion

M-Yi:/sxifds, i=1,2,3

Ejemplo 1.15.1. Hallemos [4 xdS en donde S es la superficie z = x* +y, x € [0,1], y € [0,1].
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1.15 Aplicaciones

La superficie S se parametriza ¢(x,y) = (x,y,x> + y), entonces para el vector fundamental y su
longitud se tiene

i=(1,0,2x) x (0,1,1) = (=2x,—1,1), |ii| = V2 +4x?
Luego,

/Sde:/Ol/le\/mdxdy:\/—E(\/g—l)

6

figura 1.53 figura 1.54
Ejemplo 1.15.2. Hallemos el centro de gravedad de la superficie de la semiesfera de radio a.
Se pueden elegir las parametrizaciones:

L oo(xy) = (x,y,/a>—x2—y?), D={(x,y)/ x> +y* < a*}

2. ¢(u,v) = (acosucosv,asenucosv,asenv), D = {(u,v)/ u € [0,2n], v € [0, 5]}

Para la segunda de estas parametrizaciones, la norma del vector fundamental es

1

de modo que la masa, que en este caso coincide con el drea de la superficie, es

27t prt/2
M:/dS:// a? cosvdvdu = a® / / cosvdvdu = 27ma®
S D 0o Jo

Por otra parte, las coordenadas x, ¥ son cero en virtud de que el eje z es eje de simetria y la densidad
es uno. Para la coordenada z tenemos:

99 . 99

_ 2
5 < 30 = |cosv|

2 pm/2
MZ:/zdS:// asenva2|cosv|dudv:a3/ / senvcosvdvdu = wa’
S D 0 0

7'[(13

De esta forma, z = 7%
ta

= 5, concluyéndose que el centro de gravedad es el punto (0,0, 5)
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1.16 Integral de superficie de campo vectorial

1.16. Integral de superficie de campo vectorial

Sea S una superficie y # el vector uni-
tario perpendicular a ella en uno de
sus puntos. El sentido de 7 indica la
cara de S que consideramos positiva.
Si la superficie es cerrada se toma co-
mo positivo el sentido hacia fuera. Un
elemento infinitesimal de superficie,
dS, se puede representar vectorial-
mente ya que, ademds de extension,
tiene una determinada orientacién.
Asi pues, definimos el vector dS de forma que su médulo sea igual al drea del elemento de superficie
y que tenga la direccién y sentido de 7i:

|dS|| =dS,  dS=idS

figura 1.55

El flujo de un campo vectorial F a través del elemento de superficie es el producto escalar:
dp = F-dS =F-#ds

Para calcular el flujo a través de toda la superficie se suman los d¢ correspondientes a todos los

elementos en que se divide S:
~ [dgp= [ F-as— [ F-rias
¢ /S ? S S

Esta integral de superficie mide el flujo (cantidad) de lineas del campo F que pasan a través de la
superficie de integraciéon. Ademas,

= Si F||dS, hay flujo a través de S.
= Si F L dS, no hay flujo a través de S.

A partir de lo hemos visto respecto del flujo, tenemos lo siguiente:

Definicién 1.16.1. Sea F un campo vectorial definido sobre la superficie (D) = S. La integral de superficie
de F sobre S que se denota Js F - dS corresponde a

- 99 . 99
/SF-dS_/DF((p(u,v)) (Bu X E)v) du dov

Si se interpreta el campo vectorial F como el campo de velocidades de un fluido, y si

dp d¢
" aw
5o 58

1=

ou ov

66



1.16 Integral de supertficie de campo vectorial

representa un vector unitario normal a la superficie dada por el vector fundamental, entonces pode-
mos escribir

= =

F -1 = compzF

Esto significa que F - i es la componente del campo de velocidades de F en la direccién de la normal
unitaria 7 a la superficie en el punto ¢(u,v). De esta forma, [ F - dS mide la cantidad total de flujo
a través de la superficie. Por tanto, podemos escribir

Flujo:/f~d§:/f-ﬁd5
S S

Ejemplo 1.16.2. Hallemos el flujo del campo vectorial F(x,y,z) = (x,y,0) sobre la superficie de la semiesfera
unitaria superior.

Mostramos el célculo del flujo de dos maneras:

» ¢(u,v) = (senucosv,senusenv,cosu), u € [O,E], v € [0,27]

2
" 9ry) = (xyV1-2—y?), P +y* <1
Si usamos la primera de las parametrizaciones mencionadas se tiene que el vector normal es

(sen®u cos v, sen*u sen v, sen u cos u)

dp _d¢
e T

Ademés, el valor de campo en la superficie lo entrega

n=

E(¢(u,v)) = (senucosv,sen useno,0)

. 2w pr/2 4
/FﬂdSz/ / sen3ududv:—ﬂ
S 0 0 3

Al usar la segunda de estas parametrizaciones se tiene:

entonces

8_(/):(10_;) 8_(p:(01 SR S
ax 7Yy /—1_x2_y218y 7L /—1—_x2—y2

con lo cual el vector fundamental es

i = ad Y 1
VI=aZ =y 12—y
El campo en la superficie F (p(x,y)) = (x,,0). Luego,

x2+]/2

f((p(x,y)) = —’Tz—yz

67



1.16 Integral de superficie de campo vectorial

De aqui que

o 1om/2 g3 47
P-ﬁdsz4// d0dr = 21
/S 0oJo V1-—12 3

Nota!! | Si se observa con atencién, aunque se tome el vector normal como unitario ﬁ, al hacer

el producto punto entre el campo evaluado en la superficie, el vector normal y la diferencial de
superficie dS, la norma ||7i|| se cancela. Esto significa que nos podemos ahorrar el célculo de la

norma cuando se tenga integrando F - dS.

Ejemplo 1.16.3. Sea S la superficie de la esfera unitaria x> + y? + z> = 1 orientada con normal exterior. Sea
T(x,y,z) = x> + y* + 22 la temperatura sobre S. Vamos a encontrar el flujo de calor a través de la superficie.

En esta clase de problemas, cuando no aparece en forma explicita el campo vectorial, se debe con-
siderar el campo gradiente de la temperatura. Tenemos:

doT 0T oT
VT = (55 5y 5)

ya que entonces, el campo vectorial asociado a la temperatura es
F=—kVT

en donde, por simplicidad consideramos la constante de proporcionalidad k = 1. De esta forma, el
campo vectorial en nuestro ejemplo es

F(x,y,2z) = (—2x, -2y, —22)

Consideramos la esfera compuesta de su parte superior y de la inferior. Siendo asi, tenemos que
calcular dos integrales de flujo: una para la parte superior y la otra para la parte inferior.

Semiesfera superior
La parametrizacion es

o(x,y) = (x,y,\/1—x2 =), ¥ +y* <1

cuyo vector fundamental es

ii— i Y 1
VI=22 2 1= =y

El producto punto del campo en la superficie con el normal unitario es

. 2x2 2y 2
Flo(x,y)) 7= — - 2\ 1-2 -y =
((P(x y)) n \/1—x2—y2 \/1_x2_y2 X Y \/1—x2—y2
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1.17 Orientacién de superficies

De aqui que

2 1
Flu]o_/F ndS——Z/ / rardd _ _4n
Vi—r2

Semiesfera inferior
La parametrizacion es

p(x,y) = (x,y,—\/1-22—12), > +y* <1

cuyo vector fundamental es

i = * 4 1
VI=aZ =y 1—a2 ¥

El producto punto del campo en la superficie y el normal unitario es

o 2x? 212 2
Elo(x,y))-it = — - T R S

De aqui que

2w 1
Flu]o—/F ndS——Z/ / rfrdg — 4n
V1—12

De esta manera, el flujo total sobre la esfera es —877. El signho menos indica que el calor se dirige

hacia el centro de la esfera.

Queda como ejercicio, para los interesados, calcular el flujo anterior usando la parametrizaciéon de
la esfera completa

]

¢(u,v) = (cosucosv,asencosv,senv), D = [0,27] x [—g,

N[ S

1.17. Orientacidén de superficies

En integrales de linea de campo vectorial, una reparametrizacion de la curva sobre la que se efectta
la integracion, s6lo puede alterar el signo de la integraciéon, dependiendo esto de que la reparametri-
zacion preserve o invierta la orientacién. Algo similar ocurre en las integrales de superficie de
campos vectoriales. Esto es, la integral de superficie de un campo vectorial es independiente de
la parametrizacién, excepto quizds por el signo.

Definicién 1.17.1. Una superficie orientada es una superficie con dos lados, uno de ellos es llamado lado
exterior o positivo, y el otro, lado interior o negativo.
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1.17 Orientacién de superficies

Geométricamente, una superficie orientada posee en cada punto dos vectores normales unitarios 7
y 7ip tales que 71 = —7ip. La figura 1.56 muestra una superficie orientable y la 1.57 una no orientable.

z

superficie orientable

Superficie no orientable
Banda de Mobius
y

x
figura 1.56 figura 1.57

Teorema 1.17.2. Sean ¢1 y ¢ parametrizaciones suaves de una superficie orientada S, y sea F un campo
vectorial definido y continuo sobre S, entonces:

1. / F= / F, si @1y @y preservan orientacion.
1 P2
2. F=-— / F, si @y preservay ¢, invierte la orientacion, o viceversa.
P2

¢1

Ejemplo 1.17.3. Hallar el flujo del campo F = (y,2x, —z) sobre la superficie del plano 2x + y = 6 que queda
en el primer octante y acotada por el plano z = 4.

La figura 1.58 muestra la porcién de plano. Esta superficie se parametriza desde el plano xz
p(x,z) =(x,6 —2x,z), D={(x,2)/0<x<3,0<z<4}

Cabe sefalar que la parametrizacién también puede hacerse desde el plano yz, pero no del plano xy
(no tenemos funcién). De la parametrizacion se obtiene

¢r = (1,-2,0), ¢.=(0,0,1) = 7i = (—2,—1,0)

Por otra parte, el campo tomado en la superficie parametrizada es

=

F(o(x,z)) = (6 —2x,2x, —z)

de manera que
B 3 4
/PﬁdS:/ / (2x — 12) dzdx = —108
s 0 Jo

El signo en el resultado se debe a que el vector normal al plano 71 = (-2,-1,0), apunta hacia el eje z.
Por tanto en esa cara es vélido el signo. En la cara del frente, el vector normal exterior es 7 = (2,1,0).
De modo que en esta cara el flujo es

/?-ﬁdszms
S
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// \\\\\\ ? ﬁ
e Z:/\
PR
~
\ . dL
7l
\
e P
6\ AS
/3 24y =6 Y c
X figura 1.58 figura 1.59

1.17.1. El Rotacional y el teorema de Stokes

Una forma de generar el campo de velocidades en un estanque con agua puede ser el giro de un
mecanismo con paletas que al rotar provoquen una rotacién de la masa de agua. Este tipo de gene-
rador de campo recibe el nombre de fuente de tipo rotacional o de vértice. La circulacién del campo
es la que mide la rotacion de las lineas de campo.

El significado fisico del rotacional es

sencillo, y esta indicado por su nom-

bre. Si imaginamos que E (x, y,z) es

la velocidad de un fluido, entonces

al situar una hélice (figura 1.60) con

su eje en la direcciéon indicada por

rotacional, V x E, la hélice rotard a la Q
mayor velocidad posible en ese punto

del campo vectorial (con una veloci-

dad proporcional al médulo del rota- figura 1.60
cional).

Hemos visto que la integral de linea |- F - dL es siempre cero cuando el campo vectorial F es el gra-
diente de un campo escalar, F = V£, y la trayectoria es cerrada. Cuando la circulacién de un campo
vectorial es diferente de cero, el campo vectorial no es conservativo y los campos no-conservativos
siempre poseen circulacion alrededor de trayectorias cerradas. Consideremos una trayectoria cerra-
da muy pequefia y tomemos el cociente entre la circulacién de un campo vectorial F alrededor de
dicha trayectoria y el area encerrada por dicha trayectoria, como se ilustra en la figura 1.59, entonces
siempre es posible tener un vector definido como sigue:

VxE= I feE-dL) (1.6)
Tl as )" '

donde 7 es un vector unitario perpendicular al drea AS encerrada por el contorno C el cual se ha
orientado de manera que la circulacién sea méxima. Este limite se define como rotacional del campo
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F y se escribe como rot(F) = V x E. La ecuacién 1.6 la podemos escribirse también

(V x F)-ii = lim <M> (1.7)

AS—0

Nota!! I

s Cuando AS — 0 la curva C define un punto, razén por la cual el rotacional de un campo es
un campo vectorial, puntual, que mide la intensidad de la circulacién de las lineas de campo
alrededor de la fuente de vortice.

= La ecuacién 1.7 nos indica que se trata de la proyeccién de rot(F) en el punto en la direccién
del vector unitario 7.

» Sila superficie AS no es cerrada, el sentido de 7i no esta bien definido.

= Si rot(F) = 0 en un punto significa que el fluido no tiene rotaciones en ese punto, es decir
no tiene remolinos. Una rueda con aspas rigidas en el fluido se movera con el fluido pero no
girard alrededor de su eje.

= Sirot(F) = 0 para todo punto del dominio, el campo se llama irrotacional.

La herramienta matematica para el cdlculo del rotacional es

Definicién 1.17.4. Sea F = (Fy, F, F3) campo vectorial del espacio tridimensional, entonces

=l
—.
=1

VxEF=|2 2 <

= |09 9 9| (0F O0F 0F 0F 0F OF
~\dy 9z" 9z ox 9x 9y

FF K K

Ejemplo 1.17.5. Calculemos el rotacional del campo F(x,vy,z) = (x2y2,2xyz, z%) en el punto (1, —2,1).

i 7k
UxF=| 2 9 9|_ (—2xy,0,2yz — 2x%y) = V x F(1,-2,1) = (4,0,0)
dx dy oz T
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1.17 Orientacién de superficies

Teorema 1.17.6. (Stokes)
Sea S superficie orientada definida por una funcién de clase {2, z = f(x,y) con (x,y) € D. Sea E un campo
vectorial de clase {* definido sobre S. Si S es la frontera orientada de S, se tiene

=

/(Vxﬁ)-dsT:/ E.dl
S daSs

En primer lugar, debemos decir que para una superficie en IR* se considera la direccién positiva co-
mo aquella en la cual un observador recorriendo la frontera de la superficie, encuentra siempre esta
superficie a su izquierda. El teorema de Stokes (George Stokes, matemaético inglés, 1819-1903) rela-
ciona la integral de linea de un campo vectorial a lo largo de una curva cerrada simple C recorrida
en direccién positiva en R? con una integral sobre una superficie cuya frontera es C.

Se observa que el teorema de Stokes establece tdcitamente que “la integral de superficie de la com-
ponente normal del rotacional de un campo vectorial F sobre la superficie S, es igual a la integral de
linea de la componente tangencial de F a lo largo de la frontera de S”.

Demostracion.

Escribiendo el campo vectorial en la forma F= (F,, F,, F3), entonces

. <8F3 OF, oF, OF; oh aa)

El vector normal se obtiene de ¢(x,v) = (x,y, f(x,y)).

ij ok
B9 oy 1o B _( o=z 0z |\ _.
ox y p ox’ ay’
01 —
9y

Por lo tanto

/S(Vx?)-d§:/5(vXﬁ)-nds

[ [(¥B B (L0z\, (3R 9EY( @\, (B 9R
/{<_ az)(fﬂx)*(a.z ax)(@y)*(ax ay)}‘“‘

?-di:/Pldx+F2dy+F3dz
0S o

Por otra parte,

endonde & : [2,b] C R — R, tal que a(t) = (x(t),y(t),z(t)) es la parametrizacién de la frontera de
S orientada. De esta forma se tiene

. dx dy dz
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dz dz dx dz dy
De la regla de la cadena, I = 9x dr + @ e entonces

- b 9z dx dz\ dy
JFt = KH*E‘&) E+(F2+F3@) a] at
0z 0z
= /D‘(F1+F3£) dx+<F2+F3@) dy

Al aplicar a esta tltima expresion el teorema de Green tenemos

0 0z 0 0z
/D(a (P2+F3 @) —@ (F1+F3 g) )dA

Derivando, el integrando, con ayuda de la regla de la cadena resulta

(apz OF, 0z  9F3 9z  0F; 9z 9z 0%z )

$+¥ax+§ay+az 8x8y+F38x8y
_(8F1 oFy 9z  dF; 0z  OJF; 0z oz E 822)

9y "oz ay oy ox oz ayax 2 ayex

Luego de cancelar los dos términos finales en cada paréntesis la integral se reduce a

8F3 an 0z 8F1 8F3 0z 81—“2 8F1
/DK&y 82)( 8x)+(az ox oy + ox  dy aA
Como esta expresion es igual a la encontrada para / (V x F) - dS, entonces
S

=

/(vXﬁ)~d§:/ E.dl
S

oS

Ejemplo 1.17.7. Verificar el Teorema de Stokes para F(x,vy,z) = (x, x2y, xy?) sobre el cuadrado [0,2] x [0,2]
del plano xy.

Célculo de la integral de linea
La trayectoria consta de 4 curvas regulares que parametrizar:
= ay(t) =(40,0), 0<t <2
El vector tangente es &} = (1,0,0), F(a;) = (,0,0). Asi,
Fla) -l =t

En consecuencia,

. 2
/P((xl)-a{dt:/ tdt =2
5] 0
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s wy(t) = (2,4,0), 0< <2

=

El vector tangente es a5, = (0,1,0), F(ap) = (2,4t,2t2). Asi,

En consecuencia,

» a3(t) =(t,2,0),0<t<2
El vector tangente es a5 = (1,0,0), F(az) = (t,2t2,4t). Asi,

Flag) -ahy =t

. 2
/P(O(3)-(Xé:—/ tdt = -2
(L%} 0

Observar que la parametrizaciéon que hicimos fue en sentido opuesto, por eso le cambiamos el signo
a la integral.

En consecuencia,

w ay(t) =(0,£0), 0<t <2
El vector tangente es &}, = (0,1,0), F(ayg) = (0,0,0). Asf,

Fag) -2 =0

. 2
/ P((x4)-ag:—/ 0dt =0
L7} 0

El cambio de signo se debe a que la parametrizacién la hicimos en sentido opuesto.

/ﬁ-di:/ +/ +/ +/ 241 8-240=28
o o1 %] x3 4%}

La figura 1.61 muestra el cuadrado.

En consecuencia,

Se concluye que

figura 1.61 X figura 1.62
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Célculo de la integral de superficie

La superficie en cuestion es la del cuadrado [0, 2] x [0,2]. Su parametrizacién, desde el plano xy, es
o(x,y) = (x,1,0), 0<x<2,0<y<?2

El vector fundamental es, claramente, 71 = (0,0, 1). El rotacional es

i j Kk
= |0 0 9| )
V X F = % 3y 97| (2xy, —y~, 2xy)

x  x’y xy?
Ahora debemos poner el rotacional a trabajar sobre la parametrizacion

(V x F)((x,y)) = (2xy, —y*,2xy)

Ademas,

(V x F)(g(x,y)) -7 = (2xy, —y*2xy) - (0,0,1) = 2xy

2 2
Vxﬁ-dsz//z dxdy =8
/S 0 0 xyxy

Por tanto, hemos verificado que el teorema de Stokes se cumple.

En consecuencia,

3

Ejemplo 1.17.8. Verifiquemos el teorema de Stokes para el campo vectorial F = (—y3, x3, —2z3), siendo C la

curva de interseccion del cilindro x*> +y? = 1 con el plano x +y +z = 1.

Como siempre, verificar un teorema que involucra una igualdad, significa calcular cada lado de ella
en forma separada y al final comprobar que los resultados son los mismos. Otro aspecto a considerar
se deduce de la lectura del problema, que en este caso, indica que la superficie a considerar es la del
plano que se encuentra dentro del cilindro. Esto corresponde a un disco cuya frontera es la curva
sobre la que se hace la integral de linea (figura 1.62).

La parametrizacion desde el plano xy es

p(x,y)=(xyl-x-y), D={(xy)/x*+y* <1}

El vector fundamental esta dado por

n=

dp dp
ax % 3y (1,1,1)
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Ademés, del campo F = (—y

3

X7, —Z
i
= d
VXF=|—
8 ox
_y3

i

Eanl!

Por lo tanto, el campo en la parametrizacién es

de aqui que

/S(vXﬁ>-d§

Para el calculo de la integral de linea parametrizamos la curva de interseccién como sigue

//D(O/O'3(x2—|—y2))-(1,1,1)dA:3 //D(x2+y2)dA

1 27
3/ / r3d9dr:3—7t
0 Jo 2

3) se obtiene que el rotor es

= (0,0,3x% + 31?)

a(t) = (cost,sent,1 —cost—sent), 0 <t <2rm

Luego, a’(t) = (—sent,cost,sent — cost). Luego, el F - dL toma la forma

[sen*t 4 cos*t — (1 — cost — sen t)3(sent — cos t) ] dt

Vx F(g(x,y)) =V xF(x,y,1—x—y) = (0,0,3x* + 37

Se observa que al descomponer en suma de integrales, la del segundo sumando es inmediata, en

consecuencia,

2r 1
/ (sen*t + cost) dt — 1(1 —sent — cos t)*
0

27

0

27
/ (sen2 t (1 —cos®t) + cos® t (1 — sen? t)) dt
0

27
/ (1 — 2sen? t cos? t) dt
0

27T
27T — = / sen? 2t dt
0

27T

Ejemplo 1.17.9. Verifiquemos el teorema de Stokes sobre la superficie, en el primer octante, formada por la
semiesfera z = /1 — x2 — y2 y los planos x = 0 e y = 0. El campo es F(x,y,z) =

(—y,x, —z).
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En la figura 1.63 muestra la superficie que es abierta en su parte inferior y que constituye la frontera
de la superficie.

La integral de linea

Tenemos una curva regular por partes, conformada de tres subtrayectorias. En cada una de las cuales
se tiene:

= ai(t) = (£,0,0), 0 <t < 1= a\(t) = (1,0,0). Luego,

F(ai(t)) = (0,£,0) = F(ay(t)) - a1 (t) =0

/ﬁ-d
o1

» ay(t) = (cost,sent,0), 0 <t < T — ay(t) = (—sent,cost,0). Luego,

de donde,

=~
I
o

F(aa(t)) = (—sent,cost,0) = F(az(t)) - ay(t) = sent 4 cos’t = 1

/ ﬁ-di:/zdtzf
1%} 0 2

/!

» a3(t) = (0,1-1,0), 0 <t <1= ay(t) = (0,—1,0). Luego,

Luego,

F(as()) = (t—1,0,0) = Fas(t)) -2y (t) = 0

Asi,
| Fedi=o
a3
En consecuencia,
- - 7T
/ Foal ==
bt 2
z Yy
1
2
D
5] 3 1
! x
X \,/ y 2
1% .
figura 1.63 figura 1.64
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La integral del rotor

Hay que sefialar que podemos elegir la superficie sobre la que trabaja el rotor, considerando, como
Unica condicién, que ella tenga como frontera la curva sobre la que se hace la integral de linea. En
este caso, es posible elegir el plano z = 0 que tapa inferiormente a la superficie en el primer octante,
o bien la porcién de esfera del primer octante que tiene también a la curva como frontera. Haremos
ambos célculos para dejar tranquilos a los méas incrédulos.

Primera superficie

= Para el plano z = 0, con dominio D el semi-circulo de centro el origen y radio 1 en el primer
octante, su parametrizacion es

o(x,y) = (x,y0), 0<x<1, 0<y<V1—x2

El vector normal que apunta hacia el exterior es i = (0,0, 1). Ademas, el rotacional del campo

es N
i ]k
- 9 od 0
F=|— — —|=(00,2
VX ox dy 0z ( )
-y X —z

El rotor trabajando sobre la superficie tiene el valor

(V x F)(¢(x,y)) = (V x F)(x,4,0) = (0,0,2)

En consecuencia,

S [ 1 rz T
/VXF-ndS:/ / (0,0,Z)-(0,0,l)rd@dr:// 2wrdodr = =
S 0o Jo 0o Jo 2

Segunda superficie

= Para la porcién de esfera, en el primer octante, una parametrizacion es

#(xy) = (xy, m), 0<x<1L0<y<v1l-x
El vector normal que apunta hacia el exterior, es como sabemos

. x y
== 7 /1
" (\/l—xz—y2 V1—x2—12 )

Como el rotacional del campo en la superficie es (V x F)(¢(x,y)) = (0,0,2), entonces

- X y
VxF-ndS:/ 0,0,2) - , 1 dA:/ZdA
/S D( ) (\/1—x2—y2 V1—x2—2 ) 5
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En coordenadas polares

/VxPﬁdS:/ /22rdealr:z
S 0 Jo 2

Ejemplo 1.17.10. Calculemos la integral doble [, (x% 4+ y?) dx dy, directamente y mediante la aplicacion del
teorema de Stokes. El dominio D corresponde a la parte del disco, en el primer cuadrante, de radio 2 y centro
en el origen.

El calculo directo es muy sencillo. La figura 1.64 muestra el recinto D de integraciéon. En coordenadas
polares:

) I
/(x2+y2)dxdy:/ /2r3d9dr:27t
D 0 Jo

Para calcular mediante el teorema de Stokes, recordemos que éste afirma que
/ﬁ-diz/(Vxﬁ)-ﬁdS:/(Vx?)-d§
C S S

Tendremos que encontrar un campo vectorial F = (Fj, F,) tal que V x F = x2 + 2. Es deir,

i j ok
VxF=|— — —|=10,0,=—=-=—)=(0,0,
8 ox dy 0z < ox 8y> (0,0,x"+y7)
F E 0
De la igualdad
ox dy Y
se deduce que tenemos infinitas soluciones, una de las cuales es
3 3
-7 -
Fl(x’y) - 3’ FZ(x/]/) 3

Por el teorema de Stokes, la integral de circulacién de F es a lo largo del borde de la superficie
compuesta de:

» Elsegmento aq(f) = (¢,0), 0 <t <2

» El arco de circunferencia ay(t) = (2cost,2sent), 0 <t <

NI

» Elsegmentoaz(t) = (2—1,0), 0<t<2

3
, %) en cada curva son:

WS,

Los vectores velocidad y el valor del campo F(x,y) = (—
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3

= ) (t) = (1,0), F(ar(t)) = (0, 5)

w ay(t) = (—2sent,2cost), Flay(t)) = (—8sgt 8ot

= a5(t) = (~1,0), = (0, %)
Luego, las 1ntegrales a calcular son:

=~
I

-d

s
2

‘L
C L
‘L

=
I

S— \ \
||

=~
I

-d ésent+cos t) dt

El calculo de esta

S

iltima integral es como sigue:

1 7 1 1 3 1
—6/2 (sen*t + cos*t) dt = 16 (1 — 2sen’t cost) dt = 6 [ (1 — ~sen?2t) dt
3 Jo 3 Jo 3 2
16 1, send4t \2 16 37
= = (=2 — = o =2
3 < i ))O 38 "

En consecuencia, hemos resuelto satisfactoriamente este “capsioso” ejemplo.

1.17.2. Ladivergenciay el teorema de Gauss

Dado un campo vectorial F resulta necesario averiguar la existencia y naturaleza de sus fuentes en
determinadas regiones del espacio. Al respecto, el teorema de Helmholtz nos garantiza que para
especificar de modo univoco un campo vectorial basta con conocer su divergencia y su rotacional
en todos los puntos de una region finita. Dado que el campo vectorial puede encontrarse a partir de
ellas, la divergencia y el rotacional reciben el nombre de fuentes del campo. El punto en el que se
calcula el valor del campo vectorial recibe el nombre de punto campo.

Respecto de la divergencia,
supongamos un estanque lleno
de agua en reposo y provoque-
mos el movimiento del agua
para crear asi nuestro campo
de velocidades (figura 1.65).
Abriendo un agujero en la base
del estanque el agua saldra por
dicho agujero credndose el
campo de velocidades.

figura 1.65
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Las lineas de campo evidentemente convergen hacia el agujero que constituye un sumidero para
dichas lineas. El efecto opuesto se produce si a través del agujero introducimos agua en el estanque:
ahora las lineas de campo divergen de la fuente que hemos creado. Este tipo de agentes productores
de campo reciben por razones obvias el nombre de fuentes de tipo divergencia. Para averiguar si en
una regién existen fuentes o sumideros del campo habra que rodear dicha regién por una superficie
y medir si a través de dicha superficie entra mds agua de la que sale o viceversa. En el primer caso
habrd un sumidero mientras que en el segundo habré una fuente. La medida del agua que entra o
sale a través de la superficie se realiza por medio del caudal o flujo de agua sobre la superficie. Al
respecto, ya sabemos que el flujo de un campo vectorial a través de una superficie se define como

Flujo:/f.dsT:/f-ﬁds
S S

siendo dS un vector de médulo dS y direcciéon normal a la superficie. Si la superficie es cerrada, el
flujo se puede representar como

Flujo:fﬁ.d§:]{1?-ﬁds
S S

El flujo de un campo vectorial a través de una superficie cerrada mide si las lineas de campo tienen
su origen o su fin en el volumen encerrado.

Para investigar si en un punto tenemos o no una fuente rodeamos dicho punto por una superficie S,
calculamos el flujo sobre S y calculamos el limite de dicho flujo cuando hacemos la superficie cada
vez mds pequeiia tendiendo al punto. Es decir calculamos

lim ¢ F-dS
5—0Js
Desafortunadamente este limite siempre es nulo si F se mantiene finito. Para poder seguir obtenien-

do informacién acerca de la existencia o no de fuentes calculamos una nueva magnitud, relacionada
con el flujo y que llamamos divergencia del campo, y que es la siguiente:

siendo V el volumen encerrado por la superficie S. Como V es esencialmente positivo el signo de la
divergencia serd el mismo que el del flujo y obtendremos informacién de la existencia de fuentes o
sumideros en el punto en cuestion.

La herramienta matemaética de calculo de la divergencia en coordenadas cartesianas es la siguiente:

Definicién 1.17.11. Sean A un abierto de R", F : A — R" un campo diferenciable y p € A. Se llama
divergencia de F en p a la expresion
- oF 0k oF,
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donde V es el operador diferencial vectorial “nabla”, definido en R3, como

/9 9 9
VZ(@'@'&)

Nota!! I

= Si la divergencia de un campo vectorial es 0, entonces el campo se llama incompresible o
solenoidal.

= Un campo solenoidal no tiene fuentes ni sumideros.

= Un campo de velocidad de fluido se puede generar en una taza de café al ser removido por
una cuchara.

= En una taza de café no hay ni fuentes (es decir, no entra nuevo café por ningtn sitio) ni sumi-
deros (no tiene agujeros).

= Una divergencia negativa indica que hay sumideros, mientras que una positiva indica la pre-
sencia de fuentes.

Ejemplo 1.17.12. Para el campo F(x,y,z) = (x,y,z) tenemos que V - F = div F = 3

El teorema de Gauss ? relaciona integrales de superficie con integrales de volumen, y afirma que el
flujo de un campo vectorial fuera de una superficie cerrada es igual a la integral de la divergencia
de ese campo vectorial sobre el volumen acotado por la superficie.

Teorema 1.17.13. (Gauss )
Sean V region del espacio cerrada y orientada con frontera S, F campo vectorial de clase {* definido sobre S,

entonces
/?~d§:/ﬁ-ﬁdS:/(V-?)dV
S S 1%

Este teorema nos permite calcular el flujo de un campo a través de una superficie, sin conocer una
parametrizacion de la superficie, ya que, segtn el enunciado, calculando la integral triple, el resul-
tado serd siempre el flujo que atraviesa la superficie hacia el exterior.

Nota!!

= El flujo a través de una superficie puede interpretarse como una medida del niimero de lineas
de campo que atraviesan dicha superficie.

= En el caso de una superficie cerrada, las lineas de campo que salen a través de superficie dan
una contribucién positiva al flujo, mientras que las lineas que entran dan una contribucién
negativa. Por tanto, el flujo a través de una superficie cerrada es una medida del niimero neto
de lineas que pasan a través de dicha superficie, es decir, del niimero de lineas que salen menos
el nimero de lineas entran.

2Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855)
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Ejemplo 1.17.14. Consideremos la superficie cerrada que acotan el cilindro x> +y> = 1y los planos z = 1,

z = 0. Sea F(x,y,z) = (xy?, x%y, ) campo vectorial definido sobre esta superficie. Vamos a encontrar el flujo
total a través de S.

La superficie consta de tres caras

» S1={(xy,z2)/x*+y>*<1,z=0}

. 52:{(x,y,z)/x2+y2§1,z:1} 55

» S3={(x,y,2)/x*+y*=1,0<z<1}

El célculo directo de la integral de superficie in-

volucraria tres integrales de superficie, una so-

bre cada cara. El teorema de Gauss simplifica el x " figura1.66
problema.

Dado que V - F = x2 4 y/?, entonces

F.d3 2 vav = [ [ Pardeds = ©
= [ = [ [ =
/s ///V(S)(x v) 0o Jo or raveE=g

Hemos usado coordenadas cilindricas para simplificar los cdlculos.

1.17.3. Ley de Gauss

La ley de Gauss desempefia un papel importante dentro de la electrostética y el electromagnetismo
por dos razones bésicas:

1. En primer lugar, porque permite calcular de forma simple el campo eléctrico debido a una
distribucién de cargas cuando ésta presenta buenas propiedades de simetria. En estos casos,
suele resultar mucho més simple usar la ley de Gauss que obtener el campo eléctrico E por
integracion directa sobre la distribucién de cargas.

2. En segundo lugar, porque la ley de Gauss constituye una ley bésica, no sélo de la electrostatica,
sino del electromagnetismo en general. De hecho, constituye una de las ecuaciones de Maxwell
(que son las ecuaciones que permiten describir todos los fendmenos electromagnéticos).

La ley de Gauss es esencialmente una ecuacién matemaética que relaciona el campo eléctrico sobre
una superficie cerrada con la carga eléctrica encerrada en su interior.

La ley de Gauss puede interpretarse cualitativamente de forma simple usando el concepto de lineas
de campo. En efecto, el nlimero de lineas de campo que parten de una carga g es proporcional a
dicha carga. De este modo, si una superficie cerrada imaginaria encierra una carga en su interior, el
namero total de lineas que pasan a través de ella debe ser proporcional a la carga neta en su interior,
independiente de la forma de la superficie que encierra a la carga, de la posicioén de las cargas dentro
de ella, o del nimero y posicién de las cargas fuera de S, siempre y cuando mantengamos la misma
carga neta dentro de S.
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Teorema 1.17.15. ( Ley de Gauss )

2o 7 . . >
Sea F(7) = [GE campo vectorial definido sobre una region cerrada R de R con frontera S, tal que (0,0,0) &
S. En estas condiciones se tiene que

- o 7-i 4 ] R
P-dS:/r ”ds:{ i (0,0,0) €
S 0,si (0,0,0) ZR

Demostracion.

1. Si(0,0,0) € R, entonces F = GE es un campo vectorial de clase {' en R y en S. Luego, el
teorema de la divergencia se aplica para tener

71 7
TdS:///div T yav
| )

7

Dado que la divergencia del campo es cero, es decir, div(=) = 0, para r # 0, entonces

II7[1°

-
/aR I711°

2. Si ahora consideramos que
(0,0,0) € R, entonces constru-
imos una esfera B de centro en
(0,0,0) y radio € de modo que
quede completamente conteni-
da dentro de R. Sea R; la regiéon
entre R y B, entonces la frontera
de Ry es

.FrR]_ :FrB U FrR

Como div(#) = 0 en Ry,
el teorema de la divergencia figura 1.67
se aplica con 7i normal exterior

para tener

- =

| rsds= [ hds+ [ ds =0
F Ry 7] s

De aqui que
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1.17 Orientacién de superficies

Ahora bien, el vector normal exterior de S tiene orientacién opuesta a la del vector normal
exterior en F, B (este tiltimo apunta hacia dentro de la esfera). Sobre F;, B el vector normal, en

funcién del vector de posicién es 7 = —ﬁ. Como el radio de B es r = €, entonces

7 7 7
_ ! -ﬁ’dS:—/ ! -—TdS:/ " 4s
/;BHHS EB[I7I® |7 EB ||7]|*

U

Al simplificar

7 1 1 1
—/ IsﬁdS:/ "_ZdSZ_Z dS:—2'47T'€2:47T
E B |7l EB |7l €2 Jrs €

La tltima integral es el drea de la superficie de la esfera, a saber 47e.

Ejemplo 1.17.16. Dado el campo vectorial F(7) = % Hallemos:

1. el flujo del campo a través de la superficie Sy = {x* + y? + z> = 1}, usando normal exterior

2. el flujo del campo a través de la superficie Sy = {x* +y* + (z — 2)? = 1}, usando normal exterior

Lo primero que vemos es que estd dado el campo vectorial eléctrico. Hacemos uso de la ley de
Gauss. El campo, como sabemos, presenta problemas en el (0,0,0). Sin embargo, en el primer caso
el (0,0,0) se encuentra en el interior de la superficie (figura 1.68) y en el segundo queda fuera (figura

1.69).

figura 1.68 figura 1.69

Es claro entonces que:

1. Flujo:// E.iidS = 4n
51

2 Flujo:// F.fidS =0
S2
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1.18 Problemas resueltos

1.18. Problemas resueltos

Ejemplo 1.18.1. Parametricemos las siguientes curvas:
1. {(x,y)/ x> +4y> =1} 3. {(x,y,z)/ 2x+y—z=1,3x+2y +z =4}
2. {(x,y)/ 3+ y?/3 =1} 4. {(x,y,2)/ x> +4y*> + 222 =10, z = 1}

1. Esta curva representa una elipse. Como se trata de una curva cerrada, para parametrizarla se
usan funciones seno y coseno. En este caso, x = cost, y = gsent. Es claro que al reemplazar

en la ecuacion de la elipse, esta sustitucion la satisface. Por tanto, la funcién que parametriza
es

1
a(t) = (cost, Ssen t), 0 <t<2m
Y Y

2 4+4y* =1 </3+y2/31
\_/ \ / figura 1.71

2) La curva es una hipocicloide y se parametriza usando funciones seno y coseno como

figura 1.70

a(t) = (cost,sen®t), 0<t<2m
3) La curva de interseccién de los dos planos, se obtiene al resolver el sistema

2x+y—1=2z
— bx+3y=>5
3x+2y—4=z
Luego, la parametrizacion es

a(t) = (tg (1- t),% 2+ t))

La figura 1.72 muestra la recta de interseccién. Cabe hacer notar que eliminando otra variable
del sistema se obtienen otras parametrizaciones equivalentes para la curva.

4) En este caso, de la intersecciéon de estas dos superficies, el elipsoide y el plano, resulta una
elipse (figura 1.73), la cual se parametriza, para 0 < t < 27 como

a(t) = (2v/2cost,/2sent,1)
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N
N

a(t) = (L3 (0,3 2+1)
\\
::j><§\ﬁ x//;; y

figura 1.72 figura 1.73

a(t) = (2\1/2 cost, \[ sent,1)

Ejemplo 1.18.2. Hallemos [, f dL para el campo escalar f(x,y) = x. La trayectoria a(t) = (t,1?),t € [0,1].

El problema es sencillo pues la trayectoria ya viene parametrizada. La definicién de esta clase de
integrales es

[rau= [ ) '@l

Se tienen lo siguientes datos:

1. f(a(t)) = f(t,t*) = t jsélo primera componente!
2.a'(t) = (1,2t) = ||a’(#)]] = V1 +4¢2
Por tanto,

/de_/O V1 + 42 dt = 5[—1)

Ejemplo 1.18.3. Hallemos la integral de linea del campo escalar f (x,y) = xy sobre la curva « que consiste
en la frontera del tridngulo formado por los ejes coordenados y la recta x + 2y = 1, en sentido horario.

En este caso, la curva a es y
una trayectoria regular por
partes, de modo que se deben

parametrizar sus tres lados.
x+2y=1

ar(t) = (£,0),0<t <1 a3 .

w(t) = (1-261),0< t <

1 “
asz(t) = (O’§ —1),0<t< = figura 1.74

N =

La integral de linea es entonces

/ledL - Ade+Ade+Ade

1 1/2 1/2
= /0-1dt+/ t(1—2t)\/5dt+/ 0-1dt =L 5
0 0 0 24
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Ejemplo 1.18.4. Hallemos la integral de linea del campo escalar f(x,y,z) = x*yz sobre la curva a que
consiste en la frontera del tridngulo formado por los ejes coordenados y el plano 2x +y + z = 1, en sentido
horario.

La recta que une los puntos (3,0,0) con (0,1,0)
se parametriza

aa(t) = (1,0,0) +[(0,1,0) — (3,0,0)]¢
= (1F,40),0<t<1 s "
La recta que une los puntos (0,1,0) y (0,0,1), se
parametriza
w(t) = (0,1—t1),0<t<1 N - y
La recta que une los puntos (0,0,1) y (3,0,0) se figura 1.75
parametriza

az(t) = (3£,0,1—1), 0<t <1
Luego la integral de linea es

Ade - Ade+Ade+ [ far

1 1 1
_ /0dt—|—/ 0dt+/ 0dt =0
0 0 0

Ejemplo 1.18.5. Hallemos la integral de linea del campo escalar f(x,y,z) = xy + z sobre la curva « que
consiste en la interseccion de los planos de ecuaciones 2x +y —z = 1, x +y +z = 2, entre los puntos
(-1,3,0)y (1,0,1).

Lo primero es resolver el sistema para hallar la recta de intersecciéon
z=2x+y—1,z=2—-x—-y=—3x+2y =3
Con x = t obtenemos la parametrizacién

al(t) = (t,%(l—t),%(ut)), 1<t<1

Se tiene

/“de:/_ll (gt(l—t)—l—%(l—i-t)) %\/ﬁdt:%\/ﬁ/_ll(4t—3t2+1)dt:0

Ejemplo 1.18.6. Hallemos [ (xy?,x) - dL, si C es la curva x = cost, y = 3sent, t € [0, 7).

En primer lugar, se observa que esta integral es de campo vectorial, F(x,y) = (xy?, x). La trayectoria
sobre la cual se integra es una elipse, uniendo el punto (1,0) con el (—1,0). La parametrizacién de
esta elipse viene dada y se deduce que

a(t) = (cost, 3sent) = a'(t) = (—sent, 3cost)
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Luego,

. 7
/ (xy?,x)-dL = / (9cos t sen’t,cost) - (—sent,3cos t) dt
o 0

7T
= / (—9cos t sen®t + 3cost) dt
0

7T

1
= <—Zsen4t + E(t + 5 sen 2t)> =

2 . T

N W

Ejemplo 1.18.7. Hallemos [~ xdy — ydx, C es el folio de Descartes x = 1311;3, y= f’f;, 0<t<1

Se trata de integrar el campo vectorial F(x,y) = (—y,x) sobre una curva cerrada (figura 1.76).
Haremos los reemplazos directamente en la integral, en lugar de hallar el valor del campo en la
parametrizacion y luego hacer producto punto con la velocidad de la trayectoria. Tenemos:

| o et :>dx_3a(1+t3)—3t2-3at_3a(1—2t3)

T 1+ B (1+413)2 - (1+83)2
3at? 6at(1+ t3) —3t2-3at>  3at(2 — 13)
1413 (1+13)2 (1+413)2

Después de simplificar reemplazamos para tener

9a2t2(2 — 13)  9a%t2(1 — 283)

Jorav=var = [ (e - ) @

2 3
92/ _ 2 2
“hoaree - 2"°

folio de Descartes

X =cost, y=sent, z=1

X

figura 1.77

figura 1.76
y

X

Ejemplo 1.18.8. Hallemos [-(xy,z%y) - dL, Ces la hélice x = cost, y = sent, z=t, t € [0,271]

La figura 1.77 muestra la trayectoria. Es una integral de campo vectorial sobre una curva. Se tiene
o 21
/ (xy,2%,y) -dL = / (sentcost,t?,sent) - (—sent,cost,1) dt
C 0

2r
= / (—sen’t cos, t + t> cost + sent) dt = 4
0
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(0,1) —
Ejemplo 1.18.9. Hallemos / YAx = XY v la curon a(t) = (cos’t,sent)

(10) X2+ y?

Es posible que alguien, sin pensar en las consecuencias, intente un camino directo de célculo de la
integral. Cabe hacer aqui una recomendacién. Cada vez que te encuentres con un integrando com-
plicado o una trayectoria complicada, recuerda los teoremas. Sin que se te nuble la razén, observa y
mira con detencién y paciencia el problema. De seguro visualizas que se trata de la integral de un
campo vectorial y que te dieron una trayectoria nada de facil. Ya que esto es asi, piensa de inmediato
en campos gradientes. Para ello el rotor es lo més adecuado

i ]k i j ok
Z2_| o o 9| _ o 9 9| _R
V X F — ﬁ @ a_Z — ayx ay aZ — 0
X
K kK B prarey. it sy

En consecuencia, este campo es gradiente en todo conjunto simplemente conexo que no contenga el
origen de coordenadas. Esto significa, ademads, que la integral de linea no depende de la trayectoria
(como se sospechd), si depende de los puntos final e inicial que conectan la trayectoria mediante el
potencial del campo vectorial.

Si calculamos este potencial el resto serd tarea de nifios. Te recuerdo que la funcién potencial ¢ es
aquella tal que

V¢ =F
y que podemos usar, para su cdlculo, variadas alternativas. Puedes verificar que esta potencial es

y

X

¢(x,y) = —arctg

Ahora se evalta la integral

(01) ydx — xd
Ly oy =90 -p10) =3

10) X2+ y? &\%o\'
y Yy ] 8@
1 Q(cos%sen%) X242 :1/
1 X @, X
figura 1.79 \/ figura 1.80
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Ejemplo 1.18.10. Hallemos / yil;_T;;ly sobre la curva a(t) = (cost,sent), t € [0,27].
o

Como lo tienes asumido, primero observas el problema. Te das cuenta que el integrando es el mis-
mo del problema anterior, pero que te han cambiado la curva sobre la que se pide la integracion. La
curva en este caso es la circunferencia de centro el origen y radio 1. Ahora si que estamos en dificul-
tades, pues el campo vectorial dado presenta un “problema” de continuidad en el (0,0). Cualquier
trayectoria que encierre un “punto conflictivo” debe analizarse con sumo cuidado, toda vez que si
no se encuentra un dominio simplemente conexo para esa trayectoria, la integral no puede ser cal-
culada por el método del potencial. Consecuencia de esto es que el célculo de la integral se hace
directamente. Se tiene p p -
ydx—xdy (7o o
x X°+y 0

La figura 1.80 ilustra la situacién.

Ejemplo 1.18.11. Hallemos el trabajo necesario para mover una particula del punto (1,2,1) al punto (3,4,9)
sobre la trayectoria C = {(x,y,2)/ v = x+1, z = x2}, con ayuda del campo vectorial F(x,y,z) =
(5x2,yz, x> — 22).

Ya sabemos que el trabajo lo entrega la integral |- F - dL. De acuerdo con ello, tenemos:
1. Parametrizacién de C:  «a(t) = (t,t +1,t?), 1<t <3
2. Elcampo en C:  F(a(t)) = (53,13 + 12,12 — t*)
3. La diferencial de linea: dL = a'(t)dt = (1,1,2t)dt

En consecuencia,
L 3
/F-dL — /(5t7-,t3+t2,t2—t4)-(1,1,2t)dt
C 1

3
= /(6t2-|-3t3—t5)dt=—3§—2
1

El signo negativo indica que el campo se opone a la accién del movimiento. Para ver si el valor del
trabajo depende de la trayectoria, determinemos el rotacional del campo.

i
% = (—y, —2x,0)

Para valores x, y # 0 el rotor del campo no es nulo. En consecuencia, el trabajo depende de la eleccién
de la curva de integraciéon. Quien no este del todo convencido puede considerar la trayectoria recta
que une los puntos (1,2,1) y (3,4,9). Ella tiene parametrizacion

a(t) = (1,2,1)+ (2,2,8)t = (14+26,2+2t,1+8t), 0<t <1
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El vector tangente a la curva en cada punto es a’(t) = (2,2,8). El campo en la trayectoria es
F(a(t)) = ((1 +28)%, (2 +26)(1+81), (1 +26)2 — (1+ 8t)2>

De esta forma,
500
3

El resultado, diferente al anterior, muestra que el trabajo depende de la trayectoria.

Y (1 +y . ()

. . 1
/F-sz/ (6 — 52t — 4408 )dt — —
C 0

Ejemplo 1.18.12. Demostremos que /

(1,0) 3 2 dy> es independiente de la trayectoria

Vx # 0. Hallemos su valor.

La independencia de la trayectoria se prueba con V x F = 0. El campo vectorial es

F(x,y) = <1 +y2’ (1+x2)y)

x3 x2

Como el campo estd en el plano, el calculo del rotor se reduce a la tercera componente, a saber,

0Q oJP 2xy 2y

= ——=—=-=2=0

dx dy x* i3
Esto prueba que el campo en cuestion es gradiente sobre cualquier conjunto simplemente conexo
que no contenga la abscisa x.

Veamos ahora el valor de la integral. Como sabemos que es gradiente, calculamos la funcién poten-
cial mediante la definicion. Es una pérdida de tiempo que alguien intente el calculo directo de la
integral.

op  1+y? 1492
£: Y :>4>(x,y):/ - d
1 1+y2
— (xy) =5 —5- +CW)
9 _ 12, o
dy 2 x2+c<)
1+ x?
/ y?
= Cy)=-y=Cly)=—7%

Al reemplazar el valor de C(y) se tiene

Pl y) = -3~

Con esta potencial tenemos listo el valor de la integral

W14y A+xM)y Y\ - I S
/(1,0)< x3 ax Tdy = 9(xy) —9(1,0) = 2 2x2 )
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. o ke S : e ”
Ejemplo 1.18.13. La expresion ¢(7) = = ||7|| entrega el potencial electrostitico “in vacuo” en el

punto (x,y,z) debido a la carga puntual e situada en el origen, k es una constante fisica. Hallar el campo
eléctrico E y probar que es solenoidal.

El campo eléctrico satisface que E = —V¢. Luego,

- —Xx -y -z
E= , , k
<(x2_|_y2+22)3/2 (x2+]/2+22)3/2 (x2+y2+22)3/2> e
el que se puede escribir en forma compacta como

—ke?

Eo_
1/3

Por construccién, el campo E es gradiente, de modo que existe ¢ tal que
V¢ = —E

en todo conjunto simplemente conexo que no contenga el (0,0,0). Ademds, V x E=0 y como la
divergencia de cualquier rotor es cero, es decir,

div(rot) =V -V xE =0
entonces el campo E es solenoidal.

Otra forma de probar que E es solenoidal es obtener, de E = (Ej, Ey, E3) las derivadas parciales.

—ke
(x2 + yZ + 22)5/2

—ke

Dy E; = (P +y?+22—3x%) = = (x® + 9>+ 2% — 3x?)

—ke
DyEy = —5 (x® + 1> 4+ 22 — 31?)

ke
D3 E; = 1’_5 (X2+y2+22 —322)

En consecuencia L
- —ke
V-E=—5& [3- (P42 +2) -3(+12 42| =0

|)—\
(o)}

d
Ejemplo 1.18.14. Hallemos / —;, C es la curva x* — 4x?y? + y® = 0 que une (%, 1

3 ) con (%,%)

631

Estoy seguro que te tomaste un segundo para reflexionar sobre este problema. ;Miraste la curva? A
primera vista parametrizar la curva ya es tarea dificil. Como te he aconsejado, la alternativa esta en
averiguar si el campo es gradiente. Veamos esto

Q 0P

1
ox oy mp7 "
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iQué horror!, esto significa que no tenemos més alternativa que parametrizar la curva. Pero, apelando
a esa famosa frase jatin tenemos patria ciudadanos!, se observa que

8 16 8§ 12

G515/ =57 (53
Esto es, la relaciéon funcional entre ambos puntos tiene la forma y = tx. Veamos que sucede si
consideramos y = tx.

y=tx =t —4x*?* 1+ =0=x -4’ +12 =0

3
4
YT

El pardmetro ¢ satisface, 1 <t < 2.

Ahora se puede esbozar una sonrisa de alivio o de satisfacciéon. La diferencial

(4t* — 3t2) dt
(42 —1)2

2 2 _ Q4
dx:(Bt (42 —1) — 8t

G —1) )dt:dx:

Con estos datos volvemos a nuestra integral original.

dx _/2 (42 —3) (4 —1) "
cxy

(412 — 1) t7
2442 —
__ / L P
1 B 64
Ejemplo 1.18.15. Probemos que ?{ 7-df = 05si C es una curva cerrada.
C
Escribimos el vector de posicién 7 = (x, y,z) para tener que d7 = (dx, dy, dz). Con ello,

*-d*:f ,2) - (dx, dy, d
j{:r 7 C(xyz)(xyz)

Como estamos trabajando sobre una curva cerrada, ponemos atencién al rotor de F(x,y,z) = (x,y,z).

i ]k
= d d 0 -
F pr— —_— —_— _— —
v ox dy 0z 0
X Yy oz

Dado que el campo tiene rotor cero, se concluye que la integral de linea es cero.
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Ejemplo 1.18.16. Consideremos / f1dx + fo dy + f3 dz, en donde:
4

= fi=2x(y+z)+ay" +2°
w fp =2y(x+z)+az" +x?
= f3=2z(x +y) +ax" + 3

Vamos a determinar el valor de las constantes a y n para que la integral sea independiente de la trayectoria
que une los puntos (0,0,3) y (1,2,0). Ademds, calculamos la integral.

Para probar la independencia de la trayectoria se debe verificar que el rotor del campo es cero. Esto
es,

i ]k
VxF= % % % = (2z —anz"1,2x —anx""1,2y —any" 1) =0
fi 2 fs
Igualando componentes se tiene
2z —anz" ' =0, 2x—anx"1=0, 2y—any” =0

de donde, 2(x +y +z) = na(x" 1 +y"~1 +2z""1). Se obtiene n = 2, a = 1.
La independencia de la trayectoria nos lleva al calculo del potencial.

?)_(ch) :2xz—|—2xy+y2+zz:>gb:xzz+x2y+xy2+xzz+c1
g—i :2xy+2yz+x2+22:>cp:xy2+zy2+x2y+y22+cz
g—f :2xz—|—2yz—|—x2—|—zz:>(p:xzz+yzz+xzz+yzz+c3

Se concluye que
¢(x,y,2) = X’z + %y + xy* + x22 + zy* + yz*

En consecuencia, para la integral se tiene

/f1 dx + fo dy + f3 dz = ¢(1,2,0) — $(0,0,3) = 6

Ejemplo 1.18.17. Consideremos la trayectoria C = {(x,y)/ x> + y* < 1} y 7 un vector normal a C. Sea
F(x,y) = (x+2,0) campo de fluido. Vamos a averiguar si el fluido tiende a entrar o a salir por C. En otras
palabras, a determinar si | E-#dL #0.
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La trayectoria de integracion se parametriza oc(t) = (cos t,sen t), con 0 < t < 27. El vector tangente
a la curva en cualquier punto es a’(t) = (—sent, cost). Luego, el vector normal es # = (cost,sent).
Con esto tenemos que

. 2 2r
/F-ﬁdL:/ (2+cost,0).(costsent)dt:/ (2cost 4 cos’t)dt = 1 > 0
C 0 0

Como el resultado es positivo, sale fluido.

Ejemplo 1.18.18. Hallemos el trabajo necesario para empujar una particula desde el punto (1,0) al (—1,0)
a lo largo de la elipse b2x? + y2 = b? venciendo la fuerza F(x,y) = (2 + 3y2,16x).

El trabajo lo entrega la integral de linea de campo vectorial. Al parametrizar la trayectoria
a(t) = (cost,bsent), 0<t<m
se encuentra que el vector tangente es a’(t) = (—sent,bcost). El campo en la trayectoria es
F(a(t)) = (2 + 3b* sent, 16 cos t)
Luego
T= /OH(Z + 3b% sen®t, 16 cost) - (—sent,bcost) dt
= /Oﬂ( —3b2 sen®t — 2sen t + 16bcos*t ) dt
= 87tb — 4b* — 4

Ejemplo 1.18.19. Hallemos el drea de la superficie S = {(x,y,z)/ x> +2z?> = 2ax,0 <y < h, z> 0, a >

0}.

La superficie S, que corresponde a la mitad superior de un cilindro, la muestra la figura 1.81, y se

parametriza
) = (2 = (x =)

La parametrizacion la hemos hecho desde el plano xy. Los pardmetros u y v se han reemplazado por
x ey, respectivamente.

El dominio de la parametrizacién se encuentra como sigue.
z=0= x*=2ax = x(x —24) =0

Luego, Ryy = {0 < x <24, 0 <y < h}. De esta forma,

i k
—(x—a) (x —a)
Pexpy =110 a? — (x —a)? = az—(x—a)zlo'l)
01
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1.18 Problemas resueltos

20 rh (x —a)
AS) = |y = OVl dy

Esto es,

B 2a rh (x_a)Z B 2a rh a
A(S)—/O /O\/m—l—ldydx—v/o /0 mdydx

2a
—a
arcsen ) = mtah

2a
:/ ah dx = ah (
0 a?—(x—a)? a /o

X

figura 1.81 ! figura 1.82
Ejemplo 1.18.20. Hallemos el drea de la superficie del paraboloide 2z = x* + y* que queda fuera del cono

2= VP

De la lectura se desprende que es al paraboloide al que se le calcula el area. El cono sirve para el
acotamiento o parte del paraboloide al que se calcula el 4rea. La figura 1.82 muestra un bosquejo de
la situacion. La parametrizacion del paraboloide la hacemos desde el plano xy, es

Pplxy) = (x,y, e +y2)>
Se necesita conocer el dominio de esta parametrizaciéon. Para hallarlo se busca la interseciéon de
ambas superficies
2z=x+yt z= /2t =22-22=0=2z=0Vz=2
Siz = 0 se estd en el origen de coordenadas. Si z = 2, entonces la curva de intersecciéon es
{(x,y,2)/ > +y* <4, z=2}

Como es costumbre, una forma de visualizar el recinto de integracién, que en este caso coincide
con el dominio de la parametrizacion, es proyectar sobre el plano z = 0. Asi, el dominio de la
parametrizacion es

D= {(xy)/ x*+y* <4}
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1.18 Problemas resueltos

Los vectores fundamentales son
$r=(10x), ¢y, =(01Ly)
De aqui que, el vector normal 7 a la superficie del paraboloide, en cualquier, punto es
= e X ¢y = (=x, -y, 1)

En consecuencia

2T 2
AS=/ 1+ 22 de://\/l 21 dr do
(S) k. +x2+y?dxdy A +7r2rdr

al calcular la integral se obtiene
2
A(S) = 3 m(5v5—1)

Ejemplo 1.18.21. Hallemos el drea de la parte de la esfera x*> + y> + z*> — 2ay = 0 interior a una de las hojas
del cono x> + z> = .

Para efecto de tener una representacion gréfica, la figura 1.83 muestra la porcion de esfera a la que
se va a determinar el 4rea. La esfera tiene ecuacién x? + (y — a)? + z2 = a2, la cual nos indica que
su centro se encuentra en (0,4,0), y que tiene radio a. Al intersectar las superficies se encuentra la
curva de interseccién y con ello su dominio. Al reemplazar x? + z2 = y? en la ecuacién de la esfera
se obtiene y = 0V y = a. Alli donde y = 4, es, x> + z2 = a?, jjproyeccién!!. Esto es,

D =Ry, = {(x,2)/ x* + 2* = a®}
El area pedida es de la esfera. Una parametrizacion para ella, desde el plano xz, es
p(x,z) = (x,a+ Va? — x? — 22,z), D =Ry,

Luego, para hallar el vector normal se tiene

X

e
g: = (0~ 1)

ViZ_2_2

X
(Px X lpz - (_m/_ll

z
_«/az—xz—z2)

La norma del vector fundamental es a , de manera que tenemos
2

Va2 —x?—z

a iy d /2” T gy dr do
Ry \/ﬂz—xz—zz 0 0 vaz—rz

A(S) = 2710
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X2+ y* + 2% = 2ay

figura 1.83 figura 1.84

Ejemplo 1.18.22. Una esfera de radio a y centro en el origen de coordenadas se corta por el plano z = b,
b > 0. Hallemos el drea de la superficie del casquete esférico que queda sobre el plano.

El casquete lo parametrizamos desde el plano xy

Y(xy) = (xy,1/a? =22 —y?)

El dominio de la parametrizacion es el disco x> + y? < b?. El vector normal se obtiene del producto
cruz de

Py = (1’0’ a2 — x2 —yz)’ y IPy - (O, L a2 — x2 —y2
Se tiene que
n = s 1
NG
Su norma es a
[7il] = ——=—=5
a* —x* —y

En consecuencia, Luego,

b r2m gy do dr ) R
A—[)[) \/az—ﬁ—ZN(ﬁ —a El—b)

Ejemplo 1.18.23. Hallemos el drea de la superficie del plano x 4+ y + z = a, en el primer octante.
La superficie se parametriza desde el plano xy como
¢(x,y) = (x,y,a —x—y)
y el dominio de esta parametrizacién es
D={0<x<4,0<y<a—x}

Luego, el area viene dada por

A(S) = \/§dA:/0a/Oa_x\/§dydx:ﬁ/{)a(a—x)dx:%aZ 3

Ryy
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Xt+y+z=a

x < y
figura 1.85 figura 1.86

Ejemplo 1.18.24. Hallemos el drea de la superficie formada por la interseccién de los cilindros x* + y> =
az, yz +22 = az, en el primer octante.

Existen dos porciones de superficie, cada una de ellas corresponde a cada uno de los cilindros de
interseccion. La figura 1.86 muestra esto. El cilindro y? + z? = 42, se parametriza mediante la funcién

¢(x,y) = (x,y,\/a% — y?)

El dominio de la parametrizacién es el disco x* + y? < a?. Luego

Yy = Yy
¢ =(1,0,0), ¢ 0,1, — 1= (0, 1
( )y = 22 yz) ( a2 — 12 )

de donde,
. a
||7i]| = az—_yz

Se tiene:

. /”/2 a rdrdo B
0 0 a?— r2sen?d

2
— _2 (—1+cos€>n/ — 24 lfm (—1+0059) 2
sen 0 0 6—0

/2
—a / (acosf — a) csc*0 do
0

= az

2

La superficie del cilindro x> + y? = a2, en el primer octante, se parametriza

¢(v,z) = (/2> =y y,z2)

El dominio de la parametrizacién es el disco yz + 22 < 42, Por condiciones de simetria el area de
superficie es la misma del otro cilindro. En consecuencia, A(S) = 2a®

Ejemplo 1.18.25. Hallemos el drea de la superficie del cilindro x> + y*> = 9 en el primer octante al cortarlo
por el plano x = z.
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El cilindro se parametriza
d(x,z) = (x, V9 —x2,2)

El dominio de la parametrizacién es
D={(xy)/0<x<3,0<z<x}

Luego
x

===

de donde, su norma es

X
9 — x2

,0), - =(0,0,1) =1 = (— ,1,0)

En consecuencia

figura 1.87 figura 1.88

Ejemplo 1.18.26. Hallemos el drea del casquete esférico que se forma al cortar la esfera x*> + y?> + z> = 4x

por la hoja superior del cono y? + z> = x.

La superficie esférica se parametriza

¢(y,z) = 2+\/4-y*—2%y,2)

D={(r,0)/0<r<20<6<2r}

con dominio de parametrizacion

Luego,
y z . y z
= ——,1,0, = \— 1011 —n= ]'/ 4
de donde, 5
Il = =y
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En consecuencia

A= /2” /2 2rdrde
— 72
Ejemplo 1.18.27. Hallemos drea de la porcion del cono z = +/x? + y? que queda en el primer octante y

cortada por el plano x +y = 4.

La hoja superior del cono se parametriza ¢(x,y) = (x,y, v/x? + y?), con dominio de la parametrizaciéon
D={(xy)/0<x<4,0<y<4-—x}

Luego,
X y . X y
- 1/0/—/ - 011/— — n= r
de lo cual,

7l = v2
En consecuencia

4 pd—x
A:/ / V2dy dx =16V2
0 JO

2x+y+z=4

figura 1.89 figura 1.90

Ejemplo 1.18.28. Hallemos drea del plano 2x +y + z = 4 acotadopor x =0, x =1, y =0, y = 1.
El plano se parametriza ¢(x,y) = (x,y,4 — 2x — y), con dominio

D={(xy)/0<x<1,0<y<1}

Asi,
¢x = (1,0,-2), ¢, = (0,1,-1) =i = (2,1,1)
de lo cual
17| = V6
Por tanto,

A:/Olfolx/gdydx:\/g
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Ejemplo 1.18.29. Hallemos drea del casquete esférico x> + y* + z> = 36, que se encuentra dentro del cilindro
24,2
x“+y-=09.

La parte superior del casquete esférico (figura 1.91) se parametriza

¢(x,y) = (x,y,1/36 —x* — y?)

El dominio de la parametrizacion es

D= {(x,y)/ ¥*+y* <9}

Luego,
x y . x y
= (1,0, — , =(0,1,— = n = , ,1
P = \/36—x2—y2) by = 36—x2—y2) (\/36—x2—y2 /36 — x2 — 12 )
de lo cual
. 6
|17]| =

2 3 6rdr do
A=/ Oraray _ ae8x(2— /3
0 Jo v36—1r2 ( )

En consecuencia

figura 1.92

Ejemplo 1.18.30. Hallemos drea de la superficie de la esfera x> + y* + z2 = 4z que estd dentro del paraboloide
x% +y? = 3z

La superficie del casquete de esfera (figura 1.92) tiene ecuacion x> + y2 + (z — 2)? = 4. Su parametrizacién

es
P(x,y) = (x,y,2+ /4= x2 —y?)

Para determinar el dominio de la parametrizacion se intersectan ambas superficies, se encuentra los
valoresz = 0, z = 1. Con z = 1 se obtiene el recinto

D= {(x,y)/ x> +y* <3}
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Luego,
X Y = X Y
=(1,0, ————), =01, ——=——o—) —1n = , ,1

de lo cual, su norma es
2

A /Zﬂ/f 2rdrd9

Ejemplo 1.18.31. Hallemos drea de la superficie del paraboloide x> + y*> = 3z que estd dentro de la esfera
x% +y? + 22 = 4z

17| =

En consecuencia

El problema tiene datos similares al anterior, pero ahora es la superficie del paraboloide dentro de la
esfera (figura 1.93). El paraboloide se parametriza

1
p(xy) = (xy,3(x* + 7))
El dominio de la parametrizacién es el recinto
D= {(xy)/ x*+y* <3}

Luego
2 2 . 2 2
px = (1,0,53), ¢, = (0,1, 5y) = 7i = (~3%,—3y,1)

1
|| = g\/4x2+4y2+9

21 /3
A=l / / r(9+ 422 drde = (2121 — 27)
3Jo Jo 18

de donde,

En consecuencia,

zZ

X2y =3z ( x2+y? =36
I;.’- ':‘
4 //////// »
x y x ¥
figura 1.93 figura 1.94
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Ejemplo 1.18.32. Hallemos drea de la silla y*> — x> = 6z dentro del cilindro x> + y> = 36.

La figura 1.94 muestra s6lo una regular idea de la situacién. La silla se parametriza

Ply) = (0, (7 — )

con dominio
D = {(x,y)/ ¥* +y* <36}
Luego

¢ =(1,0,-3), ¢y = (01,3) = 7= (5,-41)

3/
7 1 2 2
7l = 3/2 + 12 +9

21 r6
A:%/ |70+ 2drde = 6n(5v5 - 1)
0 0

La norma es

En consecuencia

Ejemplo 1.18.33. Hallemos drea del cono x> + y*> = z? cortada por el cilindro x*> + y* = 2ax, z > 0.

El cono se parametriza, ¢(x,y) = (x,y, Vx> 4+ x2), y su dominio de parametrizacion es el recinto

D = {(x,y)/ ¥+ < 202}

Luego,
X y . X y
=(1,0, —/—=), ¢y = (0,1, /——) =1 = (— ,— 1
Pe = \/x2+x2) Py =1 \/x2+x2) ( VaZ+ 22" a2+ a2 )
de donde, ||7i|| = v/2. En consecuencia

/2

A:\@/

2acos 6 /2
/ rdrdd = 2a*V/2 / cos® 6 do
—t/2J0 —t/2

1 1 /2
= 24%V2. = (0 + —sen 29> = mzzx/i
2 2 /2

0
&
o
KRR
QKA
0%%0008
K777
S oe i
oA
N
NSRS

X2 +y? =22 2x+y+2z2=6

figura 1.95 figura 1.96 6y
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Ejemplo 1.18.34. Hallemos [ f(x,y,z)dS, si S es la superficie 2x + y + 2z = 6 en el primer octante y
f(x,y,z) =4x + 3y — 2z,

Es claro que se trata de hallar una integral de superficie de campo escalar. Como siempre, lo primero

es parametrizar la superficie sobre la cual haremos integracion. En este caso, la parametrizacion del
plano es

¢lxy) = (x,y, %(6 —2x—y))

Ahora determinamos el valor de campo en la parametrizacién, que resulta ser

f(p(x,y)) =6x+4y —6

El vector normal exterior a la superficie del plano es

S 1
n=x Xy = (1,5,1)
Luego

3 (3 6-2x
/f(x,y,z)d5=§/ / (6x + 4y — 6) dy dx = 108
S 0 JoO

Ejemplo 1.18.35. Hallemos drea del plano x = z en el primer octante, entre los planosy = 0, y = 6, y
dentro del hiperboloide 9x* — 4y? + 162> = 144.

El paraboloide, que es como una carretilla de hilo, se prolonga a través del eje y. La figura 1.97 trata
de simular esto. El drea que se pide es la del plano, que se parametriza ¢(x,y) = (x,y, x). Para hallar

el dominio de la parametrizacién, de x = z tenemos que 25x> — 4y> = 144. Esto es una hipérbola en
el plano xy con vértice en (¥,0). Luego, el dominio es

2
— —— 2
D—{(x,y)/0§y§6,nggA—5\/36—|—y}

Ahora vamos por el vector normal
¢x = (1,0,1), ¢, = (0,1,0) =7 = (-1,0,1)

cuya norma es ||ii|| = v/2. Con todos estos datos:

6 1A 2 6
A:/ 2dA = 2// dxdy = = 2/ J36 4124
D\/_ \/_0 A xay 5\/_0 +y-ay

Recordando sustituciones trigonométricas, y = 6tg(t), se tiene que

A= 75—2\/§/sec3tdt = g\/i (%ln(l +2) + Llilnz)
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2x+y+2z=6

figura 1.98

Ejemplo 1.18.36. Calculemos [ f(x,y,z) dS, si S es la supetficie del plano 2x + y + 2z = 6 ubicado en el
primer octante y acotado por los planos x =0, x =1, y =0, y = 2. El campo f(x,y,z) = 4x + 3y — 2z.

La figura 1.98 sirve para ilustrar la situacién. El plano se parametriza, en funcién de x e y, en la
forma

o(x,y) = (v Y, 5 (6 2x—y)), D={(xy)/0<x<10<y<2}

El campo evaluado en la parametrizacién es f(¢(x,y)) = 6x + 4y — 6. El vector normal

_ 1
nchxx%:(l,i,l)
Luego
/fxy, 2// (6x+4y —6)dxdy =3

Ejemplo 1.18.37. Calculemos [{(V x F F) -7 dS, si S es la superficie del plano 2x +y + 2z = 6 en el primer
octante y acotada por los planos x = 0, x =1, y = 0, y = 2. El campo F(x,y,z) = (x + 2y, —3z,x).

La figura 1.98 es 1til para visualizar este problema. La diferencia con el anterior es que ahora tenemos
trabajando un campo vectorial. Se tiene la parametrizacion

1
p(ry) = (xy,5(6-2x—y)), D={(xy)/0<x<1,0<y<2}
El rotor del campo y su correspondiente valor en la parametrizacién es
VxF=(3-1-2) = (VxE)(¢(x,y) = (3,-1,-2)

El vector normal es ya conocido, # = (1, 1 1). En consecuencia

2
/(VxF ndS—// 1,%,1)dydx—1

Ejemplo 1.18.38. Hallemos [4(V x F)-1dS, S es la superficie 2x +y + 2z = 6 en el primer octante,
ﬁ(x, y,z) = (x 4+ 2y, —3z,x).
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De nuevo, la figura 1.98 la lleva. Tenemos:

. 1
VxE=(3-1-2), ¢(xy) = (xy 5(6 - 2x —y))

El vector normal y exterior al plano es (1, %, 1). El campo en la parametrizacién es

(V< F)(¢(xy)) = (3,-1,-2)

En consecuencia
VB aids— [ [ 312 (L L 1) dydx = 2
X - n, — y 4, : i X = =
(v xF) A ) (1,5,1) dy dx = >

Ejemplo 1.18.39. Hallemos [ zdx dy, siendo S la superficie exterior de la esfera x* + y* 4+ z* = R?.

No es necesario graficar la esfera. La integral es de campo vectorial, ya que podemos escribir

/zdx dy = /(0,0,2) - (dydz,dxdz,dx dy)
S S

En donde, F = (0,0,z) y (dydz,dxdz,dx dy) = i dS. La parametrizacién de la parte superior de la

esfera es
¢(x,y) = (x,y,/R* — x2 — )

El valor de la integral que se busca serd dos veces el valor de la integral en la parametrizacién
superior. El vector normal, y el valor del campo en la parametrizacion son

= ~ / @)= 0,0, /R—z2 32
n—(\/Rz_xz_yzz\/RZ_xz_y2,1>, E(¢) = (0,0,/R2 — x2 — 42)

De esta forma, la integral es
2t rR
/zdxdy:2/ / r\/RZ—rZalrcl():%TR3
S o Jo

Ejemplo 1.18.40. Hallemos x2 +y2 dS, si S es la superficie lateral del cono x—; + y—; =
] P S y p a a

2

W‘ll\l

|
e}
IN
N
IN
S

Una parametrizacién para el cono (figura 1.99) es

b
— b 24 42 242 < 2
P(x,y) (x,y,a \Vx*+y?), D={x"+y <a}

A partir de la cual

bx by S bx by
y T A=) - 4 —:n: XX — - 7 /1
e w0 =i (- A )
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Su norma, ||7i|| = 1v/a% + b2. Luego

1
[x2 £ 12 4dS — // [x2 412 2 /@2 + 12 dA
/s x2+y ; xZ+y a\/a
2
= %\/ﬂz—i—bz /a/nrzdrdG
0o Jo
= z—nazx/ahrbz

3
z z
2ty =a? 222 = 2c
y y
x x
figura 1.99 figura 1.100

Ejemplo 1.18.41. Hallemos el momento de inercia Iy, respecto del eje 0z, de la porcion de la superficie del
paraboloide x> 4+ y? = 2cz, obtenida al cortarla por el plano z = c. Considerar p = 1.

La parametrizacion de esta superficie (figura 1.100) es

1
$(x,y) = (x,y,%(xz +y2)> , D={x24+y* <22
A partir de esto,

= (10), ¢y = 0L = ligex pll = \/1+ 5+ 5

De esta manera, el momento de inercia viene dado por

2 2
= [ Py ey2ds = [ 621+ 5+ L axay
xy

Esta integral se calcula en coordenadas polares:

x=rcost, y=rsenb, O§6§27r,0§r§\/§
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Se tiene

2 rey/2 )
IZ—/ / o1 PV +r2drdd = 71/ V24 r2dr
0

2 V2
n( (c —i—r)3/2>0 3/ (c —|—r)3/2dr

3¢
V2
_2m 5 3/2 2 ‘ _ 2
= 3C(c +72) 5(c +72) . T mc?(1+6V6)

Ejemplo 1.18.42. Hallemos el centro de masa y el momento de inercia I, del casquete de la esfera x* + y> +
z2 = R? cortada por el plano z = H > 0. La densidad es igual a uno en cada punto de la superficie.

La figura 1.101 muestra el casquete, que se parametriza

¢(x,y) = (x,y,\/R2—x2 —y?), D= {x* + y* <R* - H?}

El vector normal es

i= * YV 1), =X
VRZ—22—2 JRZ—x2— RI—x2— 2

Como la densidad p = 1, entonces Masa=area, con lo cual
an (VRE-HZ yR d df
M= / / R ar T = 7R~ H)
VRZ — 72

Ahora, para cada coordenada del centroide tenemos

2n VR?-H? _Rdrde
xM = / / rcosG =0
\/R —72

2 /R2-H?
yM = / / rsen@ Rdrde =0

27 rVR?-H? rR dr d6 b y
IM = / / R 2. TRdrdd
o Jo

— 7R(R? — H?) tigura 1.101

La determinacién de las dos primeras coordenadas del centroide son evidentes. Al despejar de la
altima ecuacion se obtiene z = %(R + H). En consecuencia, el centroide es el punto de coordenadas
(0,0, (R + H)).

+y2:R2—H2

111
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Para hallar el momento de Inercia I, del casquete esférico, se requiere de la distancia al cuadrado de
cualquier punto (x,y,z) en la superficie al eje z. Ella viene dada por d? = x? + y2. Luego

R
_ [ 42 _ 2,2
IZ—/Sd (x,y,z)pdS—//D(x +y7) e dx dy

/2 rVR2—12 3
:4R/ L/ -Lﬁﬁﬂ:gnR@m—aﬁH+Hﬂ
0 0 R2Z—y2 3

R?22
H2

Ejemplo 1.18.43. Hallemos el centro de masa de la porcién del cono x* + y> = cortada por el plano

z=H.
Es claro que ¥ = i = 0. El cono se parametriza
H
= /a2 g2 — (21,2 2
¢loy) = (xy m¥*+12), D={x"+y <R}
de donde H u
X Y
= (1,0, 5 ———), = (0,1, 5 ———

El vector fundamental es entonces
S _ H x H y 1
TN TR ma 2 R R
de lo cual se deduce que su norma ||7i|| = §VR2 + H2. Luego

4 R ,m/2
M:E/ / rVR2+ H2 d0 dr = TR\/R? + H2
0 0

Ahora, para la coordenada z del centroide tenemos
/2 R H 2
ZM:/zpdS:4/ / ~aVREEH2drdo = SH
S 0 0

2
Se concluye que (0,0, &) es el centroide.

3
z z
24y =a? 2hyr=1
Y Y
x X
figura 1.102 figura 1.103
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Ejemplo 1.18.44. Hallemos | (x2dydz + y*dxdz + z2dxdy), si S es la superficie cerrada que forman la hoja

x2 ]/2

superior del cono 3 + w2 = 2 con el plano z = b.

La figura 1.103 muestra el cono y su interseccién con el plano. Se tiene
/(xzdydz + y?dxdz + Zdxdy) = /(xz, y?,2%) - iidS = // V.-Fdv
S S 14

= 2///‘/(x—l—y+z)dv

El calculo de esta integral se simplifica si usamos las coordenadas cilindricas
x =arcosf, y=brsen6, z=1z, J(x,y,z)=abr

De este modo, se tiene
o 1 rb 21
/ F-dS = 2ab / / / r(arcos 0 + brsen 0 + z) dOdzdr
S 0 Jbr JO
= 4rmab / / rzdzdr = Zab®
0 Jbr 2

Ejemplo 1.18.45. Hallemos [{(x* + y* + z2)(dy dz + dx dz + dx dy), si S es cualquier superficie cerrada.

Como la superficie S es cerrada, se puede usar el teorema de la divergencia, pero previamente se
escribe la integral de superficie en la forma

/(x2+y2+z2)(dydz+dxdz+dxdy) :/ﬁ-ﬁds
S S

en donde n = (dydz,dxdz,dxdy), F = (x> 4+ y* + 22, x> + y* + 2%, x> + y* + z%). Ahora, por teorema
de la divergencia

/(xz+y2—i—z2)(dydz—i—dxdz+dxdy):/ﬁ-ﬁdS:/ V-ﬁdeZ/(JH—y—{—z)dV
S S v Vv

Ejemplo 1.18.46. Hallemos [(xcos a + ycos B+ zcosy) dS, si S es cualquier superficie cerrada.

Como la superficie S es cerrada, el teorema de la divergencia asegura que
/(xcos « + ycos B+ zcosy) dS = /(x, y,z) - (cosa,ycos B, zcos y)dS
S S

Como cos &, cos B, cos -y son los cosenos directores tales que cos’a + cos? + cos?>y = 1, entonces el
vector normal exterior unitario a la superficie S, es # = (cos &, cos B, cos 7y). Luego

/(xcosrx—i—ycos[:%—i—zcos'y)ds:///V-(x,y,z)dV:// 3dV =3V
S 1% 14
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Ejemplo 1.18.47. Hallemos [ (xydxdy + yzdydz + xzdxdz), si S es cualquier superficie cerrada.

La integral de superficie se escribe en la forma
/(xy dxdy + yzdydz + xz dxdz) = /(yz, xz,xy)-nds
S S

Es claro que F= (yz, xz, xy). Ahora, por teorema de la divergencia

/(xydxdy—i—yzdydz—l—xzdxdz):/(yz,xz,xy)-ﬁdS:/// V-ﬁdV:/// 0dV =0
S S 14 Vv

Ejemplo 1.18.48. Hallemos / (g—z dydz + g—: dxdz + g—z dxdy) , S es una superficie cerrada.
S

La integral de superficie se escribe en la forma

ou u u ou ou ou\
/ (ax dydz + — 3y dxdz + — 5 dxdy) / (ﬁ’ @’&) -1dS

En este caso, F = (2,94 9u ) Ahora, por teorema de la divergencia
ox’ dy’ oz p &

[ (G550 mas = [f[ v Fav= [[[ (55+ 55+ 55) av = [[] Vuav

Ejemplo 1.18.49. Hallemos [¢(x°cos a + y>cos p + z3cos ) dS, si S es la esfera x* + y* + z* = a.

Es claro que la superficie es cerrada, y por tanto, el teorema de la divergencia debemos tenerlo
presente

x3cos a + y3cos B+ z3cos ) dS = 3, 2,2%) .dS=3 X2+ 2 +22)dv
. y y - y

3 27T a 4 " 12 5
= rsen = —7lda
/0 fy Jyrisenedo =<

Ejemplo 1.18.50. Hallemos [¢(x dydz +y dxdz +z dxdy), si S es la supetficie cerrada que forman el cilindro
x? +y* = a?ylos planos z = H, z = —H.

En la figura 1.104 se muestra la superficie. El campo F (x,y,z) = (x,y,2). Se tiene

/(xdydz—i—ydxdz—l—zdxdy) = /(x,y,z)-ﬁdS:3/// av
S S Vv

— 3 (volumen del cilindro) = 67ta>H
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z z
3
|HHHHHH“| =0 2w+y+22=6
| Pep=a
3
D=, x s
figura 1.104 figura 1.105

Ejemplo 1.18.51. Hallemos |, F - dS,si F = (x + 2, —2x,2yz), S es la superficie del plano 2x +y +2z = 6
situada en el primer octante.

Una parametrizacién para el plano (figura 1.105) es

#(xy) = (xy3-x—2), D={0<x<30<y<6-2x)

De la parametrizacién de la superficie tenemos
1
¢x = (1,0,-1), ¢, = (0,1, —5) =i = (1, 5,1)
El campo en la parametrizacién es

Fg(x,y) = (x+1%, 22,293 —x — })

En consecuencia
Fas= [ [F 2 _ox,24(3 Yyt 1) dydx = 81
. e x+ ;y x; —X—=)- 7 ~7 X =
/5 /0/0 (x+y y( 5) (L5 1)dy

Ejemplo 1.18.52. Hallemos el flujo del campo F = (y, —z,x2) sobre la superficie y> = 8x, en el primer
octante y acotada por los planos y = 4, z = 6.

La superficie se puede parametrizar desde los planos xz o yz. Para evitar radicales preferimos el

plano yz.
2

#(v,2) = (5.v,2), D={(r2)/0<y<40<z<6}

De esta parametrizacion se obtiene

Py = (%,1,0), ¢, = (0,0,1) => 7i = (1,—%,0)

En la cara concava de la superficie, que es la cara externa mirada desde el plano que se parametrizo,
este vector es normal exterior alli. Por tanto, si convenimos que se trabaja en esa cara, entonces el
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vector normal es el adecuado. En caso contrario se le cambia la orientacién y problema resuelto
(no olvidar que en superficies orientadas con dos caras, la diferencia en el valor de la integral de
superficie de campo vectorial esta s6lo en el signo). Ahora, el campo en la parametrizacion es

En consecuencia

figura 1.106 figura 1.107

Ejemplo 1.18.53. Verifiqguemos el resultado del problema anterior mediante el teorema de Stokes.

Recordemos que Stokes relaciona la integral del rotacional del campo F con la integral de linea del
campo F.Esto es,

/}vXﬁydgz/’ﬁdz
S aSs

En el problema anterior se encontré el flujo de un campo vectorial F y no del rotor de F. Por con-
siguiente debemos hallar otro campo vectorial, digamos G de tal manera que V x G = F, ya que
entonces, en lo que a Stokes respecta, se tiene.

(/édi:/Wxéyﬁz/ﬁd§
as S S

La condicién para que exista el campo G es que V - G = 0, esto es, que la divergencia del campo sea
nula (G solenoidal). Es f4cil verificar que asi ocurre. Ahora, para hallar este campo recurrimos a un
resultado constructivo, que es el siguiente.

Z Yy
G1:/ By(x,y,1) dt—/ Es(x,1,0) dt
0 0

z

Gy, = —/ Fi(x,y,z) dt
0

G3=0

116



1.18 Problemas resueltos

En consecuencia, el campo G, cuyo rotor es el campo F es
= 1
G= (_EZZ — x%y, —yz,0)

Ahora que estamos listos con el campo G nos preocupamos de determinar la frontera de la superfi-
cie, jrecorrida positivamente! No olvidar que la superficie debe quedar a la izquierda de cualquier
caminante que recorra esa frontera. Esta frontera se compone de cuatro (4) trayectorias

tZ
1. () = (g,t,O), 0<t<4
Estamos en la cara concava de la superficie, luego la parametrizacién va en sentido positivo.

2. w(t)=(0,0t), 0<t<6

Esta parametrizacién va en sentido positivo

t2
(g,t,6), 0<t<4

Esta parametrizacion va en sentido positivo opuesto a como se debe recorrer la curva. Por lo
que cambiamos el signo en la integral.

3. 0(3(t> =

4. ay(t)=(2,4,1), 0<t<6

Esta parametrizacion va en sentido positivo opuesto a como se debe recorrer la curva. Por lo
que cambiamos el signo en la integral.

Los célculos de los vectores tangentes y de los valores del campo sobre cada trayectoria son:

) = (3,1,0)

t)=1(0,0,1),  G(ap(t
) = )

o/ (t , G(aq (t

( (a1 (t)
=y (a2(t)
= a3’(t) = (4,1,0),  G(as(t)
= ay'(t)=(0,0,1),  Glay(t)
Con estos datos tenemos.

Flujo = dt+/ 0dt — /(—ﬁ—z—“)dt— 0 dt
1= )., 256 w256 2

0y
—/ —i-ky—i—i dt
256 256

421
= —tdt—84
0

En consecuencia, jj Grande Stokes !!
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Ejemplo 1.18.54. Hallemos el flujo del campo F = (6z,2x +y, —x) a través de la superficie cerrada S acotada
por el cilindro x> +y*> = 9 y los planos x =0,y =0,z =0

En la figura 1.108 se muestra una idea del cilindro. Mostramos dos métodos para determinar el flujo:
= Teorema de la divergencia

Como el volumen del cilindro es 7tr2h, y en este caso, h = 8, r = 3, entonces V = 727, de aqui que
el volumen en el primer octante sea V = 187. En consecuencia

Flujo = /ﬁ~d§: 187
S

s Método directo
La superficie consta de cinco caras, que denotamos por S;, 1 < i < 5. Para cada una de ellas tenemos
» Cara S;: El vector normal exterior unitario es 7i = (0, —1,0). La parametrizacion de S; es

$(x,z) =(x,0,z), D={0<x<3,0<z<+V9—x?}

De esta manera

. 3 V9—x2
/ (F-7i)dS = / / (62,2%, —x) - (0, —1,0) dzdx = —18
s, 0o Jo

» Cara S;: El vector normal exterior unitario es 77 = (0,1,0). La parametrizacién de S; es

$(x,z) =(x,8,z), D={0<x<3,0<z<+V9—x2}

De esta manera

. 3 rV9—x2
Flujo = / (E-7)dS = / / (62,2 +8, —x) - (0,1,0) dzdx = 18 + 187
Sy 0 JO

» Cara S3: El vector normal exterior unitario es 7i = (0,0, —1). La parametrizacion de S3 es
¢(x,y) = (x,y,0), D={0<x<3,0<y<8}

De esta forma .
F(¢s(x,y)) = (0,2x +y, —x)

En consecuencia

. 3 8
Flujo:/ (E-7)ds :/ / (0,2x +y, —x) - (0,0, —1) dy dx = 36
S3 0 Jo
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Cara S4: El vector normal exterior unitario es (—1,0,0). La parametrizacién de Sy es
¢(v,z) =(0,y,z), D={0<y<8 0<z<3}

De esta manera F(¢4(x,v)) = (62,1,0). En consecuencia
Flujo:/ (F. ﬁds_/ / (62,,0) - (—1,0,0) dydz = —216

Cara S5: La parametrizacion de Ss es

o(x,y) = (x,y,VI—x2), D={0<x<3,0<y<8}

De esta manera
F(ps(x,y)) = (6V9 — x2,2x + y, —x)

y el vector normal exterior se obtiene como sigue

i (0,1,0) = 7i = (

N 5o

be - (1/ 0/ -
En consecuencia
- X
Plu'OZ/ PﬁdS—// (6vV9 —x2,2x +y,—x) ,
o= | V9 AN

Sumando los cinco resultados se obtiene el flujo del campo sobre toda la superficie.

0,1)dydx = 180

Flujo:/(f~ﬁ)dS: —18+ 18 + 187 4 36 — 216 + 180 = 187
S

Ejemplo 1.18.55. Hallemos el flujo del campo F = (4xz, xyz?,3z) sobre la superficie cerrada S que acotan la
hoja superior del cono x* + y* = z% y el plano z = 4.

La superficie es cerrada, de modo que es posible usar el teorema de la divergencia. Ademads, practi-
camos parametrizaciones con el cdlculo directo de la integral de superficie.

= Método 1 Divergencia.

La divergencia del campo vectorial es V - F = 4z + xz2 4 3. Se tiene

/Fﬁds—///4z+xz+3dv

Usando coordenadas cilindricas, x = rcos 6, y = rsen 0, z = z, la integral se transforma en

4 21 4
/// (4z + xz2 4+ 3)dV = / / / (4z + rz%cos 0 + 3) rdr df dz
v r JO 0
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27T
Como / cos 6 df = 0, entonces
0

. 4 4
/(F 1) dS =2m / / (4z + 3) rdr dz = 3207
S r JO

//” RN
52 2, 2_ 2 /’;’;;”i;{"’l'(r"' .'Q’.Q;’:é:\:\\\\\\\\\ 2_ 2
4y =z //://”,’ll.///;q'l'.l?....gs&\\\\\\\\\ z=4—x*—y
AR
1 W {
V."%’Q’«".
W
y ‘0’ y
X X 95
figura 1.108 figura 1.109

s Método 2 Directo

La superficie consta de dos caras, que denotamos por S; y Sy, y que muestra la figura 1.108. Para
cada una de ellas tenemos:

» Cara Si: La parametrizacién de S; es
¢x,y) = (x,y,\/x2+12), D={-4<x<4 —/16—22<yV16—x2}

—— ), ¢y = (01, ——L—)

lo que hace que un vector normal sea

De esto
¢x - (1/ 0/

(=~ =1
VY ey
Como esta normal apunta hacia adentro, la normal que se necesita es

:( a ’ y /_1)
VY VXt

F(p(x,y)) = (4x\/x® + 2, xy (x> + %), 31/ 22 + 1)
ﬁ(<p(x,y)) 7= 4x? 4 xyP /a2 Fy2 =34 /x2 412

=y X Py =

S

Ahora bien

de manera que
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En consecuencia

ﬁ-d?:/ 4 4 xi2 /a2 + 2 — 34 /%2 + 2)dd:128n
. D(x xy\/x y \/x y2 ) dydx

= Cara Sy: La parametrizacién de S; es
o(x,y) = (x,y,4), D={0<r<4,0<60<2n}

El vector normal exterior y unitario es 71 = (0,0,1). El valor del campo en la parametrizacién
es, F(¢(x,y)) = (16x,16xy,12), de manera que

N 21 r4
/ (E-7)ds :/ / (16x, 16xy,12) - (0,0,1) dr d6 = 19277
Sy 0 0

Finalmente,

/(ﬁ-ﬁ)ds:/ (ﬁ-ﬁl)d51+/ (F-7iy) dS, = 3207
S S1 Sy

Ejemplo 1.18.56. Hallemos el flujo del rotacional del campo F = (x® +y — 4,3xy,2xz + z2) sobre la
superficiez = 4 — x> —y?,z > 0.

La superficie es abierta, tal como muestra la figura 1.109. Mostramos tres formas de célculo de flujo.
= Método I : Directo
Sea G = V x F = (0, —22,3y — 1). La superficie S se parametriza
p(ry) = (vyd-2"—y), D={(xy)/x+y <4}

De aqui se tiene
¢r = (1,0, —2x), ¢, = (0,1, —2y) == 7 = P» X ¢ = (2x,2y,1)

Como G(¢(x,y)) = (0, —8 +2x% + 22,3y — 1), entonces
/(v x F)-d§ = / G.dS = / (0, —8+2x% + 22,3y — 1) - (2x,2y, 1) dx dy
S D D

= // (4x*y + 4y + 3y — 1 — 16y) dx dy
D
2 r2r

= / / (4r3cos® 0 sen O + 4r3sen®0 + 3rsen® — 1 — 16rsen 0) r do dr
0o Jo
2 /2«

= / / (—13r%sen 6 — r + 4r'sen 6) d6 dr
0 Jo

2
= —271/ rdr = —47
0
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» Método II : Stokes

La frontera de la superficie S = {(x,v,2z)/ z =4 — x> —y?*} es 3S = {(x,v,2)/ ¥* + y*> = 4, z = 0},
cuya parametrizacion es x = 2cost, y = 2sent, z=0, 0 < t < 27. Luego

V x F)-dS = E-dl = x2 4y — 4,3xy,2xz + z%) - (—2sent, 2cost, 0)dt
S S aS Y 4

21 21
= / cos®t sent — 4sen’t + 8sen t) dt = —4 / sen’t dt
0 0

= —4n
= Método III : Gauss
Para hacer uso del teorema de la divergencia debemos “cerrar” la superficie S del paraboloide con

la superficie S del disco {x2 + yz <4, z = 0}. Una vez hecho esto, se debe restar, al flujo total de S,
el flujo sobre el disco. Esto es,

/S(Vxﬁ)-dE’T:///Vdiv(Vx?)dV—/Sl(vxﬁ).dg

Para la integral de volumen tenemos

J[[ dio (v xEyav = [[[ 0av =0

Para calcular la integral sobre Sy, utilizamos la parametrizacién

¢(x,y) = (x,y,0), D={(x,y)/ x> +y* <4}

El campo sobre la superficie es F(¢(x,y)) = (0,0,3y — 1), y el vector normal unitario exterior 7i =
(0,0, —1). Luego,

/S(VXF)~d§ _ //D(O,—22,3y—1)-(O,O,—l)dxdy
- /()2/()2n(1—3y) 46 dr) dt

27
= —4/ sen?tdt = —47
0

En consecuencia
/(VX?)-d§:0—4n: —47
S
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Ejemplo 1.18.57. Transformemos [,sy dx +zdy + x dz mediante el teorema de Stokes, siendo 9S la frontera
de una superficie abierta S.

Escribimos la integral de linea en la forma

dx +zd d:/ 2,x) - (dx,dy, d
/asy x+zdy+xdz aS(yzx) (dx,dy,dz)

Esto permite identificar el campo vectorial asociado a la integral de linea. Para el rotor de este campo

se tiene
B 010 .
JF)=10 0 1| =VxF=-(1,1,1)
1 00
Luego,

d+d+d:—/1,1,1d§
/asyxzyxz (L1

Ejemplo 1.18.58. Calculemos [,o(y + z)dx + (x 4+ z)dy + (x + y)dz, si 0S es la curva interseccion de la
esfera x> + y> + z> = a® con el plano x +y +z = 0.

Escribimos la integral de linea en la forma
/as(y +z)dx + (x +z)dy + (x +y)dz = /as(y—i—z,x +z,x+y) - (dx,dy,dz)

Teniendo identificado al campo vectorial, su rotor es

J(F) = — V x F = (0,0,0)

[N )

1
0
1

e R SR Y

Luego,
/as(y+2)dx+ (x +z)dy + (x+y)dz = /55-d§: 0

Estamos en presencia de un campo gradiente, esto significa que la integral de linea tomada sobre
cualquier curva cerrada es cero, en este caso, sobre la curva de interseccion de la esfera y el cilindro,
cuya parametrizacion es

x =cos0, y=senf, z= —(sen@+cosh), 0 <6 <27

Ejemplo 1.18.59. Hallemos [,sydx — xdy, si S es la frontera del cuadrado [—1,1] x [—1,1] orientada
positivamente.

El célculo se puede hacer en forma directa, parametrizando las cuatro curvas que conforman la
frontera del recinto, o bien empleando la alternativa del teorema de Green (“0jo”, no era Stokes). Las
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condiciones que impone Green son satisfechas, ya que, las funciones P(x,y) =y, Q(x,y) = —x, son
de clase {! sobre S y su frontera. Se tiene

_ _ 90Q 9P
asydx—xdy = /zaspdx+Qdy_//D<8x ay) dA

1 1
_ —2//dA:—2/ /dxdy:—S
D —-1J-1

Ejemplo 1.18.60. Calculemos [, x*y> dx + dy +z dz, si 9S es la curva de interseccion del cilindro x* + y* =
a® y el plano z = 0.

Observar que la integral viene dada en el espacio tridimensional, por lo que Green estd “offside”.
Escribimos la integral de linea en la forma

/a yPdx + dy + zdz = /a (x*y%,1,2) - (dx,dy,dz)
S s

Para el rotor del campo vectorial F= (x2y3, 1,z) se tiene

) 2xy3 3x%y% 0 B
JF)={ 0 0 0]= VxF=(0,0-3x%?
0 0 1

Luego,
/ xX*ydx + dy + zdz = / /(O, 0, —3x%y?) - iidS
35 S

Como S es el disco x> +y? < a?, z = 0, se considera it = (0,0, 1) vector exterior unitario. Asi

/ F-dlL = —3//x2y2dA
as D
27T ra
= —3/ / rPsen0 cos®0 dr do
0 0

L 6
= —=7a
8
Si el problema hubiera sido puesto en la forma “verificar Stokes”, entonces la integral de linea debe
ser calculada, y su valor coincidir con el que hemos obtenido. Veamos esta integral. La curva de
interseccion se parametriza, x = acos8,y = asen6,z = 0,0 < 0 < 27. Se tiene

/ yPdx +dy + zdz = / [(a° sen®0 cos?0)(—asen ) + a cos 6] dO
a5 S

= —a6/ sen*0 cos?6 do
as

1
= —§7TQ6
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Ejemplo 1.18.61. Sea S la superficie del cubo acotado por los planos x = 0,y =0,z =0, x =1, y =
1, z = 1. Calculemos [4F x dSpara F(x,y,2) = (y+z,z+x,x+1).

El teorema de la divergencia no es aplicable para este tipo de integrales, por lo que hay que efectuar
los célculos “cara a cara”. La cara y = 0 se parametriza

$1(x,z) = (x,0,z), conx € [0,1], z € [0,1]

Ademas,

En restimen, se tiene:

iy = (0,—1,0), y=0=F(¢1) x #i; = (x,0,—2)
iy =(0,1,0), y=1=F(¢p) x7ip=(—x—1,0,1+2z)
fis =(1,0,0), x=1=F(¢3)xiz=(0,1+y,—1—2)
iiy = (—1,0,0), x=0=F(¢y) x 71y = (0, —y,2)
iis = (0,0,1), z=1=F(¢s)xiis=(x+1,—y—1,0)
g = (0,0,—1), z= :>ﬁ(¢6) X ilg = (—x,1,0)

—

Con estos datos, el valor de cada integral |, S(l_f X ;) - dS es

Js, (Ex 7iy)dS = [5 (x,0,—z)dxdz = [ [} (x,0,2)dxdz = (},0,—})

fsz(ﬁ x iip) dS = [¢ (—x—1,0,1+z)dxdz = fol fol(—x —1,0,1+z)dxdz = (-3,0,3)

fSB(ﬁ x ii3) dS = [5.(0,1+y,—1—2z)dydz = fol fol(O,l +y,—1—z)dydz= (0,3, —

NI

)

)

N[—

Jo, (X ia)dS =[5 (0, —y,z)dy dz = [y [5(0,~y,~z)dydz = (0,3},

L 101
Js (Fxiis)dS = [¢ (x+1,—y—1,0)dxdy = [y [y (x+1,—y—1,0)dxdy = (3,-3,0)

J5 (F x iig)dS = [ (—x,y,0)dxdy = [} [)'(~x,y,0)dxdy = (~3,3,0)

Se concluye que
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figura 1.110 figura 1.111

Ejemplo 1.18. 62 Hallemos el flujo del campo F(x,y,z) = (2% — x, —xy, 3z) sobre la superficie cerrada que
acotanz =4 —y?, x=1,x=4,z=0.

Esta superficie consta de cuatro caras (figura 1.111). Veamos el calculo directo, es decir, lo que ocurre
en cada cara. Posteriormente comprobamos el resultado mediante el teorema de Gauss.

= Método I : Directo
Superficie 5;
La superficie es la del plano x = 4 acotada por la parabola z = 4 — y?, la que se parametriza

¢1(y,2) = (4y,2), D={(y2)/-2<y<2,0<z<4-y"}

El vector normal exterior unitario es 7i = (1,0,0). Luego

S 4-
F-dSlz/ E(¢1) - ndydz—/ / y (22 —4) dzdy = 13258

51
= Supertficie S,

La superficie es la del plano z = 0 acotada por las rectas x = 1, x = 4,y = -2,y = 2. Su
parametrizacion es ¢, (x,y) = (x,y,0), ,y el vector normal exterior unitario # = (0,0, —1). Luego

ﬁ-d§2:/ 0Odxdy =0
Sy D

= Superficie S3
La superficie es la del plano x = 1 acotada por la pardbola z = 4 — 2, la que se parametriza como

$3(y,z) = (Ly,Z), D={(yz)/—-2<y<20<z<4—y*}

El vector normal exterior unitario es #i = (—1,0,0). Luego

4—y?
F-dS; = // (¢3) ndydz—// (x —2° dzdy——%
S3

126



1.18 Problemas resueltos

= Superficie Sy
La superficie es la del paraboloide z = 4 — 2, la que se parametriza

pa(x,y) = (x,y,4—y?), D={(xy)/-2<y<2,1<x<4}

El vector normal exterior unitario es 7i = (1,0,0) x (0,1, —2y) = (0,2y,1). Luego

. = - 2 4
F-d54:/ P(¢4)-ﬁdxdy:/ /(12—3y2—2xy2)dxdy:16
Sy D -2 J1

En consecuencia,

4
L L~ 128 992
E.d5 = /P-dS~:———— 16 = —16
J LJFdSi=—3 "5 *

Método II : Teorema de Gauss

La divergencia del campo vectorial es divE =2 — x. Luego,

/Sf~d§ - ///V(S)divﬁdvz///V(S)(z—x)dv
= /_22/14/04_y2(2—x)dzdxdy

2 4
= / / (2 —x)(4—y?) dxdy
2N
3 2 5
= —3 _2(4—y)dy——16
Ejemplo 1.18.63. Hallemos [;z dS, para § = {z =2 — x> —y?, z > 0}

Mostramos dos formas de cdlculo. la primera es reconocer que la superficie viene explicitada z =
f(x,y), de donde,
dS = \/1+2z% +zjdxdy

zy = —2x = 72 = 412, zﬁ = -2y — zﬁ = 4y

dS = \/1+4x2+4y?dxdy

El dominio sobre el cual se efectta la integracién es D = {x? + y? < 2}. En consecuencia

/zd5=// (2 —x% — %) /14 4x2 + 42 dxdy
s D

Teniendo presente que

se obtiene
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Pasando a coordenadas polares

/5st = /Oﬁ/om(Z—rz) V1+4r2rdfdr = 9?—;
La segunda forma consiste en identificar la superficie y parametrizarla. Se tiene

plry) = (vy2-x* -y, D={x*+y* <2}
Ahora se pasa a polares y se obtiene la misma expresion integral anterior.

Ejemplo 1.18.64. Hallemos [(y* + z*) dS, si S es la semiesfera x = /4 — y*> — 22, z > 0.

La superficie estd explicitada en la forma x = f(y, z). La figura 1.112 muestra la parte de la superficie
que corresponde al primer octante y el dominio de la parametrizacién. Se tiene

(P(ylz) = (\/ 4_y2 —22/%2), D= {(]/;Z)/ y2+22 <4, z> 0}

de esta forma

Yy
=(— ,1,0
¢y =( - p—— ) A y ) )
> Yy z ’ 7
¢ =(———2_0,1) VA—12 =22 Ayt - 22
4_y2_22
de aqui que
] = 11y x 92l = — s
y e 4—y2— 22

Luego,

/y+z dS—/ (1P + 22) S S W ¥
A y>—z?
Pasando a coordenadas polares

327

/y+z dS—// \/jd()dr_ 3

figura 1.112
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1.19. Problemas propuestos

10.

11.

. Sea F(x,y) = (%,xzx—%)Hallar lim F.

(xy)—(0,0)

. Demostrar que  lim  (xy,x +y,x* —y) = (2,3, 1)

(xy)—(1,2)
Sean f(x,y) = (xz + xy + 1,]/2 +2),9(u,v) = (u+0v,2u, v?). Calcular (gof)’
Hallar la derivada de las funciones:

a) f(x,y,2) = (xz,y +z) o) f(x,y,2) = (5, 2y +1,x2°)
b) f(x,y,2) = (xz,4% x°z) d) f(x,y,z) = (x*y,ze", x +2)

Si f(x,y) = (¥?+xy+1,2+y?),g(u,v) = (u+9,2u,v?). Hallar la derivada de la funcién g o f
en el punto (1,1).

Sif(t) = (t,t+1,£2) = (x,v,2), g(x,y,2) = (x> + 2y + 22, x> —y) = (u,v). Hallar la derivada
dela funciébn go fent = 1.

Si f(u,v) = (u+ov,u—ov,u>—v%) = (x,y,2), F(x,y,z) = x> + y*> + z> = w. Hallar la derivada
de la funciéon F o f en el punto (1,1).

Hallar el gradiente de los siguientes campos escalares:

a) f(x,y) =322 +xy® +1 Resp. (6x + 3, 3xy?)

b) f(x,y) = (x¥ +e*¥)en (1,0). Resp. (0,1)
_xty 1oe

o) f(x,y,z) = o en (2,1,3) Resp. 25(2,5, 3)

Sean? = (x,y,z), r = ||F|, probar que
a) V(r'") =nr"2r c) Vx(rMr)=0 e) V2 =2r

r

b) V-(r"r):(n—|—3)r” d) V?’:; f) V(%):_r_?’
Sea” = (x,y,z)

a) Hallar ¢(7) que satisfaga V¢ = 713' $(1) =0.

b) Hallar V-E,siF = &
r

-

Hallar V2 (V(%)),si 7 = (x,9,2), r = |[7l]
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12. Sea F(x,y,z) = (ze* —2xy,1 — x2,z + ¢¥). Hallar ¢ tal que V¢ = F

13. Seanf(u,v) = (u+v,u —v,u> —v*) = (x,y,z), F(x,y,z) = x> + y*> + 2> = w. Hallar (Fo f)’
14. Demostrar que V(cy) = ¢ V¢, ¢ es una constante.

15. Demostrar que V(c1 P+ ¢2 ¢) = c1 Vip + c2 V¢, con ¢, ¢ constantes.

16. Demostrar que V(¢ ¢) = ¢ Vo + ¢ V¢

17. Hallar V - (r¢), ¢ € R", r = ||7||

18. Demostrar que div(d + b) = divd + divb

19. Calcular div(dy),sip € R, 4 € R".

20. Probar que el campo F = <x2L+y2' — xZLerz) es incompresible (divergencia 0)

21. Probar que el campo f(x,y,z) = x?y*> + y?z? verifica V x Vf = 0.

22. Verificar que el campo F(x,v,z) = (ycos x, x sen y,0) no es conservativo.

23. Sea f campo escalar diferenciable, 7 = (x,y,z), r = ||7||. Calcular el rotor del campo 7 f(r)
24. Sean 4 vector constante, ¥ = (x,y,z). Probar rot (@ x 7) = 24,y que V - (@ x ¥) = 0.

25. Si7 = (x,y,z), hallar todos los valores de n para los cuales div(r" ¥) = 0. Resp.n = —3
26. Sir = \/x2 +y2 + 22, verifica que Vr® = 3r7

27. Hallar el campo escalar f : R®> — R tal que V f = 2147

28. Hallar los valores de m y n para que el rotor del campo F(x,vy,z) = (xyz)™(x",y",z") sea cero.
Respm=0Vn=1

29. Hallar (F x V)¢ en (1,—1,1) si F(x,y,z) = (2z,%% x), ¢(x,y,2z) = 2x%y?z2
30. Sean ¢ y ¢ funciones armonicas. Probar que ¢ + ¢ es armoénica

31. Silas segundas derivadas de ¢ y ¢ existen. Probar que:

a) V(¢ @) = pV3(9) + 2V - Vo + ¢V3(9)
V(¢) — vV
b v (%) 9 (l/f)q)zl/f (¢)

32. Probar que, si f y § son campos irrotacionales, entonces f x g es solenoidal.

33. Sean ¢ y ¢ campos escalares de clase (2. probar que V¢ x V¢ es solenoidal
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

La expresion ¢(7) = %,7 = ||7]| es el potencial “in vacuo” en el punto (x,y,z) debido a la

carga puntual e situada en el origen, k es una constante fisica. Hallar el campo eléctrico E y
probar que éste es solenoidal. (Indicacién: E = —V¢)

Hallar divergencia y rotor de los siguientes campos vectoriales:

a) F(x,y,z) = (xz, —y2,2x%y) Resp. z — 2y, (2x2,x — 4xy,0)
b) F(x,y,z) = (3x%y2z*, 2x3yz*, 4x3%23) Resp. 6xy2z* + 2x3z% +12x%222, (0,0,0)
(12)
Calcular /( : (x* —y) dx + (v* + x) dy a lo largo de los siguientes caminos:
01
a) Segmento que une (0,1) y (1,2). Resp 2
b) Segmentos que vande (0,1)a (1,1) yde (1,1) a (1,2). Resp. §

¢) Parabola de ecuacién x =t — 1, y = +> — 2t + 2

=~
o)
2}
o
N

Sea ﬁ(x, y,z) = (3x —2y,y + 2z, —x?). Calcular la integral de linea de F desde (0,0,0)a(1,1,1)
a lo largo de los siguientes caminos:

a) Curvade ecuacionx =t, y = 2, z=1

b) Segmentos de (0,0,0) a (0,1,0),de (0,1,0)a (0,1,1) yde (0,1,1)a (1,1,1).
2

c¢) Curva de ecuacién x = z2, z = y? Resp. a) %, b)0, ¢) %

Se considera el campo de vectores:

Axyz  3x*>  3Bx%y
x242)2" x2 +z" (x2 4 z)2

Fows) = (¢

siendo A y B constantes no nulas. Se pide:

a) Hallar Ay B para que F derive de un campo escalar.

b) Obtener dicho campo escalar.

¢) Calcular [ F,sia(t) = (1,£,0) cont € [0,2].

Resp.a) A =6, B=—1,b) 3y C) 6.

x2+z’
Se considera el campo de vectores:

2 2
. xc—2x+z + 1 + —2z +
F(x,ylz) = ( (x2+22)2 ex ]// x2+22 ex y, (x2+22)2 ex Yy

siendo A y B constantes no nulas. Se pide:

a) Estudiar si deriva de un potencial escalar, calculandolo en caso afirmativo.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.
47.

48.

49.

50.

b) Calcular [ F,sia(t) = (1+ vt 1—te')cont € [0,1].

ety —2e2—¢*
7, b)

Resp. a) x2+z 20248 °

Si f es un campo escalar y F es un campo vectorial, demostrar que

Vo (fF) = (f)(VoF) +(Vf)oF

Demostrar que si F=Pi+ Qf un el campo vectorial que es igual a V f para algiin campo
escalar, entonces

oP  0Q
dy  ox
Demostrar que los campos vectoriales siguientes no son gradientes.
a) F=e*cosyi+e senyj by F=Inyi+%j
Verificar que los siguientes campos son gradiente. Hallar el potencial.

a) F = e_"cosy?jL e‘xsenyf b) F=In y7+ %f

Hallar un campo escalar f tal que

-

Vf=(x+3y) i+ (3x +4y) |

Considerando el campo de fuerzas F = —mk (x,y,z), k > 0. Hallar los puntos de equilibrio
estable (los puntos donde el potencial del campo tiene un minimo) para una particula que se
mueve sobre la superficie x? + 3y? + 4z% = 12.

Demostrar que el campo vectorial F= (3x%y, 7xy?) no es gradiente.

Considerar la curva C parametrizada x = cost, y = sent, z = 1 para 0 < t < 27. Graficar la

curva y calcular / zdL. Interpretar el resultado. (diga que podria estar calculando)
C

Considerar la curva C parametrizada x = cost, y = sent, z = 1 para 0 < t < 3. Graficar la

curva y calcular / z dL. Diga si la curva es cerrada o no.
C

Calcular / F - dL para F(x,y) = (x,y) sobre la curva C que corresponde a un circulo entre los

puntos (1,0) al (0,1) y de la recta que une los puntos (0,1) con (2,1). Interpretar el resultado.

Calcular / fdL para f(x,y) = xy sobre la curva C que est4 parametrizada x = 4cost, y =
C
4sent, z = —3 entre los puntos (4,0, —3) y (0,4, —3).

132



1.19 Problemas propuestos

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

Hallar la masa y el centro de masa de un alambre en forma triangular con vértices en (0,0, 0),
(0,1,0) y (1,1,1) sila densidad en uno de los lados es 1 y 2 en el otro.

Considerar el campo F(x,y) = (x + y2,2xy)

a) Probar que este campo es gradiente.

b) Si F es campo de fuerzas, hallar el trabajo total que realiza el campo para mover una
particula desde el punto (0,0) al (1,1), sobre la trayectoria a(t) = (t,+?) y luego desde el
punto (1,1) al (0,0), sobre la trayectoria a(t) = (t,t3)

Probar que el campo F(x,y) = (x 4 y,y) no es gradiente utilizando dos trayectorias que unan

el (0,0) conel (1,1) y que muestren la dependencia del camino de integracion. (puede usar las

del problema anterior)

Hallar el valor de la constante a para que el campo F(x,y) = (x + 4y, ax + y) sea gradiente.
Resp.a =4

Probar que el campo F(x,v,z) = (3y%z + ye*, 6xyz + e¥,3xy?) es gradiente y hallar su funcién
potencial.

Hallar el valor de [, xydL, si « es la trayectoria cerrada que queda en el primer cuadrante, que
conforman x> +y?> =4, x =0,y = 0. Resp. 4

Probar que el campo F(x,y) = (yz,xz,xy) es gradiente. Si F se considera campo de fuerzas,
hallar el trabajo total que realiza el campo para mover una particula desde el punto (1,0,0) al
(1/\/5, 1/4/2, 71/4), sobre la trayectoria w(t) = (cost,sent,t)

Sea F(x,y) = (2xy, x?). Probar que es conservativo, hallar una funcién potencial y calcular la

integral de F sobre la curva a(t) = (2t,t +1),t € [1,3]. Resp. 136
Sea F(x,y) = (x*+2y,2x +y). Calcular la integral de linea de este campo sobre la curva
a(t) = (1—t,t?),t €[0,1]. Resp. ¢

Sea F(x,y) = (3 + 2xy, x> — 3y?). Calcular la integral de linea de este campo sobre la curva
a(t) = (2t —=3,t+5),t € [1,2]. Resp. —120

Hallar la masa total de un alambre que tiene la forma de la curva y = In x entre los puntos
de abscisa x = 1y x = ¢, si se sabe que la densidad en cada punto es igual al cuadrado de la
abscisa del punto. Resp. 1 (1 +¢%)3/2 —23/2

Hallar las coordenadas del centro de masa del alambre homogéneo que tiene la forma de la
curva |x| + |y| = 1. Resp. (0,0)

Sea f : R® — R, tal que f(x,y,z) = x%yz. Hallar un campo vectorial F tal que Vf = F y
calcular la integral de linea de F entre el origen y el punto (1,1,1).

Resp. F = (3x%yz, x%z,x%y), ff =1.
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

Determinar si es gradiente el campo vectorial (si lo es, hallar la potencial):
F(x,y,2) = (2xyz + 22 — 2> + 1, x%z — 4xy, x°y 4 2xz — 2)
Resp. f(x,y,2) = x?yz + xz> — 2xy* + x — 2z + cte.

Hallar las coordenadas del centro de masa del alambre homogéneo que tiene la forma triangu-

i _ __ 2
lar uniendo los puntos (0,0), (2,0), (1, —1) Resp. (1, 2(1+\/§))

Considerar el campo de fuerzas F(x,y) = (x +, x — y). Hallar el trabajo que se necesita para
transportar una particula a través del campo desde el punto (0,0) hasta el (2,0), en cada caso
siguiente:

a) Sobre el eje x.

b) Sobre la trayectoria (x —1)2+y?> =1, y > 0

c) Sobre la trayectoria (x —1)>2+y?> =1,y <0
Verificar el teorema de Green para el campo F(x,y) = (y — x%e*,cos(2y?) — x), si C es el
rectangulo con vértices (1,1), (0,1), (1,3), (0,3), orientada en sentido contrario al reloj.

Resp —4

Verificar el teorema de Green para el campo F(x,y) = (3x2y, —x%) sobre la regién que acotan
2
y=x°,y= 1

2

Sea C la curva cerrada formada por las curvas y = x?, x = y?, probar que

1
/C(]/ +eV¥) + (2x + cosy?) dy = 3

2

Sea C la curva cerrada formada por las curvas y = x?, x = y?, probar que

1
2 24 _
/C(xy+y )dx 4+ x“dy = 20

Yerificar, sobre la region R = Ry — (intRy U int Rz ), el teorema de Green para el campo
F(x,y) = (—y, —x), en donde:

Ri={(xy)/ x*+y* <16}

Ro={(x,y)/ (x—2) +* <1}

Ry ={(x,y)/ (x+2)°+y* <1}

Calcular la integral de linea del campo F(x,y) = (10x* — y3, x> — 3y°) sobre la circunferencia
x? + y* = 25 recorrida positivamente.
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73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

Calcular la integral de linea del campo F(x,y) = (5x° + 4y,2x — 4y*) sobre la circunferencia
(x —2)? + y? = 4 recorrida positivamente.

Jcydx + x*dy donde C es el arco parabolico y = 4x — x* desde (4,0) hasta (1,3).  Resp.

e NB

Caleular [ (x? +y)dx +y*dy +z2dz, sia(t) = (t, 1%, 1) para0 < t < 1 Resp.

Calcular la integral de linea del campo vectorial F(x,vy,z) = (x?,y*> +2,xz +y — 1) sobre la
trayectoria a(t) = (t,t%,t) para0 < t < 1. Resp. §

Sea a(t) = (t, —t, 12, —t?) para 0 <t < 1. Probar que

/(x—y)dx+(y—z)dy+(z—w)dz+(w—x)dw:4

Calcular la integral curvilinea del campo F(x,v,z) = (3x% + 6y, —14yz,20xz?) a lo largo de:

a) la recta que une (0,0,0) con (1,0,0) Resp. 1
b) la recta que une (1,0,0) con (1,1,0) Resp. 0
¢) la recta que une (1,1,0) con (1,1,1) Resp. 2
d) la recta que une los puntos (0,0,0) y (1,1,1) Resp. 12

Calcular la circulacién del campo F(x,v,z) = (x%y,z,3y) a lo largo del segmento de recta
comprendida entre los puntos A(2,1,3) y B(4,1,5). Resp. 4!

Calcular la circulacién del campo F(x,v,z) = (3xy, —y%,0) a lo largo de la curva C del plano
xy cuya ecuacién es y = 2x2, entre los puntos A(0,0) y B(1,2). Resp. —Z

Calcular la integral curvilinea del campo F(x,y,z) = (3x% + 6y, —14yz,20xz2) desde el punto
(0,0,0) hasta (1,1,1) alo largo de la trayectoria a(t) = (¢, t?,3). Resp. 5

Una particula sometida a la fuerza F = (x +z,y +z x +y) recorre en sentido antihorario el
circuito cuya parte superior es una media elipse de semiejes @ = 2, b = 1. Determinar el trabajo
realizado sobre la particula. Resp. 0

Calcular el trabajo realizado al desplazar una particula en el campo de fuerzas dado por F =
(3x2,2xz — y,z) a lo largo de la curva definida por {x?> = 4y, 3x® = 8z} desde x = 0 hasta
x =2 Resp. 16

Calcular el trabajo realizado por F(x,v,z) = (yz,xz,xy) alolargo de a(t) = (£,£3,t3) 1 <t <2
Resp. 63

Dada la curva a(t) = (In(3t2 + 1), cos®(rtt)), t € [0,1]. Probar que

/ydx+xdy: —In4
28
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86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

Sean ay(t) = (t,?) y aa(t) = (t?,t) trayectorias con t € [0, 1]. Considerar las integrales
h= / (2x+y)dx— (x —2y)’dy, L= / (2x +y)?dx — (x —2y)* dy
o1 a2

Usar Green para calcular I} — I

Hallar el rotacional y la divergencia de los siguientes campos vectoriales.

a) F(x,y,z) = (x* +yz,y* + x2,22 + xy)

b) E(x,y,z) = (2x —3y,3x — z, iy — 2x)

¢) E(x,y,2z) = (z+seny, —z + cos y,0)

d) F(x,y,z) = (e, cos xy, cos xz2)

e) F(x,y,z) = (x%seny,y?sen xz, xysen cos z)

Sea F (x y) = (1,kx), con k una constante real y « la trayectoria de la circunferencia (x — a)? +
(y — b)?> = r? recorrida positivamente. Calcular la circulaciéon del campo alrededor de «. Si se
coloca un “corcho” flotando en una corriente liquida cuyo campo de velocidades esta descrito
por el campo F, describir el comportamiento del “corcho” de acuerdo con el signo de k.

Sea F(x,y) = (1, xzz) y « la trayectoria de la circunferencia (x — a)? + (y — b)?> = r? recorri-
da positivamente. Calcular la circulacién del campo alrededor de a. Si se coloca un “corcho”

flotando en una corriente liquida cuyo campo de velocidades estd descrito por el campo F,
describir el comportamiento del “corcho” de acuerdo con signo de a.

Para un campo vectorial continuo F : R?> — R? y para una curva cerrada simple « de clase *,
se llama rotacién de F alrededor de « a la expresion

(¥ x f)(oc) _ < , 1 ' ) _ (Circulacién de Fen)

area contenida por « torno a «

~ (seremengapors ) (L)
area contenida por « "

En los ejercicios siguientes, calcular la rotacion del campo F sobre la curva indicada:

a) E(x,y) = (—y,x), alrededor del circulo x2 + 2 = 1 recorrido en sentido antihorario

b) E(x,y) = (x2,xy), alrededor del tridngulo de vértices (0,0), (3,0) y (2,2) recorrido en
sentido antihorario

Considerar el campo F(x,y) = (—x, —y) y la regién S del plano que acotan x +y < 1, x > 0,
y > 0. Hallar el flujo a través de S. Interpretar el signo del resultado Resp. —1

Verificar el teorema de la divergencia en el plano para:
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93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

a) E(x,y) = (3x+y,2y), a(t) = (3cost,3sent)

b) F(x,y) = (x%,y?), weselcuadrado |x| + |y| = 1 recorrido positivamente.
Calcular el flujo del campo F a través de la frontera de la regién que se indica.

a) F(x,y) = Bx—vy%,5x°4+2y), R={(x,y)/0<x<2,0<y<x}

b) Flry) = (*+y°, 22 +y°), R={(xy)/1<x*+y> <4}

Parametrizar la superficie del plano x 4+ y 4+ z = 4 que se encuentra por encima del rectdngulo
0 <x <2, 0 <y <1 Graficar la superficie.

Parametrizar la superficie del paraboloide z = x? + y? que se encuentra en el primer octante y
tal que 4 < X2+ yz < 9. Graficar la superficie.

Parametrizar las superficies siguientes
1) S={x?+1>=1,0<z<1,22+12<1,z=0}
b)) S={x?+y>—22=0,1<z<4, x>+y>*=1,0<z<1}
() S={y-2z=0,0<x<1,0<z<1L,y+z=00<x<1,0<z<1}
2 2 2
d) S={(xy2)/5+%L+%=1abc>0}
&) = {(x,y,2)/ + 42 = 1)
£ S ={(xy,2)/2x +y+4z =5}
8) S ={(xy,2)/x* +y* = 2x}
Bosquejar las siguientes superficies parametrizadas

a) $(u,v) = (1, u,v),0<u<1,0<v<1
b) ¢(u,v) = (vcos u,vsen u,v),0 <u <2m, 0<v<h, h>0

c) ¢(u,v) = (vcos u, vsen u,;)

Hallar el 4rea de la porcién del paraboloide z = x? + y* que se encuentra bajo el plano z = 9.
Resp. %(37\/3_7 -1)

Hallar el drea de la porcién del paraboloide (superficie) z = x? + y? que se encuentra entre los
planosz=0yz = 1. Resp. Z(5v/5— 1)

Hallar el drea de la porcién de la superficie z = x? + (y — 1)? comprendida entre los planos
z=1yz=4.

Resp. Z(17v/17 — 5v/5)

Calcular el area de las siguientes superficies
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102.

103.

104.

105.

106.

107.

a) ¢(u,v) = (w,v,1—u—0),u>0,v>0,u+v<1

b) ¢(u,v) = (u,v,u>+v%), u> +* <4

c) ¢(u,v) = (u,v ,zu),Ogvgu,uSZ.

d) ¢(u,v) = (cos u,v,sen u), u*> +v> < 1.
Calcular la integral del campo vectorial F(x,y,z) = (x,y,z) a través de la superficie lateral del
paraboloide x> + y?> = 2az, con 0 < z < 2a. Resp. —47ma’

Calcular / f(x,y,z) dS para los campos escalares y superficie S que se indica.
S

a) f(x,y,z) =x, p(u,0) = (w,0,u*>+9v),0<u<1,u*<ov <1

b) f(x,y,z) =xy, p(u,v) = (u—ov,u+v,2u+v+1),0<u<1,0<v<u

o) f(x,y,z) = x> +v% ¢(u,0) = (u,0,u> +0%),u> + 0> < 1

d) f(x,y,z) =vy, p(u,0) = (1,0,1-u?),0<u<1,0<v<u

e) f(x,y,z) = x*+y? S eslasuperficie x> + y> +z2 =4,z > 1

f) f(x,y,z) = xy, S es la interseccién del paraboloide z = x? + y? con el cilindro x? + y? <
2x, y > 0.

2

9) f(x,y,z) = x, S es la superficie z> = x* + y? entre los planos z = 1 y z = 3,

h) f(x,y,z) = V1 —x2, S es la parte de la superficie cilindrica z> + x? = 1 que se encuentra
dentro del cono z < /x? 4 y2.

Calcular el centro de masa de las superficies que se indican

a) ¢(u,v) = (w,0,u> +0%), > +02<1,p=1

2= x2+y?entrelos planosz = 1y z = 2.

b) S esla parte de la superficie z
Calcular la masa de las superficie S siguientes

a) S esla superficie x> +y> +2z2 =1,z >0, p(x,y,z) = z.

b) S eslasuperficie z2 = x> +y?, 1 <z <2,p(x,y,z) = \/x2 + y2 + 22
) S=¢(u,v) = (u,v,l—uz), 0<u<10<9v<1,p(xyz) =2

Calcular / F - dS para los campos y superficies que se indican:
S
a) f(x,y,z) = (x,y,2), S es la superficie ¢(u,v) = (u —v,u+ov,uv), 0<u<1,0<v<2
b) f(x,y,z) = (x2,0,0), ¥(u,v) = (ucosv,usenv,v),0 <u<1,0<0v <2

Sea T(x,y,z) = x>+ y? para x> + y?> < 4 la funcién temperatura en el punto (x,y,z) de una
regién de IR®. Hallar el flujo total de calor a través de la superficie cilindrica x> + y> = 1,
0<z<1.
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108.

109.

110.
111.

112.

113.

114.
115.

116.

117.

118.

Hallar el flujo del campo F = (x,v,z) a través de la esfera x> + y? + z2 = 4 entre los planos
z=1yz=2. Resp. 87

Hallar el centro de masa de la superficie de la esfera x> + y> + z2 = 9 que se encuentra sobre el
planoz = 1.

Hallar el centro de gravedad del cono z = /x2 + 42,0 < x> + > < 9.

Sea S la frontera de V. Verificar el Teorema de la divergencia si:
a) V={(xy,z2) € R3/x >0, y>0,0<z<1-—x-y}, ﬁ(x,y,z) = (x,v,2).
b) V={(xyz) cR/x*+12 <1, > +y*+22 <4}, F(x,y,2) = (x,y,2).
0 V={x24+12<1,0<z<1}, F(x,yz) = (xy,—1,2%).

Hallar el flujo del campo F sobre la superﬁcie cerrada que se indica:

a) La esfera de radio 4 y centro (1,1,1), F = (x,y, —z)

b) Elcilindro x> +y?> = 4,0 <z <2, F = (4x, —6y,1)

c) La superficie que acota el hemisferio x> + y?> + 2% = 1,z > 0, junto con la tapa inferior
x2 +y*> < lenel plano xy, F = (4x, —z, x)

Verificar el Teorema de Stokes para el campo y superficie indicada

a) E(x,y,z) = (z — —z,x—y),z:\/ﬁz—y2

b) E(x,y,2) = (z — —z,x—y),z=4—-x*-y% z>0
¢) F(x,y,z) = (xyz Y,z ) 3x+4y+2z=12, x,y,z >0
d) F(x,y,2) = (—y,x,—xyz), z= /22 +12,0<z<3

Hallar la circulacién de F = (x — ,x%y,axz) alrededor del circulo x2 + 2 = 1
¥, Xy y

Un flujo de fluido tiene como vector densidad de flujo F(x,y,z) = (x,2x +1,z). Sea S el hem-
isferio x% + y2 +2z2 =1,z > 0, con 7 normal unitaria orientada hacia el exterior de la esfera.
Calcular la masa de fluido que atraviesa S por unidad de tiempo en el sentido de la normal 7.
Resp. 27”

Calcular el flujo del campo vectorial F(x,y,z) = (x,1,2z), a través de la superficie cerrada S
que limita el s6lido {0 < z < 4 — 2x? — 2y}. Resp. 167t

Calcular la integral |- y2dx + xydy + xzdz, siendo C la curva interseccion del cilindro x? + y? =
2y con el plano y = z. Resp. 0 por Stokes.

Probar, aplicando el teorema de Stokes, que

/C(y—l)dx—{—zzdy—i—ydz, C{*+4y* =1, z=x"+y*} = —n
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119. Probar, aplicando el teorema de Stokes, que
2

%,z:y—l—l}:—n\/i

/C(y —z)dx + (z — x)dy + (x —y)dz, C{x*+v* =
120. Calcular la integral [-2yz?dx + xz*dy + 3xyzdz, siendo C la curva interseccién de la esfera
x? 4+ y? + z? = 4 y el paraboloide x> + y? = 3z.
121. Calcular el trabajo realizado (Stokes) por la fuerza
F(x,y,2) = (y—zz—x,x —y)

para trasladar un punto material sobre la curva cerrada « dada por la interseccién de las su-

perficies {x*> +y?> =4, x + 2z = 2}. Resp.
—127
122. Calcular el flujo del campo F(x,v,z) = (x,y,z) a través de la superficie del sélido limitado por
x2+y2:9,Z:0,yz:3. Resp. 817
123. Sea E (x,y,z) = (xz,yz, —2z?). Calcular f S E - dS, siendo S la cara externa del paraboloide x2 +
y> =3z, entrez=0yz=1. Resp. —37
124. Hallar el flujo del campo F(x,y,z) = (x°,%,2°) a través de la superficie del cono x2 + 12 = z?,
con0 <z < H. Resp. 75H°

125. Uilizando el teorema de Stokes probar que la integral curvilinea

57
2x+y—z)dx+ (2x+z)dy + (2x —y —z)dz = —=
J @by = 2)dx+ Qx ot D)dy + (2 -y~ 2)dz = 2

siendo C la curva de interseccién de las superficies {4x? + 4y*> + z2 = 4, 2x — z = 0}

1.20. Problemas adicionales

1. Probar que la longitud de la curva determinada por las ecuaciones {x*> = 3a%y, 2xz = a?},
comprendida entre los planos y = § e y = 9a es 9a.

2. Calcular el trabajo realizado por el campo F(x,v,z) = (y,0,0) alo largo de la elipse x 4 2y =

7 desde x = —+/7 hasta x = /7, por los dos caminos posibles. Resp. 7”4\@ y — 7”4‘ﬁ
3. Calcular la integral de superficie de la funcién f(x,y,z) = \/4;7“ sobre el trozo del primer
octante del paraboloide z = x> + y? que es interior al cilindro x? + y* = y. Resp g

4. Calcular el area del trozo de paraboloide de ecuaciones paramétricas 7(u, v) = (vcosu, vsenu, v?)
para0 <u < Zy0<0v<./u Resp. 5[(2m+1)%2—1] - I
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Hallar el 4rea del trozo, en el primer octante, del paraboloide x = y? + z2 verificando x < 4y?

yx <1 Resp. Z(5v5—1)
Calcular la integral [, dydz + x?dzdx siendo S el trozo de plano z = y interior al paraboloide
3y = x* 4 2% Resp. —SIT"

Calcular la integral [ x dydz + y dzdx + zdxdy siendo S el trozo de cilindro x?> +y? = 1 para
0<z<1. Resp.27t

Hallar el area de la superficie z> = 2xy comprendida entre los planos x = 0, x = a,y = 0,

y=>o. Resp. %(\/ a3b + v ab3)
Calcular el flujo del campo F a través de la superficie S:

a) F(x,y,z) = (—6x,0,—6z2), S = {xtz2 =2}, 0<y <2
b) E(x,y,2z) = (=1,0,0), S= {xty> +22=1},0<y <2
o) F(x,y,2) = (2x,2y,2z), S= {xt 2 +22 =1,z >0} U{x®2 + > <1,z =0}

Resp. —487, 0, 87

Calcular el flujo del campo F(x,v,z) = (x,y,z) en la regién del paraboloide x* + y? = az que

queda dentro del cilindro de ecuacién x% + y? = ax. Resp. 2 7312“3
Calcular el flujo del campo F(x,y,z) = (0,0,5x2) a través del paraboloide hiperbélico x2 —
3y’ =2,2<0,-1<y<0. Resp. 3V/3

Calcular el flujo del campo vectorial F(x,y,z) = (x%y,z8 —2xy) a través del cubo de vértices
(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,0), (0,0,1), (1,0,1), (0,1,1), (1,1,1). Resp. 3

Sea F (x,y,z) = (2yz,2 —x+3y, x? 4 z). Calcular el flujo del rotacional de F através del cilindro
x2 —i—yz a2, 0<z<1. Resp. 27a?

Verificar el teorema de Stokes para el campo vectorial E (x,y,z) = (3y,4z, —6x) y la parte de
la superficie paraboloidal z = 9 — x> — y? ubicada sobre el plano xy y orientada hacia arriba.
Resp. —277

Usar teorema de Stokes para evaluar la integral del rotacional del campo vectorial F(x,y,z) =
(xyz, xy, x*yz) sobre el dominio S consistente en la unién de la parte superior y de las cuatro
caras laterales (pero no el fondo) del cubo con vértices (£1, £1, +1), orientado hacia afuera.

Resp. 0
Calcular la circulacién del campo de velocidades del fluido F(x,vy,z) = (arctg(x?),3x, e tgz)
a lo largo de la interseccion de la esfera x* + y? + z2 = 4 con el cilindro x> + y*> = 1, con z > 0.

Resp. 37
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Calcular el flujo del campo vectorial F = 221 — 2j + y% a través de un trozo del plano de
ecuacion y + 2z = 4 limitado por los planos x =0, x =3,z =0,y = 0. Resp. 12

Calcular la circulacién de F = (x2, xy, xyz) entre los puntos (0,0,0) y (2,2,2) a lo largo de los
siguientes caminos:

a) larecta que une ambos puntos. Resp. 23—8

b) el formado por los segmentos (0,0,0) — (2,0,0) — (2,2,0) — (2,2,2). Resp. 43—4

Calcular el flujo del vector F = (2x2,3xy?z,5xyz) a través de la superficie del paralelepipedo
formado por los planos x =0, x =2,y =0,y = 1,z = 0 y z = 3. Realizar el calculo del flujo
como suma de los flujos a través de cada cara y mediante la aplicaciéon del Teorema de Gauss.

Resp. 66

Calcular el flujo del vector F = (x%,yz,y?) a través de la superficie que delimita al cilindro
x> +y> < 4 para 0 < z < 3. Obtener el resultado mediante célculo directo y mediante el
Teorema de Gauss. Resp 187t.

Dado el paralelepipedo delimitado por los planos x = 0, x = 2 y=0y=32z=0yz=35

calcular el flujo del rotacional del campo vectorial F = x? yz + xy] + xyk que atraviesa, en
sentido saliente, la superficie formada por todas las caras de dicho cuerpo excepto la que yace
en el plano z = 0. Resp. 1.

Calcular la circulacién del campo F a lo largo de la curva:

a) F(x,y) = (—y,x), a(t) = (cost,sent),0 < t < 27
b) F(x,y,z) = (yz,xz,xy), aune los segmentos (1,0,0) — (0,1,0) — (0,0,1) — (1,0,0)
¢) F(x,y,z) = (2xyz, x%z,x%y), «(t) eslarecta que une (1,1,1) con (1,2,4)
d) F(x,y,2z) = (x,y,2), a(t) = (t,2,0,-1<t<2. Resp.27, 0, 7, 9

Sean ﬁ(x, y,z) = xy?—i— yzf—|— zxk y C el tridngulo que une los puntos (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1),
orientado anti-horario desde arriba. Calcular la circulacion de F a lo largo de C. Resp. —3

Calcular la circulacién del campo vectorial F = X2+ xyj + xyz% entre los puntos O(0,0,0) y
Q(4,0,0):

a) segun la recta que une ambos puntos

b) alo largo del segmento OB, con B(2, 2/3, 0), mas el arco de circunferencia BQ centrado

en O. Resp %, 0

Una particula se encuentra sometida a la fuerza F = (3x2 + 6x)i — 14yzj + 20xz2k. Calcular el
trabajo realizado por dicha fuerza cuando la particula se traslada desde el punto (0,0, 0) hasta
el punto A(1,1,1) por los siguientes caminos:
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a) Alolargodelacurvax =t,y = 2,z =13
b) Alolargodelarectax =y = z.
¢) Alolargo del eje OX hasta (1,0,0), desde (1,0,0) paralelamente al eje OY hasta el punto
(1,1,0), desde (1,1,0) paralelamente al eje OZ hasta A(1,1,1). Resp. 6, %, 33—2
26. Probar que el flujo hacia afuera de la esfera x> + y? + z? = 1 es 47, si
xi+ yf—l— zk
(x2+y?+22)3/2

ﬁ(x,y,z) =

27. Se considera el campo de velocidades de un fluido dado por F(x,y,z) = (—x +3,x%,z) y la
superficie S dada por S = {z2 = x> 4+ y?, 0 < z < 2}. Calcular el flujo de F a través de S, con
orientacion exterior:

a) directamente.

b) usando el Teorema de Gauss.

¢) usando el Teorema de Stokes. —8m
28. Calcular la circulacién del campo vectorial F = (Ky,0,0) a lo largo del cuadrado definido por

los vértices (—a,a,0), (a,a,0), (a, —a,0), (—a, —a,0), en el sentido definido por el orden en que
se mencionan. Resp. 4a°K

29. Usar el teorema de Stokes para evaluar | F-dL, donde F(x,y,z) = (2z,8x — 3y,3x +4y) y C
es la curva triangular de vértices (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,2) con orientacién horaria cuando es
vista desde el origen de coordenadas. Resp. 7

30. Sea F = (2xyz + senx, x2z, x2y).

a) Probar que F es conservativo.

b) Hallar un potencial de F. Resp. f(x,y,z) = x*yz — cosx

31. Demuestre que, en la lista siguiente, la integral de linea es independiente de la trayectoria y
evaltie después la integral, escogiendo una trayectoria conveniente, o, si lo prefiere, encontran-
do una funcién potencial f.

(1,1,1)
a) / (6xy® + 22%)dx + 9x?ydy + (4xz + 1)dz Resp. 6, f(x,y,z) = 3x%y° +2xz% + z

0,0,0)
(1,1,1)
b) /010 (yz + 1)dx + (xz + 1)dy + (xy + 1)dz. Resp. 2, f(x,1,2) = x +y + z + xyz
1,0,0)
c) /(000) (y+z)dx + (x +z)dy + (x + y)dz. Resp. —7, f(x,,2z) = xy + xz + yz

32. Sea F(x,v,z) = (P,Q,R), en donde:
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R(x,y,z) = 2yz + xh(z)
Qx,y,z) = —yx* —y +8(x) +2
P(x,y,2) = y*g(x) = Xy* — xy® + 3% + h(2)

2

a) Determinar las funciones reales ¢(x) y h(z) para que el campo sea conservativo.

b) Usando las funciones g y h calcular una funcién potencial de F.
Resp. ¢(x) = 2%, h(z) = ¢, f(x,y,z) = x3y — 1x?y?2 + xe* + 2%y — 3% + ¢
33. Sea F = (ax + by?,senz + axy, ycosz).

a) Obtener todos los pares de ntimeros reales 4, b tales que F sea conservativo
b) Usando el resultado anterior, hallar un potencial para F.

c) Para valores de a,b que hacen F conservativo, calcular la integral fc F-dl donde Ces la
curva que consta de un segmento de recta que une (0,1,0) con (0,0,1) y otro segmento
que une (0,0,1) con (0,2,1).

Resp.a =2b, f(x,y,z) = bx*>+ bxy? + ysenz +c, 2senl

34. Sea F(x,v,z) = (x2,2xy + x,z). Sea C el circulo x? + 42 = 1y S el disco x2 4 y? < 1 dentro del

plano z = 0.
a) Determinar el flujo de F hacia afuera de S. Resp. 0
b) Determinar la circulacién de F alrededor de C. Resp. 7

¢) Hallar el flujo de V x F.

35. Probar, de formas distintas, que los siguientes campos no son gradientes.

a) Fx,y) = (xy,5%) b) F(x,y) = (x +4y,x — 5y)
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El que ahorra sus palabras
tiene sabiduria;

De espiritu prudente es el
hombre entendido.
Proverbios 17:27

CAPIT

G Cs C;
Cz | C4 1 C6 .

wo 2wy 3wy 4wy bwy 6wy 7wy

Espectro de amplitud

Wy = nwo
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2.1 El nacimiento de una gran idea

2.1. El nacimiento de una gran idea

En una memorable sesion de la Academia Francesa de las Ciencias, el dia 21
de diciembre de 1807, Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) presentaba
su trabajo “Théorie de la propagation de la chaleur dans les solides”, que
iba a abrir un nuevo capitulo en la historia de la matematica: la creacion del -
Andlisis Arménico o de Fourier como se le conoce a partir de sus trabajos. J.B. Fourier

Fourier habia deducido una ecuacién que describia la conduccién del calor a través de los cuerpos
solidos, la ecuacion del calor. Pero no sélo la habia deducido, sino que habia desarrollado un método
para resolverla, el “método de separacién de variables”, procedimiento que, en cierto modo, habia
sido ya utilizado por Bernouilli para su solucién. La aplicacién de la técnica de separacién de va-
riables a la ecuacién del calor, le condujo a escribir la solucién en forma de serie trigonométrica, e
incluso llegar a afirmar que cualquier funcién periddica de periodo 27t podia ser representada de
esa forma.

Sin embargo, el trabajo de Fourier no fue acepta-
do méxime teniendo como parte del auditorio a
matemadticos como J.L. Lagrange (1736-1813), P.S.
Laplace (1749-1827) y A.M. Legendre (1752-1833), que
criticaron abiertamente la falta de rigor del tratamien-
to de Fourier. No obstante, finalmente sus ideas fueron
aceptadas y fueron expuestas, afios después, en su
obra de 1822 “Théorie analytique de la chaleur”. La
conjetura de Fourier tenia, hoy lo sabemos, mucha
parte de verdad. Habia que desarrollar conveniente-
mente algunos conceptos: qué se entiende por fun-
cién, como se construye la integral de una funcién y

THEORIE *

ANALTTIQUE

DE LA CHALEUR,

Faw M. FOLRIEDR

A TARIS,
establecer la naturaleza de la convergencia de las se- bfesyolotases it melalidl i
ries de funciones en general y de las trigométricas en A2
particular. De esto se encargaron, entre otros, P.G.L. ’
Dirichlet (1805-1859), B. Riemann (1826-1866), G. Can- Portada original

tor (1845-1918) y H. Lebesgue (1875-1941).

Finalmente, otro hecho anecdético, en su obra “Los Miserables”, Victor Hugo, evocando el afio 1817,
cita a dos Fourier: uno célebre, que pertenecia a la Academia de Ciencias y que seria olvidado por
la posteridad (referencia a Jean Baptiste) y otro oscuro, que seria recordado en el futuro (referencia
al pensador socialista Charles Fourier). La profecia de Victor Hugo no se cumplié exactamente. La
explosion del anélisis y tratamiento de la sefial, y del andlisis arménico computacional en particular,
sobre todo a partir del descubrimiento de un algoritmo numérico para el clculo de la transformada
répida, ha colocado el nombre del matematico Fourier en lo més alto del Olimpo de la Ciencia.
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2.2 La importancia de las series de Fourier

2.2. Laimportancia de las series de Fourier

El concepto de Series de Fourier no es facil de asimilar y por lo mismo, trataremos de introducirlo de
una forma sencilla, a través de un planteamiento matemaético similar al de las Serie de Taylor, es de-
cir, como un problema de representacion de funciones como series de ciertas funciones particulares
(seno, coseno o exponenciales complejas).

2.2.1. Problema de aproximacion

Con la serie de Taylor de una funcién f obtenemos un polinomio de Taylor que proporciona una
buena aproximacién para la funcién f en la vecindad de un punto, pero ello tiene una exigencia:
que la funcién f sea suficientemente suave, o sea, que f tenga derivadas continuas de cierto orden,
tanto en el punto como en la vecindad de este punto. Para obtener un proceso de aproximacién
global, este método falla pues la aproximacién de Taylor es local y no global.

Fourier : Las series de Fourier involucran las funciones trigonométricas del seno y coseno, y presen-
tan algunas ventajas sobre las series de potencia en lo referente a representaciéon de funciones.
Por ejemplo, la condicién de que f sea de diferenciabilidad infinita en el caso de las series de
potencia, no es necesaria en una serie trigonométrica. Asi mismo, en ocasiones es posible inte-
grar o diferenciar una serie trigonométrica término a término, sin haber satisfecho el requisito
de la convergencia uniforme que exige la serie de potencias. Con esto estamos afirmando, que
las series de Fourier son mds generales que las series de Taylor, en el sentido de que muchas
funciones periédicas discontinuas, pueden desarrollarse solamente mediante series de Fourier,
y no tienen representacion en serie de Taylor. La funcién f(x) = |x| es una muestra de ello.

Existe una enorme diferencia entre estudiar series de Fourier y series de potencias, pues una serie de
Fourier funciona como un proceso global en cambio una serie de potencias es local. Esto es, la serie
de Fourier permite representar la funcién en todo el intervalo, a diferencia de la serie de Taylor, que
s6lo lo hace en un punto.

A continuacién vamos a estudiar la representacién en serie para una funcién conocido como “desa-
rrollo en Serie de Fourier”. Este desarrollo tiene la forma

1 at nix nix
flx) = 540 + ;;1 (an €05 —— + by senT) (2.1)

2.2.2. Funciones periddicas

Vamos a estudiar bajo que condiciones una funcién f : R — R puede ser expresada en la forma de
la ecuacién (2.1) y como se calcula la serie de Fourier de esa clase de funciones. La ecuaciéon (2.1) se
conoce como serie trigonométrica y los niimeros ay, a,, b, como sus coeficientes. La funcién f es de
periodo 2L, pues es el periodo de las funciones seno y coseno que aparecen en la serie.

Definicién 2.2.1. Una funcion f : R — R se dice periddica si f(t+ T) = f(t), Vt € R
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2.2 La importancia de las series de Fourier

A veces existen varios niimeros con esta propiedad, pero el menor nimero real positivo con esta
caracteristica es llamado periodo fundamental de f, o simplemente periodo. Si T = 0, entonces 0
seria periodo de f, y por lo tanto todas las funciones serian peridédicas, por tal razén se considera
T # 0. Por otra parte, resulta claro que, si 7 es un nimero entero cualquiera, entonces se cumple que

F(t+nT) = £(1

de modo que nT también es periodo de la funcién f. Ademads si f(t) y g(t) tienen periodo T, entonces

la funcién
h(t) = f(t) +g(t)

también tiene periodo T.

Para obtener la gréafica de una funcién periédica es suficiente describir su comportamiento a lo largo
de un intervalo que mida un periodo de longitud. La repeticiéon indefinida a izquierda y derecha
de la grafica de ese intervalo constituye la gréfica de la funcién periédica. Para dar una medida del
nimero de repeticiones por unidad de t se define la frecuencia, f, de una funcién periédica como
f= %, es decir, la frecuencia es el inverso del periodo fundamental.

Ejemplo 2.2.2. Veamos como determinar el periodo de la funcion f(t) = cos (%).

Tenemos que encontrar cual es el valor de T tal que f(t) = f(t + T). En este caso,

cos f = CO0S ﬂ
3/ 3

cos f = C0S E =+ I
3) 3 3

pone en evidencia que ella se cumple si % = 271, de lo cual se tiene que la funcioén cos? tiene periodo
T =6rm.

que escrito como

Ejemplo 2.2.3. Hallemos el periodo de f(x) = sen x + sen(g) -+ sen(g)

Sea T el periodo de la funcién f, entonces

1 1
sen(x+T) + seng(x +T)+ seng(x +T)=senx+ seng + sen%

Como sen(x + 2n7) = sen x, entonces debemos tener
T =2nn 1T—2m7r 1T—2 T
O T
Esto es,

T'=2nm, T=6mmrn, T=10pn

Como el valor de T debe ser el mismo y minimo, entonces el minimo comtin multiplo entre 2, 6 y 10
es 30, de aqui que f es una funcién periddica de periodo T = 30. Observar que los valores n = 15,
m =5, p = 3 producen ese valor minimo.
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2.3 Coeficientes de Fourier

Ejemplo 2.2.4. Hallemos el periodo T de la funcién sen %

Se debe satisfacer que

T
Senn_mzsenwl VxeR
L L
Esto es,
Sennnx _ Sennnx COSnnT n Cosnnx sennnT
L L L L L

Esto se cumple si cos™L =1, sen™L = 0, lo cual ocurre para 2L = 2n7, luego T = 2L.
p L L p L g

2.3. Coeficientes de Fourier

Supongamos que la serie trigométrica (2.1) converge, entonces su suma es una funcién periédica f
de periodo 2L, es decir, f(x) = f(x + 2L). Vamos a ver que relacién existe entre la funcién f, y los
coeficientes a, y by.

Si la integracion término a término es posible (basta pedir convergencia uniforme a la serie), pode-
mos integrar ambos miembros en la igualdad (2.1) y tener

L 1 L a L nnx L nmx
/_Lf(x)dx— 50 /_de+nz_1 (an /_Lcosdeern /_Lseanx)

de aqui que

1 rL
ag = /_Lf(x) dx (2.2)
Esto dltimo se obtuvo de considerar que
L L
/ cos@dx = / sen@ dx =0 (2.3)
_L L _L L

Para obtener los demaés coeficientes, usemos las relaciones

L
/ cos@ -senlﬂdx =0, sink>1 (2.4)
_L L L
L k Ln=k>1
/ cos@ . cosﬂdx = " - (2.5)
~L L L 0,n#k nk>1
L k L n=k>1
/ sen T sen gy = 4 - (2.6)
-L L L 0,n#k nk>1
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2.3 Coeficientes de Fourier

k
Para calcular el coeficiente a, multiplicamos (2.1) por cos %, para k > 1 fijo.

krex 1 krx nmix nix krx
f(x) COS—— = Sag - COS—— + 7121 <an cos—— + by senT> Cos——

ahora integramos para tener

krtx 1 kmtx

/ fx cos—dx = —ao/ cos—dx+2an/ cos— cosde

k
+ Z:lbn/ senn—zx cos%dx

de donde
krtx

/ fx cos— dx = axL = ay = i / fx cosT dx

Para el célculo del coeficiente b, se multiplica por sen*7= k”

[—L, L] para hallar
1 (L krtx
by = Z/_Lf(x) seanx

La introduccién del factor 3 en ap permite tener una férmula tinica para los a,. Anotamos esto a
continuacion, junto a la expresién del by,.

%, vy luego se integra término a término en

1 (L nmx
= — —_— > .
an = 7 /_Lf(x) cos— dx, n>0 (2.7)

1 /L nix
= _ - > .
b, T /_Lf(x) sen—p dx, n>1 (2.8)

Definicién 2.3.1. Los coeficientes determinados por las formulas (2.7) y (2.8) se llaman coeficientes de
Fourier de la funcion f, y la serie trigonométrica (2.1) formada por tales coeficientes Serie de Fourier.

2.3.1. Convergencia puntual de las series de Fourier

Ahora abordamos el problema de saber si la serie de Fourier de una funcién f converge y, en ese
caso, si su suma es la propia funcion f.

Definicién 2.3.2. Una funcion f : I C R — R es suave a trozos si el intervalo I se puede dividir en un
niimero finito de subintervalos, donde f y f' sean funciones continuas en cada uno de estos subintervalos
abiertos y las vinicas discontinuidades de f y f' en I sean de salto finito. Esto iltimo quiere decir que los
limites laterales de f y f' en cada uno de los extremos de estos subintervalos existan y sean finitos.

No es esencial que las funciones f y f’ existan en los extremos de los subintervalos.
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2.3 Coeficientes de Fourier

Teorema 2.3.3. (Dirichlet)

Sea f : [a,b] C R — R funcién suave a trozos y de periodo 2L en el intervalo finito [a, b]. En estas condiciones
la serie de Fourier de f converge (puntualmente):

» q la extension periddica de f, en los puntos en los que ésta sea continua;
= a 2(f(x]) + f(xy)) en los puntos xo donde la extensién periédica de f tenga discontinuidad de salto
finito.

Ast, en general tenemos

I\JI>—*

(f(™) + flx™

N —

i <an cos—x + by, cos?)

endonde f(x*) = lim f( )y f(x7) = lim f(x).

X— XO x—>x0

El siguiente resultado complementa el teorema de Dirichlet.

Teorema 2.3.4. (Weierstrass): Si f es una funcion continua real periédica de periodo 2L, entonces f puede
ser aproximada por una sucesion de polinomios trigonométricos de la forma

( krt krx )
aj cosT + by cos——

S =2+ Y .

k=1

Ejemplo 2.3.5. Hallemos la serie de Fourier de la funcion

Flx) = {0' IS fw) = flam)

La figura 2.1 muestra la grafica de la funcién f de pe- y
riodo T = 2L = 2. Es claro que se cumplen las condi-
ciones de Dirichlet para f. Ademads, la serie de Fourier
que hallaremos converge a la funcién f en cada punto
de continuidad y al valor promedio de los limites lat-

erales en cada punto de discontinuidad. Asi por ejem- x
plo, en el punto de discontinuidad x = 0 la serie con- o T
verge a % figura 2.1

Los coeficientes tienen los siguientes valores:

= %/if(x)dxz%/if(x) dx
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2.3 Coeficientes de Fourier

0 T 7T
= l/ de—l—l/ dx:l/ dx =1
7T J—71 7T JO 7T JO

Para el coeficientes a,, tenemos

1 (L 1 [
a, = Z/Lf(x)cosnxdx = E/o cosnxdx =0
Para el coeficiente b,

1 L 1 [
b, = —/ sennxdx:%/ sen nxdx

LJ/-L 0
1 0 , 1 par
- E(l ~cos ) = ﬁ ,n =2k —1impar
Se concluye que la serie de Fourier de esta funcién es
flx) = ! + i ;sen(Zk —1)x (2.9)
2~ (2k—1)m

El software Maple resulta muy ttil para complementar ideas. Las graficas en la figura (2.2) muestran
la aproximacién por sumas parciales (teorema de Weierstrass) a la funcién f.

07 figura 2.2 o4

,y —a \/ 4;\/ 8 -8 -4 4 8

Suma parcial S, Swna parcial s,

Suma parcial S, Suma parcial S, .

endonde S1f(x) = 3 + %sen x,y asi sucesivamente. Se observa que a medida que se toma una suma
parcial mayor, la aproximacion a la funcién mejora. De hecho, la suma Sjgg tiene “casi” la forma de
la funcién original.
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2.3 Coeficientes de Fourier

= Enel punto de discontinuidad x = 7, la ecuacién (2.9) sereduce a f(x) = 1, lo que corresponde
a la media aritmética del salto en el punto. Esto es sencillo de verificar pues sen(2k — 1) = 0
en la ecuacién (2.9). En general, esto se repite en cada punto de discontinuidad en virtud de lo
sefialado por el teorema 2.3.4.

» En el punto de continuidad x = %, el argumento de la serie en (2.9) es sen(2k — 1)x = =£1,
luego la serie de Fourier para f en este punto es

1 & 2(-pkt
l=-+) ——
2 k_zl (2k—1)7

. .y 7T
de donde encontramos una aproximacioén al valor 4 quees

LT

Ejemplo 2.3.6. Desarrollemos en serie de Fourier la funcién periddica

k 1

x, 0<x<m

flx) = {0' RS0 ) = fxt2m)

(o)
1
y usemos este resultado para calcular la suma de la serie numérica Z W

La figura 2.3 muestra esta funcién. Ademas, la funcién dada satisface las condiciones del teorema
de Dirichlet.

ﬁgura 2 3
Para sus coeficientes tenemos:

1 (7 1 (7 T
aO:E/nf(x)dx:E/o xdx:E

1 47 0 , sinpar
n:—/ xcosnxdx =
= 2 ..

0 p si n impar

1 7T
b, :—/ xsennxdx =
7T JO

(_1)n+1
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2.4 Serie de Fourier de funciones pares e impares

Luego, la serie de Fourier es

2 cos(2n —1)x  (—1)"*!
T (2n—1)?

sennx

En todos los puntos de continuidad la serie hallada representa a la funcién, mientras que en los
extremos del intervalo [—7, 77], esto es, en los puntos de discontinuidad de la funcién, los valores de
la serie vienen dados por

T

1

Para hallar la suma de la serie numérica pedida se busca un valor adecuado de x, de manera de
obtener la serie que interesa. En este caso, con x = 0, se anula la funcién seno y la coseno es 1. Se
tiene

T 2 1
fO=0=3+ L Zaa—1pe
de lo cual
g1
~(2n-1)? 8

El lector interesado puede hacer x = 77, punto de discontinuidad, y obtener el mismo resultado.

2.4. Serie de Fourier de funciones pares e impares

En ciertos problemas, el conocer que la funcién f sea par o impar, simplifica el proceso de calcular
los coeficientes en la serie de Fourier.

Definicion 2.4.1.
1. Lafuncion f : R — Resparsi f(x) = f(—x), Vx € R,

2. La funcién f : R — Resimparsi f(x) = —f(—x), Vx € R.

Cabe recordar que, la gréfica de una funcién par presenta simetria respecto del eje y, en tanto, la
impar, respecto del origen.

La integracion de funciones pares o impares es también relevante en series de Fourier.

Proposicion 2.4.2.

1. Sea f : R — R funcién par e integrable sobre el intervalo acotado [—L, L], entonces

/LLf(x)dx = Z/OLf(x)dx

155



2.4 Serie de Fourier de funciones pares e impares

2. Si f : R — R es funcién impar e integrable sobre el intervalo acotado [—L, L], entonces

L
/ f(x)dx =0
—-L
Demostracion.

1) En primer lugar, escribimos la integral en la forma

[ st = [ s [ s

El cambio de variables x = —y, en la primera integral del segundo miembro, arroja que dx = —dy,

quex =—-L=—y =Ly x=0=y = 0. Luego,

[ s == "y = [y
pues f es una funcién par. Por lo tanto
0 L L L
/_Lf(x)dx = /0 f(x)dx = /_Lf(x)dx = 2/0 f(x)dx

2) Analogamente

/OLf(x) dx == /Lof(—y) dy = /OL —f(=y)dy

pues f es una funcién impar. Luego

_L flx)dx = Lf(x)dx - Lf(x)dx =0
L 0 0

2.4.1. Serie de funcién impar

x) cos(kx) es una funcién impar
f(x) cos(kx) P , por consiguiente
s

Si f es una funcién impar, entonces L
f(x) sen(kx) es una funcién par

an — 0, \V/Tl Z O

2 (L nrix
b, = Z/o f(x)seanx
Conclusion

[0 La serie de Fourier de una funcién impar contiene solamente senos y tiene la forma

f(x) =Y by sennLﬂ
n=1

(2.10)
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2.4 Serie de Fourier de funciones pares e impares

2.4.2. Serie de funcién par

f(x)cos(kx) es par

7 i 1 t
f(x) sen(kx) es impar por consiguiente

Si f es una funcién impar, entonces {

2 L nitx
- — - >
an /0 f(.X') cos dx, n 0

Conclusion

[0 La serie de Fourier de una funcién par contiene solamente cosenos y tiene la forma

1 > nix
f(x) = 500+ Y ay cos—— (2.11)

n=1

Ejemplo 2.4.3. La funcion f(x) = x para —L < x < L, f(x +2L) = f(x) es impar y de periodo 2L.
Su grifica se muestra en la figura 2.4. Esta funcion se conoce con el nombre de “diente de sierra”. Vamos a
encontrar una serie de Fourier para ella.

Como la funcién es impar, entonces a, = 0, Vn > 0. Para b, se tiene
2 L nmx
b, = —/ X -sen——dx
" Lo L

Para calcular esta integral hacemos y = "7, de lo cual dx = #dy. Luego

2L nri
by = m/o ysenydy
Integrando por partes, con u =y, du = dy, dv =seny dy, v = —cosy
2L "T2L 2L 1
b, = e (—y cos y + sen y)o =22 (—nrmcosnrm) = %(—1)

Luego, una serie de Fourier para la funcion f es

2L & (-1 nmx
== sen
T n L

f(x)

n=1

En x = L, punto de discontinuidad, la serie converge a cero. Lo mismo ocurre en todos los puntos
de la forma x = nL.
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2.4 Serie de Fourier de funciones pares e impares

y y

L 7T
/ i /
I I !
T + + L X X
. ~Li VZL 3L 21 -1 moo2nm
|

figura 2.4 figura 2.5

Ejemplo 2.4.4. Hallemos desarrollo de la funcién f(x) = |x| de periodo 27t definida en el intervalo [—rt, 7t].
> 1
t 1l hallar el val ! —
Usemos este desarrollo para hallar el valor de la serie Z k1)

Esta funcién es par como se ve en la figura 2.5. Luego, b, = 0, Vk € IN. Para el coeficiente a,, tenemos

2 7T
ay = —/ xdx =
T JO

n 2 0 q par
a, = —/ xcosnwdx = — (cos nit — 1) = 4 ;
T Jo n ———> mnimpar
T
En consecuencia
1 1 4 &
x| = g——<cosx+3 cos3x+5 cos bx - ) E—Ek:l 2k—1 COS(zk_l)x

Con x = 0, punto de continuidad se tiene que

T 43 1
fO=0=5 "z L@y

de lo cual
1) 1 7.[2

E(zk—1)2:§

La figura 2.6 muestra un par de aproximaciones de la serie a la funcién.

|||||||||||||vv"|||||||||||||||||||
-7.5 —-5.0 —2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 -75 -50 -—2.5 0.0 7.5

< figura 2.6 x

_— suma S_1
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2.5 Desarrollos de medio intervalo

2.5. Desarrollos de medio intervalo

En las aplicaciones, a menudo se necesita desarrollar una funcién en serie de Fourier, sabiendo que
ella se encuentra definida en un intervalo de la forma [0, L]. Una forma de hacerlo es extender la
funcioén al intervalo [—L, L] mediante una de las dos extensiones mds practicas; la par o la impar,
y a partir de ellas calcular la serie de Fourier que la represente. No obstante, cualquier otro tipo de
extension al intervalo [—L, L] puede ser realizado. Lo importante en este caso, es que cualquiera sea
la extension, la serie de Fourier de cada extensién representa a la funcién en el intervalo deseado
[0, L].

Definicién 2.5.1. Sea f la funcién definida en el intervalo [0, L]. Se llama extensién par de f, que se denota
Extpf(x), a la funcién

f(=x), —L<x<0

Extpf(x) = {f(x), 0<x<L

y se llama extensién impar de f, que se denota Extf(x), a la funcién

f(x), 0<x<L
—f(—x), —L<x<0

Extrf(x) = {

Ejemplo 2.5.2. La figura 2.7 muestra la funcion f(x) = 1 — (x — 1)? definida en el intervalo [0, 1] y sus

extensiones par e impar al intervalo [—1, 3.

La extensién par es Ep = f(—x) =1 — (x+1)?ylaimpar E; = —f(—x) = (x +1)2 - 1.

y y y
f f f
Re S Pie RN
4 4
’ /
x x x
1 _1 | 1 _1 \/\ 1
2 2 2 2 2
extension par de f extensién impar de f
figura 2.7

Ejemplo 2.5.3. Para la funcion f(x) = x? definida en 0 < x < 71, sus extensiones par e impar se muestran
en la figura 2.8.

Extensién par : Como f(—x) = x?, entonces la extensién par y periédica de f es
Extpf(x) =x*, —m<x<m flx+2m)=f(x)
Extensién impar : Dado que — f(—x) = —x?, entonces la extensién impar y peridica es

¥2, O0<x<m
—x2, —m<x<0’

Ext f(x) = { flx+2m) = f(x)
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2.5 Desarrollos de medio intervalo

f

/o :

extension par de f

figura 2.8 extensién impar de f

Ejemplo 2.5.4. Desarrollemos f(x) = x, 0 < x < 71 en serie de cosenos usando la extensién par de f.

La figura 2.9 muestra la grafica de f y su extensién periddica. La extensién par es

—x, —n1<x<0
x, O<x<m

f(X)ZIxIZ{ f(x) = f(x+2m)

Como la extension es par, entonces b, = 0 Vn. Para a se tiene

2 7T
aoz—/ xdx =1
7T Jo

Para el coeficiente a,, con n # 0

a —E/nxcosnxdx—i (-)"—1)=
"o ~ n? B 4

Luego la serie de Fourier de f en cosenos, es

T 43 1
x:E—EIEWCOS(Zk—l)x, OSXSTC

|
|
1
T —2m —T7 T 27

figura 2.9

Las extensiones par e impar, no son las tinicas que se pueden efectuar, son, eso si, las mas ttiles y
las que prestan la mayor ayuda en el calculo de los coeficientes. Veamos una extension diferente a la

par o a la impar.

Ejemplo 2.5.5. Desarrollemos f(x) = x, 0 < x < 71, en serie de Fourier, extendiendo la funcién f como

f(x) = {0' Y0 o) = f()

x, 0<x<m
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2.6 Intervalo arbitrario

El valor de los coeficientes es el siguiente.

1 (7 7T
aO:E/o xdx:E

1 [ 1" -1
anz—/ xcosnxdx:( )2

T Jo m

1 T _1\n+1
bn:—/ xsennxdx:¢

T Jo n

En consecuencia, para0 < x < 7t

n+1
—Sen nx

7 2 &

f(x)zz—;k;ﬁcos (2k —1)x

||M8

2.6. Intervalo arbitrario

Si hacemos 2L = b — a, entonces el intervalo [a, b] se transforma en |4, a + 2L], de manera que pode-
mos hallar desarrollos de series de Fourier de funciones definidas sobre cualquier intervalo [a, b]. En
este caso, los coeficientes y la serie toman las siguientes formas:

1 2nmx 2nmx
flx) = §a0+2(ancosb_ +bnsenb_a)

a, = —a/f cs(
2 b 2nmx
= >
by b—a/a f(x)sen(b_a>dx,n_1

Ejemplo 2.6.1. Hallemos parala f(x) = x,0 < x < 1 una serie de Fourier.

>dx n>0

Hacemos uso de esta férmula para intervalo arbitrario. Como b — a = 1, entonces

1 1
ay :2/ X oS 2nmx dx y b, :2/ x sen 2nmx dx
0 0
Integrando por partes encontramos

ap=1 a,=0,n+#0, by,

En consecuencia
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2.7 Componentes armonicas

Ejemplo 2.6.2. Hallemos la serie de Fourier de la funcién

0, —2<x<0
x, 0<x<?2

Fx) = 5+ |xl) = { Flr+4) = f(x)

La funcion f es de periodo 4 y cumple las condiciones para ser representada por una serie de Fourier.
La figura 2.10 muestra esta funcion.

figura 2.10
Para sus coeficientes tenemos:

1 /2
aozi/o xdx =1

1 /2 2(—=1)"
ay :f/o X sen (?) dx (=1
Luego, en todo punto de continuidad

=3+ £ [ 0 -0 (1) 2 e ()

— | n? nrt
n=1

En el punto de discontinuidad x = 2 se tiene que la serie converge a 1, que es el valor promedio de
los limites laterales.

2.7. Componentes armonicas

Consideremos una funcién de la forma f(t) = cos(wpt). Para determinar su periodo, nos pregun-
tamos en cuanto hay que incrementar a la variable independiente ¢ para que el argumento de la
funcién se incremente en 27t. Obtenemos asi T = i—z En otras palabras, f(t) = cos(wpt) es una
funcién periddica de frecuencia wy.

Si analizamos la funcion f(t) = cos(2wy t), concluimos que su frecuencia es 2wy y que su periodo es
T=1

wq*
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2.7 Componentes armonicas

En general, las funciones de la forma f(t) = cos(nwyt) tienen frecuencia nwy y periodo T = nz—a%

Diremos que wy representa la frecuencia fundamental y sus multiplos, nwy, son sus armonicas. (La
frecuencia fundamental es también la primera armonica).

Cualquier combinacién lineal de funciones periddicas relacionadas armoénicamente, dard por re-
sultado una funcién de periodo T = i)—z, que es el menor multiplo comtin de los periodos de las
componentes.

La descripcion de sefiales periddicas mediante el andlisis de Fourier se basa en las propiedades de
las componentes armoénicas, componentes de la forma cos(nwot) y sen(nwot).

Las frecuencias armonicas nwy son multiplos enteros de la frecuencia fundamental wy, siendo wy =

27”, con T el periodo.

La descripcién mas general de una sefial que se puede encontrar por medio del anélisis de Fourier es
una suma de todas las componentes posibles, senos, cosenos, para todas las frecuencias armoénicas.
Esta representada por:

1 [e )
x(t) = 570 + Y [an cos(nwo t) + by sen(nwo t)] (2.12)
n=1
en donde t es la variable tiempo. De esta forma los coeficientes a, y b, toman la forma
T/2
a, = / Ycos(nwot)dt, n=0,1,---
T/2
T/2
b, = / Ysen(nwot)dt, n=1,2,---
T/2

Esta es la forma general de la serie de Fourier trigonométrica donde los coeficientes a,, y b, son
respectivamente los coeficientes de Fourier de los senos y cosenos que representan las amplitudes
de las diversas componentes que se usan en la descripciéon de una sefial dada. Su célculo permite
determinar cudles son las armoénicas que intervienen y cudl es el “peso” de cada componente, es
decir, la amplitud de cada una.

El célculo de los coeficiente se simplifica en los siguientes casos:

1. Si f es funcién par y de periodo T, entonces
4 T/2
anzf/ f(t)cos(nwot)dt,n =0,1,---, b, =0,VneN
0
2. Si f es funcién impar y de periodo T, entonces
4 [T/2
b":T/ f(t)sen(nwot)dt,n=1,2,---, a,=0,VnelN
0

Ejemplo 2.7.1. Hallemos una serie de Fourier para la funcion

_ _T
f<t>:{ A (OR(Ee

1, o<t<i’
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2.8 Conceptos bdsicos sobre andlisis de sefales

Para el calculo de sus coeficientes, observa- y
mos que la funcién f es impar, de aqui que
a, =0 Vn € N. Para b,, tenemos.
4 [T/2
b, = T/o sen(nwot) dt !
4 T/2 T T X
=7 cos(nwyt) 2 2
4 O - B
figura 2.11
= 1—cosznwyT
Tnwo ( 20 )
7 1 0 ,npar
Ahora, T = = — cos(znwyT) =cos(nm) = b, =< 4 .
wo 2 — nimpar

En consecuencia, la serie de Fourier que representa a f es

4 & 1
f(t) = ;1(22121‘_ ] sen(2k — 1wy t

2.8. Conceptos basicos sobre andlisis de sefales

Cuando se estudian las comunicaciones electronicas es necesario analizar la distribucién (densidad)
de la potencia y la composicién de las frecuencias de la sefial de informacién. Para ello se utiliza el
analisis de sefiales. Aunque todas las sefiales electrénicas no son ondas senoidales o cosenoidales
puras, muchas lo son, y las que no lo son pueden descomponerse como una serie de funciones
seno o coseno. En esencia las sefiales eléctricas son variaciones de voltaje (o corriente) con respecto
al tiempo. Esta sefiales pueden representarse por una serie de ondas seno o coseno. Estas ondas
pueden estudiarse en el dominio del tiempo o en el dominio de la frecuencia.

Cuando una sefial seno (o coseno) se representa en el &mbito temporal, se puede definir mediante
dos conceptos:

» Amplitud: Valor mdximo (en valor absoluto) que alcanza la sefal.
= Periodo: Tiempo que tarda la sefial en completar un ciclo.

Es importante sefialar que se puede considerar que cualquier sefial es una sefial periddica, ya que
las sefiales aperiddicas se pueden considerar como sefiales periddicas de periodo infinito.

Ejemplo 2.8.1. La sefial x(t) = 2 sen(87t) tiene amplitud 2 y su periodo lo podemos obtener al escribir
x(t) = 2sen (27 4t)
ya que la expresion general del seno es

f(t) = Asenwy(t —a) +C
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2.8 Conceptos bdsicos sobre andlisis de sefiales

al comparar con la sefial dada se tiene que wy = 871, pero wg = 271 - 5. De esto se obtiene * 7 = 4, delo cual
T = 1. Es claro que & = 0, esto es, no hay desfase.

Cuando una sefal se estudia en el &mbito de la frecuencia se deben tener en cuenta los siguientes
conceptos:

» Toda sefial periddica x(t) puede descomponerse en suma de senoides de distinta frecuencia,
segun la férmula de Fourier

= 70 ; n €0s(wpt) + by sen(wyt), Wy = N wy (2.13)

y se denomina armoénico de orden n al término ay, cos(wyt) + by sen(wyt). La frecuencia del
armoénico de orden n viene dada por el producto entre 1 y wp, donde wy es la llamada frecuen-
cia fundamental.

= La amplitud o potencia de un armoénico cualquiera es

An — \/ LZ% + b%
= Se define un fasor como la repre-

sentacion de un armonico de orden n (an, bn)
en forma de vector rotante en sentido
contrario a las agujas del reloj, que gi-
ra con velocidad angular wy, y cuyas
coordenadas cartesianas son (ay, by,). Ay by sen(wpt)
La representacion de un fasor n en un
instante dado equivale al armoénico

de orden n La figura 2.12 muestra la e
representacion de un fasor n para un a cos(wnt)
instante dado t. La fase del arménico figura 2.12

de orden n es F(n) = arctgs—:

En esta figura, el fasor es un vector de coordenadas (a,, b,) con respecto al origen de coordenadas.
El médulo del fasor, sera por tanto el médulo del arménico de orden #, es decir, A, y el d&ngulo del
fasor con respecto al eje de abcisas (la recta Real) sera la fase del armoénico de orden 7, a saber, F,.

Adicionalmente, se puede representar un fasor o arménico de orden n no con respecto a la posicién
en el plano imaginario para un instante dado, sino con respecto a la frecuencia. En este caso, la re-
presentacién de un armoénico o fasor consiste en 2 diagramas: diagrama de amplitud y diagrama de
fase. El primero consiste en poner en el eje de abcisas la frecuencia del fasor, y en el eje de ordenadas
la amplitud del mismo. El dibujo resultante es una recta vertical situada en la frecuencia del fasor y
cuya altura es la amplitud del fasor. Por su parte, el diagrama de fase consiste en poner en el eje de
ordenadas la fase del armoénico. En este caso, el diagrama también resulta en una raya vertical ubi-
cada en el punto del eje de abcisas correspondiente a la frecuencia del fasor, y cuya altura (positiva
o negativa) corresponde con el &ngulo del fasor.
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2.8 Conceptos bdsicos sobre andlisis de sefales

Ejemplo 2.8.2. Hallemos los diagramas de amplitud y de fase de la sefial x(t) = 4sen(807tt).

Al comparar con
f(t) = Asenwy(t —a) +C

se tiene que la amplitud es 4, wy = 807, el periodo T = 820—7; = % y la frecuencia fop = 40. De esta

forma, la figura 2.13 representa los diagramas

A, Fase

Wy, = nwy wy,
40 40

diagrama de amplitud figura 2.13 diagrama de fase

-90°

Cuando una funcién f se puede descomponer en series de Fourier con mds de un armoénico, entonces
se define:

= Espectro de amplitud: Consiste en la representacion en diagrama de amplitudes de todos los
fasores que componen la funcién f. Por supuesto, a cada linea vertical que representa el espec-
tro de amplitud de una sefial seno (o coseno) se le denomina armoénico

= Espectro de fase: Consiste en la representacion en diagrama de fase de todos los fasores que
componen la funcién f.

Para representar los fasores en un espectro se siguen las siguientes convenciones:
1

1. La variable independiente representada en el eje de las x serd la frecuencia ciclica f = + en
hertzios, en lugar de la frecuencia angular w en radianes.

2. La fase serd medida con respecto a ondas coseno. De esta forma, las ondas seno deberan ser
convertidas a ondas coseno mediante la identidad sen(wt) = cos(wt — 90°)

3. Las amplitudes siempre son positivas. Si aparecen signos negativos, estos se trasladaran al
espectro de fase mefiante la ecuaciéon —A cos(wt) = A cos(wt £ 180°). No importando si se
toma +180° 0 —180°, ya que en el diagrama de fase ambos valores indican el mismo punto.

4. El diagrama o espectro de fase estd expresado en grados.

De esta forma, antes de representar el espectro de amplitud y/o fase de una sefial, deberemos hacer
las trasnformaciones pertinentes para expresar dicha sefial segtn estas 4 reglas. Veamos un par de
ejemplos para aclarar el uso de estas reglas.

Ejemplo 2.8.3. Representar el espectro de amplitud y de fase de la sefial
x(t) = 6 cos(2715t) + 2cos (2745t + 90°)
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2.8 Conceptos bdsicos sobre andlisis de sefiales

La sefal x(t) estd ya descompuesta en dos sefiales expresadas como coseno y con amplitud positiva.
Por tanto ya cumple las 4 reglas para representar fasores. Por tanto, la representacion gréfica del
espectro de amplitud y fase de esta sefial es la que aparece en la figura 2.14.

An 6 Fase
2
90°
Wy = nwy wy
15 45 45
diagrama de amplitud figura 2.14 diagrama de fase

Ejemplo 2.8.4. Representemos el espectro de amplitud y de fase de la sefial x(t) = —3 + 6sen(307tt)

En este caso si hay que realizar transformaciones. La primera es expresar la sefial como suma o
diferencia de senos o cosenos:

x(t) = —3cos(27 - 0t) 4 6sen(307tt)
A continuacién aplicamos la segunda regla:
x(t) = —3cos(27w - 0t) + 6¢0s (27 - 15t —90°)
Finalmente, aplicamos la tercera regla:
x(t) = 3cos(27t - 0t — 180°) + 6c0s (27 - 15t — 90°)

Con este resultado, el espectro de frecuencias y de fase es el que aparece en la figura 2.15.

An 6 Fase
3
15
5 e Wy = nwy wy
Espectro de amplitud figura 2.15 Espectro de fase
—90°
—180°

2.8.1. Espectro en series de Fourier

El procedimiento gréfico para estudiar la contribuciéon de cada armoénico en una serie de Fourier es
el mencionado anteriormente, es decir, consiste en un diagrama cartesiano en cuyo eje horizontal
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2.8 Conceptos bdsicos sobre andlisis de sefales

se representa la frecuencia de cada armonico, y en el vertical la amplitud del mismo. Ello da origen
a un diagrama de segmentos verticales que se conoce con el nombre de espectro de frecuencias o
de lineas. Una simple inspeccién del mismo da una idea rdpida de la velocidad de convergencia
de la serie y de la contribucién de cada armoénico a la onda dada por la serie. Los arménicos que
mas contribuyen tienen mayores amplitudes, y en el espectro de lineas aparecen representados por
segmentos de mayor longitud. La idea fundamental es la siguiente: Se tiene una sefial arbitraria x ()
y se quiere representar x(t) como

x(t) =) Cypcos(wnt + 6,)
n=1
¢Coémo hacerlo? Busquemos la respuesta a partir de la serie de Fourier de f que tiene la forma
f(t) ==+ Y (ancos(nwot) + by sen(nwt))

n=1

Esta se puede escribir s6lo en términos de seno o de coseno como sigue:

ap > b
f(t) = >+ Y a2+ b3 T cos(nwot) + z—nbzsen(nwot) (2.14)
n=1 ay + n ay + n
Al definir
ap
Co=—
)
Cy =+/a3 + b2
an
cosf,, =senpf,; = ————
b= e g
by
cosB, =senb,, = ————
N

la ecuacion (6.13) se transforma en figura 2.16

f(t) = Co+ Y Cylcosty cos(nwot) + senb, sen(nwt)]
n=1

= Co+ Y Cycos (nwot — 6y) (2.15)

n=1

El lector que tenga interés puede probar que en funcién del angulo B, se tiene:

f(t)=Co+ i Cy sen (nwot + Bn) (2.16)

n=1
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2.8 Conceptos bdsicos sobre andlisis de sefiales

Esta forma de representacion de Fourier de una funcién peridédica, expresa la funcién como la suma
de componentes sinusoides que tienen diferentes frecuencias. La componente sinusoidal de frecuen-
cla wy, = nwp se denomina la enésima arménica de la funcién periddica. La primera armoénica
comunmente se conoce como la componente fundamental porque tiene el mismo periodo de la
funcién y wy = ZT” es la frecuencia angular fundamental. Los coeficientes C;; y los dngulos 0, se

conocen como amplitudes armdénicas y dangulos de fase, respectivamente. Es claro que los dngulos

0, y B se relacionan con a, y b, mediante el tridngulo mostrado en la figura 2.16, y que tg6, = Z—: y

0, = arctg(Z—Z). Hemos hallado la respuesta, la serie de Fourier escrita s6lo en cosenos es

f(t) =Co+ i Cy cos(wy t — 6y)

n=1

La graficacion de este desarrollo en serie no seria muy clara si se hace en funcién del tiempo, por eso
se hace en funcién de la frecuencia lo que da lugar a representaciones denominadas Espectros en
Frecuencia. Como debemos indicar dos datos para cada componente: amplitud y fase, obtenemos
los espectros de Amplitud y de Fase. En ambos casos tendremos sélo valores para un ntimero entero
de veces la frecuencia fundamental, lo que implica un espectro de lineas, discreto, y no una curva
continua.

Ejemplo 2.8.5. Hallemos el espectro de frecuencias de la representacion en serie de Fourier de la funcion

f(t) = {A' Ot oty =f+T)

0, m<t<2r’

f(t)
Para calcular los coeficientes elegimos el interva-
lo [0,277] para realizar la integracion.

Para ap tenemos A
L sar=L [Madr=a t
== Hdt = = t= -7 T2
w=— [ fiar=—_ | ™
figura 2.17
Para el coeficiente a,
1 27T p 1 7'L’A p
== t tdt = — tdt =0, 0
ay 7_(/0 f(t)cosn 7T/0 cosn n#
Para el coeficiente b,
1 27 1 T
by = — f(t)senntdt:—/ Asenntdt
7T Jo T JO
A 0 ,npar
= —(1—cosnm) =< 2A ‘
nrt — ,nimpar
nit
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2.8 Conceptos bdsicos sobre andlisis de sefales

En consecuencia

A 2A & 1
f(t) = E+7k§2k_1sen(2k—1)t

Para determinar el espectro de frecuencias del tren de pulsos tenemos:

_ 0 _4
Co = 5 :>C()—2

C%:afl+bfl:>Cn:bn, puesa, =0

Asf, la amplitud de las arménicas es

" Co=4 =054 » C3=by =32 =02124
» G =b =24 =0,636A » Cy=by=0
» Co=b,=0 » C5=bs =24 =0,127A

Asi sucesivamente. Observar que Cy; = 0, Vk € IN. Con los datos de las armonicas, la representacion
del pulso se escribe

f(@) = 05A+0,636A send + 0,212A sen36 + 0,127 A sen56 + - - -
A(0,5+ 0,636 senf + 0,212 sen36 + 0,127 sen56 + - - - )

El espectro de frecuencias del tren de pulsos lo muestra la figura 2.18. Este espectro consiste sélo de
lineas correspondientes a valores enteros de 71, de tal manera que resulta ser un espectro discreto de
frecuencia. Este espectro no entrega informacion respecto del d&ngulo de fase de las componentes,
pero observamos que a medida que el periodo T de la funcién crece, las lineas del espectro son mds
préximas unas a otras. En el limite (cuando T — o0), el espectro discreto (wy = 27”) se aproxima a
uno continuo. Este espectro discreto de frecuencia es una caracteristica de las ondas periédicas.

|Cal

0,5

I 1 M Wy = N wy
wo 2wy 3wy 4wy Swy 6wy 7wy

Espectro de amplitud figura 2.18

Ejemplo 2.8.6. Hallemos el espectro de frecuencias de la representacion en serie de Fourier de la funcion

0, —5<t<0 B
f(t)z{?), L A=At 10)
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2.9 Serie de Fourier en exponencial compleja

Para el coeficiente ag tenemos
L yae= L [aar—3 g
= ) dt = = t =
=z [ fmar=z [

El coeficiente a, es 3

1 /5 nrt 3 nrtt |° t
ay = 5/0 3COS(T) dt = Ese (T) O: 0 -5 5 10
figura 2.19
El coeficiente by, es tal que
1 /5 nrt 3  oamt]” 3 6

= — —_— = —_—— —_— = —_—— — 1 = —
by z /0 3sen( z ) dt nncos( z ) ; o (cos(nm) —1) T

Para el espectro tenemos que:

ap 3 6
C = — = — C = a2 + b2 =
0=5 =2 ¥ n T T on )
La figura 2.20 muestra el espectro
|Cal
¢ =19
Co=15
G Cs Cy
Cz | C4 1 C6 . Wy = nwy
wo 2wy 3wy 4wy Swy 6wy 7wy
Espectro de amplitud

tigura 2.20

2.9. Serie de Fourier en exponencial compleja

Ahora vamos a escribir la serie de Fourier de una funcién f en términos de expresiones complejas,
para ello nos valemos de la conocida férmula de Euler ¢ = cos 6 + i sen 6, de la cual obtenemos
e~ = cosf — isenf. Al sumar estas dos expresiones se obtiene

1 . .
cos 0 = E(e’e + e )

y al restarlas

1 . .
0 — — 0 —if
sen > (e e )

de esta manera

. B . 1 . _ .
<enw0tz+e nwm‘z) y Sennth:T(enwo tz_e nw0t1>
1

N[ =

cosnwot =
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2.9 Serie de Fourier en exponencial compleja

remplazando en la serie de Fourier

o0

f(t) — %a0+ Zan %( nwoti+e—nw0ti>+bn'%<enw0ti_e—nw0ti)

1 1 | . _ ;
= 5% + Z <§(an — iby, )e "ot - E(a” +iby)e ”“’0“)
n=1

Haciendo los reemplazos

1 1 )
Co = 540, Cnp = E(an - an)/ C—n =

5 (a, + iby)

N —

la serie se reduce a

(o]
f(t) — C0+chenw0tl+(ffneinw0tl

n=1

[e9) . o0 .
= ¢+ chenwotz+ Zc—n e—nwotz

n=1 n=1

reemplazando n por —n en la segunda serie

) -1 ] ) )
f(t):CO—l— chenw0t1+ Z Cnenwotz: 2 Cnenwotz

n=1 n=—o0 n=—0o0
Para los coeficientes se tiene
1 1 2 [T/ 2 /T/ 2

Co==ap=7="—
0=2% =57 ) gt r2!
1 1/2 [T/ 2i [T/2
cn = =(ay —iby) = = ( f(t) cos n wy t dt ——l f()sennwotdt)
2 2 ~T/2
al simplificar y factorizar
T/2
Cn / t)(cosnwyt —isennwyt) dt
T/2

Esta expresion, en forma exponencial se escribe
T/2 .
*7’1 wo 1
Cn / 0" dt
T/2

Ejemplo 2.9.1. Hallemos la serie de Fourier compleja de la funcion

1, -L<t<o

f(t):{_l’ oerer SO=F0ET)
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2.9 Serie de Fourier en exponencial compleja

El célculo del coeficiente ¢, es como sigue

Cp = /T/2 e Mwo tidt
T T/2

T/2 . 0 .
(/ e—n wo tzdt + / _e—n wotzdt)
0 -T/2

1 <2 — oM wo iT/2 P iT/2>
n wol

Sl =

Sl =

, , 1
= = <2 - — e*”m) = (1 — cos nm)

0, n par

2i .
——, nimpar
nrm

Hemos usado el hecho que Twy = 27. Por otra parte,

T/2
=0
T / T/2
pues la funcién f es impar. En consecuencia, la serie de Fourier de f es
20 & 1 :
== o (2k—N)wy i
f==7 L 3¢

Vamos a comprobar este resultado pasando de la forma exponencial o compleja a la forma trigonométri-
ca. Sabemos que

1 _ 1 .
Cn — E(an - an) y Cfn — E(ﬂn + lbn)
Al sumar se obtiene a, = 2Re(cy,) y al restar b, = —2Im(cy).

Ahora bien, observando la serie compleja de nuestro campo, el coeficiente a,, = 0. Para el coeficiente
b,, tenemos.

; 0, n par 0, mnpar
b, = —2Im (——(1 — cos nn)) = —2Im 2i ) = :
nr ——, nimpar ——, himpar
nrt nrt

De esta forma, la serie de Fourier corresponde exactamente, a la obtenida anteriormente. Esto es

Z

sen (2k — 1)wo t
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2.9 Serie de Fourier en exponencial compleja

Ejemplo 2.9.2. Hallemos serie de Fourier, trigonométrica y compleja, de la funcién de periodo 27t f(t) = 5—;
Twy = 2 implica wg = 1, T = b — a = 2. Elegimos como intervalo de integraciéon —7 < x < 7.
La funcién f(t) = 2 es impar, de modo que coeficiente a, = 0. El célculo del coeficiente b, es como
sigue

5t

1 [ 10 (7™
b, = — / —senntdt = — / t sen nt dt
7T J—1 7T 7t 0

7T

1 /7 10
+— / cosntdt| = ———cosnrm
o M Jo nri

10 [ t
= — ——cosnt
7T n

El coeficiente a es

27
aozl/ gdt:10
7T Jo 7T

En consecuencia, la forma trigonométrica de la serie es

10 31
f(t)=5— ;kz Esennt
=1
Para hallar la forma compleja tenemos
Cn = L znf(t) e nwntig — o /znte”“’otidt
" om Jo 272 Jo
si hacemos u = t entonces du = dt, dv = e"“otidt, v = _ﬁoi e~ "woll Se tiene
5i
Cn = —
ni
Finalmente, ¢y = %ao implica cp = 5. Con lo cual
5 &1
=5+ (=Y =", 0
f(#) +(n Lot )

Dada una funcién periddica f, le corresponde una y s6lo una serie de Fourier, es decir, le corresponde
un conjunto tnico de coeficientes ¢,,. Por ello, los coeficientes ¢, especifican a f(t) en el dominio de
la frecuencia de la misma manera que f(t) especifica la funcién en el dominio del tiempo.

2.9.1. Espectro bilateral de una sefal periédica

Al espectro de amplitudes obtenido de la forma trigonométrica de la serie de Fourier se le denomi-
na espectro unilateral de amplitudes, mientras que al espectro de amplitudes obtenido de la forma
exponencial compleja se le denomina espectro bilateral de amplitudes. Este dltimo no tiene sentido
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2.9 Serie de Fourier en exponencial compleja

tisico (aparecen armoénicos en frecuencias negativas, que no existen en la realidad). Los arménicos
negativos aparecen por la descomposicién del coseno (o seno) en la suma de 2 exponenciales com-
plejas. So6lo tienen sentido matematico. La correspondencia entre el espectro bilateral y el unilateral
es que el bilateral es completamente simétrico con respecto al eje de ordenadas, y las amplitudes
estan divididas por 2 con respecto al espectro unilateral. El bilateral puede obtenerse con los coefi-
cientes C, de la serie exponencial de Fourier ya que si

Ay Fase

(& Gl (e argCy argCy argCs
argCy

Wy | Wy

| Espectro de fase

Espectro de amplitud figura 2.21
argCo

G4 argCs

La sefial periddica con periodo T tiene, en general, componentes de frecuencia en %, %, --+,7,donde

Y
wo*

Ejemplo 2.9.3. La serie de Fourier compleja de la funcion

_ _T
f<t>:{ N OIS (Ea Y

1, o<t<i

tiene coeficiente

0, n par
Cn - 21 .
an— 1) n impar
De esto, 5
Cal (2n—1)m
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2.9 Serie de Fourier en exponencial compleja

|Cal

C1 = 0,64

Cs Cs Cy
1 1 | S-S I S T S wy,
—7fo —6fo —5fo —4fo —3f0o —2fo —fo fo 2fo 3fo 4fo 5fo 6fo 7fo

Espectro de amplitud figura 2.22

Cabe sefialar que la forma trigonométrica y la forma compleja de Fourier describen el mismo es-
pectro, la tinica diferencia es que la forma trigonométrica tiene sentido fisico real (frecuencias sélo
positivas, maneja el coseno) y la compleja no (maneja las exponenciales complejas en las que se
puede dividir un coseno). De esta forma, cuando desarrollamos la forma compleja de las series de
Fourier obtendremos un espectro de amplitudes bilateral, en donde tendremos un semieje negativo
de abcisas. El espectro de amplitudes bilateral tendrd en el semieje positivo un espectro de idéntica
forma al espectro unilateral, pero todas las amplitudes seran la mitad que en el unilateral (el suma-
torio en la forma compleja esta multiplicado por el término % , mientras que en la trigonométrica
estd multiplicado por %). Ademés el espectro bilateral tendrd repetido el espectro del semieje posi-
tivo en el semieje negativo, resultando ambos en una imagen especular con el eje de simetria en el
eje ordenadas. Por ello, al transformar la forma compleja en una forma real las amplitudes de los
espectros de ambos semiejes se suman, resultando en el espectro unilateral.

2.9.2. Potenciay teorema de Parseval

El promedio o valor medio de una sefial cualquiera x(¢) en un periodo dado T se puede calcular
como la altura de un rectdngulo que tenga la misma area que el drea bajo la curva de x(t)

x(t)

NN NN N AR
\VAAVAAVAA VARV,

drea=T:-h
T

De acuerdo a lo anterior, si la funcién periddica x(f) representa una sefial de voltaje o corriente,
la potencia media o media cuadrética entregada a una carga resistiva de 1 ohm en un periodo

esta dada por
Lo 2(t)dt
— X
T /T/Z

figura 2.23 h = altura promedio

t

Si x(t) es periédica, también lo es x2(t) y el promedio en un periodo sera el promedio en cualquier
otro periodo. El teorema de Parseval nos permite calcular la integral de x(t) mediante los coefi-
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2.9 Serie de Fourier en exponencial compleja

cientes complejos ¢, de Fourier de la funcién periédica x(f).

1 T/2 2 - 2
= x(t)|“dt = c
7 [ EOPd =1 e
O bien, en términos de los coeficientes a, y b, como:
T/2 1 1&, 5
== . b2
T /T/Z 4a0+ 27;1(”” +by)

Teorema 2.9.4. ( Parseval)
Sea f una funcion periédica de periodo T que verifica las condiciones de Dirichlet y sea

f(t) = EO + Z an cos(nwot) + by sen(nwot)
—1

1 /T/Z 2

= x(t

T | g,
La potencia media de cada uno de los arménicos presentes en la sefial es

([T -3
1 2

1 /T
P, =7 / [an cos(nwot) + by, sen(nwot)]z dt = 5 + b%, n=12---
0

su serie de Fourier. Entonces

Ega +b

%IH

luego, la igualdad de Parseval nos dice que la potencia media de la sefial es la suma de las potencias
medias de sus componentes armoénicos,

P= i Py
n=0

Demostracion.
El desarrollo de Fourier para la funcién f es

f(t) = %ao + 3 [ay cos(nwot) + by, sen(nwot)]

n=1

f()

NH
~

NI~
~—

Se multiplica esta expresion por y se integra término a término en (—

%/FT fA(t)dt = %/_i £(1) {%0 + i [an cos(nwy) dt + by, sen(nwot) dt]} dt

n=1
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2.9 Serie de Fourier en exponencial compleja

Del célculo de los coeficientes de la serie de Fourier para f, a saber:

T
2

ag = %/2 f(t)ydt, a,= %/2 f(t) cos(nwot), by = %/T f(t) sen(nwot)

se sigue que
T/ £t dt = ”0+ Za+b2

Teniendo presente que T = 2L, entonces el teorema de Parseval toma la forma

L ro =—ao+2a+b2]

Ejemplo 2.9.5. En el intervalo [0,7t] la funcién f(x) = x(7t — x) tiene el siguiente desarrollo en serie de
cosenos.

71_ o

X(Tf = Z — Z

Esto resulta de extender en forma par la funcién f(x) = x(7 — x) del intervalo [0, 7t] al intervalo
[—7t, 7t]. Es decir, de considerar

f(x):{x(n—x), O<x<m

—x(m+x), —m<x<0

Si x = 0, entonces
e |
Om=0)=5 =L

Esto es

Elm 90

Evaluando de acuerdo con Parseval
4

1 L 2 _2 7T2 2 _7-(
f/_Lf (x)dx—;/o x“ (7t — x) dx—ﬁ

Para determinar los coeficientes restantes recurrimos a la serie de Fourier que representa a la funcién.

Esto es
71. o0
= } ; 2
x(mT— g cos 2nx
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2.10 Fenémeno de Gibbs

2 1 .
Se observa que ag = 5, ay = —2 b, = 0. En consecuencia, al reemplazar estos valores en

/ £2(x) ——ao+Za +b;)

se obtiene que

2.10. Fenomeno de Gibbs

Si la serie de Fourier para una funcién f(f) se trunca para lograr una aproximacién en suma finita
de senos y cosenos, es natural pensar que a medida que agreguemos mas armoénicos, el sumatorio
se aproximard mds a f (t). Esto se cumple excepto en las discontinuidades de f(t), en donde el error
de la suma finita no tiende a cero a medida que agregamos armoénicos. Por ejemplo, consideremos
el tren de pulsos u onda cuadrada:
f(x):{_l ,si —m<x<0
1 ,si0<t <

La N-ésima suma parcial correspondiente a su serie de Fourier viene dada por la expresion

N
a0y Y [ax cos(kx) + by sen(kx)]

Sn(x) >
k=1

donde los coeficientes de Fourier se calculan utilizando las férmulas ya conocidas. Como f es una
funcién impar, entonces a; = 0, para todok = 0,1, 2, - - - . Por otra parte, by es

_ 2 (1= (=1 _
b2 (),

Dado que para k par es by = 0, tenemos

4 4 sen(3x sen(2k — 1)x
Son—1( :;Z Tsen (2k —1)x = ﬂ(sen(x)+ ; )++ﬁ>

Sabemos que, si f y f’ son continuas, salvo en un ntiimero finito de puntos de discontinuidas de tipo
salto, las sumas parciales de Fourier convergen puntualmente a f(x) en los puntos de continuidad de
f v alamedia de los limites laterales en los puntos de discontinuidad. Este resultado se aplica al caso
particular de la funcién salto que estamos considerando y que presenta una singularidad en x = 0
(una discontinuidad de tipo salto). En la figura 2.24 apreciamos la forma en la que, efectivamente,
cuando x # 0, la serie de Fourier aproximan el valor de la funcién en x, mientras que en x = 0
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2.10 Fenémeno de Gibbs

convergen a la media de los limites laterales, nula en este caso puesto que 3(f(07) + f(0~) = 0. En
este punto de discontinuidad x = 0 se aprecia también con claridad el fenémeno de Gibbs. En efecto,
se observa claramente que la gréfica de la suma parcial de Fourier excede a la de la funcién salto en el
punto de discontinuidad. Por ejemplo, a la derecha del punto x = 0 se ve cémo la grafica de la suma
parcial de Fourier supera con nitidez a la de la funcién salto. Las graficas de la figura 2.24, donde
este hecho se pone de manifiesto, se han conseguido con 1, 3, 9 y 19 arménicos, respectivamente.

f(t) = %sen(x) f(t) = % [sen(x) + Se”§3x) + Senésx)}
serie con un armonico serie con cinco arménicos

__________ .
|y

NS
t=0
figura 2.24
serie con 9 armonicos serie con 19 armonicos

El fenémeno de Gibbs también se produce en los extremos x = 47 del intervalo (—r, 7r). Esto
es debido a que la suma parcial de Fourier aproxima a la extensién periédica de periodo 27t de la
funcién salto, que presenta discontinuidades en los puntos de la forma x = k7, con k € Z. Se puede
demostrar, para esta funcién particular que el maximo de sp,_1(x) mds cercano a x = 0 (por la
derecha) es el punto x = 7. y que en este punto

) T, 2.
nlgr.}OSZn,l(ﬂ) = Si(rr) ~1,1790

donde
X
Si(x) :/ sen(t) .,
0

t

Este calculo nos indica que las aproximaciones que nos ofrecen las sumas parciales de Fourier exce-
den al valor verdadero de la funcién, a la derecha, es decir, a f (O+) = 1 en 0,18, lo que supone
aproximadamente un 9 % de la longitud del salto, que en este caso es 2.

Mejores aproximaciones se obtienen con software especializado, tal como lo muestran las siguientes
aproximaciones producidas en Maple.
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2.10 Fenémeno de Gibbs
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En general, se puede demostrar el siguiente teorema, debido a M. Bocher

Teorema 2.10.1. Sea f una funcién real de variable real, con periodo 27t. Supongamos que f y f' son ambas
continuas excepto para un niimero finito de discontinuidades de tipo salto en el intervalo [—7t, 7t]. Sea sy (x)
la suma parcial de orden N de Fourier. Entonces, en un punto a de discontinuidad, las grificas de las funciones
sn(x) convergen al segmento vertical (figura 2.25) de longitud

L= %Si(n) |f(a™) = f(a™)]

centrado en el punto (a, 3(f(a™) + f(a™)).

La razén entre la longitud del segmento L (al que tienden las graficas de las sy (x)) y la longitud del
salto de la discontinuidad, es decir,

= |f(a") = fa7)]|

se denomina constante de Gibbs y su valor es

L 2

— =—=S5i(m

7 = i)

f(t)
ERT -
8
2
< Sf(at)+ f(a)] longitud del segmento vertical
5
8D
g _
il EAGE it | S
t
a figura 2.26
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2.11 Problemas Resueltos

2.11. Problemas Resueltos

Ejemplo 2.11.1. Demostrar que la funcién f(t) = k, es periddica.

Sea T un ntimero real positivo, entonces f(T +t) = k = f(t), de manera que f es periddica.

Ejemplo 2.11.2. Demostrar que si la funcién f(t) es periédica de periodo T, entonces la funcién f(at) es
periddica de periodo %
Por hipétesis, f(T +t) = f(t), por demostrar que f(at) = f(at + L). Tenemos
g(t) = flat) = g(t) = fat+T)
— g0 =7 (att+ 7))

— gt =g(t+1)

Luego, g es periddica de periodo %
Ejemplo 2.11.3. Demostrar que si la funcion f(t) es periddica de periodo T e integrable, entonces la funcién
1 rt+a
fult) = 5 [ Flwyay
es periddica de periodo T.
Para demostrar que f,(t) = f,(t + T), por periodicidad de f tenemos
1 ytta 1 yt+a
fat) =5, | fWdy=fal) =7 | fly+T)dy

Haciendo el cambio de variables y + T = u
1 t+T+a p 1 T
fulh) =52 [ fwdu= 5 fi(e4T)

Ejemplo 2.11.4. Desarrollemos en serie de Fourier la funcion f(x) = x? definida en el intervalo [0, t], de
tres formas, mediante una extension par, mediante una impar, y otra sin apellido.

Es claro que la funcién cumple con las condiciones de Dirichlet. Esto es; continua por tramos e
integral impropia convergente. Las extensiones par e impar se muestran en las figuras (2.27)
y Y Y

f

_Lx X X

extension par de f

figura 2.27 extensién impar de f
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2.11 Problemas Resueltos

Extension par

De acuerdo con la definicién de extension par tenemos
Epf(x)=x% —m<x<m f(x+21)=f(x)
Por ser funcién par, su serie de Fourier contiene solamente cosenos. Luego, b, = 0. Para a,, tenemos

4

2 (7, 4
a, — — x“cosnmdx = —cosnmt=(—1)"=, n#0
; NA - (-1, n#

2 (7 272
00:;/0 xzdx:%

Se concluye que una serie de Fourier para f(x) = x>en 0 < x < 7 es

El coeficiente a es tal que

7.[ o) n+1
=3~ 2 ~——~——c0s nx
n:
Extension Impar
De acuerdo a la definicién, la extensién impar es

&ﬂw={x2 OSYST o flevom) = f(x)

—x5, —mT<x<0

Su serie de Fourier contiene solamente senos, de modo que a4, = 0, Vn. Respecto de b, se tiene:

T 2] «? T om
b, = —/ xX° sen nx dx = — | —— cos nx +—/ X cos nx dx
T T n o 1Jo
27T 4 2t _ 8 ' yimpar
= ——cosnm+ —5[cosnm—1] =4 " , P
n ™ —=T, n par
En consecuencia
2 8 2 8
x“ = 2msenx — —senx — wsen2x + —mwsen3x + ———sen 3x
7T 3 277

8 senbx — Esen6x—|— e
5 1257t 3

1 8 1
= 2m|senx — =sen2x+--- | — — (senx+ —sen3x + - - -
2 T 33

2
—gsen dx + —718en 5x —
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2.11 Problemas Resueltos

Otra extension

La extensién que utilizamos ahora, consiste en definir nula la funcién en el intervalo simétrico
[—7t,0]. Esto es,

f(t)={02’ =0 fham) = £

El célculo de los coeficientes lo hacemos en términos de la frecuencia angular wp. En este caso T =
27, de manera que

1 [ 1 /7,
an:—/ f(t)cosntdt:—/ t° cos nt dt
T J—7 7T JO
. 5 1 .
al integrar por partes, con u = t*, du = 2tdt, dv = cosntdt, v = = sen nt, se obtiene
7T

2 7T
—/ tsenntdt>
o nJo

la primera de las expresiones dentro del paréntesis al evaluarla entre 0 y 7t es cero. Para la integral

1 [/t
a, = — (—sen ntdt
T\n

1
restante, usemos de nuevo integracién por partes, con u = t, du = dt, dv = senntdt, v = —-cos nt.
Se tiene

2 t o1
a, = —— (——cosntdt + = / cosntdt)
nt\ n o TJo
3, npar
= —cosnw = —(-1)" =
—-3, mimpar

Veamos ahora el valor de 4

1 /7, 2
== Pdat="
40 n/o 3

1 /7,
bn:—/ t° sennt dt
7T JO

Para b,, tenemos

1 .
al integrar por partes, u = 2, du = 2tdt, dv = senntdt, v = —Ecos nt, se tiene
1/ To2qm
b, = — (——cos nt| + —/ t cos nt dt)
T n o nJo
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1
Para calcular la integral en el paréntesis, u = t, du = dt, dv = cosntdt, v = Esen nt, para tener
7T 1 T
- — / sen nt dt)
0 n.Jo
1

T 2
= —(——cosm‘( + —3(cosn7'c—1))
m\ n n

1 T 2
b, = — | ——cosnm+ — - tsennt
T n n

T
. — n par
R 4 .
w3 n 1mpar

(=1)"cos nt + ((—1)”(m - Z) — %) sen nt

En todo punto de continuidad la serie converge al valor de la funcién en ese punto. En el punto de
discontinuidad t = 7t la serie converge al valor promedio de los limites laterales, esto es, converge a

2 .
7-, de manera que se tiene
2

2 > 2 201 T
TS

Es importante recalcar que para una funcién definida en un intervalo [0, L] puede existir mas de una
serie de Fourier que la represente. Ello es asi, pues si se define una funcién sobre el intervalo [0, L]
y no se especifica el periodo, entonces se esta en libertad de escoger un periodo cualquiera y definir
convenientemente la funcién. Eso es lo que muestra este primer problema.

72

sennx T —X

Ejemplo 2.11.5. Considerar Z = 0 < x < 2m. Demostrar las siguientes igualdades:

E cosnx w0 1 1)’”rl s

1. = — x4+ 4. =
Lo~ 2ttt ,;1 -1 32
i 1)’“rl _ 7 s i cosnx _ mt 7'(_2 2 a1
~ 720 LTt To0 120 120 a8
 sennx w7 1 > )”le 2

3. = x— x4 =8 6. —
; A R VA ) ! "1

—_

n—=
Soluciones:

El problema entrega como hipétesis la representacion en serie de Fourier de la funcién que se en-
cuentra a la derecha de la igualdad en el intervalo que se indica.
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1) Un primer camino, para demostrar lo pedido, consiste en integrar, término a término en el in-
tervalo (0, x) (x < 27), la expresion

o0
sennx  T—X
Y. = , 0<x<2r
= n 2

para tener

n=1 2
o0 X 1
5 (/ sen nx)d _onm 1o
=1 \Jo n 2 4
i < 1 1 cos nx) = 7Tx 1x2
= \nz n? 27 4
cos nx T 1, &1
Lo T Tttt Lo
n=1 =1
Del problema anterior sabemos que i 1 _ NZ entonces
p q = nz - 6 4
i cosnx N—Z—Ex—klxz
n 6 2 4

n=1

Esto completa la demostracién y sirve para ilustrar el hecho que a partir de un desarrollo conocido
se pueden obtener otros desarrollos.

Una forma alternativa para resolver el mismo problema es realizar la integracion de la funcién 75+

en el intervalo dado, para luego encontrar su desarrollo en serie de Fourier. Veamos esto

Ymr—x T 1,
F(x)—/O 5 dx—Ex—Zx, 0<x<2rm

Ahora se determina la serie de Fourier para F(x), la que tiene la forma

1 o0
F(x) = EAO + Y Ay cosnx + By sen nx

n=1

1 /27 (x  x? 2
A - = T -
0 n/o (2 4>dx 3

1 /27 (x x2
A, = %/0 (7_Z> cosnxdx

1 r2r 1 21 »
= E/ xcosnxdx—E/ x° cosnxdx
0 0

En donde
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. . 1 . .
En la primera integral, u = x, dv = cos nxdx, du = dx, v = —sen nx implican
n

1 p2m 1/x 2 1 g
—/ xcosnxdx:—(— sennx‘ ——/ sennxdx |=0
2 Jo 2 \n n.Jo

1
En la segunda integral, u = x2, du = 2xdx, dv = cosnxdx, v = Esen nx, hacen que

27

1 x2 2 27T
A, = —— | — sen nx ——/ X sen nx dx
4t \ n 0 n Jo
Después de evaluar
1 27
A, = —/ X sen nx dx
2n7 Jo
1
Ahora, con u = x, du = dx, dv = sen nx dx, v = ——cos nx resulta
n

1 27 1 [2m
Ap = — (—E cos nx‘ +—/ Cos nx dx)
n 0 n Jo

Al evaluar

Para hallar B,, tenemos

1 /27 (x %2
B, = — ot
" 7T/0 (2 4)sennxclx

1 27T 1 27T 5
= —/ xsennxdx——/ x° sennx dx
2 Jo 47t Jo
En la primera integral, u = x, du = dx, dv = sennxdx, v = —%COS nx.

1 r2r 1 X 21 2w 7T
—/ xsennxdx:—<——cosnx‘ +—/ cosnxdx | = ——
2 Jo 2 n 0 nJo n

1

Las sustituciones, 1 = x2, du = 2xdx, dv = sennxdx, v = —+.cosnx, en la segunda integral con-

ducen a

T 1 x?2 o om

B,=——— — (——cosnx + —/ X COS nx dx)

n 4 n 0 n Jo

Al evaluar
1 27
B, = —%/ X cos nx dx
0
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Ahora, con u = x, du = dx, dv = cosnxdx, v = %sen nx, se tiene

1 /x 2m 1 27
Bn:——( sennx’ ——/ sen nxdx)
2mtn 0 n.Jo

Al evaluar, B;, = 0. Luego, la serie de Fourier de F es

1 1 =1
I—"(x):gx—é—lx2 6n2—2ﬁcosnx

A partir de esto se obtiene

i ! cosnx——nz—zx—{—lx2
— n? 6 27 4
n=1
00 2
2) Probemos que ) sez3nx = %x — gxz + Ex3

n=1
Para ello integramos, respecto de x, la expresion

icosnx_n_z_zx+1x2
~= n2 6 2 4
Se tiene
¥ [ & cos nx x (2 1
dx — / et )4
/()(1; nZ)x 0(6 2x+4x)x
) 2
Cos nx T T 1
d -t .t 2 .3
;(/ ) v = Do Ty Ly
Zsennx _ ﬂ—zx—zxz-i—lx?’
= n® 6 4 12

El desarrollo de G(x) en serie de Fourier en el intervalo 0 < x < 27, tiene la forma

A (o]
G(x) = 204—?;14 cos nx + By, sen nx
En donde
l —x——x +ix3 dx =0
T 12 -

1 >, 1 3 _
E/ ( x+ﬁx>cosnxdx—0
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La integral del A, es cero, pues se considera integracién por partes, con

2 T

1 4 1
u—?x—zx +12x,dv—cosnxdx,v—zsennx

La expresion u - v, que involucra la funcién seno, es claramente cero en ambos limites de la integral.
La integral de v - du, al resolverla, también es cero.

27 1 1
:—/ ( ——x —1—12 )sennxdx:ﬁ

Luego, la serie de Fourier para G(x) es

Lo que demuestra la afirmacion.
cosnx _mt  m? 2.3 1 4
T 127 120

se integra en 0 < x < 277 la expresion

3) DPara probar que Z

isennx T T, 14
n3 6 4 12

n=1

Se tiene que

¥ [ sen nx x (2 T o, 1 4
/()(Z 3 )dx = /o (?x—zx +Ex>dx

n=1

© /1 1 2 1
Z<___4005nx) S L NI IR
n

= nt 12 12 48
* cos nx <1 7, T o, 1
D D RS TR
4
Como 2 " = %0’ entonces
4 2

icosnx_n___x2+£x3_lx4
nt 90 12 127 48

n=1
Como alternativa para resolver este problema estd el encontrar la serie de Fourier de la funcién

_ T2 T3 1
H(x) = 35 ¥ = 5% +48
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Al integrar término a término en 0 < x < 277, se tiene

El valor de cada integral es el siguiente.

27 2 ) 71.3
/0 E X~ cos nx = 3?
— /o I cosnxdx = 2
27T x4 27.[3 T
; 18 cosnxdx = 32 A
De esta manera
g 1(r w2 m\_ 1
"o (3112 2 3 n4> - ond

El coeficiente B, para la funcién H(x) es cero. Esto es

1 27 (2 T 1
Bn=;/0 <E 2_ I 3-1—4—8x)sennxdx:0

De manera que la serie de Fourier de H(x) es

2 4 )
A T3 1 4 cos nx
Y TR Tt "9 n; n
De donde se obtiene que
4 2 T4 A

icos nx _m 7T .
= To90 12" T12% a8

( 1)n+1 74
4) Para probar que Z = g Se considera la serie
n=1

2cosnx_n_ T +£x3—lx4
A 90 127 T12 48

4 2

n=1
cuyo desarrollo es vélido en el intervalo [0, 277]. En el punto de continuidad x = 7,

i cosnx _mt wt ot gt
n=1

nt 90 12+12 48
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Al simplificar, considerando que cos nt = (—1)"

§ ey
= nt 720

Multiplicando ahora ambos miembros por —1

00 (_1)n+1 7.[3

5) Para probar que Z , se evalta en el punto de continuidad x = 7, la serie

= (2n— 1)3 32’
isennx _n_zx_zx2+_3
= 6 4 12
Se tiene
1)n+1 P T B R
; 1P - 12 167 9%~ 3
( 1)n+1 T2
6) Para probar que Z 3 = 1% considera, en la serie
n=1
cosnx  7r2 ’
Y = - g
= n 6
el punto de continuidad x = 77, para tener
0 (_1)n+1 71—2 71.2 77,'2 71-2
w6 24 1

n=1

7T

figura 2.28
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El que f(x + 7r) = f(x) significa que la funcién f es periddica de periodo 7. Para hallar la serie de
Fourier de f observemos que b — a = 7. Luego

2 b 2 [T
_b_aAf(x)dx_;/) xdx =711

Para los restantes coeficientes se tiene

b 2nmx 2 7
/f(x)cosb_adx—E/O X cos 2nx dx

:b—a a

siu=x, du =dx, dv = cos2nxdx,v = 2—sen 2nx, entonces la integral toma la forma
n

2 us 1 7 1 1 T
ay = — (i senan‘ ——/ sen2nx dx |= —— | —=— cos2nx =0
7T \2n 0 2nlJo nmw \ 2n 0

Veamos ahora el coeficiente b,

2 b 2 2 [T
bn:b—a/a f(x)sen bn_ﬂ;c dx:%/o x sen 2nx dx
. 1
siu=x, du = dx, dv = sen2nxdx, v = —5 cos 2nx, entonces
T 1 (7 2 1
bnzz(—icos%x’ +—/ cos2nxdx | = — <—£c052n7r) = ——
T 2n 0o 2nJo T 2n n

La serie general de Fourier para una funcién f que cumpla los requisitos, tiene la forma

2n7mx
b—a

1 2nm
flx) = 500+ Zancos bn + b, sen

n=1

de modo que al reemplazar los coeficientes, tenemos

T o Sen2nx
2L
) Zsen(2n—1)x w
E lo 2.11.7. —=—,0 . Prob :
jemplo Sea; T 7 0 < x <. Probar que
1. ZCOS (2n - )x—z(ﬂ—Zx) O<x<m
(2n—1)2 8 ' ’

sen Zn—l)
2.
Z (2n—1)3

®| N

(nx—x2>,0<x<n.
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(2
3 Z:cosznn_1 )x:%<7(3—6ﬂx2+4x3>,0<x<”'

Soluciones:

Cada uno de estos problemas lo resolvemos por integracién en el intervalo en que es valido el desa-
rrollo dado.

a) Para hallar los limites de integracion se observa que

Fo-2 -5 (5-9

Luego, hay que integrar entre x y 7. Tenemos

/”/2 isen(Zn—l)x dx—/nmzdx
x \= 2n-1 S 4

Al conmutar la integral con la sumatoria en el primer miembro y calcular la integral del segundo
miembro, encontramos
= [T/2sen(2n —1)x T, T
5 [y, mn_
2n —1 4°2
n=1
después de realizar la integracion

osZn—l) /2

; (2n—1)2

b) Se observa que integrando el resultado anterior entre 0 y x, en el lado derecho se obtiene la
expresion £ (7x — x?). En consecuencia,

/Ox (Z—co(sz(z_n_—l)lz)x> dx:/ox%(n—Zx) dx

n=1

7'( > osZn—l) T
2x) —(mt—=2
=g (m—2%) ; -1 8t

X

Se conmuta la integral con la sumatoria y se integra el segundo miembro

2/ cos(2n — COSNR= )X 1 E(mc—xz)
n=1 8
=2 sen( 2n—1 T
.
c) Integremos Z % = %(fo —x%),entre x y %

/xn/z <2%) e — /xn/Z%(nx_xZ) dx
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Se conmuta la integral con la sumatoria y se integra el segundo miembro

/2 gen(2n —1)x T (m 1 1
TV T dy = 2 [ -3 - 2
n;/x @n—1p 8(12+3x 27”)

Al integrar el primer miembro

- ”—1) T, 3 2 3
= (-6 4
; 2n—1) %(7( 7Tx" 4 4x°)

Es probable que alguien se pregunte como se hallaron los limites de integracion, se integra entre x4

y x2 el resultado del ejemplo anterior (lado derecho), considerando x; = x, x, = 7.

Ejemplo 2.11.8. Sea f(x) = x, 0 < x < Z, f(x+ %) = f(x). Trazar la grifica de f y probar que

=1
flx)=%- Z 5, sendnx.

figura 2.29

Para determinar los coeficientes se tiene que b —a = 7. Luego

2 b 4 (/2 T
_b—a/af(x)dx_E/O xdx—E

Para los restantes coeficientes se tiene

2 4 (/2
/ fx MY gy = —/ x cos 4nx dx
T JO

b—a

. 1
siu=x, du =dx, dv = cosdnxdx, v = o sen 4nx, entonces
n

4 /2 /2
a, = — (— sen 4nx‘ - —/ sen 4nx dx>
7T \4n 0

= — 0—{—i icos4nx =0
7T 4dn 4n 0
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Veamos ahora el coeficiente by,

b 2n7x
/ f(x) sen P dx

o b —a Jg
De manera que en este caso
4 /2
bn:—/ x sen 4nx dx
7T JO
siu =x,du =dx,dv =sendnxdx,v = —ﬁ cos 4nx, entonces

4 x /2 1 /2
b, = —(——cos4nx‘ —i——/ cos 4nx dx
7T 4n 0 4n Jo

o1 1 /2
4 - .= 4
( 8n+4n i sen nx)o

La forma general de la serie Fourier tiene la forma

2nmx
b—a

1 2nm
f(x):§a0+ Zancosb ~ 4 by sen

De modo que al reemplazar los coeficientes

flx) =7 -

i sen 4nx
= 2n
Ejemplo 2.11.9. Usar el desarrollo de Fourier de la funcién f(x) = x? definida en el intervalo [0, 7] y su
extension par al intervalo [— 7z, 7] para probar que

s 2 X2 2
Z sennx—lz(x °)

n=

El desarrollo de Fourier de f(x) = x?, como extensién par, contiene sélo cosenos y tiene la forma

i iz —1)" cos nx

UJl*—‘

flx

Integrando término a término desde 0 hasta x en el intervalo [0, 7] se tiene

— 4 n
/Ox dx = /0 37 dx+/ ( n2( 1) cosnx) dx

195
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Al evaluar

lo que es equivalente a
| x
) ﬁ(—l)” sennx = E(x2 )
n=1
Ejemplo 2.11.10. EI desarrollo de la funcion f(x) = senx, 0 < x < 71, en serie de cosenos de Fourier es

2 2&14cosnm

f(X) = E—E;ﬁ cos 2nx

Usar el Teorema de Parseval para demostrar que

-8 1 L1
16 1232 3252 5272

El Teorema de Parseval afirma que
I 1o 2 v 2.2
D[P dx = S + ek + 8
LJ_1L 2 T

Se observa que existe una extension par de la funcién. Esto significa que se trabaja en el intervalo
[—7, 7], y que entonces, T = 2L = b —a = 2w = L = m. Por otra parte, del desarrollo de la
funcién f se deduce que f(x) = senx, ap = %, b, =0,y que

4
T A1 AV’ - 2k1
r@e—1 " par
ay =
0, nimpar

2

Teniendo en cuenta que la funcién sen“x es par, entonces

2 [ 2 1 1 T
—/ sen?xdx = = .= (x— = sen2x =1
T Jo T 2 2 0
2
o= 2= (2
T 0 T

’ 16

a =

" 2 (4n? —1)2

Luego
8 ad 16
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Esto equivale a

2
7T
=g

Ejemplo 2.11.11. Usando el hecho de que x (7T —

neR

Al evaluar el desarrollo en el punto de continuidad x =

cos 2nx
n2

, 0 < x < 7. Demostrar que

.

n 1

7 se tiene

2 © 2 o n—1
T Ty T cos N7 ™ & (-1)
s(r3) = L =5l
> 2n—1
Ejemplo 2.11.12. Uswando el hecho de que x(7w — x) = %; sezftz(nn_ 1)3)x’ € [0, 7|, demostrar que
5 s
— (2n—1 96
Integrando entre 0 y x tenemos
x 8 (¥ [ sen(2n— 1)
—xX)dx = _/ d
/Ox(n x) dx No(? (2n 1) > X
1 5 1 4 8 & co n—l)
— X" — = X ——
2 3 7'(; (Zn —-1* |
-8 i cos(2n—1)x — 1
T g 2n —1)4
Con x = 7 se obtiene \
1 5, 16& 1 o T
— — -— —> _—
6" 7(;(211—1 ; n—1 ~ 9%
2 cos2n

Ejemplo 2.11.13. Usar x(7T —

x):%—z

1

para demostrar que
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En primer lugar integramos entre 0 y x para tener

x X g2 x (& cos2nx
/Ox(rc—x)dx = /o?dx_/o (; o )dx

1 1 2 © sen 2nx
S — -y = =)
2 3 6 2n
p .y m o, 1 4 e . . . .
Tenemos asi a la funcién f(x) = 5 X" — 3% =~ x escrita en serie de Fourier. Como esta serie

contiene s6lo senos, entonces estamos en una extensiéon impar de la funcion del intervalo [0, 7] al
intervalo [—7t, 7T|. Sus coeficientes son; ag =0, a, =0, b, = - # Si ahora aplicamos Parseval, entonces

de donde

al integrar

Al evaluar

=1 T
3 S
1
. . . 47t
Ejemplo 2.11.14. Hallar la serie de Fourier de f(t) = cos — t € [0,2c]

Para construir la grafica tenemos que

47Tt

— (2n—1)2:>t—(2n—1)

| 0

Esto nos proporciona la ubicacién de los ceros.

f(t)

N A NANNN
VAAVARVARVE

figura 2.30
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Calculemos los coeficientes usando la forma general para intervalo [a, b].

2 b 2nmt 1 % Amt 1 ¢ 4mt|*
= t dt:—/ —dt=--— — =0
70 b—a/af()cosb—a ¢ Jo 8 ¢ 4" e 0
Para el a, se tiene que
1 (2 Amt nrt
an:—/ €08 — - cos — dt
c.Jo c c
se sabe que a, = 0 para los n # 4. Veamos el caso n = 4.
1 2, 4mt 1 2 8t
a4:—/ coszldt:—/ (1+cosi)dt:1
¢ Jo c 2c Jo c
Finalmente, el coeficiente b, es tal que
1 2 A4mt mtt
bn:—/ cos—-senn—dtzo
cJo c c

47t
se concluye que f(t) = cos Tn Lo que significa que la serie de Fourier de f es ella misma.

. . : — epp2t
Ejemplo 2.11.15. Hallar una serie de Fourier que converga a f(t) = sen”s, Vt

Este problema requiere de un “momento de abstraccién”, pues no existe la serie ;Porqué se pregun-
tardn algunos?. Very easy, f tiene que ser periddica, y no lo es. De todas maneras, vamos a arreglar
esto, escogiendo el periodo como el mismo de la funcién. es decir, T = b — a = 27t. No olvidar que

t 1
ot Lo
sen” s 2(1 cost)

Tenemos que
27
=1

2 2 Lt 1
aO_E/o senidt—g(t—sent)

0
Para el coeficiente a,, se tiene

1 r2m t 1 2r
an:—/ senz—-cosntdt:—/ (1—cost)-cosntdt
T Jo 2 27t Jo

1 1 2 27T
:—{—sennt —/ cost-cosntdt}
2T | n 0 0
0 ,n#1
1 27
:——/ cost-cosntdt =
27T Jo 1 1
_E ’n_
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se sigue que a7 = —%. Para b, se tiene que
1 [2m t 1 2r
b, = —/ sen’= -senntdt = — / (1—cost)-senntdt
T Jo 2 271 Jo
1 1 2n 2
:—[——cosnt —/ cosnt-senntdtlzo
2| n 0 0
se concluye que la representacién es
1 1 1 t
f(t) = 5 T cost=g (1—cost) :sen2§

jila misma funcion!!
Ejemplo 2.11.16. Sea f(t) = tpara0 < t < 1,con f(t+1) = f(t).

La figura 2.31 muestra esta funcién y su prolongacién peridédica

1

figura 2.31

El periodo es T = 1 y la frecuencia fundamental es wy = 27t. Calculamos los coeficientes de la serie
compleja:
1 T inwot ! —in2rtt i o
C":T/o f(t)e Odt:/oee dt:%,n: pml,£2,43,---

El coeficiente cy no puede calcularse a partir de este c,,. Su calculo es

1T 1 1
coz?/o f(t)dt:/otdt:5

La serie compleja de Fourier para esta funcién es

= i in2rtt
- , 0
+ _Zo:o o € n#

f(t) =

N~

Conociendo los coeficientes ¢, conn = 0, +1, 42, £3 - - -, resulta sencillo determinar los coeficientes

de la serie trigonométrica.
Cop = 0 = —qaqy=1
0 2 2 0
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dec, = ﬁ yCn = @ se concluye que a, = Oparan = +1,+2,+3 - - -. Asi, la serie trigonométri-
caes
1 2 sen(2nmt) 1 1 sendrmt  senbrrt
A I — — _ _ 27t “e
=37 R S S

Al hacer el desarrollo de Fourier de una sefial periddica, estamos descomponiéndola en términos de
una base de funciones exponenciales complejas relacionadas arménicamente, cuyas frecuencias son
los multiplos enteros de la frecuencia fundamental. (Salvando las diferencias, es como si descom-
pusieramos un color en los colores primarios y dieramos la proporciéon en que cada uno interviene).
En cualquier serie compleja de Fourier, cada ¢, es el coeficiente de una exponencial compleja e,
de manera que cada coeficiente tomado en valor absoluto indica cual es el peso relativo de cada
armonica dentro de la descomposicion espectral de la sefial. La representacion gréfica de |cy,| en fun-
cién de la frecuencia w = nwyp ayuda a interpretar cudles son las armoénicas presentes en la sefial
y cudl es su importancia relativa. Esta representacion se denomina espectro de amplitud. Dado
que los coeficientes ¢, son niimeros complejos, que quedan determinados mediante su médulo y su
argumento, la representacién se completa mediante el espectro de fase, que es el grafico del argu-
mento de cada coeficiente c¢;,, en funcién de w = nwy. Como esta nueva variable w estd definida sélo
para los multiplos enteros de la frecuencia fundamental, los espectros no son graficas continuas sino
discretas, que se representan mediante puntos o mediante lineas verticales levantadas sobre dichos
multiplos de wy. Representemos el espectro discreto de amplitud correspondiente a la funcion f(¢)
del ejemplo. Para eso, calculamos el valor absoluto de cada coeficiente:

i1 1
2n7r‘_ 2ln|r  |wol”

n==x1,%£2,%£3,---

ol = 3, Jeu] =
0_2/ n| —

Calculemos uno a uno algunos coeficientes, aquellos correspondientes a las primeras armonicas, y
los representamos.

1 1 1
lc1] = |e-1] = 57 ™ 0,159, |c2| = |c—2] = P 0,0796, |c3| = |c_3] = e ™ 0,0531

La figura 2.32 muestra el grafico de frecuencias

W Wy w3

figura 2.32

Finalmente, haremos uso del teorema de Parseval. Sabemos que

, .
Ch= —— n=41,42 43,

0= 2’ 2n7T
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Al reemplazar en la férmula de Parseval

T/ (B)[2dt = [col2+ Y Jeal?, 1 #0
tenemos:
i 1 & 1
nm| 47 ;o 47t2n?

1/ 1 dt = Z

de lo cual, después de evaluar la integral, resulta

Se observa que los términos de la suma adoptan los mismos valores para los 1 positivos y negativos,
de modo que

S | © 1
Lz =2k

de modo que
para obtener que

Recordemos que, cuando estudiamos las series numéricas, nos conformabamos con saber si una
serie dada es convergente o no. En particular, de la serie que aparece aqui, sabiamos que converge
pues es de la forma

ii conp >1
T nb’ §

oo
1
El resultado que acabamos de encontrar nos dice que la serie numerica Z — converge al ntiimero
1
%. Esto agrega una utilidad adicional a las series de Fourier, junto con el teorema de Parseval, que

es la de permitir el célculo de la suma de ciertas series convergentes.

1, —-1<t<1
0, 1<t<3

Ejemplo 2.11.17. Desarrollamos f(t) = { ,con f(t+3) = f(t)

Es claro que el periodo es T = 4 y que wp = 7. La figura 2.33 muestra esta funcion
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Los coeficientes complejos son:

|

figura 2.33

1 /1 T 3 1 nri
-cnzz/ll-e l”t2dt+/l O-dt:EsenT,n#O

1 11cl 3Od 1
o= — t—i—/ cdt = =
" 4/_1 1 2

Los coeficientes son todos reales, como esperdbamos, pues la funcién es par. Calculemos algunos de
ellos. Vemos que para cualquier n par, es ¢, = 0.

1 7 1 1
" =—Sen— =—=c_1 = |c1| =|c_1| = = ~0,3183
2 T
1 3 1 1
(3= —Sen— = —— = (C_3 — |c3| = |c_3| = =— ~ 0,1061
"B gy T g T e el =l =57
1 57 1 1
"= gy = 5y =05 = el =les| = 5o
Representamos estos coeficientes en funcion de la frecuencia w. Los tinicos valores permitidos para
w son los multiplos enteros de la frecuencia fundamental wy = 7. El espectro de frecuencia lo
muestra la figura 2.34 Ica]
05t
II/ \\
I’l \\‘
1 \\ ~
v VN
TN NS I\ / Vv Vv | V/I\x//\\ - nwy
L 3
figura 2.34
1, -1I<t<1
Ejemplo 2.11.18. Desarrollamos f(t) = { ,con f(t46) = f(t
jemp o {0, L et = (1)
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Es claro que el periodo es T = 6 y que wy = 7. La figura 2.35 muestra esta funcién

f(t)

— T —
l l l l l l
1 1 1 1 1 1 t
-7 -5 -1 1 5 7
figura 2.35

Calculamos los coeficientes y los representamos en valor absoluto. Debe quedar claro que los valores

permitidos de la frecuencia son los multiplos enteros de wy = %.

3
1 nm 1 /1 1
m ¢y =—sen—, n#0 o= = dt = =
"Tnm 3 7 "% /_1 3
El espectro de frecuencia es mostrado en la figura 2.36.
|Cnl
0,33, 1
’ AN
- //l \\
—_— == "™ ~ /I I\\/ \/11\ TN~ = nwo
5w 3
figura 2.36

1, -1<t<1

Ejemplo 2.11.19. Desarrollamos f(t) = { ,con f(t+12) = f(t)

0, I<t<1l
En la figura 2.37 se muestra esta funcion.
£(1)
1
| E— 1
1 1 1 1
l l l l ¢
-1 1 11 13
figura 2.37

Calculamos los coeficientes y los representamos en valor absoluto. Los valores permitidos de la

frecuencia son los multiplos enteros de wy = ¢.
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1 nrm 1 /1 1
=~ sen—, 0 — -
= Cy m_[sen 3 n# = () 5 /1 dt c

El espectro de frecuencia es mostrado en la figura 2.38.

|cnl

1
Lot
= = - ’"‘\//|TIH l[l\l‘nz‘\ —;n == == nwy
figura 2.38

Los tres ejemplos finales corresponden a funciones escalén en las que se ha modificado el periodo,
dejando las restantes caracteristicas iguales. La forma general del espectro es la misma en los tres
casos pero el espaciado entre las lineas disminuye en relaciéon inversa al periodo, a la vez que dis-
minuye la amplitud de todas las arménicas. Podemos inferir que si el periodo se hiciera infinita-
mente grande, la distancia entre las lineas del espectro seria infinitesimal, de modo que dejariamos
de tener un espectro discreto para pasar a tener un espectro continuo. En esto precisamente consiste
el calculo de la transformada de Fourier, que veremos en el préximo capitulo.
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2.12 Problemas Propuestos

2.12. Problemas Propuestos

1. Graficar las siguientes funciones y determinar su paridad.

0 f0={ % Y ) f(x) = lsenx], 0<x<2n
_ e, —m<x<O0 fx, —F<x<3%
b)f(x)—{e—x’ I d)f(x)_{ol ER

Resp. a y b son pares, ¢ y d ni lo uno ni lo otro.
2. Demostrar lo siguiente.

a) La suma y el producto de funciones pares es par
x)+g(—x

b ) = 5=
x)—g(—x

0 g(x) = &%) zg( )

3. Graficar y hallar su representacién en serie de Fourier de las funciones:
a) f(x) =x% 0<x <2m, f de periodo 27t.
b) f(x) =2mx—x%, 0<x<2m, fde periodo 2.
c) f(x) =¢% 0<x <1, fdeperiodo 1.
d) f(x)

es par, V funcién g

es impar, V funcién g.

sen;, 0 < x <2, f de periodo 27r.
0 ,—2<x< -1
e) f(x) =¢1—x*> ,-1<x<1 fdeperiodo4
0 L1 <x<2
4. Hallar la serie de Fourier de la onda cuadrada definida por

0, —n<x<rm/2

flx) =<1 —m/2<x<m/2
0, n/2<x<m

5. Hallar la serie de Fourier de la onda en “diente de sierra” que muestra la figura 1 y dibujar el
espectro de lineas.

flwt) flwt)

INNNE N/ 7
T U

figura 1 figura 2

wt
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2.12 Problemas Propuestos

Resp. f(t) =¥ + ¥ {senwt—l— Tsen2wt + L sen3wwt + - - - }
6. Hallar la serie de Fourier de la onda en “diente de sierra” que muestra la figura 2 y dibujar el
espectro de lineas.

Resp. f(t) = —2Y {sen wt + 3 sen 2wt + % sen 3wt + - - }

7T

7. Hallar la serie de Fourier de la onda senoidal que muestra la figura 3 y dibujar el espectro de

lineas.
flwt) flwt)
JANEVAN JANVAVA
_ T 3 5t wt — T 3 wt
2 2 2 2 2 2 2
figura 3 figura 4

Resp. f(t) = £ {1+ Z coswt + 3 cos 2wt — % cosdwt + - }

8. Hallar la serie de Fourier de la onda senoidal que muestra la figura 4 y dibujar el espectro de
lineas.

Resp. f(t) = 2% {1+ 2 cos 2wt — &% cosdwt + & cosbwt — - -+ }

9. Trazar la grafica y hallar desarrollo en serie de Fourier de:

a) f(x)=x,—m<x<m e) f(x)=x%, —m<x<m

1 ,—1<x<0 x+m, —m<x<0
b / -
o) f(x)=e¢", —-m<x<m Q) fx)=ell, —m<x<nm
d) f(x)=|senx|, 0 <x<2m h) f(x)=m?>—x% 0<x<m
Respuestas:

a) f(x )—2 Yy kl sen kx

o) f(x) = - [— +37 g;—lk)zk(cos kx — ksen kx)]
f) f(x) = =2 Y7 ¢ senkx

h) f(x) = 3 T +4 Y (_}()zkﬂ cos kx

10. Hallar las extensiones par e impar de cada funcion siguiente definida en [0,77]. Trazar sus gréfi-
cas en el intervalo [-77, 77].
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2.12 Problemas Propuestos

a) f(x)=1 b) f(x) = x? o) f(x)=m—x d) f(x) =¢e"
Respuestas:

-1, —n<x<0

) f - f {1, O0<x<m

—x2, —1<x<0

b) E;=x% —n<x<m I;=
) Ey - f {xz, O<x<rm

mn+x, —nm<x<0 —m—x, —1nt<x<0
mn—x, 0<x<m T —X, O0<x<m

d) E, — e, —n<x<0 I — —e, —m1<x<0
F7 e, o<x<m ' T e, O<x<m

X, O0<x<4

en serie de seno y en serie de coseno de Fourier.
8—x, 4<x<8

11. Desarrollar f(x) = {

12. Demostrar para 0 < x < 71 que:

2 cos2x  cos4x  cos 6x
a)x(r(—x):?—( 1zt Tt a2 +)
) x(n—x):§ (senx+sen3x+sen5x+___)

i 13 33 53

13. Usar el problema anterior para probar que:

< 1 © (L1l g3
DL a=% D Lo 1y~ 32
0, -5<x<0

3, 0<x<5
discontinuidad para que la serie converja a f en el intervalo [—5,5].

14. Escribir la serie de Fourier de la funcién f(x) = . Definir f en los puntos de

15. Desarrollar en serie de Fourier la funcién f(x) = x?,0 < x < 27 si el periodo es 27t. Determinar
la convergencia de la serie en los puntos de discontinuidad.

16. Sobre el intervalo [0, 7] hallar la serie seno de Fourier de cos 5. Trazar la grafica para |x| < 37.
Determinar su convergencia en los extremos del intervalo [0, 7]

17. Sobre el intervalo [0, 7] hallar la serie coseno de Fourier de sen 3.
18. Hallar las series seno y coseno de Fourier de la funcién f(x) = 7 — x para0 < x < 7.

19. Hallar el desarrollo en serie de Fourier de las funciones siguientes, indicando a que valor con-
verge la serie en los puntos de discontinuidad.

208



2.12 Problemas Propuestos

0, 2<x< -1 0 f(x) = 1, 8<x<9
a) flx)=<|x], -1<x<1 ~110—x,9<x <10
0, I<x<x?2
—x, —4<x<0 2x, 0 <x <3
b — 7 — — d — 4 —
) F) {x,0§x§4 ) () {O,—3<x<0
Respuesta:
(2 4
e =
8
0 — k=26,
A f(x) = 3+ ) Apeos D8, A= { B
k=1
—2 4
ke =37
L0 k=48,
8 & 1—cosx kmx
b) f(x) =2——= ) 5— C0S
e =k
3 & |(-1)F-1 1
C)f(x)_4_1+k; Wcoskﬂx—l—ﬁsenkﬂx]
3 & [6(cosnm—1) krtx 6 cos kmt krtx
d)f(x)—z k;{ o €08 —= — ———— sef 3}

20. Hallar las series exponencial (compleja) de las ondas representadas en las figuras 5 y 6.

flwt)

v

AR

T 2N 37
I I

figura 5

Respuestas:

wt

f(wt)
Vv
S A E— —_—
| |
_ | T :Srr wt
2 |2 17
i —
figura 6

4V 1 1 2V 1 1
a) f(t) = 7_[2<coswi,‘+9cos 3wt+25c055wt+~->—n<senwt+3sen3wt+556n5wt+-~)

4V 1 1 1
b) f(t) = ?(coswt— gcos3wt—|—5c055wt— §cos7wt+--->
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2.12 Problemas Propuestos

21. Hallar la serie compleja y trigonométrica de Fourier de f(x) = 4,0 <t < T, f(t) = f(t+T)

Respuesta:

27T n

a) f(t) = §+ A 1 phwoti+/2
A
b) f(t) = 2

A 1 1
— — | senwgt+ =sen2wot + —sen 3wyt + - - -
T 2 3

22. Hallar la serie compleja y trigonométrica de Fourier de la funcién

fx)=Asenmt, 0<t<1, f(t) =f(t+T), T=1

Respuesta:
T=1= wy=2m1

2A & 1 ;
a) f(t) — _7 Z T eZnntz

2A  4A (/1 1 1
b) f(t) = T (gcos 27t + 1508 4t 4 35008 ot + - - )

23. Hallar la serie compleja y trigonométrica de f(x) =e!, 0 < t < 27, f(t) = f(t+2m).

Respuesta:

27T —

O F) = o
2 = 1—in

e2m —1 ©0

b) f(t) = - <% +) 1;—;12(005 nt — nsen nt)
n=1

0, —7mT<x<0
24. Seaf(x)=4q 1, O0<x<mn/2, f(x)=f(x+2m)
-1, w/2<x<m

a) Hallar la serie de Fourier de f.

2
T

Resp. (cosx—%c053x++---)+sen2x—i—%sen6x+---)

b) Hallar la suma de la serieen x = 7. Resp. S =0

-k, —nT<x<0
k, 0<x<m

25. Sea f(x) = {

a) Hallar los coeficientes de Fourier de f
b) Hallar las sumas parciales S; y S

c¢) Hallar la suma delaserieenx =0,enx =7, yenx = 7
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2.12 Problemas Propuestos

Respuesta:

2k
a) b, = ph (1 —cos nrm)

4k 4k 1
b) S1 = —senx, Sy = —~ (sen x + 3 sen 3x)

7T_4_k 11

¢)S=0enx=0yenx =T, f(E) n(1—§+5—|—--)
26. Hallar los coeficientes de Fourier de f(x) = x*, —-m<x<m
2 4 2 —1)" o
Respuesta ay = % ay = 87" 314(71 6), b, =0

27. Hallar la serie de Fourier de la funciones que se indican:

0, —m<x<0 -1, —T<x<—-%
a) f(x) =<1,0<x<Z 0, - ZT<x<0
x 2 b) f(x) = 2 i
0,7<x<7'( 1,0<x<7
2, 3<x<m

Respuesta:

1 1 1 1 1 1 1 2
a) 1T (cos x —gcos3x+56055x+~-)+; (senx—i—sen2x+gsen3x+gsen5x—|—gsen6x+---)

1 4 1 1 1 1
b)§—|—% (senx—isen2x+§sen3x+§sen5x—gsen6x—|—---)

28. Hallar la serie de Fourier de las funciones:

2
a) f(x):xz, —T<x<m Resp.T—;—cosx+}1cost—%cosBx+1l—6cos4x+---)
X, -7 <x<7%
b) f(x):{ﬂ—x 52<x<3_nz Resp. & (senx — § sen3x + 5z sen5x + - - - )
r2 2

29. Usar la serie de Fourier de f(x)

{ Yoo TS XS 0, f(x+2m) = f(x), para probar que

—x, O<x<m
2 1 1

g =ltgtut

30. Sea f(x) =x%, —m<x<m, f(x+2m) = f(x). Demostrar que

BRSNS o
49 16 12
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2.12 Problemas Propuestos

31. Hallar la serie de Fourier de la funcién f de periodo T.

1 —1<t<i
a)ﬂﬂ:{o letes @ 154

Resp. 4 + 2 (cos &t — % cos 3t + L cos 22 + -+ -)
b) f(t)y =12, —-1<t<l, T=2

Resp. % - 4 > (cos it —  cos 27t + § cos 37t — 16 cos 4mtt + - +)

1 1
t—f‘z, —§<t<0
_t+§, <t<§

Resp. § + (cos 271t + & cos 671t + 5= cos 107t + - - - )

32. Representar en serie de Fourier senoidal y construir la grafica de la correspondiente prolon-
gacion periddica de f, para las siguientes funciones:

a) f(x)=1, O<x<m Resp. & (sen x + § sen 3x + L sen 5x+ -+ )
x, 0<x<7%

b) f(x)=<"" 2

) f7) {%, F<x<m

Resp.l—i—%senx—%sen2x+(%—%)sen?)x—}lsenélxnt---

1 T
5, 0<x< 3
2 2

c

) flx) = {%, F<x<m

Resp. £ (senx — %sen2x+%sen3x+%sen5x— %sen6x+---)

d f(x)=x, 0<x<1 Resp. 2 (sen 7tx — § sen 27mx + % sen 3mx + - - - )

33. Representar las siguientes funciones mediante una serie cosenoidal de Fourier y hacer la grafi-
ca de la prolongacién periddica de f.

a) f(x)=1, 0<x<L Resp. f(x) =
1, 0<x<5%

b)f(x):{O £<x<2L Resp.%—l—i(cosT—gcos3”x—|—5cos5”x+ -)
)

34. Hallar la serie senoidal de Fourier de f(x) = x(7m> —x2), 0<x<m

Resp. f(x) = 12(senx — 2—3561’1 2x + 33 sen3x+---)

35. Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de las funciones:
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2.12 Problemas Propuestos

36.

37.

38.

39.

40.

41.

a) f(x) =41, —F<x<7% x, 0<x<m
0, F<x<m

0, —Tt<x<-Z 0, —Tt<x<0
2 b)f(x)z{

Probar que las series

2 & sen(2k —1)x 2 & (1)1
E; T y ;k; sen kx

I\JIP—‘

son los desarrollos en serie de Fourier de las funciones;

0, —mT<x<0 X
f(x)_{l, O<x<n y g(x)_n’ T<Xx<Tm

Hallar la serie de Fourier y determinar su valor cuando x = k7, y cuando x = (2k +1)7, con
k € Z y siendo f la funcién.

-1, —m<x<-%
flx)=4¢1 -Z<x<7%
-1, F7<x<m

. . ., 0, —mt<x<0 .
Hallar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(x) = . Usar esta serie
x, 0<x<m

para demostrar que

LSRR TS NS

8 32572
Hallar la serie de Fourier y determinar el valor de esta serie cuando x = k7t y cuando x =
(k+1) 3, con k un entero y siendo f la funcién.

X+ 7T, —7r<x<—27”
flx) = x+27”, -3 <x<0
X, 0<x< 7%

T T
x—g, §<x<7t

Hallar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién

f(x):{o, —nTt<x<0

cosx, O0<x<m

Sea f una funcién periédica de periodo 27t cuyos coeficientes de Fourier son ay,, b,. Probar que
los coeficientes de Fourier de la funcién kf, donde k es una constante no nula, son ¢ a, y c by,.
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42. Los desarrollos en serie de Fourier de las funciones f y g son:

f(t) = 512_0 + Y (ay coskx + by sen kx)
k=1
Ay &
g(t) = -t (Ag coskx + By sen kx)
k=1

Probar que el desarrollo en serie de Fourier de af + bg, a,b € R, es

aao—;ﬂ_’_ Z(a ar + b Ay) cos, kx + (aby + b By) senkx

k=1
43. Hallar el desarrollo en serie de Fourier de 2 + 7cos 3x — 4sen 2x en el intervalo [—7r, 7].
44. Hallar el desarrollo en serie de Fourier de las siguientes funciones definidas en [— 7, 7]

a) sen®x b) sen x cos x c) sen’x d) cos3xcos2x  e) cos*x

45. Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de cada una de las siguientes funciones periédicas
de periodo T:

(1, -1<t<0 Lo<t<l1
_ d) f(t) = -

a) f(H)=< 1,0<t<1 1-t,1<t<2, T=2

. T=2 1, —1<t<0

)

0, -2<t<0 e) f(t)=42t,0<t <1
by f(t)=11,0<t <2 T=2

T=4

. senmt, 0 <t <1

(—1,—7T<t<0 f)f(t): T=1
0 f(t)y=< 1,0<t<m, T=A4r

(| 0, T <t<3m

46. Hallar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(x) = cosx, con 0 < x < 7. Usar este
resultado para probar que

V27 1 3 5 7

- 121 1421

16 22-1 62-1 T

47. Encontrar el desarrollo en serie de senos y de cosenos de la funcién

0, 0<t<5%

f(t):{l, Let<r
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48. Sea f(x) = x, —m < x < 7. Escribir la serie de Fourier de f en [—7, 7t]. Se observa que
f’(x) = 1para —7t < x < 7. Derivar la serie obtenida para f término a término para mostrar
que la serie resultante diverge en —7r < x < 7. Este problema muestra que la serie de f’ no
puede obtenerse derivando la de f.

49. Sea f(x) = |x|, =1 < x < 1. Escribir la serie de Fourier de f en [—1,1]. Derivar la serie
obtenida para f término a término para hallar la serie de f’/, en donde

f,(x):{—1 —1<x<0

1 O0<x<«l1

50. Escribir la serie de Fourier en senos y cosenos para la f que se indica.

a) f(x) =40<x<3 x, 0<x<2
f) D fx) =1,
—x,2<x<3
0, 0<x<m
b _J Y% V=X= —1— <x<
) f(x) {cosx,n§x§27t e) f(x) 2senmc,O_x_Z
x-, 0<x<1
0 f(x)=1-x0<x<5 f)f(x)_{1,1§x§4

51. Escribir la serie de Fourier compleja y graficar el espectro de frecuencia de las siguientes fun-
ciones:

a) f(H)=10<t<2, f(t+2)=Ff(b)

(

b) f(x)=cosmt,0<t <1, f(t+1)=f(t)

o) f(t)y=t,0<t<2, f(t+2)=Ff(t)

d) f(x)=cost,0<t <1, f(t+1)=f(t)
1,0<t<1

e)f(x):{o,1§t<2, F(E+2) = F(b)
14+t 0<t<3

f)f(x):{2,3<t<4, f(t+4)=f(t)
0,0<t<1

g)f(x):{1,1<t<4, F(t+4) = f(t)
t,0<t<1

h>f(x)z{2—t,1<t<2, f(t+2)=f(t)
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2.13 Problemas adicionales

2.13. Problemas adicionales

1. Hallar la serie trigonométrica de Fourier para la funcién periddica definida por

. Dada la funcién f(x) = {

flx)=1t%0<t<2, f(t+2)=f(t

4 4 4
Resp. 3 + Z < 5 COSTLTT — —sennn)

nrt

w, —nm<t<0

Dada la funcién f(x) = {_t O<t<Tt

a) Obtener la serie trigonométrica de Fourier de f.

b) Graficar la suma de esa serie en [—4, 4]. (use Maple)

c) Aprovechar dicha serie para calcular la suma de los reciprocos de los cuadrados de todos
los enteros impares positivos.

Resp.

a) f(t)

00 1 7.[2
°) 2(2n—1)2 )

1

»M:l

> 1
2 ——(cosnmt — 1)cosnt + — ” (1 —2cosnrr)sennt
1

3

1, 0<t< 7%
2, §<t<7r

a) Desarrollarla en serie cosenoidal de Fourier.

o (_1\n
b) Calcular la suma de la serie Z (=1) 7
- _

Resp.

nrt

3 (o]
a) f(t) =5 Z 3 cosnt
1

1 4 cos2mt  cosdrtt
Resp. — — —( 1 i )
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hijo sabio, alegria del padre
hijo necio, disgusto de su madre.
Proverbios 17:27

CAPITULO 3

|F(w)|=espectro

BTSN S foTH [N A S A S
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3.1 Introduccion

3.1. Introduccion

Las series de Fourier constituyen una herramienta poderosa en el tratamiento de diversos problemas
en el que participan funciones periédicas. Sin embargo, existe una gran cantidad de problemas que
no involucran funciones periddicas, de aqui que es deseable tener un método al “estilo” Fourier que
incluya funciones no periédicas. Afortunadamente el método existe y para estudiar la representacion
de funciones no periédicas se basa en las series de Fourier, haciendo que el periodo fundamental
T — oo, ya que de esta manera la serie se convierte en una integral.

La importancia de las Transformadas de Fourier radica en sus aplicaciones; teoria de las comunica-
ciones, propagacion de ondas, sistemas de control con retroalimentacién, difraccién y formacién de
imégenes, teoria de probabilidades y procesos de azar, mecanica ctiantica, etc.

Por ejemplo, si el problema es controlar la temperatura en un edificio mediante un termostato, en-
tonces estamos en presencia de un ejemplo sencillo de control con retroalimentacién. El sistema
funciona como sigue. Se escoge la temperatura deseada y se compara a cada instante con la tem-
peratura real. Si la temperatura real es inferior a la deseada, el termostéto responde conectando la
calefaccién. La calefaccion proporciona calor, y esto, junto con las pérdidas o ganancias de calor
exterior, determinan la temperatura real. La retroalimentacion consiste en la comparacién de la tem-
peratura real con la deseada. Estos sistemas de retroalimentacién se usan con frecuencia en pilotos
automaéticos, en control de procesos quimicos, en economia (responden a la inflacién, el desempleo,
mediante ajustes de impuestos y tasas de interés), en biologia (la temperatura del cuerpo, el latido
del corazén, el movimiento del ojo, la respuesta muscular, etc. son sistemas de control).

El modelo matemaético apropiado para estos sistemas es una ecuacién diferencial lineal de coefi-
cientes constantes, que relaciona una entrada f(t) y una salida x(¢)

ay D" x(t) 4+ a,_1 D" L x(t) + - +agx(t) = f(t)

La transformada de Laplace, caso particular de la transformada de Fourier, proporciona un méto-
do sencillo para estudiar estas ecuaciones y en especial la estabilidad. La transformada de Fourier
muestra los aspectos relacionados con la frecuencia del proceso, esto es, predice el comportamiento
bajo condiciones generales, a partir del conocimiento de cémo responde el sistema a un estimulo
sinusoidal de frecuencia arbitraria.

El nombre de transformada proviene del siguiente hecho.

Definicién 3.1.1. Una funcién F definida por una ecuacion de la forma

Fly) = [ K(xy) f(x) dx

—00

con la variable y real o compleja se denomina transformada integral de f. La funcién K(x,y) es el niicleo
de la transformada.

Nos proponemos estudiar dos clases de transformadas:
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3.2 De la Serie a la Transformada de Fourier

Transformada de Fourier :

Transformada de Laplace :

I —xy _ e, x>0
FO) = [T f K = {07 Y20

3.2. De la Serie a la Transformada de Fourier

Sabemos que la serie de Fourier permite obtener una representacién en el dominio de la frecuencia
para funciones periddicas f(t). Vamos a estudiar como extender de alguna manera las series de
Fourier para obtener una representacién en el dominio de la frecuencia de funciones no periédicas.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos el tren de pulsos de amplitud 1, ancho d y periodo T

( T d

0, —§<t<—§

d d
fr(t) =<1, —5 <t<3 ft+T)=f(), T>d, T=2d

d T

\O, §<t<§
............................................. DR
S SO O S S S B L S -
A -t
B LI T :

figura 3.1

Si el periodo del tren de pulsos aumenta
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3.2 De la Serie a la Transformada de Fourier

TR fO A=V T=0
.............................................. L
o0 s S o e 20
figura 3.2
e fO 4= T e
..................................................... L O OO SRS POSP NN SO S
: ot
—20 —10 10 20
figura 3.3
En el limite cuando T — oo, la funcién deja de ser periddica:
e fO Am T =R
............................................................. 1:0:-\
S o e 20
figura 3.4

La funcién no periddica, figura 3.4, que se obtiene corresponde a

1, St

F(t) = lim fr(t) = 2 2

T—o0
0, otro caso

Mas adelante (figura 3.6) vemos que cuando T — oo, el espectro se vuelve jcontinuo! Esto nos lleva
a reconsiderar la expresion de una funcioén f(f) no periédica en el dominio de la frecuencia, no como
una suma de armonicos de frecuencia nwy, sino como una funcién continua de la frecuencia w. De
esta forma, si en la serie

f(t) — i Cn einwgt

n—=—oo
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3.2 De la Serie a la Transformada de Fourier

se cambia la variable discreta nwy (cuando T — o) por la variable continua w, ésta se transforma en
una integral de la siguiente manera:

Se elige T > 0 para obtener una funcién fr con periodo T y tal que lim fT(t) = f(t) para todo t.

Ahora, en el intervalo [T 5 2] la funcién fr se puede representar en serie de Fourier. Haciendo que
T — oo se tiene que fr — f, de manera que la serie de Fourier se aproxima a una representacién de
f en términos de senos y cosenos.

Sea fr funcién continua por tramos, periddica de periodo T y tal que fr — f para T — oo, entonces

su representacion en serie de Fourier en [— %, %] es

(o]

fr(t) =ap+ Zancosnwot+bnsennw0t

n=1

en donde T wy = 27. Los coeficientes (se ha cambiado variable de integracion) son:

T/2
an / z)cosnwozdz, n>0
T/2
1 T/2
b, = fr(z)sennwyzdz, n>1
—~T/2
) 2nrt 27T
Siw, =nwy= T y AWy, = Wy — Wy = T entonces
T/2
wo
a, = coswy z dz
n T T/ZfT( ) n
T/2
wo
b, = senwy, z dz
n T T/ZfT( ) n

Reemplazando en el desarrollo de f tenemos.

=L S|

T/2 T/2

7(2) cos wy z dz} coswy t + [ fr(z)senwyz dz] sen wy, t} Awy,
—~T/2

Si T — oo, entonces Awy, — 0y ap — 0. Ademads, fr — f. Si suponemos que / |f(t)| dt converge,

entonces todas las integrales que aparecen en la sumatoria son convergentes, y se tiene que f se
puede representar en la forma

f(t)z%/ooo{{/_if(z)coswzdz] coswt—l—[/_o;f(z)senwzdz] senwt}dw

Se tiene entonces, que para T — oo, la serie de Fourier para fr en [—%, %] se aproxima a una repre-

sentacion integral de f en toda la recta real.
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3.2 De la Serie a la Transformada de Fourier

Definicién 3.2.2. Sea f funcién definida para todo t € R, tal que [ |f(t)|dt converge, entonces la inte-
gral de Fourier o la representacién en integral de Fourier de f es

f(t) = % /OOO[A(w) coswt+ B(w)senwt]dw

en donde,
A(a)):/_oof(t)coswtdt, B(w):/_oof(t)senwtdt

La convergencia de esta representacion, es analoga a la de las series de Fourier, es decir, la conver-
gencia es a la media aritmética de los limites laterales en donde f tiene discontinuidad de salto, y
hacia la funcién f en sus puntos de continuidad.

Ejemplo 3.2.3. Hallemos la representacion integral de Fourier de
,-1<t<1
t) =

La funcién f satisface las condiciones para ser representada. Esto es, continua por tramos y absolu-

tamente convergente pues
) 1
| \rwlde= [ ar=2
—o00 -1

Los coeficientes A(w) y B(w) son:

*° 1 (o2 t
A(w):/ f(t)coswtdt:/ coswtdr = 2w _ csenw
o 1 » o
0 1 cosw't !
B(W):/ f(t)senwtdt:/ senwtdt = — - =0
. 1 »

De esta forma, la representacién integral de f es

2 ® sen w
— -coswt dw
T Jo w

La convergencia de esta representacion es como sigue:

1,-1<t<1
0, |t>1
1

= |t|=1
5l

Por lo tanto, para t # +1 se tiene

2 [®senw
t) = = . td
f(t) 7_[/0 o coswtdw
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3.3 Integral en senos y cosenos

En particular, para t = 0 se tiene que

® sen w 7T
dw = —
0 w 2

3.3. Integral en senos y cosenos

Para funciones que estén definidas en (0, c0) podemos obtener desarrollos en integrales de senos y
cosenos considerando las extensiones par e impar para una funcién en serie de Fourier.

Supongamos se satisfacen las condiciones de Dirichlet para una funcién f definida en el intervalo
[0, L]. Si extendemos en forma par esta funcion a toda la recta real, obtenemos una funcién g tal que

=0
g(t) = {f(—t),t <0

Desarrollando ¢ en integral de Fourier en (—o0,00), los coeficientes son:

A(w) :/oo g(t)coswtdt =2 /Ooof(t)coswtdt

—00

la raz6n de esto es que g es par y coincide con f en [0, c0). Por otra parte,

B(w) =/Oo g(t)senwtdt=0

—o0
ya que el integrando es una funcién impar de ¢

Definicién 3.3.1. Sea f integrable en [0, 00). La integral de Fourier de cosenos de f en [0, 00) es
1 / A(w)coswtdw
7T Jo

donde -
A(w):Z/ F(t) cos 't dt
0

La convergencia es, a f(0") en cero, y al promedio de los limites laterales en los puntos de discon-
tinuidad.

De manera andloga, extendiendo la funcién en forma impar, se obtiene la representacién integral en
senos de Fourier

Definicién 3.3.2. Sea f integrable en [0,00). La integral de Fourier de senos de f en [0, c0) es
1 / B(w)senwt dw
7T JOo

donde -
B(w) =2 / f(t)senwtdt
0
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3.3 Integral en senos y cosenos

Ejemplo 3.3.3. Hallemos la representacion integral de Fourier en cosenos de

20<t<10
t) = ==
) {o, t>10

Debemos hallar el coeficiente A(w). Se tiene

o 10
A(w):Z/_oof(t)coswtdt:Z/o t? cos wt dt

10 5 10
- / tsenwtdt}
o wWJo

1 (10
+— / coswtdt]}
w Jo

1 1
{SOsenlow—l— —Ocoslow— —Zsenlow}
w w

£2
=2 {—senwt
w

4 / 10
= — {SOSenloa) — {——coswt
w w

0

SRS

4

= — [(50(4)2 - 1)sen10w+10wc0510w}

De esta forma, la representacién es

1 [ 4
p / P {(SOwZ—1)sen10w—{—10w00510w} cosw tdw
0

La convergencia para 0 < t < 10 esa f(t) = t?, para t > 0 es a cero, y para t = 10 es a 50.

3.3.1. Integral de Fourier Compleja

Al igual que en series de Fourier, existe una representacién compleja. Para ver esto, suponemos que
tenemos f representada por una integral de Fourier

f(t) = % /OOO[A(w)coswt—FB(w)senwt] dt

Por la férmula de Euler reemplazamos en esta expresion el seno y el coseno

£(t) = % /Om{ Alw) (e 4 e=i@t) — i B(w) (e —e_i“’t)}dw

= % /OOO{[A(w) — iB(w)]e™! 4 [A(w) +iB(w)]e_i“’t}dw
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3.3 Integral en senos y cosenos

1
Con la sustituciéon C(w) = 5 [A(w) —iB(w) | se tiene que

Clw) = 5 [A(w) +iB(w)]

N[ —

Luego,
£ = = [T1C@) e +Clwje ' de

1 [ - 1 o
=— / Clw)e™dw+ = / C(w)e ™ dw
7T Jo 7T JOo
Ahora escribimos C(w) y C(w) como una integral

C(w) = % [A(w) —iB(w)] = % /Zf(t) coswtdt—é /o;f(t)senwt dat

_1 * 1 iwt —iwt _-_l iwt _ ,—iwt
_2/_oof(t){2(e eI~ (et — e

:%/jof(t)e_"“’tdt

Para escribir C(w) se tiene e /@i = ¢?«!, Si t es real, entonces f(t) es real, con lo cual, f(t) = f(t).

Por lo tanto,
C(w)=%/ me—iwtdt:%/ F(E) ™t dt = C(—w)

Reemplazamos C(w) y C(w) en la representacion de f.
1

f(t):;/()OOC(w)eiwtdw+%/OOOC(—w)e_i“’tdw

oo . 0 .
:l/ C(w)e""tdw—i—l/ C(w)e™! dw
7T 0 7T — 00

1 ~
== / C(w) e dw
7T J—o00
Formulamos esto como una definicion.

Definicién 3.3.4. La representacion integral compleja de Fourier de una funcion f definida en (—oo,00) es

%/ C(w) e dw, con C(w):%/ f(t)e @tgt
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3.3 Integral en senos y cosenos

Ejemplo 3.3.5. Hallemos la representacion integral compleja de Fourier de

f(t):{ el t<0

e L t>0

Las condiciones de Dirichlet se satisfacen. Luego,

Clw) = % /_o;f(t)e_i‘“t dt

:1/0 etei“’tdt+1/wetei“’tdt
2 2 Jo

—00

1 /0 - 1 [ :
_ (1—iw)t - / —(1+iw)t
> /Ooe dt + 2 o e dt
0 00
U aeiey| L1 i
2 1—iw o 2 1+iw 0
1 1 1 1 1

_Ell—iw—'_ﬁ.l—i—iw:l—l—wz

Luego, la representacion integral compleja de Fourier de f es
1 o plwt
t) = — —d
f0 = [ irade

La integral converge a f(t) para todo valor de .

Como un agregado al problema anterior se tiene que si t = 0, entonces

1 r*° dw
0

:1:— —
¢ n/_oo1+w2

/°° dw T
0o 1+w?2 2

Maés atn, descomponiendo la exponencial compleja en sus partes real e imaginaria en la repre-
sentacion

dado que el integrando es par

0 iwt
et:l/ £ dw, t<0
T Jocol4 w?

et_l/‘” coswt+isenwt Jew
oo\ 1+ w? 14 w?

se tiene que
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3.4 Transformada de Fourier

como la integral de la parte imaginaria es cero (integrando impar), y el integrando de la parte real

es par, entonces
ol 2 /°° coswtdw:>7tet_/°° coswtdw
) 1+ W 27 Jo 1+w?

obsérvese que con t = 0 se obtiene el resultado anterior

3.4. Transformada de Fourier

Se supone que se satisfacen las condiciones de Dirichlet para la funcién f en (—oo,0). Esto es,

1. f es continua por tramos en el intervalo - co < t < o

[ee]

2. f es absolutamente integrable en —oo < t < oco. Es decir, / |f(#)] dt < o0

Definicién 3.4.1.

1. Se llama Integral o Transformada de Fourier de f(t), a la expresién
Flw) = FIF(] = [ _fltye " a
2. La funcién f(t) tal que F[f(t)] = F(w) se llama Transformada inversa de Fourier de F(w). Esto es,

£(H) = FUF(w)] = % /°° F(w) ™! duw

—00

En cada punto ¢y donde la funcién f no es continua se cumple

o | F@)ettar=3 (7() + £57)

—00

Ejemplo 3.4.2. Hallemos la transformada de Fourier del impulso f(t) dado por

) = {1,yt| <a

0,[t| > a

Flw) = /_o:of(t)e_“’tidt:/ae_“’”dt
1

|8 1 , :
- _ 'e—wtz = (e—waz _ewaz>
w1t w1
—a
1 o 2 1 C
— : <ewaz —e waz) _ <. - (eawz e waz)
wi w 2i

2
= —senwa, w#*0
" a
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3.4 Transformada de Fourier

Para w = 0, se tiene
[} a
F«D:i/ Fydt= [ 1dt=2a
—00 —a

En consecuencia

2
se;z)aw’ W £0
F(w) =
2a, w=20

Paraa =1, el impulso es

0, [t>1

ﬂﬂz{L It < 1

La figura 3.5 muestra el impulso en 2 = 1y la 3.6 la transformada de éste.

figura 3.5 figura 3.6

Esta transformada la vamos a aplicar en el cdlculo de una integral impropia y para poner de mani-
fiesto su convergencia.
Ejemplo 3.4.3. Hallemos el valor de la integral impropia

® senax costx
—  dx

—0 X

De acuerdo con la definicidn de transformada inversa

£(t) = %/w F(w) e“! duw

—00
del ejemplo anterior sabemos que

2 sen wa

f(t)z{l’ |t|<a:1—“(w): w

0, [t|>a
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3.5 Funcién de Heaviside

Luego, para w # 0,

_ 1 * wti _ 1 * 2 wti
f(t)_Zn/ F(w)e dw_27'c/ senwae“t dw

o oo W

1 [ senwacoswt 1 % sen wasen wt
= — —_— dw+ — —  dw
7T J —o00 w 7T J -0 w

1 1
= —/ — sen wa cos wt dw
7T J—c0o W

Notese que la integral de la parte imaginaria tiene integrando impar, por lo que su valor es cero.
Ahora,

(

1, |t|<a
1 1
—/ — sen wa cos wtdw = 1, t| =a
TJ-oow 2

0, [t|>a

jconvergencia! en la media. De esta manera

(
T, |t <a
o T
/ —senwacoswtdw =< —, |t|=a
—co W 2
0, |t|>a
\

Al cambiar w por x se obtiene el resultado buscado. Més atin, con t = 0y a = 1 se tiene

0]
/ SN G = 7T, caso |t| < apues |0 <1
—00 W

Como el integrando es par y las variables mudas, entonces
® sen x T

/ dx = -~

0o X 2

3.5. Funcion de Heaviside

Como vamos a trabajar con funciones continuas por tramos, es conveniente conocer la llamada fun-
cion de Heaviside, o funcién escalén unitario, definida por la expresién

oo [ 120
Y= 30, t<o
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3.5 Funcion de Heaviside

Esta funcién debe su nombre a Oliver Heaviside, ingeniero eléctrico que realiz6 interesantes aportes
a las transformadas de Fourier y Laplace. Obsérvese que esta funcién es como el “todo o nada”. Su
importancia radica en que toda funcién continua por tramos puede ser escrita como una suma de
funciones escalén. La funcién escalén trasladada es

(t )_ 1, t>a
# 4= 0, t<a

Se puede pensar en que esta funcién representa una sefial de magnitud 1 que inicialmente est4 inac-
tiva y luego es activada en el tiempo t = a

M MESO)
I 1 L Y e 1
t t
: a
................. ﬁgura37 ﬁgura38
_ 0, 0<t<2 ,
Ejemplo 3.5.1. La funcién f(t) = 2 iso en términos del escalon es f(t) = t> u(t — 2)
0, t<2
Ejemplo 3.5.2. La funcién f(t) = ¢ t—1, 2 <t <3 entérminos del escalén unitario es
—4,t >3

SO = =Dut=2) + 4= (t=1)]p(t=3) = (-1 pu(t=2) = (t+3)p(t - 3)
En general, una funcién continua por tramos del tipo
( fl(t)/ O<t<a1

fz(t), M <t<ap

fn—l(t)/ app <t<ay

\

se escribe, en términos del escalén como

f(8) = fi(t) + (f2(8) = fr(8) )plt —an) + - - + (fu(t) = fua (8) )t — an1)

Se observa que para escribir en términos del escalén, se mantiene la primera funcién y luego se hace
la diferencia entre la siguiente y la anterior multiplicada por el escalén del “corte”.
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3.6 Funcién impulso unitario

3.5.1. Transformada del escaléon unitario
Afirmamos que,
1
Flu(t)] = m8(w) + - -

La demostracion esta propiedad es bastante larga y la dejamos al interés del lector. La figura 3.9
muestra el escalén, su transformada y el espectro.

M) @) SR@ X)) [F(w)| = espectro
now) 1
444444444444444 1
o ey =
. e >0 . .
Ejemplo 3.5.3. Sea f(t) = 0 ‘<0 ;o > 0. Vamos a determinar la transformada de Fourier de f.

En términos del escalén unitario f(t) = e*! u(t). Luego,

Flrol= /wew'emidt - /wet("‘“‘") dt = ij L —tatio)| (X—l—liw
0 0 .

3.6. Funcién impulso unitario

Una de las funciones mds interesantes para expresar la transformada de otras funciones es la llamada

funcién “impulso wunitario” o funcién Se(t)

“delta de Dirac”. Esta funcién aparece en S Y SRR
muchos problemas de fisica e ingenieria. S S
Para llegar a ella se comienza con definir S o
la funcién (figura 3.10) .... .._@ ....

, 0<t<e €

1 : : : : t
Se()y=¢q€ =~ L A A

0, t<0Vt>e figura 3.10

En términos del escalén la funcion J¢(¢) se escribe como

1

O(t) = — (u(t) —p(t—e))

Ademas, al igual que el escalén unitario, esta funciéon puede ser desplazada, tal como lo muestra la
figura 3.11 y se expresa como
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3.6 Funcién impulso unitario

1 be(t—a)
L i<t<ate R T o o s s |
be(t—a) = SO U S U
0, t<oVi>ate SO S T el
O bien, en términos del escalén, (;:, “g+€; t
1 ................
et —a) = < (p(t—a) —p(t —a—¢)) figura 3.1

Cuando € — 0 se obtiene la llamada funcién delta de Dirac o funcién de impulso unitario. Se
denota por J(t). Su gréfica se muestra en la figura 3.12. La funcién Delta de Dirac queda definida
como

0t#0

oo,t =0

3(t) = lim o.(1) = {
En estricto rigor, 4 no es una funcién sino

un objeto llamado “distribucién” . Sin em- eiteiiin.n o) P
bargo, la tradicién hace que se le siga lla- S Lo
mando funcién. Existe una forma alternati-
va para definir la funcién 6(t) recurriendo
a la denominada funcién de prueba (1), o oo
la que corresponde a una funcién continua —_— —t
que se anula fuera de algun intervalo fini- o
to. En base a esto, la funcion é se define en figura 3.12

forma simbdlica mediante la relacién.

| s 9ty de = (o)

—0o0

Esta expresion no tiene el significado de una integral definida, sino que la integral y la funcién 6(t)
estan definidas por el nimero ¢(0) asignado a la funcion ¢ ().

Proposicion 3.6.1. (Propiedad de filtracion)
Sea a > 0, f integrable en [0, 00) y continua en a. Entonces

| s - ayde = £(a)

Demostracién

En primer lugar,
o] 1 a+te
/ f(t)ée(t—a)dt:—/ F(1) dt
0 € Ja

esto resulta de usar la definicién de Jd¢(t — a). Ahora, el teorema del valor medio para integrales
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3.6 Funcién impulso unitario

afirma que existe un valor ¢y entre a y a + € tal que

| Fe) et —aydt = flco)

Al calcular el limite cuando € — 07 se tiene que cop — 0, y que é¢(t — a) — (t — a). Luego,
| st - ayae = £la)
Ejemplo 3.6.2. Si f(t) = e %, entonces / e ' 5(t —a)dt = e ™. Si hacemos a = 0, se tiene
0

/ e 5t dt =1
0

Ejemplo 3.6.3. Al cambiar la notacion, en la proposicion 3.6.1, se tiene

| rest - xyax = o

lo que corresponde a la convolucién de f con d. Es decir, f x 6 = f. De esta forma, la funcién delta aparece
como la “identidad” de la operacion convolucion, a estudiar mds adelante.

3.6.1. Transformada del impulso unitario

Flo(t)] = /°° 5(f) et dr =1

—00
La funcién 1(t) = e " representa a la funcién de prueba, pues cumple los requisitos de con-
tinuidad en cualquier intervalo finito y se anula fuera de él (en o es cero). Como (0) = ¢ = 1,

entonces

FIo(t)] = /°° 5() e dt = p(0) = 1

Proposicién 3.6.4.

5(t) = i/ et dw

27 J—
Demostracion.

Flo()]=1=46(t)=F 1] = %/_ool_ewtidw: %/_wewtidw

Esta proposicién se puede escribir también en la forma

o(t) = %/ cos w tdw
0
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3.7 Propiedades de la Transformada

En efecto, se escribe la exponencial del integrando en términos de senos y cosenos

et — coswt+isenwt

Se separa la integral en sus partes real e imaginaria

1 00 ) 1 1) ; 00 1 ro°
5(t) :E/ e“’“dw:E/ coswtdw—ké/ senwtdw:E/ cosw tdw
— 00 —00 —o0 0

Se aplic6 que la funcién cos w t es par respecto de t y que la funcién sen w t es impar.

3.6.2. Transformada de una constante

Sea f(t) = A, hallemos F|[f(t)] en funcién del impulso.

0 . 1 o] .
FlA] = Ae “ldt =2mtA- — [ e “ldt, t=—z
—o0 27 J -

=27A - 1 / e“?dz = 2mA 8(w)

271 J o
4444444444444 . o By
2ATH (W)
A . T T T R
corriente directa :
' t W
figura 3.13 figura 3.14

3.7. Propiedades de la Transformada

Presentamos un conjunto de propiedades que posee la transformada de Fourier que hacen de su
calculo un episodio entretenido, en el cual, basicamente, uno se bate s6lo con propiedades.

Linealidad : Si F[f(t)] y F[g(t)] existen, entonces

F ke f(t) + k2 g(1)] = k1 FIf(1)] + k2 FLf(2)]
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3.7 Propiedades de la Transformada

Demostracion.

Flika (0 +kag®] = [ f(8) +kag(t)) e at

=k /oo f(t) e ~Wh 74 + ko /00 g(t) e ~Wh 74

—00

= ki FIf(8)] + ko Flg(t)]

Escalonamiento : Sik € Ry Flw] = F[f(t)] entonces
1 w
Flf(kt)] = T F [%]

Demostracion.
i) Casok > 0

FIf(kt)] = Kifwﬂew%u:%/:f@n‘wﬂdz Kt =z

- el

2i) Casok < 0

FLf(kt)] :./ F(kE) et df = k/ Flz) e i/ gz, ki =2z

I T A e R e 1
= [ e ”‘WMF[A

Esta propiedad de escalonamiento afirma que la contraccién en el dominio del tiempo, f(kt), es
equivalente a la expansién en el dominio de la frecuencia y viceversa. F (§) es la funcién F(w)
expandida en la escala de frecuencia por el mismo factor k.

Paridad : SiF(w) = F[f(t)] entonces F[f(—t)] = F(—w)
Demostracién.

FUF(-0) = [ fneidn, z=—

= /O;f(z) e“dz = F(—w)
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3.7 Propiedades de la Transformada

Desplazamiento en el tiempo :

Demostracion.

FIft—to)] = [ flt—t)eidt= [ fyeiletgz, z=t—t
— e—wtoi /_oo f(z)e—wzidZZF(w)e—wtoi

Desplazamiento en la frecuencia : Sea wg € R

FI(O] = F(w) = F [f() "] = F(w - wo)
Demostracion.

JT. o0 tz / f —wtz ewo ti dt = / f (w—wp)ti dt = (w _ wO)

Simetria :
F(w) = FIf(1)] = FIF()] = 27 f(~)
Demostracion.
£(H) = %/_ZP(w) et ey

2 f(t) = /w F(w) e“" dw

— 00

27 f(—t) = /oo Flw)e “Hdw, t=—t

27 f—w) = /°° F(t)e “fidt = FF(H)] (= w)
Ejemplo 3.7.1. Hallemos F [e“0!].

La propiedad de desplazamiento en la frecuencia establece que

F(w) = FIF(B)] = F | f(t) ] = F(w = wo)
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3.7 Propiedades de la Transformada

Dado que f(t) = 1, basta con F(w)
saber el valor de F[1] para tener SR (W Fwe)
resuelto el problema. En efecto, ‘ ‘ o

F[1] =2mé(w), de manera que

Flw—wy) =216 (w — wy)

wo

En consecuencia

Fle“ol] =271 5(w — wy)
Ejemplo 3.7.2. Hallemos F[cos wy t] y F[sen wyt].

Escribimos las funciones seno y coseno en términos de exponenciales complejas. Esto es,
1 wy ti —w ti 1 wy ti —w ti
coswot = = (e +e , senwot = — (e —e
2 21
Se tiene que

_ 1 wo ti —wq ti _1 w ti 1 —w ti
]:[coswot]—}"{z(e +e ) —2.7-"[@ }—1—2.7-"[@ ]

= d(w — wpy) + 7 (w + wp)

:l — 7 1 wo ti _ ,— W ti _ 1 ?’ wo ti _ 1 F —wy ti
[senwot] = [21' (e e =5 [e } 2i [e ]
= —ind(w —wy) +1md(w + wp)
o F(w)
s R

figura 3.16

Derivadas Si f(t) — 0 para t — £00, entonces

Flf(t)] = F(w) = FIf'(t)] = iw F(w)
De acuerdo con la definicion de transformada

FIF @) = [ f'heetian
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3.8 Convolucion

Siu=e “tdu=—iwe “Hdt dv= f'(t)dt, v = f(t), entonces la integral se transforma en

[e0]

FIf'(H)] = e“’tif(t)‘_ + iw/c:f(t) e Whidt = iwF(w)

Aplicando reiteradamente este hecho.

Potencias

Integrales  Sean / f(t)dt = F(0) =0, w # 0, entonces

Fif(t)] = Flw) = F {/_:of(x)dxl = .iF(w)

1w

Ejemplo 3.7.3. Hallemos la transformada de f(t) =1 —36(t) +26'(t —2)

Fl1=36(t)+26"(t—2)] = F[]-3F[6(t)]+2F[6'(t—2)]
= 2mé(w) — 3+ 2iw F(w)
= 2mo(w) — 3+ 2iw F[5(t — 2)]
= 276(w) — 3 + 2iw e 2V

Se hizo uso de la propiedad de desplazamiento en el tiempo

Fo(t—2)] = F[6(t)] - e 2

3.8. Convolucion

En general, la transformada no posee la propiedad, de que la transformada de un producto de fun-
ciones sea el producto de la transformada de las funciones. No obstante, se puede definir un “pro-
ducto” especial entre f y g, llamado convolucién de las funciones f y g, que se anota f * g, para el
cual si se verifica la propiedad.

Definicién 3.8.1. Sean f y g funciones continuas por tramos en el intervalo (—oo,00) con una de las fun-
ciones absolutamente integrable y la otra acotada. La convolucién de f y g, que se anota f g, se define como

(Fr)0) = [ flx)gt—x)dx
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3.8 Convolucién

Teorema 3.8.2. (convolucion en el tiempo)
Sean F[f(t)] = Fi(w), F[g(t)] = F(w), entonces

Flf(#)xg(t)] = Fi(w) - B2(w) = FIf(8)] - Flg(t)]

Este es el resultado que asegura que el “producto” asi definido corresponde al producto de las trans-

formadas. Para demostrarlo nos basamos en la definicién de convolucién y de transformada

Fife) <) = [ [ F gt =) dx] et

o0
—0o0
Cambiando el orden de integracion, esto se transforma en

Firw g0 = [~ 5 | [ gt me et ar] ax
De acuerdo con la propiedad de desplazamiento en el tiempo, el contenido del corchete es

/ g(t—x) e Wdt = F(w)e ¥

—00

Al reemplazar esto en la ecuacion (7.1), se tiene

FIFW *3()) = [ f(x) Faw) e dx

= /_o:of(x) e_i“’xdx] h(w), x=t

= / f(t)e et dt} F(w) = Fi(w) K(w)
Esta propiedad puede también ser til desde el lado de la inversa

(fx8)(t) = F A (w) B(w)]

Teorema 3.8.3.  (convolucién en la frecuencia))

Sean f(t) = FYF(w)], g(t) = FF(w)], entonces

FURA(w) * B(w)] = 27f(t) - g(t)

(3.1)
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3.8 Convolucion

De acuerdo con la definicion de transformada inversa se tiene

F U (w) * B(w)] = F! {/_O:o Fi(x) K(w —x) dx}

1

:E/ {/ Pl(x)Fz(w—X)dX} e™dw, conw—x=z

—o0 —00

_ % /°° Fi(x) Uw Fz(z)e“m)fdz] dx

—00 —00

= %/ Fi(x)e™ {/ Fz(z)eithz} dx

con z = w, x = w en la tltima integral, podemos escribir

2 |5 [ Rt do] | [T Bl@)e o] =2m s 500

—o0 —o0

concluyéndose que

FHR(w) * B (w)] =27 f(t) g(1)
Este resultado, visto desde la transformada directa se expresa

Flft)g(t)] = % F(w) * h(w) = % /_O:o Fi(x) B(w —x)dx

Ejemplo 3.8.4. Probemos la propiedad conmutativa de la convolucién considerando las funciones
et t>0 el t<0
f(t)_{o <0 s =10 t>0

En primer lugar hay que escribir las funciones dadas en términos del escalén unitario. Se tiene,
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3.8 Convolucién

ft) =e "u(t), g(t) =e' —e' u(t). Luego,

(f+g)t) = [ flx)g(t—x)dx

© ! 2
= ex-etdx—/et e “Mdx
0 0
t
1 P b | _ 1
— _—et.p 2x +_et er — —et
2 , 2 . 2

Para g * f se tiene que

<N = [ g flt-xdx

0 t
_ 1 —t 2x 1 —t 2x| __ 1 —t
=5 e e 732 e e 0— > e
Esto verifica la conmutatividad de la convolucion
. 1
Ejemplo 3.8.5. Hallemos la transformada inversa de F(w) = e

Se trata de determinar la funcién f(f) cuya transformada de Fourier es F(w). Esto es,

FU®] = (1+1—wl)2 — f)=7" [m]
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3.8 Convolucion

Se puede pensar en aplicar la definicién de transformada inversa. Con ello se tiene la expresiéon

S

- wtid
Q+wi?|  2n ¢ aw

oo : 1
E wti d -
/—oo (CU) ¢ “ 27

o 1
/;oo (1 + 1(4.))2
Se observa que el cdlculo de esta integral no es nada simple. Por esta razén vamos a elegir como
camino alternativo el uso de la propiedad de convolucién. Para ello es necesario escribir

11 1
1+iw)? 1+4+iw 14+iw

Fl (w) : Fz(ﬂ))

sabemos que la funcién

£>0
t<0

B 1
CaHtiw

e "t u(t) = FIf(t)]

Sia = 1, entonces

El Teorema de convolucién asegura que
F(f+g) =h(w) bB(w) = f+g=F" [A(w) K(w)]

Como en este caso f(t) = g(t) = e "'u(t) implican que F;(w) = F>(w), entonces, con el célculo de la
convolucién de f y g el problema esta resuelto.

o0

(Fr9)t) = [ fgtt-xdx=[ e p)e ) p(t—x)dx
= / e Pu(x)u(t—x)dx
El producto de los escalones, en el integrando, es

() ju(t — x) = 1, x>0. 1, x<t J1, O0<x<t

HETH N 0, x<0 [0, x>t - 0, otro caso
N 1) R I et po pt—x)
o L IR ST I S
5 SRR SRR
: X : X :

figura 3.17
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3.8 Convolucién

Con esto la integral se reduce a

En consecuencia

3.8.1. Ecuaciones diferenciales con Fourier

Mediante transformadas de Fourier es posible resolver ecuaciones diferenciales lineales de la forma
ay D" x(t) +ay,_1 D" x(t) + - - - +agx(t) = f(t)

El método consiste en aplicar transformada de Fourier en ambos lados de la ecuacion diferencial,
utilizar la regla de derivacion y despejar x(t).

Ejemplo 3.8.6. Hallemos la solucién particular de la ecuacion diferencial
x"(#) +3x(t) +2x(t) = u(t)
Aplicamos transformada en ambos lados de la igualdad.

Flx"(0)] +3F[x"(t)] + 2F [x(t)] = Fu(t)]

(iw)? Flx(t)] + SiwF[x(t)] + 2F [x(£)] = Flu(t)]

Al despejar se obtiene

1
FIx(0] = FInO) - G 33

— Flu(t) 1

I G T ) (fw + 2)
Ahora buscamos una funcién h(t) tal que

FInO) =
-~ (iw+1)(iw +2)

Para ello, las fracciones parciales aseguran que

1 1 1

(w+1)(iw+2) 1+iw 2+iw
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3.8 Convolucion

De aqui que se tenga

De donde hallamos que
h(t) =e " u(t) — e~ pu(t)
Con esto tenemos expresada la transformada de x(¢) como

Fla(t)] = Flu®)] - Flh(t)] = b (w) - F2 (w)

De lo cual
x(t) = F R (w) - B (w)]

Para hallar x(t) usemos convolucién

©(t) = p(t) ()= [ p(x)h(t—x)dx

— /t (e—tex e—2t62x> dx_etex e—2t162x
0 0 2 0
1 1 1
=ttt 2t 2t R
= e ‘(e —1) 5e (e 1) 5 e + 5e

(1 —2et +e_2t> u(t)

N[~

3.8.2. Transformada de una funcién periédica

Sea f(t) funcién periddica, vamos a encontrar su transformada de Fourier, esto es F[f(t)]. Para ello
suponemos que f es de periodo T. La forma compleja de la serie de Fourier para f es
& : 27 1 (T/2 ,
t) = cpe™0t wg =", ¢ :—/ t)e Mol g

Al tomar transformada en ambos miembros

n=—oo n=—oo

F[f(t)] = F(CU) =F [ Z Cn einw@t] — Z cn F [einwot}
Como F [e inwo t] = 271 6(w — nwy), entonces

Flf(t)] = F(w) =27 i cn 6(w — nwy)

n—=—0o0
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3.8 Convolucién

Esta ecuacién sefiala que la transformada de una funcién periédica consta de una sucesién de im-
pulsos equidistantes localizados en las frecuencias armoénicas de la funcién.

e et —— e

figura 3.18
El coeficiente complejo c,; se puede calcular directamente de la integral que lo define o bien, mediante
el siguiente resultado.

Proposicién 3.8.7. Los coeficientes complejos c,, de la expansion en serie de Fourier de una funcion periédica
f(t) de periodo T satisfacen que

1
=7 Fy(nwy)

en donde Fy(w) es la transformada de Fourier de la funcion fo(t), la que estd definida por

f), <7
£ =
ot { 0, |t>3
Demostracion. T/2
Fo(w) = Flfo(t)] :/ fo(t) e “tdt = f(tye <tdt
e ~T/2
A partir de esto
r/2 —nwy ti dt T
2 = t =
0(nwo) 7T/2f( )e Cn
De donde 1
Cn = ? FO(nwO)

Ejemplo 3.8.8. Hallemos la transformada de Fourier del tren de pulsos que muestra la figura 3.18.

1
El coeficiente c,, del tren de pulso de ancho d y periodo T es ¢, = T Fo(nwy). Calculemos Fy(w) para

posteriormente tener Fy(nwy).

d
Lt <3 2 dw
Fo(wo) = Flo(t)] =F . 5 = sen—-
t —
2 dnw 1 2 dnw
Fo(nwy) = n—wosen 5 0 :>cn:T~nwo sen — 0
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3.9 Transformada seno y coseno

En consecuencia

> 1 2 dnwy
—— sen

FIFW] = 2me Y gosen™s

d(w — nwy)

n=—oo

> d
=2 ) %sen( P90 §(w — nawy), Two =21

n=—0co 2
21 dnwy
— 2. = 5w —
nzz_oonsen( 5 ) 6(w — nwy)

|F(w)|=espectro

oyt fTTTfM Mf?T [ S S

tigura 3.19

3.9. Transformada seno y coseno

En algunos problemas se tiene una funcion definida sé6lo en el intervalo [0, c0). Para usar la trans-
formada de Fourier con esta clase de funciones, se descompone la transformada de Fourier para
funciones definidas en (—oo, c0) en sus partes real e imaginaria, para dar origen a las transformadas
coseno y seno de Fourier de una funcién definida en el intervalo [0, o).

Definicién 3.9.1. Sea f una funcion definida en 0 < t < oo, entonces

Flf(t)] = F(w) = /Ooof(t) cos w t dt

se denomina transformada coseno de Fourier de f(t). Su transformada inversa es

f(t) = E/Oml-”c(w)coswt‘dw

T
Andlogamente,
FUW) = E@w) = [ f(B)senwtds
es la transformada seno de Fourier de f(t), y su inversa corresponde a

2

ft) = %/()wFs(w)senwtdw
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3.9 Transformada seno y coseno

De la definicion de estas transformadas se observa que la transformada coseno es el coeficiente A(w)
en la representacion integral de Fourier en cosenos de f, y que la transformada seno es el coeficiente
B(w) en la representacion integral de Fourier en senos de f.

et t>0

0 <0 « > 0. Vamos a determinar la transformada seno y coseno de f.

Ejemplo 3.9.2. Sea f(t) = {

a) La Transformada coseno es

Flf(t)] = /Oooe"‘tcoswtdt

1
u=coswt, du=—wsenwt dv=e *dt,v=—=e"% llevaa
x

e 1 w

fc[f(t)]zicoswte_“ - %/Ooosenwte_“tdt=E—Z}—s[f(t)]

0

b) Para la Transformada seno tenemos

Fslf(t)] = /Oooe_“tsenwtdt

1
u=senwt, du =wcoswt, dv=e *tdt, v = —=¢ % llevaa
n

[ee]

fs[f(t)]:—%senwte_“t +%/0 coswte_“tdt:%}"c[f(t)]
0

Resolviendo el sistema

Flf0) = -~ < A1)
FF(0)] = = Felf(1)
Se tiene
1 w? o
Fe=qg wte=%=pr

w(l w w
Fs=—|-—"= | Fs=>F=5—
’ <zx o ) ? a4 w?
Este cdlculo de las transformadas seno y coseno de Fourier de la funcién pudo haberse realizado
directamente de la definicion.

Las transformadas seno y coseno de Fourier se aplican para resolver problemas con valor en la fron-
tera. Los dos resultados siguientes, cuya demostracion es sencilla integrando por partes, se utilizan
en esa clase de problemas.
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3.10 Transformada Finita de Fourier

Proposicion 3.9.3. Las funciones f y f' son continuas en [0,00), f — 0y f' — 0 cuando t — oo. Ademds,
f es continua por tramos en [0, k] para toda k > 0. Entonces

Flf"] = —w* F(w) +w (0)

Proposicion 3.9.4. Las funciones f y f' son continuas en [0,00), f' — 0 cuando t — oo. Ademds, f" es
continua por tramos en [0, k| para toda k > 0. Entonces

Felf"l = —w’ Fe(w) — £'(0)

3.10. Transformada Finita de Fourier

La transformada finita de Fourier proviene de considerar la funcién f(t) definida en el intervalo
(0, L) y su representacion en serie de Fourier para las extensiones par e impar al intervalo (—L, L). Su
utilidad estd en que ayuda a resolver problemas con valor en la frontera, especialmente ecuaciones
de onda y calor.

En lo que sigue, se supone que f es una funcién que satisface las condicones de Dirichlet, y como
consecuencia, admite desarrollo en serie de Fourier.

1. Si f se extiende en forma impar, entonces el coeficiente a, = 0, Vn > 0. Su representacién en
serie de Fourier es

ad t t
t):ansen%, b, L/f senﬂdt
n=1

Si se escribe

L nrt
= t — dt 2
| f (e sen (3.2)
2
entonces b, = I Fs(n). La serie de Fourier para f(t) se escribe ahora

f(t) = % i Fs(n) sen nTT(t (3.3)
n=1

La ecuacién (3.2) recibe el nombre de Transformada finita seno de Fourier de f(t), y la (3.3) es
la inversa de la transformada finita seno de Fourier de F;(n).

2. Si f se extiende en forma par, entonces el coeficiente b, = 0, Vn. Su representacién en serie de

Fourier es
1 ad t t
f(f)=§510+112:161n005%, an L/ f(t) cosﬂdt

Si se escribe
nrct

/ f(t) cos—dt (3.4)
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3.10 Transformada Finita de Fourier

2
entonces ap = F.(0). La serie de Fourier toma la forma

f(t) = — F.(0) + T Y Fe(n) cos — (3.5)

La ecuacion (3.4) es la Transformada finita coseno de Fourier de f(t), y la ecuacion (3.5) es la
inversa de la transformada finita seno de Fourier de F;(n).

Ejemplo 3.10.1. Hallemos las transformadas finita de seno y coseno de Fourier para f(t) =, 0 < t < 2.

a) Transformada seno

Se considera T = 4 para la extension impar, de donde L = 2. Luego,

2
nrt 2t nmt 2 (2 nmt
F = —dt / t —dt = — — — dt
s(n) / f(t)sen | bsen = —o 05— O+n7r | 05
2
4 t —1)" —1)"+!
= ——— COSNTT+ —— sen 2 ——4-( ) :4-i
nm n2m2 " 2 0 nm nm
b) Transformada coseno
Ahora la extensién es par, y L = 2. Luego,
: t t 2t tP 2 2 t
Fc(n):/o f(t) cos%dt:/ t cos %dt —Esengo—ﬁ ; sen%dt

2
4 nrt 4 ( 1)
= cos = coS Nt —
n? 2 2 n? 2
8 .
——— nimpar
n2m2’ P
0 ,npar

El coeficiente F;(0) es

:/OLf(t)dt:/Oztdt:2

La transformada finita tiene, al igual que la transformada en general, una gran aplicacién en proble-
mas con valores en la frontera. Existen dos resultados que interesan alli. Son:
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3.11 Teorema de Parseval

Proposicién 3.10.2. Las funciones f y f' son continuas en [0,L], f' es continua por tramos en [0, L]. Si
Sy (f(x)) denota la transformada Fs(n), entonces

Si{f"y = —n?*F(n) +nf(0) —n(-1)"f(n), nczZ"

Proposicién 3.10.3.

Las funciones f y f' son continuas en [0,L], f" es continua por tramos en [0,L]. Si C,(f(x)) denota la
transformada Cs(n), entonces

Colf"} = —n2Fu(n) = F(0) + (~1)" f'(n), nezZ?

3.11. Teorema de Parseval

Por lo general, la transformada de Fourier de una funcién f(¢) es una funcién compleja. Esto se
observa de la definicién

FIF0) = Fw) = [ fliyetar

De manera que se puede escribir
F(w) =R(w) +il(w)

Cuando f es una funcién real, las partes real e imaginaria de la transformada son

= /oo f(t) cos wt dt

—/_oo f(t) sen wtdt

Es sencillo verificar que la parte real es par y que la imaginaria es impar, como funciones de w. Es
decir, R(w) = R(—w), I(w) = —I(—w). A partir de este hecho se deduce que

F(—w) =R(—w) +il(-w) = R(w) —il(w) = F(w)
en donde F*(w) denota el conjugado de F(w).
Proposicién 3.11.1.

Demostracion.
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3.11 Teorema de Parseval

Proposicion 3.11.2. F[f(t)] = Fi(w), F[g(t)] = F(w), entonces
/ S L / A ~w) dw
Demostracion.

Formemos la expresién en la izquierda de la igualdad usando transformada y luego la propiedad de
convolucién

()= [ fgne e dt = Fw) * ()

= % /Oo F(y) B(w —y)dy

—00

Con w = 0 se tiene

/_O:Of(t)g(t)dtZ%/_o;Pl(y) (—y)dy, y=w

= o [ B B(-w) d

—o0

Cabe hacer presente, que en el caso que las funciones f y g sean reales, en la proposicién anterior, se
cambia F,(—w) por F*(w)

Ahora estamos en condiciones de enunciar y probar el teorema de Parseval.

Teorema 3.11.3. (Parseval ) Sea F|[f(t)] = F(w), entonces

CfPa == [T |Fw)P
PO 27T J-—wo

Demostracién.
Con g(t) = f*(t) en la proposicién 3.11.2 se tiene
1 o
F F*
| fo = o [ @) F@)de

La conocida propiedad de los niimeros complejos z - z = |z|?

f&) £1(5) = 1f (), F(w) F'(w) = [F(w)]?

[ irwpai= - [T IF@)P

muestra que

Luego,
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3.11 Teorema de Parseval

®  dx
Ejemplo 3.11.4. Hallemos el valor de / -
—o0 A%+ X
El valor de esta integral ya habia sido encontrado por representacién integral. Veamos ahora como
hallar su valor a partir de una transformada conocida. Se sabe que

Fle " (t)] = F(w) = - +1iw’ 00

A partir de esto hallamos que

[F(w)[? = F(w) - F*(w) = F(w) - F(~w)

1 11
Ca+4iw a—iw  a?+ w?

Ahora, el teorema de Parseval asegura que
/oo |f(t)|2dt‘:—1 /oo |F(w)|* dw
S 27T J oo

de manera que al hacer los reemplazos se tiene

o 1 e 1
—2at
t=— [ 4
/0 ¢ d 27 /ooa2+w2 “

el escalon anula el integrando en (—o0,0). Se sigue que

o0 1 o0
/ 5 Zdwzzn/ o2t gy — T
e B2+ w 0 a

En el caso de las transformadas seno y coseno de Fourier, el teorema de Parseval asegura que

[Trora=2 [TR@Pdo =2 [7 )P

7T

<
Ejemplo 3.11.5. Sea f(t) = {(1) 0 ;;T !

de Fourier de esta funcién vamos a probar que

© /1 cost\? ®© gen? t T
Zocost dt:/ sen by T
/0 ( t ) 0o 12 2

Las transformadas seno y coseno de la funcion f(t) son

, con la identidad de Parseval y las transformadas seno y coseno

1—cosw _ senw

FlfOl=——— v  Flf)]=

w w
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3.12 Transformada de Laplace

Ahora aplicamos Parseval para tener

/Ooof(t)zdt:% /Ooo <1_#)2 dw

Al despejar la integral que se quiere evaluar, se tiene

© /1 _cosw)? T[] T
STOSW :—~/1~dt:—
/o ( w > T2 ) 2

Para evaluar la segunda integral tenemos

/Ooof(t)zdt = % /000 (Sezw>2 dew

Al despejar la integral a evaluar

0o 2.2 1
sen- w 7T 7T
d :—~/1-dt:—
/o w “ 2 0 2

3.12. Transformada de Laplace

Si una funcién f no satisface las condiciones de Dirichlet, entonces no tiene transformada de Fourier.
Sin embargo, es posible definir una nueva funcién

f() = fi(t)e " pu(t)

que satisfaga las condiciones. En base a esto, la transformada de esta funcién existe y se tiene

FIFO1 = [~ floye ™ et = [~ e vty

Sis = x + iw, entonces
FUWI = [ AWedt = LIAW)

Esta nueva transformada es conocida con el nombre de Transformada de Laplace. Se denota con
simbologia propia

LIFO) = F@s) = [ ftyeat (3.6)

0

Las condiciones de existencia son las de Dirichlet. Sin embargo, se pueden imponer condiciones mds
restrictivas, como por ejemplo, exigir que f () sea continua por tramos y de orden exponencial. Esto

ultimo significa que existe una constante real positiva c tal que |f(t)| < ce™, paratodot > 0, « € R.
Estas condiciones garantizan la existencia de L[f(f)]. Es decir,

L) = [ fleyar
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3.13 Propiedades de la Transformada

existe para todo s > «, en donde & es un ntimero real por determinar

La mayoria de las funciones con las que se trabaja son de érden exponencial, sin embargo debe ten-

erse cuidado con aquellas que no lo son, tal como f(t) =e £, y que por tanto no tienen transformada
de Laplace. Para las funciones de 6rden exponencial se tiene el siguiente resultado interesante.

Teorema 3.12.1. Si f es una funcioén de orden exponencial entonces
lim L[f(t)] = lim F(s) =0
S—00 S—00

Como f es de orden exponencial, [f(t)| < ce™,c>0,a € R, t > 0. Luego

[e0]

/Oolf(t)le‘“dtg/ooce“fe—Sfdtgc/ o —ts=1) gy
0 0

0

(0]

<
0 S—a

—t(s—a) c

< — e

S—«

A partir de esto, lim L(f) = 0.

S—00

La importancia de este resultado es que permite saber en forma inmediata que funciones no tienen

inversas. Por ejemplo, F(s) =1, s, sens, 7 Mo poseen inversas pues lim L£(f) # 0.
S—0

+1

Otro problema que cabe formularse es ;Qué sucede si la transformada de Laplace de dos funciones
son iguales?. La respuesta se encuentra en el Teorema de Lerch: “Si L[f] = L[g], y f y g son contin-
uas, en [0, c0), entonces f = ¢ para todo t > 0”.

3.13. Propiedades de la Transformada

El uso de las siguientes propiedades facilita el calculo de la transformada de Laplace. La demostraciéon
de ellas no presenta grandes dificultades, por lo que queda al interés del lector.

1. Linealidad Si L[f(t)] y £[g(t)] existen, entonces
Llky f(t) + k2 g(t)] = ky LIf(1)] + k2 LIf(2)]
2. Derivadas

LIFM ()] = s"L[f(1)] =" LF(0T) —s"2F/(0T) -« — fr=D(0T)
endonde f(0") = lim f(t)

t—0+

3. Integrales

c Uatf(t) dt] — %ﬁ[f(t)] —%/Oaf(t) dt, a € R
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3.13 Propiedades de la Transformada

4. Desplazamiento
LIf(H)] = F(s) = LI[f(t) e"] = F(s —a)
O bien
f(t) = L7E(s)] = f(t) " = LT[F(s —a)]

5. Desplazamiento

ft)=pu(t—a)g(t—a), a >20= L[f(t)] =™ L[g(t)]
O bien
L7E(s)] = f(t) = L7e™ F(s)] = f(t—a) u(t — a)

6. Cambio de escala

LIF(8)] = E(s) = L[f(at)] = ~F (%)

a
7. Multiplicacién por t"
LIf()] = F(s) = L[I" f(1)] = (=1)" % (F(s)) = (=1)" F"(s)

O bien
O] = 1) = £ ) = £ | SFE)] = (1

8. Divisién por ¢
LIF(H)] = F(s) — L {@] _ /Sm F(z)dz

siempre que lim ft) exista. O bien

t—0

£(8) = £F(s)] = LW g V” F(z) dz]

En particular, / @ dt = / F(z)dz
0 s

9. Periddicas ,

f de petiodo T — LIf(1)] = —— /OTf(t) e st dt
10. Convolucién
a) Sean L[f(t)] = Fy, L[g(t)] = F, entonces
LIfxg] = Fi(s) - Ba(s) = fxg = L7 [Fi(s) Fa(s)]
b) Sean f(t) = L~1[Fi(s)], g(t) = L' [Fa(s)], entonces

L7F(s) * Fas)] = £() g(t) = Fa(s) * Eals) = LIf(1) g(b)]
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3.14 Célculo de Transformadas

3.14. Calculo de Transformadas

Mostramos algunos ejemplos de célculo de transformadas, mediante el empleo de la definicién, o
bien la aplicacién de alguna de las propiedades indicadas anteriormente.

Ejemplo 3.14.1. 1. Para hallar L{p(t)] se usa la definicion de transformada

Llu(t)] :/Oooy(t)e_Stdt:/() e_Stdt:%,s>0

2 ,5[1]:/ eStdtzé
0

3. Usemos la definicion para hallar L[e™]

£[eat] :/weatestdt:/met(sa) At — 1
0 0 s—a
4. De la transformada anterior se deducen
a) Lle"] = ﬁ b) L[e ] = ﬁ ) L]e] = ﬁ

5. Para determinar L[sen at| usemos la exponencial compleja

L‘,[senat] _ %E [eati _e—atz} — % (E[eati] _ £[e—ati]>

101 1\ o«
 2i\s—ai s+ai) s2+4+a?

6. E[COS at] = 52—{——612

s+ 2

2t _ =
7. Lle “ cos3t] = F(s+2) = (5 +2)2 + 32

Se usé propiedad de desplazamiento, f(t) = cos3t, a = —2.

8. L[5(+)] = /O°° (et =9(0) =¢ | =1
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3.14 Célculo de Transformadas

9. La transformada de L[t"] se halla como sigue
a) alternatival De acuerdo con la derivada tenemos
() =t" = 0 = n
Aplicamos la transformada en ambos miembros

LIF®)] = L) =t £f1] = 2

S

Por la propiedad de la derivada, el primer miembro es tal que
LIfM] = 5" £[f] = "7 f(07) = "2 f1(07) = -+
|
Al evaluar, los limites tienen el valor cero, por lo que s L[t"] = % De esto se obtiene

n!

‘C[tn] - gn+1

b) alternativa2 De la propiedad de la multiplicacion.
d}’l
LI ()] = (1" 75 E(s), E(s) = LIf()]
Se considera f(t) =1, con lo que L]f(t)] = % Ahora
n n d" 1 _ (_1\n d" -1
o) = 1 (5) = ()
= (=1)" - (=D)"-nl-s~ ) =

10. Hallar L[t e"] de dos formas

a) Por la propiedad de desplazamiento

En este caso, a = 1, f(t) = t, de modo que
Llte'] = F(s—1)
Ahora, con la determinacién de F(s) el problema estd resuelto. Para ello observemos que f (t) = t. Luego

n! 1
n=1
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3.14 Célculo de Transformadas

En consecuencia .
Lltell=F(s—1)= ———
1] =Fs~1) = =

b) Otra manera de resover este problema es usar la propiedad de integracion. Se sabe que
t
/ xetdx=te —e +1
0
Luego

L {/Otx e’ dx} = Llte'] — L[e'] + L[1]

1 _ " 1_ 1
Sﬁ[te] = £[te]+s 1

no 1_ 1 s 1
Llee] = (s s—1) 1—s (s—1)2

11. Hallemos L{pu(t — a) sen t]. (figura 3.15)

Usemos propiedad de desplazamiento.
f(t) = ut —a) g(t —a) = L[f()] = e™* L[g(t)]
g(t—a) =sent = g(t) = sen (t + a) En consecuencia,

Llu(t—a)sent] = e ® Lsen(t+a)]

_ s % r [e(t—l-a)i _e—(t+a)i]

— e—asl.( 1'.eai_ 1'.e—ai)
21 \s—1 s+1

e ((s+i) e — (s —1i) e—ui>

2i s2 41

B e s S(eai o e—ai) + i(eai - e—ai)
2i s2 41

e~ (2issena -+ 2icosa
2i 241

_ as (Ssenatcosa
a s2+1

Se pudo haber usado que sen (a +t) = sena cost + cosa sen t
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3.14 Célculo de Transformadas

ieura 3.20 iocura 3.21
8 g

12. Hallemos L[f (t)] para la funcion periédica de la figura 3.21
1, 0<t<1
10 = - t+2) = f(t
La funcién es f(t) {0’ l<i<o * f(t+2)=f(t)
Por la propiedad de transformada de funciones periddica
[ZF(tyestdt  [estdt
’C[f(t)] = 1—¢2s = 1—e2s
1
1 —st 1 —s
s(1—e %) ¢ 0 s(1—e %) (e )
_ 1
 s(14e79)

3.14.1. Transformadas Inversas

Tratamos ahora el cdlculo de la transformada inversa de Laplace. Para ello tenemos dos alternativas,
fracciones parciales o convolucién. Mostramos esto en los problemas siguientes.

. 25 +3
j 14.2. j l ) = 5——==
Ejemplo 3.14.2. Hallemosr la funcion f(t) tal que L[f(t)] 745120
Lo que pide el problema es determinar la transformada inversa. Esto es
1 25+3
s2 —4s 420
Escribimos lo siguiente
2s+3  2(s—2) n
s2—4s5+20 (s—2)2+16 (s—2)2+16
Con ello nos damos cuenta que aparecen las transformadas de las funciones seno y coseno, de-
splazadas. En consecuencia
-1 25+3
s2 —4s+20

7
} = 2¢2 cos 4t + ZeZt sendt = f(t)
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3.14 Célculo de Transformadas

Ejemplo 3.14.3. Resolvemos la ecuacion diferencial y" —y = 1, con las condiciones iniciales y(0)

y'(0) =1
Se aplica transformada en ambos miembros de la ecuacién.
Lly" - Lly] = L[]
& Lly) s F(07) ~ f1(07) ~ Lly) = -
2Ll - Ll = 143 = =
de donde, . ) )

E[y]:s(s—l) Ts—1 s

Ahora, aplicando transformada inversa obtenemos

S
Finalmente,
y(t) =e' —1

1

Ejemplo 3.14.4. Hallemos £~ [m]
1. Fracciones parciales
1 _ 1 s
s(s2+1) s s2+1

figteg] - 2o

2. Convolucién

Para usar la convolucién escribimos:

1 1 1
s(s2+1) s 241 =hls)-B()
Ahora,
F(s)=- = f(t)=1
E(s) = L —> g(t) =sent

=0,

261



3.14 Célculo de Transformadas

En consecuencia

LI *80)] = sty = S0 #80) = £ [ ]

Esto significa que la transformada inversa la podemos hallar por convolucién. Tenemos:

t
=1—-cost
0

L1 [ﬁ] = /Otl -sen(t — x) dx = cos(t — x)

Ejemplo 3.14.5. Resolvemos la ecuacion diferencial y"' +vy' — 6y = h(t), con y(0) = y'(0) = 0. La funcion
h(t) es de 6rden exponencial

Se aplica transformada en ambos miembros de la ecuacion.

Lly"|+ Lyl -6Ly] = Lk
s> LIyl —s f(07) = £'(0%) +sL[y] — f(07) — 6L][y]

I
D
=

2 Lly)+sLly) - 6Ly = Llh(t))
de donde
£y = ML
Ahora, sea

1 1

1
Lol = a5 —6 = 65362 5

1 1
s—2 s+3
Al aplicar transformada inversa

B T
g(t)_Se 58

En consecuencia, se tiene la ecuacién en transformadas

Lly®)] = LIA®)] - Lg(#)]

Al aplicar transformada inversa esta ecuacién toma la forma

y(t) = h(0)xg(t) = [~ hg(t —x) dx

1 2i—x) _ —3(t—x)
—g/oh(x)<e —e >dx

Con esto se tiene el problema resuelto, para cualquier /(t) de 6rden exponencial.
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3.15 Problemas resueltos

3.15. Problemas resueltos

. 1, |t|<d/2
Ejemplo 3.15.1. Hallemos ta transformada de Fourier de f;(t) = 4 / .
0, |t >d/2
0 _ a/2 .
Flfa®) = [ fatye = [ et
—00 —d/2
t
i/ fa(t)
IR S _ 1 <e—wd1’/2 _ ewdi/Z) )
wi _d/2 wi S —
I I ;
_d d
0 pwdi/2 _ p—wdi/2 2 2
=a 2i )
figura 3.22
2 sen wd
- 2
Ejemplo 3.15.2. Determinemos la transformada de Fourier de f(t) = S2taL,

Recordemos que la propiedad de simetria afirma que
F(w) = FIf(H)] = F[F(t)] = 27f (~w)
Haciendo uso del ejemplo precedente, se observa que en este caso tenemos que

2 d
Flw) = o sen%

2 td
de manera que F(t) = 7 sen—-. Luego

FF(t)] =2nf(—w) < f[% sen%] =27 fi(—w)

Para estar en las condiciones del ejemplo anterior consideremos d = 2a. Con ello la expresién ante-
rior se transforma en

1
2w - F {% sen at} =271 foa(—w)
Al despejar,
1
F {E senat} = fou(—w)

Se observa que la funcién f;(t) es par, de modo que f;(w) = f4(—w). En consecuencia

1
F {i senat} _ L Jwl<a
et 0, |w|>a
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3.15 Problemas resueltos

La figura (3.23) muestra la funcién y la (3.24) su transformada.

figura 3.23 figura 3.24

Ejemplo 3.15.3. Calculemos:

1. la transformada de Fourier de f(t) = e~ !

1
t2 44

2. la transformada de Fourier de g(t) =

3. la ecuacion y" —y = e~ !

1. Hacemos uso de la definicion

0 ) o0 ) 0 . oo )
f{e—“q _ / el . om0t gy +/ et oWt gy — / et(l—zwt) dt +/ e—t(1+zwt) dt
—60 0 —c0 0
0 1

0 2

b i _
1+ w?
0

_ —t(1+iwt)
= : e
1—1w

700_ 1+iw
2. Usamos el resultado anterior y la propiedad de simetria
F(w) = FIf(H)] = FIF(#)] = 2 f(~w)

En este caso,

2
F(w) = — 27re— |l
(w) 1—|—w2:>f[1—|—t2] e
sacando el 2 del numerador y simplificando tenemos
2 1
Flw) = —=— — re— vl

Ahora podemos hacer uso de la propiedad de escalonamiento

Flo] = FIf (1) = FIf(ke)] = . F[%)
de lo cual , , .
B0 = 3 = FQ) = 1 1
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3.15 Problemas resueltos

entonces, su transformada es

t oo
Fli5l=1-e il
2
Lo que equivale a tener
S L
ﬂ4+t2] 1 ‘

Al extraer el 4 del numerador se llega a que

1 ]_1 n
4+27 4 1

. e_2|w‘ — E e_2|w|

F

Otra forma de alcanzar este mismo resultado es sabiendo que

2a
]—"[eﬁltl] -
ya que entonces
)= i = FO =
sia = 2, se tiene
]:[4—4:1‘2] — e 2wl — '7_—[4it2] = g(fZ'w‘

. Se aplica transformada de Fourier en cada lado de la igualdad

2

de lo cual se deduce que

2 2 1
1+w?)?2 1+w? 1+w?

Flyl =

Al separar de esta forma, se observa que la transfornada es conocida, esto es,

1

= A == )y Bw) = 1 = fa(t) = e M)

1+ w2

F(w) =
Nos asesoramos de la convolucion

A * falt) = /t_e—|x| , %e—u_xdx

0

Aqui se debe saber que
O<x<t=|x|>0 vy [t—x]>0
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3.15 Problemas resueltos

Por tanto,
fi(t) * fo(t) = L te*tdx = 1te*t
1 2\)==3 |, =5

Pero no podemos olvidar al escalén, que estd vivo para t > 0. Luego,
Lot Lot
)« folt) = y(t) = —steu(t) = —5te

Ejemplo 3.15.4. Si F(w) = F|[f(t)], demostrar que se satisface

Flfary oo = o R0

4] a

)

Por la propiedad de desplazamiento en la frecuencia tenemos
F(w) = Flf(at)] = F[f(at) €“"'] = F(w — wo)

Se sabe que

Luego

Flf(at) e = o

).

Hay que tener presente que z(w) = F(%) — z(w —wp) = F(w —awo

Ejemplo 3.15.5. Si F(w) = F[f(t)], hallemos F[f(t) sen wpt]

wo ti

1 .
Se sabe que sen wt = = (eolt — g=@ol) T yego,

F[f(t) sen wot] = % Ff(t) e0l] — % Ff(t) emwoti] = % Flw — wp) — % F(w + wy)

Ejemplo 3.15.6. Hallemos la transformada de Fourier del pulso f1(t) que muestra la figura (3.25) y la trans-
formada del pulso f5(t) (figura 3.26), que es la integral del pulso f1(t), utilizando la transformada de f1(t).

|
~

[BS
~

figura 3.25

figura 3.26
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3.15 Problemas resueltos

0 A , T A .
¢ — L —wti dt / _r —wti dt
Fliawl = [ getar+ [ —Ze
0 T
— _é.i.e_c")ti _i_é_i_e—wfl‘
T wi o T wi 0
Al evaluar,
_ A wTi A —wTi _ 2A A wTi —wTi
FlAa)] = m(l e )-l-m(@ 1) = m%-m(e +e M)
O bien,
2A 2A 2A
FlA®)] = T + Teoi 508 wT = —m(l —cos wT)
4A 1 4A T
= - Teoi | E(l — COSLUT) = i senzw7 = F(w)

Ahora determinemos la transformada del pulso f»(t). La propiedad de integracion asegura que si
Flf(t)] = F(w), w # 0, y/ f(t)dt = F(0) = 0, entonces

FI[ o] = 5 ) = #p0)

wi

En consecuencia
1 4A > wT 4A > wT

Flfa(t)] = o T S = T S 5
Ejemplo 3.15.7. Hallemos F[t].
Hacemos uso de la propiedad de las potencias. Se tiene
Flt] = Fl—it-i] = Fl—it- f(t)] = F(w)
endonde F(w) = F[f(t)] = F[i] Como F[i] =i-F[1] =i-2mé(w), entonces
Flt]=i-(2né(w))" = 2mi §'(w)
Ejemplo 3.15.8. Hallemos la transformada de g(t) = t*.
Usemos propiedad de las potencias. Esto es,
Fw) = FIf()] = F(=it)* f(1)] = F¥(w)
En este caso, f(t) = i¥, ya que
(=) () = (=DF- () = (-1)* =1
Luego,
Flt = (f[ik]>(k) = (ik ;f[1])(k) =it 2r8(w)) P =27 i* 60 (w)

267



3.15 Problemas resueltos

Ejemplo 3.15.9. Hallemos la transformada de Fourier de f(t) = sen®t.

La forma exponencial de la funcién seno es

1 . ‘ ‘ . .
sent = Z(e’t —e ) = sen’t = §( et — 3¢l 4 3¢~ — 73

Como F[e"] = 2718(w — wy), entonces

Flser’t] — %”i(zs(w—@—3.5(w—1)+3-5(w+1)—5(w+3))
= 2 (5w —3) ~ 30w 1) +30(w+1) ~ 8(ew +3))

Ejemplo 3.15.10. Hallemos la transformada finita de seno de Fourier de la funcion f(t)=1,0 < t < L.

Usemos la definicién.

L 1 L
F(1] = 1-senwtdt = —— - cos wt
0 w 0
1 L
= — (1—coswL)=—(1—cosnr)
w nr
B { n par
2L -y impar

T
Observar que w = nwy y wy = T =W T'

Ejemplo 3.15.11. Hallemos la funcién f(t) si se sabe que Fs[f(t)] = M O<t<m

De acuerdo con la transformada finita seno de Fourier para la funcién f(t),0 < t < L, se tiene
L it
F(n) = / f(t) sen nT dt, neZ
0

f(t) = %iFS(n)sennTm

La expresion Fs (1) denota la transformada finita de seno de Fourier de f, mientras que f es la inversa
de F;(n). En consecuencia

B Z 1—cosnrm sen b — 2 i 1 —cosnrm sennt
B 22 S n2

Ejemplo 3.15.12. Sea f(t) = e~ !, t > 0. Hallemos la transformada seno de Fourier de f, y usemos el

resultado para demostrar que
® xsen mx T
———dx=—¢ ", m>0
/o x2+1 2
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Veamos la transformada seno de Fourier de f.

Fie™h) = /0 e ' senwt dt

(o]
= —e tsenwt -|—cu/ et cos wt dt

0 0
oo
= w(e !t coswt — w/ e~ ! sen wt dt)
0

Al sumar términos semejante se obtiene

(W? +1) /0 e lsenwtdt = w

Al despejar se halla el valor de la transformada

w

© 4
e lsenwtdt = ———
/0 w?+1

Para demostrar lo pedido, la transformada seno de Fourier establece que

w

2 [}
F(w)—w2+1:>f(t):;/0 w2+1senwtdw
Como f(t) = e, entonces
e_t—z/oo—w senwitdw —s Lot = [T WSenwt
o w?41 2 o w?+1

Sit =m, w = x, entonces se obtiene lo pedido. Esto es,

® xsen mx 7T
dx=—=¢ "™, m>0
/0 21 X 26 m

Ejemplo 3.15.13. Resolvemos la ecuacion integral

- 1, 0<t<1
/ Y(x)senxtdx =142, 1<t<2
’ 0, t>2
La transformada seno de Fourier de f afirma que
- 1, 0<t<1
/ Y(x)senxtdx =F(w) =4¢2, 1<t<?2
0
0, t>2
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3.15 Problemas resueltos

La transformada inversa seno de Fourier de f asegura que

2 o0
Y(t) = — F td
(1) 7T/0 (w) sen wt dw
s e[l 0SE<]
= —/ ( 2, 1§t<2)senwtdw
7T JO
0, t>2
5 1 1 2
= —(——-coswt —— - coswt )
7T t 0 t 1
2 1 2
e 1) - =. 27"
n( ; (cost—1) ; (cos 2t cost))

2
= — (cost — 1+ 2cos2t — 2cos t)

1
= — (2+2cost —4cos2t)
it

Ejemplo 3.15.14. Usando la identidad de Parseval y las transformadas seno y coseno de Fourier de f(t) =

et t >0, vamos a calcular
/°° dt /°° 12 dt
o +n2 Yy mr1e

Recordemos que la identidad de Parseval, para la integral seno y coseno de Fourier, asegura que

[Trora =2 [TIRARd =2 [T IR do

Las transformadas seno y coseno de Fourier de f (t) = et t>0,son

1
1+ w?

w
1+ w?’

fs{e_t] = y Fc{e_t] =

El teorema de Parseval asegura que

/wa(t)zdt _ % /Ooo Ey(w)? dw

Al reemplazar se tiene

o 2 [ w? © 2 s T
_ot ot
/0 ‘ wJo (14 w?)? « 0 (14 w?)? @ 1 0 4

Para la determinacién de la otra integral tenemos,

2 (™ 1 Y /°° 1 _m
7_[/0 (1+w2)2dw—/0 e “dt = ; —(1+w2)2dw—4
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® (tcost —sent)?
Ejemplo 3.15.15. Demostremos que / (t cos % sen t) dt = %
0

Usemos que

£(t) = {1—1}2, It <1 — FIF()] = 4(w cos w — sen w)

0, 1t > 1 w3

Ahora aplicamos Parseval

1 2\ 1 © 16 2
/ (1—t)"dt = E/ 6 (wcosw — senw)”dw
-1 ©
16 > 1
= — o6 (w cos w — sen w)? dw
0

La integral del primer miembro es tal que

/ (1- dt_z/ dt_Z/ 22 4 4y d = %

En consecuencia,

16 ) 16
El (wcosw — sen w) dw—15
Se obtiene asi,
0 o 2
/ (wcosw — sen w) jo— T
0 w® 15

Al cambiar w por t se prueba la aseveracion.

e—iwfo

Ejemplo 3.15.16. Hallemos la funcién f(t) si su transformada de Fourier es F(w) =

a-+iw

La multiplicacién por el término e ' es indicativa de un desplazamiento temporal en un intervalo

to. Por otro lado, el término ﬁ es la transformada de Fourier de la funcion e~*. Combinando

ambos razonamientos se llega a
£(6) = FF(@)] = e
Ejemplo 3.15.17. Resolvemos la ecuacion x" (t) +3x'(t) +2x(t) = 6(t + 1)

Al aplicar transformada de Fourier en cada lado de la ecuacion,

Flx"()]+3F[x'(t)] + 2 F[x(t)] = F[6(t +1)]

(iw)*F(w) + 3 (iw)F(w) + 2 F(w) = e ~“! F[5(t)]
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Al despejar F(w) y como F[6(t)] = 1, entonces

Flw) = et =e ¥ LI
C (iw)2+3iw+2 1+iw 2+iw

Se sabe que
1
—ut _
de modo que
1 1
—t _ —2t —

El factor e ~'“’ esté indicando un desplazamiento en el tiempo, ya que la propiedad asegura que
F(w) = FIf(1)] = FIf(t — to)] = F(w) e ™"
En este caso tp = —1. Luego,
x(t) = <e—(t+1) _e—2(t+1)> u(t+1)
Ejemplo 3.15.18. Hallemos transformada de Fourier de f(t) = u(t —1).

Claramente existe un desplazamiento. Se sabe que F[u(t)] = 6(w) + 7. Luego,

Flu(t—1)] = <ms<w) N ,_)e_iw

Se hizo uso del hecho que

Flu(t=1)] = Flu®)] -7
Ejemplo 3.15.19. Empleando transformada coseno de Fourier probemos que, para x > 0, se tiene

_p 2b [ coswtdw
=2 [
7 Jo w?+b?

Se considera la funcién f(t) = e~ y se le aplica transformada coseno.

© (o)

- e Psen wt dt
o bJo

+9/ e‘btcoswtdt)
b Jo

Flf(t)] = /0 e Ycos wt dt = —%e‘btcos wt

(o]

1 w 1 —bt
77D (—Ee sen wt
1
b

0

w2

b b2

(0]
/ e Ycos wt dt
0
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Se observa que las integrales en ambos miembros son iguales, por tanto las podemos sumar, para

tener: )
00 1 00 b
(1 + %)/O e PMeoswtdt = 5= /0 e Meoswtdt = PR

O equivalentemente,

_ b 2 [ b
fc[f(t)]:m:f(t):fcl{m]ZE/o mcoswtdw

Por lo tanto,

F(t) = e = &/ cos wt dw
0

T w? + b?

1-— <1
Ejemplo 3.15.20. Calculemos transformada de Fourier de f(x) = { 0 =l |‘x|‘_> .
, |x
Cuando aparece un valor absoluto lo mejor es deshacerse de él. El hecho de que |x| < 1 significa
que a la derecha del cero, |x| = x, y a laizquierda |x| = —x. La figura muestra la forma que tiene la
funcién

figura 3.27

Veamos el valor de su transformada

0 ) 1 .
Flw] = / (14+x)e ™ dx+ / (1—x)e ™ dx
1 0

Haciendo integracion por partes se llega a que
2
Flw] = ﬁ(l —cosw), w # 0
Para determinar el valor en w = 0 tenemos:

P[O]:/_01(1+x)dx+/01(1—x)dx:%+%:1

Ejemplo 3.15.21. Sabiendo que ]—"[e_““'] = ] —2:1

hallemos F {;1

w?’ x24+x+1
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La propiedad de simetria afirma que
F(w) = F[f(t)] = FIE(H)] = 27 f(~w)

Por ello,
2a

a? + w?

Al sacar el factor 2a y trasladarlo al segundo miembro se tiene

L |7 alul
}—[az-l—ﬂ}_ a’

Pero, para hallar la transformada que queremos, escribimos lo siguiente

1 1
x4+l (t41)243

2
Fle~) = — f{—az _f tz} = 274wl

Vemos ahora que existe un desplazamiento en el tiempo (tg = — %). La propiedad de desplazamiento
en el tiempo afirma que

FIf(1)] = Flw] = F[f(t — to)] = Flw]e ™
De esta forma,

1 1 7T : 1
N N\ = 2 pmal-w| | —iw(—3)
Pl = Fw) = Flf(e+ ) = Teroiowl it

V3

Si hacemos a = 5>, entonces

Flf(t+ ) = 7|

1 —2_7T 7§‘w|.ei7w
2

— | = e
ARV e
Ejemplo 3.15.22. Hallemos solucion particular de la ecuacién f"(x) — 3f'(x) +2f(x) = 35(x)
Se aplica transformada de Fourier en ambos lados de la igualdad
FIf"(x)] =3F[f"(x)] +2F[f (x)] = 3F[6(x)]

Que equivale a tener
(iw)*F[w] — 3(iw)F[w] + 2F[w] = 3
Al despejar queda
3 B 3
—w? —3iw+2  (iw—2)(iw—1)

Flw] =

Con ayuda de fracciones parciales

3 3
F = —
[w] iw—2 iw-—1

de donde,
flx) = (3e% —3¢') (1)
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4 6(2w76)i
Ej lo 3.15.23. H. =
jemplo 3.15.23. Hallemos f(t) tal que F[f (t)] 53— w)
Se observa un desplazamiento en la frecuencia
4 eZ(w—3)i 4 p2wi
Flw—wy| = —— Flw] =
[w = wol 5+ (w—3)i — Flw] 5+ wi
Ahora, la funcién cuya transformada es 3 fiw es

fi(t) = 4™ p(t)
pero el factor desplazamiento nos lleva a
fot) = 4e7 2 p(t 4 2)
Asi, la f que andamos buscando es
F() = 4e750+2) (1 2) . @3t = 4= 10-(6-30t 1y (4 4 7)
Ejemplo 3.15.24. Hallemos la transformada de Laplace de senh at

Se puede usar la definicion o bien la alternativa de las funciones exponenciales. Veamos esto tltimo

at _ ,—at
Llsenhat] = L {%} = - Lle"] - % Lle™™

1

2
1 1 1 _a
N §<s—a_s+a> ~ s2— g2

Ejemplo 3.15.25. Hallemos transformada de Laplace de f(t) = t? ¢!,

Se puede emplear la propiedad de traslacién, ya que aparece un producto entre la funcién exponen-
cial y otra funcién cualquiera. La transformada de #2 es

2! 2
21 _ _
l=5=5
En consecuencia )
L[] =
[ e ] (S . 1)3

Como alternativa esta el hecho de que la funcién exponencial estd multiplicada por una potencia de
t. En este caso se sabe que

Luego,
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I'(n+1)

SVIT’”>_1’S>O'

Ejemplo 3.15.26. Demostremos que L[t"] =

Usemos la definicion.
o0 o0 n
L[t = / t”e_Stdt:/ (E) e ® %, z = st
0 0 \s s
N S s
= Sn+1/0 Ze ar= o (n+1)

En particular, £[t~1/?] = rasz) = \/g

5172

t
Ejemplo 3.15.27. Hallemos L [ / sen 2u du} .
0

De acuerdo con la propiedad de la transformada de Laplace para integrales se tiene que
t F

LIF(H)] = F(s) = £ U fu) du} - —(SS)

0

Como L[sen 2t] = , tenemos que

f 2
L {/0 senZudu} = )
sent

Ejemplo 3.15.28. Hallemos L {T}

s2+4

Usemos la propiedad de division por t. Esto es,

t

LIF(B)] = F(s) = £ [f(t)] _ /SOOF(u)du
f(t)

Con la condicién de que lim 4 exista. Para este caso tenemos,

t—0

Lsent] =

,  lim
52 + 1 t—0 t

En consecuencia
sent du

o - 1
L[T} _/S MZ—Hdu—E—arctgs—arctg( )

S
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t
Ejemplo 3.15.29. Hallemos L {sen a ] :

Usemos la propiedad del cambio de escala. Esto es

1 s
LIFH)] = Fs) = LIf(at)] = FC)
Ademads, tenemos que
sent 1 sent sen at
LI = aretg (1) = F(s), f(5) = 55 = flat) = *2
se sigue que
sen at 1 sen at
ety = Lo |
at t
Como L[sen at] = % entonces
sc+a
sen at ® q a
E[ ; ] —/S mdu—arctg(g)

Ejemplo 3.15.30. Hallemos L [u(t — a)].

Se puede hacer uso de la definicién, o bien de la propiedad de traslacién. En este tiltimo caso se tiene

que
f(t—a), t>a
0, t<a

LIf(H)] =F(s) y ﬂﬂZ{

Como f(t) = 1y L[1] = 1, entonces

e*ﬂs
Llu(t—a)] = —
Ejemplo 3.15.31. Hallemos / te 3t sentdt
0
Usemos el hecho que
Lltsent] = / te S'sentdt
0
Esto es una primera aproximacion al problema. Ademas,
2s
E[t sen t] = m
Luego
®© 2s
—st _
/O te S'sentdt = m

En consecuencia, con s = 3, tenemos

o0 3
te Stsentdt = —
/0 e sen 50

= L[g(t)] = e F(s)
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4s + 12
. -1
Ejemplo 3.15.32. Hallemos L LZ e 16]'
4] 4s+12 1 [4s+12 _ 4(s+4)—4
s2+8s+ 16 (s+4)2 (s+4)2
1 1
= 4L | — | —4L7!
£ L+4} [(s+4)2]
= de ¥ —ate™ = 4eH(1—1t)

1
j .15.33. H, R e a—
Ejemplo 3.15.33. Hallemos L {sz(s i 1)2}

Vamos a usar convolucién
1 1 1
s2(s+1)2 2 (s+1)2
Para usar el teorema de convolucién tenemos

£ le} —t=f(), £ {(5:1)2} —tet =g(1)

Luego

E_l[ml = f*g:/otxe_x(t—x)dx

t
= / (xt —x%) e * dx
0
t
= ((xt — ) (—e™F) = (t—2x)e " 42 e_x)
= te ' 4+2e " +t-2

3s+7
s2—2s—3|

0

Ejemplo 3.15.34. Hallemos £~ [

Esta vez usemos fracciones parciales

3s+7 3s+7 4 1

2—25—3 (s—3)(s+1) s—3 s+1

Se aplica inversa en ambos miembros

£ {—35” }:45—1{ ! ]—ﬁ—l[ ! }:4e3t—e_t
3

s2 — 25— s—3
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Ejemplo 3.15.35. Resolvemos la ecuacion diferencial y" +y =t, y(0) =1, y'(0) = —2.

Se toma transformada de Laplace en ambos miembros

Cly")+ Ll = L] = LIy —sy(0) — y'(0) + Lly] = —

2
1
szﬁ[y]—s+2+£(y) = 2
2 1
(1+s5)Ly] = S—2+s—2
14+s3—-2s2 1 s 3
£l = s2(1 +s2) _s_2+1—1—52_1+52
de lo cual
(t) = L1 l—k s 3 =t+cost—3sent
Y\ = 2 1482 1+4s2|

x' = 2x -3y

Ejemplo 3.15.36. Resolvemos el sistema ¢
y'=-2x+y
Se toma transformada de Laplace en ambas ecuaciones

sL[x] -8 = 2L[x] —3L[y]
sLly] -3 = Lly] —2L][x]

Este sistema de transformadas se escribe en la forma

(s—2) L[x]+3Lly] = 8
2L[x]+(s—=1)Lly] = 3

Al sumar, la multiplicacién de la primera ecuacién por (—2) y la segunda por (s — 2), se obtiene

3s —22
E[y]_sz—3s—4

Para hallar £[x] se multiplica la primera ecuacién por (s — 1) y la segunda por (—3). Al sumarlas

8s — 17

£l T2 _3s5—4

A estas dos ecuaciones obtenidas se aplica transformada inversa

0 - e BT e 2]

o[ 3-2 0 [ 5] a2
y(t) = £ {52—35—4}_[' LJrl] £ [5—4}

»
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Al calcular estas transformadas inversas se encuentra

x(t) = 5e ' 43¢t
y(t) = 5e !t —2e

Ejemplo 3.15.37. Hallar transformada de Laplace de f(t) = e' sen’t

1
De la identidad sen®t = 5 (1 — cos2t), se tiene que

L[sen’t] = %E[l] - %E[cos2t] = % — =

En consecuencia,

. B 1 s—1 o 2
Lle! sen®t] = 26—1) —2( (s—1)2+4) (s—1)(s2—2s+5)

Ejemplo 3.15.38. Escribimos en términos del escalén unitario y calculamos transformada de

et 0<t<3
t) =
f() {0 , t>3

Es claro que f se escribe

1
s+1

= Lle " p(t=3)]
Para calcular la transformada de e ~f ji(t — 3) consideremos que
h(t) =e tu(t—3) =e e 73 y(t = 3)

Esto con el fin de usar la propiedad de desplazamiento.

1
s+1

E[h(t)] = e_3 E[e_(f_?’) ]/l(f _3)] — 6—36—35 [,[E_t] — e—3(s—|—1) .

En consecuencia,

11 gy 1 _23(s+1)
E[f(t)]—s—Fl S—l—le _S—l-l(1 ¢ )

Ejemplo 3.15.39. Usemos transformada de Laplace para hallar solucién de la ecuacion y ¥ (t) +2y" (t) +
y(t) = sent, con condiciones iniciales y(0) = y'(0) = y”(0) =y’ (0) =0
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Al aplicar transformada de Laplace a ambos miembros de la ecuacion se obtiene

1 1
ﬁ[y] = (52+1) (54—|—252+1) - (S+1)3

Para llegar a la inversa de esta transformada debemos pasar varias etapas: La primera de ella es
observar la forma del denominador y tener presente que

1
-1 _ _
L Lz 11 =sent = f(t)
Una segunda etapa es prestar atencion a la propiedad

LTUF(s)] = f(1) = L7 [FO(s)| = (=1)" e £ (1)

Con esto, el denominador alcanza exponente cuadrético. Esto es,

-1 —2s o 1ynql 1 L _£
L [—(52+1)2} =(-1)"t sent = L )L —Zsent

Debemos alcanzar (s + 1) en el denominador. Apliquemos de nuevo la propiedad.

o [F(z)(s)} _ -1 {—Z(ii;;li);r 852} = ;1 [(;S:—_l;]

= (=1)2sent = t*sent
Esto significa que
65> — 2
(1)
A partir de esto se inicia la cuenta regresiva para f(t), ya que al aplicar inversa en esta tltima
ecuacion se tiene que

L[t?sent] =

] 2 [

_ 42
T)?’:| =t"sent

Al despejar de aqui la inversa que andamos buscando

L1 [;] = —%tzsent—k?)ﬁ_l [

(s +1) -1
(s2+1)3 1

(SZ + 1)3

Al reunir términos semejantes

1 1 1
1 2 1
4L [ 3} = ——tsent+3L [—]

@1y RS
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Ahora falta s6lo determinar la transformada que estd en el segundo miembro. Para ello usemos

t
£ {ﬁ} = 5 sen t, en conjunto con la propiedad de divisién por s que asegura que

£ FE) = 10— e [P = [ p)

S

S

(G f(t)

t
En este caso, F(s) = = 5sent. Luego,

1 ! 1
L1 [m] :/0 %senxdx: E(—tcostJrsent)

En consecuencia,

1 1 3
1 2
e —(— t t
4L {(sz 1)3} 2t sent+ = (—tcost+sent)

de donde,

1 1 3
-1 _-42 (=
y(t) =L {(52 1)3} 8t sent + 5 (—tcost+sent)

es la solucidon de la ecuacion diferencial.

2

Ejemplo 3.15.40. Sea F(s) = (s+2)(sf3)_(§2+25+5)' Hallemos la funcién f(t) tal que L[f (t)] = F(s)

Usemos fracciones parciales.

s2-3 _ A B GC+D
(s+2)(s—3)(s2+25s+5) s+2 s—3 s2+25+5

Al resolver se encuentra que A = —21—5, B = %, C= —51—0, D = %. Luego,
E(s) = 1 1 n 3 1 . 1 1 . 7 1
25 542 50 s—3 50 s2+4+2s+5 10 s2+4+2s+5
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Se aplica transformada inversa en cada sumando para encontrar f(t). Tenemos:

_ 1l Iy N B N R S A== B
ft) = =55~ L+2}+50£ [5—3] 50~ {52+2s+5}+10£ s2+25+5

1

a3 1 . s+1 1 . 1
- _ 2t ~ 3t__£ 1 2T+ ——L i -
53¢ T5° "5 [(s+1)2+22] 50 [(s+1)2+22}Jr
7 1
e
T 10 [(s+1)2+22]

3 3 1 18 _,
S — — B — 2 — 2
25e 506 506 cos t+5oe sen 2t

1
=5 <3€3t —2e¢ 2 —etcos2t + 18 e*tsen2t>

Ejemplo 3.15.41. Escribimos en términos del escalon las funciones que muestran las figuras (3.28) y (3.29).
Luego, usando propiedades, calculamos su transformada de Laplace.

f(t) g(t)

2 1

N e ———
N
@»

I
I
I
I
!
1

figura 3.28 figura 3.29
La figura (3.28) se escribe

ft) =2p(t=1)=2p(t-2)
su transformada es

LIfN] =2Lut-1)] -2Lu(t-2)] = %es _ %eZs

La funcién de la figura (3.29) se escribe

g(t) = (¢ =2) pu(t =2) = (t =2) p(t = 3)
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su transformada es

Llg(D)] = L[(t =2)p(t = 2)] = L[(t = 2)u(t = 3)]

=e P L[] = L[(t=3) u(t = 3)] = L[u(t - 3)]

|
N
19p)
p—
|
W
195}
| =
|
W
w»
©® | =

1
_ <e*25 _6735 —56735)
Sz

Ejemplo 3.15.42. Resolvemos, usando Laplace, la ecuacion

Se aplica transformada en ambos lados de la ecuaciéon dada

LyW —y] = £[0] = LW - Ly] =0
— s*L[y] —s°y(07) —s*y'(07) —sy”(07) —y""(07) — L[y] =0
— 54[,[]/] — P —5— Lly] =0

A partir de esto ultimo,

Ahora, las fracciones parciales salvan pues,

s 171 N 1
2—1 2\s+1 s—1

teniéndose que

yzéﬁ—ll 1 ]4_%5—1{ 1 }:le_t~|—let:cosh(t)

0 ,0<t<3

Ejemplo 3.15.43. Resolvemos, usando Laplace, y" + 4y = {t (53

Se aplica Laplace en ambos lados de la igualdad

Lly"] +4Lly] = L[tp(t - 3)]
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Para calcular la transformada que involucra el escalén tenemos:
tu(t=3) = ((t =3) +3)u(t =3) = (£ =3)pu(t —3) +3u(t - 3)

Ahora es maés sencillo

1
Lltu(t ~3) = L[(t ~ 3)pu(t —3)] +3L[u(t —3)] = e > + 2o~
Por tanto,
E[ //] +4£[ ] — le—3s+§e—3s
y y 52 5
O bien, desarrollado,
1 3
2 _ -3 -3
2Ly +4L] = o>+ 2
de donde,
_ 1 + 3s 6_35
 52(4+s2)

Por fracciones parciales
1+3s A B Cs+D

s2(4 + s2) =Sttt ar e

Alresolver,Az%,B:}l,C:—%,Dz—}I.Portanto,
31 1 1 3 S 1 1
W=15te e 19ra 1
de lo cual,
t 1
y(t):Z—i—L—L—Zcos%—gsenZt

Pero, habia un desplazamiento, asi que la respuesta correcta es

3 t 3 1
y(t) = (Z+Z - ZcosZt— gsenZt) u(t—3)

Ejemplo 3.15.44. Graficar las funciones f(t) = 2e~ Dy (t — 1) y g(t) = —10u(t — 3)sen2(t — 3)

Lo primero es observar donde estd el punto de “quiebre”. En el caso de la funcién f esen t = 1, por
tanto, de ahi en adelante la funcién escalén que acompafia es igual a 1, de ahi hacia atrds es cero. Se
concluye que la grafica es la que muestra la figura (3.30).
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Y y
f(#) =2u(t —1)e! ! = —10u(t —3)sen(t —3
2

|
|
[
. x x
1 3

figura 3.30 figura 3.31

Para la funcién g(t) el escalén vale uno a partir de t > 3 y vale cero antes del 3. Su gréfica en la
tigura (3.31).

Ejemplo 3.15.45. Hallemos las transformadas siguientes:

1 1 1
| = — — — — —3s .. — —3s
f(t) 10u(t — 3)sen(t —3) = L[f(t)] 10e 2 P+ 20e 213
= g(t) =te *u(t)
En este caso hay un desplazamiento. Como L[t u(t)] = 2 entonces
Llep(e ™) = —
(s +2)?
[ ] h(t) = ezt‘u(t — 1) — ﬁ[h(t)] = S_Lz . e—(S—Z)
Ejemplo 3.15.46. Hallemos transformada inversas de Laplace de
—2s o 2 . 1

—2s

1. Es claro que el factor e *° nos indica un desplazamiento, por tanto, se analiza el resto de la

expresion. Esto es,

ﬁ_l S :,C_l (S+1) —1 — E—l (S+1) _£—1 1
s2+25+5 (s+1)2+4 (s+1)2+4 (s+1)2+4
Como estas transformadas inversas son conocidas, sélo falta agregar el desplazamiento. Se
tiene

r-1 S — ot eos 2t — le_tsen ot e~ (2cos2(t —2) — Jem 2 sen2t ,t>2
s2+2s+5 2

0 , 1< 2
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2. En este caso haremos uso de la convolucién

22 1
(2+1)2 241 s2+41

Las transformadas inversas son conocidas:

2 1
1 1
=2 = t
L Lz J sentu(t) y L LZ 1} sent u(t)
Ahora convolucionamos

t t
f*g:2/ senxsen(t—x)dx:2/ sen x(sen t cos x — sen x cost) dx
0 0

f f 1 1 2t
= 2sen t/ sen x cos x dx — 2cos t/ sen’xdx = 2sen't - Esenzt — 2cost - E(t — Se’; )
0 0

1
= sen3t—tcost+§costsen2t =sent—tcost

3. Una vez maés, la convolucién sera nuestra fiel aliada.

1 1 1
(s2+45+1)2  (5+2)2-3 (5+2)2-3

La transformada inversa de cada factor es conocida

_ 1 1 _
¢ ) e e

Con esto pasamos a convolucionar

t
fxg= 2/ senh xV/3 - senh(t — x)v/3 dx
0

Sabemos que

(e —eh) y cosh(t) = l(et +e7 )

1
senh(t) = >

2
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Luego,

frg= 1efzt /t 1(ex\/5 — e*xﬁ) : 1(e(t*x)\/g — e*(t*x)\/g) dx

3 0 2 2
— 11—2e_2t /t(et\@ _ e tVB2xVB V3,23 e_t‘/‘;’) dx
0
1 —2t< N SN S S - S SRR S Y SN
= —¢ xe'Ve —e —— +e'vVe. ——e + xe
12 2v/3 23
= le_zt <t‘et\/5 — ﬁ + ﬂ + te_t\/g)
12 23 23
I TN W —tV/3 _l o 1 tV3 _ —tV/3
= 126 (te + te 126 —2\/§ e e
t o 1 5
= —e 2 osh(tV3) — ——e %tsenh(tV3
g¢ " cosh(tV3) — e Hsenh(1V3)
- %e‘zt <3t cosh(tV/3) — \/§senh(t\/§))

)

Ejemplo 3.15.47. Resolvemos la ecuacion y*) 4 2y" +vy =0, y(0) = y'(0) = y"(0) =0, y"(0) = 1.

Se aplica Laplace en ambos lados

LlyW +2L[y" + Ly =0 = s*L[y] —s + 2>+ [y] =0

— Lly](s* +2s* +1) =

— Ly = — °

S22 +1  (s2+1)2
Ahora empleamos la propiedad de la multiplicacién

LIf()] = F(s) = LI f(H)] = (—U”%F(S) = (=1)"F")(s)

Se observa que

s 1da/ 1 \_ (—1)1Z
(s2+1)2  2ds\s24+1) 2 ds

Como Lsent] = , entonces

s2+1
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3.16 Problemas propuestos

3.16. Problemas propuestos

1. Hallar las transformadas finita seno y coseno de Fourier de:

a) fi(t) =t ¢) fa(t) =senat e) f5(t) = °
b) fo(t) =1 d) fa(t) = cost f) fe(t) = e

2. Hallar la representacién integral de Fourier para la funcién que se indica, y determine conver-
gencia de la representacion

t, —t<t<m lt, —t<t<m
t) = ) =
“) f(t) {o, it > 7 9 ft) {0, > 7
sent, —m<t<r 2—1,0<t<4
b) f(t) = ! - = d) f(t) = ’
) f(t) {O, |t > 7T ) f(#) {O,t>4\/t<0

3. Hallar la representacién integral en senos y cosenos de Fourier de las funciones que se indican.
Determinar convergencia de la representacion

sent, 0 <t <2m senmmt, 0 <t<1
t) = - = t) =
7 f(t) {0, > 2 9 f(t) {o, £>1
1,0<t<1
by F(t) = 1,0<t<10 d) f(t) =42, 1<t<4
1o, t>10 0, t>4
4. Hallar la transformada de Fourier de las funciones:
a) f(t) =3e 4t cos2t d f(£) =ut—-3)—u(t—1)
sent, —a<t<a 2 _a<t<a
b) f(t) = ! - = t) = ’ - =
) £(8) {Q e o f(t) {Q .
¢) f(t) =5e73(5 f) f(t) =3u(t—2)e™
5. Hallar la transformada inversa de Fourier de las funciones:
q) F(w) = 9 (w+4)?/32 _ 1+iw
(20401 4) F(w) 6 —w?+5wi
e (20—4w)i :
b (@) = 5 _ 106 tiw)
() 3—(5-w)i °) P(“’)_9—w2+8iw
10 sen 3w sen 3w
= Flw)= — 2%
0) Flw) = ——~- f) F(w) w2+ iw)
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3.16 Problemas propuestos

6 649 sen 2w 1,0<t<1
g) Flw)=—F5—5— . -
94 w j) Flw)=< -1, -1<t<0

h) F(w) = e "% sen8w 0, [t>1

i) F(w) = e 24l co5(8 + 2w)

6. Hallar la transformada de Fourier de las funciones:

a b) — (e3¢ c) 3te _odet

) o n ) e ) T

7. Hallar la transformada de Fourier en cosenos de las funciones:

7) f(t) _ {cost, 0<t<a

0, t>a
2t, 0<t <5

b)f(t)z{o =2
o f(t)y=te ™, a>0

d) f(t) =e'cost

e)f(t)z{tz’ogtga

0, t>a

f ft)=te ", a>0

8. Hallar la transformada de Fourier en senos de las funciones:

coskt, 0 <t <1
a)f(t)z{o )

b) f(t)=e 'sent
o f(t)y=te ™, a>0

9. Probar que la convolucién es conmutativa.

d) f(t) =e 'cost
e) f(t)=2e ", a>0

Hft)y=e*

—3t, t<0

3, t>1

10. Probar que no existe transformada de Fourier de la funcion x(t) = {t +1, 0<t<1

11. Probar que F { } — el x>0

0, |x|>a

12. Probar quesi f(x) = {1 x| <a

, entonces se cumple que F[f(x)] =

Resp. x(t) no es absolutamente integrable
usar TF inversa en ambos lados

__ senaw
Tw

13. Resolver, usando TF, la ecuacion y” + 6y’ + 5y = 6(t — 3)
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3.16 Problemas propuestos

Transformada de Laplace

1. Hallar las transformadas de Laplace de:

a) fi(t) = cos’t c) f3(t) =
b) falt) = tcost q) falt) =

2sent

2 sen?t

sen t

e) fs(t)
) fe(t)

cost 1

2. Hallar las transformadas de Laplace de:
a) fi(t) =te' 0) fa(t) = e e) f5(t) =tsent
b) fo(t) = t?cos 3t d) fa(t) =telsent f) fo(t) = cos(7t —8)
3. Hallar las transformadas de Laplace de:
a) fi(t) =tpu(t—1) e) fs(t) = u(t—1)
b) fo(t) = senty(t -7)
c) fa(t e t—1 2t, 0<t <
Al Ze P folt) =
d) fi(t) =cosa(t—Db) u(t—"0) 0,t>m
4. Hallar la transformada inversa de Laplace de:
0) 3 0 s+2 ) s+2
s2 s2+4 s(s2+ 4)
1 s+3
b) s> +4s+5 9 s2+8s+17 f) 3s+2
5. Usar convolucién para hallar transformada inversa de Laplace de las siguientes funciones:
3 1
F — -
) F6) = G ) ) = s@
1 1
F(s) = 5= =
1 e —2s
) FE) =y N =2
6. Usar la transformada de Laplace para resolver los problemas de valor inicial siguientes:

a) y'+4y=1,y(0)=-3 y"+6y'+2y =1

/ e) /
by y' =9y =1t,y(0) =5 y(0)=1,y'(0) = —4
c) y'+4y =cost, y(0) =0 Y/ 44y = e~tsent
d) y" -2y =1t y(0) = Dy =1, y'(0) = 4
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3.16 Problemas propuestos

7. Hallar la transformada de Laplace de la funcién dada.

0, 0<t<1 0, 0<t<4
t — - - t —
a) ft) {1-+5n F>1 o) f(t) {—se%,t;z4
0, 0<t<4
={2 4< <t <
b F() =R 4<t<5 D FB) on_ <5
2% t>5 142, t>5

8. Usar la transformada de Laplace para resolver los siguientes problemas de valor inicial:

0,0<t<4

/! 4:
a) y" +4y {&t24

0,0<t<4

b) y" —2y' —3y =
)y —2y" =3y {12’t24

t,0<t<3

//_4/ 4y —
)Y vy {t+2,t23

2,0<t<3

d) y" +5y’ + 6y =
)y’ +5y"+6y {Qt23

9. Hallar la funcién f que se indica, usando transformada de Laplace en ambos lados de la
ecuacion y el teorema de convolucién en donde interviene la integral

a) f(t):—1+/0tf(t—x)63xdx

b) f(t):—t—l—/otf(t—x) sen x dx
t

c) f(t):cost+/0 f(t—x)e > dx

dyﬂﬂ:ef+ﬁv@—mdx

e) f(t) :3—1—/0tc052(t—x)f(x) dx

10. Usar transformada de Laplace para resolver los siguientes sistemas:
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3.17 Problemas adicionales

(x' =2y’ =1

a) sx'+y—x=0
(x(0) =0, y(0) =
(2x' —3y+y' =0,
by x'+y' =t

(x(0) =0, y(0) =0

3.17. Problemas adicionales

a) f(t) = 2u(t)e>" — 10e~4/
b) f(t) = u(t+4) —u(t—4) +2e !
C) f(t) = 75“’L 2|
d) f(t) = () —2+3i)t
e) f(t) = u( £)e!
f) f(t) = a2+t2
g) f(t) - 4+zt
h) f(t) — 4sen2t
6, 3<t<7
) f(t):{ 0, t<3yt<27
1, 0<t<1
) f(t) = {1, —1<t<0
0, [t >1
sent, —k<t<k
o o =5t e
D) f(t) =5[u(t—3) —u(t —11)]
m) f(t) = 5e—3(t=5)
n) f(t) = p(t— ke 1
) f(t) = 5p
0) f(t) =3u(t—2)e
p) f(t) =3e 42

(x' +y' —x = cos2t
x'+2y'=0

(x(0) =0, y(0) =
(x/+3x—y=1

d yx'+y' +3x=0

(x(0) =2, y(0) =0

1. Calcular transformada de Fourier de las siguientes funciones:

80
Resp. 5575 — 6102

25@n4w 242
Resp. t 17

10e"2w g0
Resp. 557 — 15102

1
Resp. 5503

Resp. %e‘“'“"

Resp. 1077 p(—w)et

Resp. 47[pu(2 — w) — u(-2 — w)]
Resp 125en(2w) o~ Biw

Resp. 2 (cosw — 1)

(w+1) — Stysenk(w — 1)

Resp.

i
1+w

10 77“‘)561’14&}

Resp. 5 \/; o—w?/12+45iw

4 —(14+4iw)k/4
Resp. 1€

Resp.

Resp. e~ ||
3672(3+ia})
3+iw

2iw

Resp.

Resp.

16+ 2€
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3.17 Problemas adicionales

q) f(t) =p(t—3)e*
) f(t) = 3e4ltlcos2t

5) f(t) = 8e  sendt

b f(t) = ;i”:z

) f(H) = zrarms

v) f(t) = p(t—1)e>+2)

w) f(t) = 4pu(t —2)e > cos(t - 2)
x) f(t) = Siila

2. Hallar la transformada inversa de Fourier de:

a) Flw) = =i

b) F(w) = &5

¢) Flw) = fi(gfj““’
d) Flw) =& (367(0)1
¢) Fw) = 36+(3)+7)
f) Flw) = w2+62w+12
9) Flw) = 2520
h) F(w) = 9e~(wt4)?/32
i) F(w) = £
i) Flw) = 5
k) Flw) 610<(;12t:;20

e~ 3(2+iw)

Resp. 575

12 12
Resp. oo T T6r(wran

Resp. 4i \/§ [e—<w+3)2/8 _ e—(w—3)2/8}
Resp. % [e*2|w+1| _ efZ\w—lq

Resp. %631""_2"‘"

1 ,—15—iw
5+iw®
4e—20+41w) (34 i)
(3+iw)?¢1

~2i(w-3) p3|w-3|

Resp.

Resp

Resp

Resp. 5~/

Resp. p(t +2)e 110
Resp. ¢ [p(t) — p(t —2)]
Resp. 65(t)el 5130t
Resp. te7ite=ol!]

Resp. %6_3#6_“"6

Resp. 4p(t +2)e~10- (530t
Resp. 18,/2 ¢~ 87 ¢4t

Resp. e12= =50t y(+ — 4)

-3t e—Zt]

Resp. u(t)[2e
Resp. 10p(t) e~ *cosh(t\/7)
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El que ahorra sus palabras tiene
sabiduria;

De espiritu prudente es el
hombre entendido

Proverbios 17:27

<
|
~
3
—~
N
~—
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4.1 Elementos previos

4.1. Elementos previos

Recordemos las propiedades basicas de los ntimeros complejos, vistas en el primer curso de algebra.
El conjunto siguiente

C={(a,b)/ a,beR}

con las operaciones:
suma (a,b) 4+ (¢c,d) = (a+c,b+d)
producto  (a,b) - (c,d) = (ac-bd,bc+ ad)

se denomina conjunto de los nimeros complejos. Se puede observar que, como conjunto, C es en
realidad IR%. La novedad est4 en introducir el producto, pues se comprueba facilmente que C con
las dos operaciones anteriores es un cuerpo conmutativo, con (0,0) y (1,0) como elementos neutros
respectivos. Ademas, el cuerpo C contiene al cuerpo IR. En efecto, la aplicacién que lleva

a€R— (a,0)€C

es un homomorfismo inyectivo de cuerpo. Esta identificacion de R como subcuerpo de C permite
usar la notacién simplificada a = (a,0), y observando que todo elemento (a,b) € C se puede escribir
como

(a,b) = (a,0)-(1,0) + (b,0)(0,1)

entonces, al hacer i = (0,1), tenemos que
(a,b) =a—+ib

Esta forma de escribir un ntimero complejo (forma binémica) hace més facil la multiplicacién. En
efecto, teniendo en cuenta que

i?=(0,1)-(0,1) = (-1,0) = -1

entonces
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, bc + ad)

se traduce en
(a+1ib) - (c+id) = ac — bd + i(bc + ad)

donde para hacer esta operacion sélo hace falta recordar las reglas habituales de la multiplicacién y
las identificaciones anteriores. Cuando se utiliza una sola letra para denotar un namero complejo, se
suele elegirla z, ysiz =a+ibcona,b € R, los nimeros 4, b se llaman partes real e imaginaria de z,
respectivamente. Escribimos; a = Re(z), b = Im(z).
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4.2 Igualdad de ntimeros complejos

4.2. Igualdad de nameros complejos

La igualdad de los nimeros complejos es una consecuencia de la igualdad definida entre conjuntos,
y su aplicacién sobre los pares ordenados. En efecto, siz = (x,y) y w = (u,v), resulta entonces:

(x,y) = (w,v) <= x=uNy=v

Es decir, dos nameros complejos son iguales, si y s6lo si, simultdneamente, las respectivas partes
reales e imaginarias son iguales entre si. Una igualdad en C representa entonces dos igualdades en
R.

Desde el punto de vista algebraico, la principal ventaja de C es que soluciona el defecto algebraico
de R de no ser algebraicamente cerrado, es decir, de que existan ecuaciones polindmicas con coefi-
cientes reales que no tienen soluciones reales. El ejemplo clésico es x> + 1 = 0. Esto ya no va a ocurrir
en C.

La introduccién del simbolo C para representar al conjunto de los complejos, en vez de usar direc-
tamente IR?, es conveniente para destacar y recordar la diferencia existente entre R? y los demds R".
Todo R" conforma estructura de espacio vectorial y también de espacio euclideo. En el caso particu-
lar de IR?, ademés de las estructuras mencionadas, se agrega la estructuracién en cuerpo abeliano.
Esta caracteristica no se extiende a ningtin R” con n > 3. La raz6n de esta diferencia es porque en
C, ademads de definirse la suma como en todo R", se establece también la multiplicacién, condicién
que le permite alcanzar la estructura de cuerpo abeliano.

4.3. Propiedades algebraicas de C

» C es un espacio vectorial sobre R de dimensién 2, de hecho, {1, i} es la base canénica.

s C es un cuerpo conmutativo que contiene un subcuerpo isomorfo a IR.

Existe un elemento de C solucién de z2 + 1 = 0 (i es la solucién).

C es algebraicamente cerrado, es decir, todo polinomio con coeficientes complejos tiene una
solucién en C. Ademéds, C es el menor cuerpo algebraicamente cerrado que contiene a IR.

» Conjugacién La aplicaciéon de C en C definida por
z=a+ib—zZ=a—ib

tiene las siguientes propiedades:

N
+
S
I
N
+
S|
S
I

Z.

N
g
Il
]
I
N|

=zsiysOlosiz € R.
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4.4 C como estructura vectorial

= En C no existe un orden total compatible con la estructura algebraica que extienda el orden de
R. En efecto, si éste fuera el caso los elementos i y 0 deberian ser comparables. Veamos si es

cierto:
1. Si fuese i > 0, por la compatibilidad con el producto, tendriamos i> = —1 > 0, jabsurdo!
2. Sifuese i < 0, por la misma razoén se tendria i2 = —1 > 0, con lo cual, obviamente, no se

extiende el orden de R.

Observacién. El hecho de que C no sea un cuerpo ordenado, deja como tnico R" que cumple tal
condicién al conjunto de los reales IR. Este es el cuerpo ordenado por excelencia.

Observaciéon. Conviene remarcar que en C carece totalmente de sentido la proposicién:

z>7z'

Por lo tanto, en el caso de presentarse esta notacion, es sencillamente un grave error.

4.4. C como estructura vectorial

El conjunto de los ntiimeros complejos C conforma una estructura vectorial, sobre un cuerpo K,
respecto de las leyes de composicion interna + (suma de niimeros complejos) y composicion externa
P dada por

P:CxC—C talque A(x,y)= (Ax,Ay)

Esto es consecuencia inmediata de que C = IR?, es decir un caso particular de R". Por lo general, el
cuerpo de apoyo de la estructura vectorial o conjunto de los escalares K que se considera es IR.

4.5. C como estructura de espacio métrico

El conjunto C conforma una estructura de espacio métrico, y en particular una estructura de espacio
euclideo, al definirse la funcién distancia por la expresiéon

d: CxC—R talque (z,w)—>d(z,w):\/(zl—w1)2+(zz—w2)2

endonde, z = (z1,23), w = (wy, wy) y d(z, w) es la distancia de z a w.

Esta caracteristica es una consecuencia inmediata de que C = R?, es decir un caso particular de
R". El hecho de poder estructurar C como espacio métrico tiene enorme importancia. En efecto, se
logra con ello la base (funcién distancia) para construir una estructura topolégica. De esta manera el
conjunto de los complejos C conforma simultdneamente una estructura algebraica de cuerpo, y una
estructura topoldgica, siendo ambas las dos condiciones esenciales para poder definir los conceptos
que son fundamento del anélisis matematico: la continuidad (la convergencia) y la diferencial.
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4.5 C como estructura de espacio métrico

4.5.1. Propiedades de la funcién distancia

Las siguientes propiedades son conocidas:

1. d 21,22)

(
2. d(z1,22) =0<=z1 =127
3. d(Az1,Azp) = |A|d(z1,22)
4 d(

d(z1,2z2) < d(z1,23) +d(z3,2z2) desigualdad triangular.

4.5.2. Notacién para la funcién distancia

La notacién de la funcién distancia sobre C, que por otra parte se emplea normalmente para cualquier
R" es
d(Zl,Zz) = |21 — Zz’

De acuerdo a esto, si z = (x,y), resulta

d(z,0) = /22 + 12 = |z

La introduccion de |z — z;| para representar la funcion distancia, es justificada por el hecho de que
ayuda a recordar todas las propiedades de la distancia por su similitud con la funcién valor absoluto
en el campo real.

Observacién. Elvalor absoluto en el campo real por su parte estructura al conjunto R como espacio
euclideo, pues:

d(x,y) =/ (x —y)*> =[x —y|

Se sigue entonces, que la distancia del espacio euclideo R" puede entenderse como una genera-
lizacién del valor absoluto definido para IR.

4.5.3. Mobdulo de z

El médulo o valor absoluto de z es una aplicacion del conjunto de los complejos sobre los reales.

|| : C =R, talque (x,y)— {/x>+y?

Geométricamente, representa la distancia d(z, e)

|z| =d(z,e), endondee = (0,0), es el elemento neutro de la suma

Tiene las siguientes propiedades:
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4.6 Representacion geométrica y forma polar de un complejo

1. |z| >0

2. |zl =0«<=2z=0.

3. |z4+w| < |z| +|w| (desigualdad triangular).

4. |zw| = |z||w|

5. |z—w| > |z| — |w| (desigualdad triangular inversa).
6. |z1| = |z2| = |21 = |22

7. |z1- 22| = |z1| - |22]

4.6. Representacion geométrica y forma polar de un complejo

Debido a la identificacion entre C y R?, todo ntimero complejo z = x + iy lo podemos representar
en el plano como el punto de coordenadas (x, y) (figura 4.1).

En el plano complejo puede observarse con

ayuda de la representacion geométrica, que y
cualquier par (x,y) # (0,0) puede ser definido
por otro par (r,0) cuyos elementosson: ~ [TTTTTTTTTTTTC z=(xy)

= 7 la distancia al origen de coordenadas.

<
Il
—~
3

~

~—

» 0 el 4ngulo formado entre el segmento 0z y
el eje x.
El par (r,0) define las llamadas coordenadas po- i —Re() x
lares del niimero complejo. TR
figura 4.1

De la figura (4.1), tenemos las igualdades
Re(z) = |z|cosB, Im(z) = |z|senf

de donde
z = |z|(cosf + isenb)

La primera coordenada polar, r, representa entonces la distancia de (x,y) al (0,0), es decir el médulo
de z. La segunda coordenada polar 6, representa el angulo entre el segmento 0z y el eje x.

Es claro que, dado z € C, z # 0, hay infinitos numeros reales t € R que verifican la igualdad
z = |z|(cost +isent)

cualquiera de ellos recibe el nombre de argumento de z. El conjunto de todos los argumentos de un
numero complejo no nulo, z, se representa por Arg(z).

Arg(z) ={t € R/ z = |z|(cost + isent)}
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4.6 Representacion geométrica y forma polar de un complejo

Observar que

£ =
cos(t) = cos(s) <= s = t+ 2k para algink € Z

Por tanto, conocido un argumento ¢ty € Arg(z) cualquier otro es de la forma tg + 2k7 para algan
k € Z, es decir, Arg(z) = to + 2kZ.

Es claro que dos ntiimeros complejos no nulos, z y w, son iguales si, y s6lo si, tienen el mismo médulo
y Arg(z) = Arg(w).

De entre todos los argumentos de un numero complejo z # 0 existe sélo uno que se encuentra en el
intervalo (—7t, 7], se representa por arg(z) y viene dado por
Im(z)
arg(z) = 2arctg | =——————
<€) =2ty (g 2
arg(z) =m, sizeR™

), sizg R™

No es dificil comprobar que el argumento principal de z = x + iy # 0 viene tambien dado por:

(
arctg(%) —m, si y<0,x<0
—% , si y<0,x=0
arg(z) = arctg(%), si x>0
g , si y>0,x=0

arctg(%) +m, si y>0,x<0

\

Esta ultima forma es la que se usa con més frecuencia para los célculos.

4.6.1. Formula de DeMoivre

La forma polar permite hacer facilmente productos de nimeros complejos. Consideremos dos ntimeros
complejos no nulos

z = |z|(cos¢p + iseng)

w = |w|(cosO + isend)

Entonces
zw = |z||w|(cos¢p + isen¢)(cosd + i senf)

= |zw|[(cospcost — sengpsend) + i(senpcosd + cospsent)]
= |zw|(cos(¢p +6) +isen(¢p+0))

Es decir; para multiplicar dos niimeros complejos se multiplican sus médulos y se suman sus argu-
mentos.
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4.6 Representacion geométrica y forma polar de un complejo

Teorema 4.6.1. (Férmula de DeMoivre) Si z es un complejo no nulo, ¢ es un argumento de z y n es un
ntimero entero, se verifica que ngp € Arg(z"), es decir:

z" = |z|"[cos(n¢) + isen(np)], n € Z

4.6.2. Raices de un niimero complejo

Se trata ahora de resolver la ecuacion w" = z donde n es un ntimero natural, n > 2,y z # 0 es un
namero complejo conocido. Escribamos w en forma polar:

w = |w|(cosp + isend)

Siz = r(cosf + isenf), usando la férmula de DeMoivre, podemos escribir la ecuaciéon w" = z en la
forma equivalente:
w" = |w|"[cos(n¢) + isen(n¢)] = |z|(cosd + isenf)

de lo cual se deduce que
lw|" =z| vy np=0+2km, keZ

En consecuencia,

w = |Z|1/1’1 |:COS <a7’8’(2)+2k7[> +isen (%"(Z:)—+2k71'>:| , k:O,l,Z,--- ,n_l

n

Ejemplo 4.6.2.
T 42k T 42k
w® =i <= w = cos (%) + isen (%) ,k=0,1,2

1 . 1 _ .
= w= 5(\/5%—1), —E(\/g—z), —1i

4.6.3. Forma exponencial de un niimero complejo

Una nueva expresion de la forma polar, llamada forma exponencial, tiene gran importancia debido a
la simplicidad operativa que entrafia su empleo. Ejemplo de ello es que toda la trigonometria puede
deducirse en forma inmediata de las propiedades de la forma exponencial. Otra aplicacién para
destacar es la definicién del logaritmo y de la potencia en el campo complejo, que se hace por medio
de dicha forma exponencial.

La base de la forma es la formula de Euler:

¢ = cosh + isend

la cual permite introducir a la forma exponencial de un ntiimero complejo como:
re® = r(cosf + isend)

de esta manera, r¢' se conoce como la forma exponencial de un nimero complejo. La validez de

esta expresion se reduce a la discusion de la férmula de Euler, que hacemos a continuacién.
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4.6 Representacion geométrica y forma polar de un complejo

4.6.4. La funcion ¢

El camino para llegar a la férmula de Euler se basa en la definicién de la funcién compleja * por

medio de una serie:
2 n
n!

ok
Z V4 z Z
ez:Z_':1+_+_+..._|_ 4. 4.1)
= k! n

1t 2!

cuyo estudio se hara en un capitulo posterior. Esta serie es convergente para cualquier complejo z.
Se observa que se verifican las propiedades:

mz=x—¢*=¢"

que muestra como la exponencial compleja se reduce a la real cuando z también lo es.

m AT = %1072 Y 2y, 20 € C
que es la propiedad fundamental de la funcién ¢*, llamada ley de los exponentes, que también
es cumplida en el campo real por la funcién e*.

Ambas propiedades muestran como con esta definicién de e* se obtiene un extensién de la
funcién real e* al campo complejo, manteniéndose sus principales propiedades.

= Teniendo presente los desarrollos en serie de las funciones reales seno y coseno:
00 ' tZk 00 . t2k+1

cost = Z(—l) m, sent = Z(—l) m

k=0 k=0
haciendo z = x + iy en la serie (4.1) y empleando los desarrollos de seno y coseno en la variable
y, se halla la férmula de Euler .
eV =cosy+iseny, Vy
Definicién 4.6.3. Para todo z = x + iy € C, con x, € R, definimos
e“ = e*(cosy +iseny)
Obsérvese que, si z € R, la exponencial compleja se reduce a la exponencial real.

Ejemplo 4.6.4.

in/2 _ i e I — —1, eSm/Z — 27t 1

V= 1, e —1, e
Propiedades: Para todo z, w € C se tiene:
1. e#TW = ¢% . ¥,
Demostracion.

e*- e =e"(cosy; +isenyy) - e2(cosyy +isenys)

= e*1e*2 [cos yq cos Yy — sen yq sen yy + i(cos y1 sen yp + sen y1 cos yr)]
= e*e* [cos(y1 + y2) +isen(yr + y2)]
ety | pi(yity2) — ity | pXotiy2

— ez—l—w
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4.6 Representacion geométrica y forma polar de un complejo

2. 7% = elz

Demostracién. Hacer z = —w en la propiedad anterior esté resuelto.

3. ¢ # 0, paratodoz € C.

Demostracién. Suponiendo que existe z € C tal que ¢* = 0, se tiene que
etV =0 = e*(cosy +iseny) =0

de lo cual
e‘cosy=0 y e'seny=0
como e* # (0 para todo x € R, que sélo que

cosy =0 y seny =0

de lo cual S
y:@ y Yy =nm n:1/2/"'
Esto debe ocurrir al mismo tiempo, pero
2n—1
w = nm  jimposible!
En consecuencia, ¢ # 0 para todo z complejo.
4. |&*| =e*
Demostracién.

z=x+iy = |ef| =[] = |e¥] ||
como |e¥| = |cosy + iseny| = \/cos?y + seny = 1. Luego
] = "] || = ¢
ya que ¢* > (0 para todo x € R.
5. ¢ =1 <= z = 2krmi, k entero

Demostracion.

—> ) De e* = 1 se sigue que e*cosy = 1y e*seny = 0. Dado que e* # 0, entonces para anular
e*seny se debe tener y = nr. Siendo asi, la ecuacién e*cosy = 1 con este valor de y toma la
forma

e‘cosy =1 <= e“cos(nm) =e*-(—-1)" =1

se cumple s6lo si n es par, esto es, n = 2k, lo que a su vez conlleva que x = 0. Por tanto,

z = 0+ 2kmi = 2k7ti

<) Si z = 2ki, entonces e = ¢"(cos 2k7t + i sen 2km) = 1
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4.7 Topologia en el campo complejo

6. X1 =e?2 <= z1 —2p =2kmi, ke Z
Demostracion.

=) De e*1 = ¢*2 se sigue que e”1"*2 = 1, y de esto que z1 — zp = 2k7i.

<) De z1 — zp = 2k7ti se tiene que z; = zp + 2k7ti. Tomamdo exponencial en ambos lados de

esta ultima igualdad

71— ezz—l—ka' Zn _eka' — o2

e =@

7. 6% = eRe®), arg(e*) = Im(z) (mod2m).

Definicién 4.6.5. Sea w = f(z) funcién definida en un dominio D y sea A # 0 una constante tal que z € D
y (A +z) € D. Decimos que f es una funcion periédica de periodo A en D, si y s6lo si

flz+A) = f(z)

Es sencillo verificar que e* es una funcién periédica, cuyos periédos son los nimeros 2k7ti conk € Z.

4.6.5. Producto, cociente y potencia de complejos en forma exponencial

Empleando la forma exponencial; el producto, el cociente y la potencia entera en el conjunto de los
complejos, adquieren su expresién mas reducida.

Proposicién 4.6.6. Sean zq = ret?, 2o = sel?, se satisfacen:

. . . " .
1. 21 -2y = ret? . gelv = pseil@tw) 3. 2 = (re?)" = rieitn

21 T i0-w) 1 1 1 6
2. Z—ge 4. (Zl)n :(ree)n:rnen

4.7. Topologia en el campo complejo

Sabemos que el conjunto de los complejos C con- I

forma estructura de espacio métrico y en particu- e N

lar de espacio euclideo; al definirse sobre él una y ’ /' A
distancia de acuerdo con la expresion pitagorica | e 1
que caracteriza dichos espacios. De este hecho se [ o |
deduce entonces que en C puede construirse una ‘\ € 1
estructura topoldgica, que junto a la caracteristi- A y

ca de cuerpo, permite llegar al desarrollo de los e 7
conceptos de continuidad y diferencial. TS——=-7 figura4.2

Dado que C = R? y los elementos topolégicos para R" fueron estudiados, resulta innecesario volver
a repetirlos. S6lo mencionamos algunos de ellos.



4.7 Topologia en el campo complejo

Definicién 4.7.1. En un espacio métrico se define como bola de centro c y radio r, cuyo simbolo es B(c,r), al
conjunto
B(c,r) = {x/d(x,c) <r, r>0}

en donde d(x, ) es la distancia del elemento x al elemento c. Figura (4.2).
En particular, en el campo complejo
B(c,r) ={z/ |z—c| <1, r>0}

se llama también disco, y desde el punto de vista geométrico representa un circulo de centro en el
complejo ¢ y radio 7, sin la circunferencia |z — ¢| = r.

Observaciéon. Conviene sefialar que en la definicién de bola es indispensable que las desigualdades
sean estrictas (r > 0y d(x,c) < r), porque en caso contrario carecen de sentido las definiciones de
puntos interiores, exteriores y fronteras, como asi también las definiciones de puntos de adherencia,
acumulacién y aislados, con todas las consecuencias resultantes.

De la definicién de bola se sigue inmediatamente que su centro siempre le pertenece y por lo tanto
ella es un conjunto no vacio.

Definicién 4.7.2. Se llama entorno de un punto c a todo conjunto del espacio métrico C que contenga una
bola de centro c. Se anota E(c). Figura 4.3.

De esta definicion se extraen dos conse-

cuencias inmediatas: A
I \
» Toda bola B(c, r) es un entorno de c. l\\ € 1\ //l
A 4
» La existencia de un entorno de c es R
condicién necesaria y suficiente de la
existencia de una bola de centro c. figura 4.3

Definicién 4.7.3. Se llama entorno reducido de un punto c, en un espacio métrico (en particular C), a todo
entorno de c al cual se le excluye el mismo punto c.

Definicién 4.7.4.

1. Un conjunto de un espacio métrico se llama acotado si existe una bola B(c,r), de radio finito, que lo
contenga.

2. Un conjunto cerrado y acotado se denomina compacto.

3. Un conjunto S C C se dice conexo si no puede ser escrito como la unién de dos conjuntos abiertos Sy
y S no vacios y disjuntos.

4. Un conjunto abierto y conexo del plano compleja recibe el nombre de dominio o regién.
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4.8 Funciones complejas

Geométricamente, la conexidad implica la existencia de una poligonal de un ntiimero finito de lados
cuyos puntos pertenecen a S y que une z; con zp en S, para todo z1,z € S

Ejemplo 4.7.5.

1. S={z/1 < |z| < 2} no es un conjunto abierto ni cerrado.

2. Sy ={z/|z| <1—-1, n €N} esuna coleccion de conjuntos cerrados, y su union infinita
GSn ={z/ |z| < 1}
1

no es un conjunto cerrado.

3. S={z/|z| <1}y T ={z/ |z| <1} son conexos.

4. S={z/ |z| <1} U{z/ 2 < |z| < 3} no es un dominio pues no es conexo.

5. S={z/ |z—zo| <r, r>0}es un dominio.

6. S={z/a<|z—zy| <b, r> 0} es un dominio.

7. S={z/ Re(z) >0}y T = {z/ Re(z) < 0} son dominios.

8. S={z/Im(z) >0}y T={z/Im(z) < 0} son dominios.

9. S={z/|z—zo| <r}yT={z/a<|z—zy| < b} son conjuntos compactos.

10. EI plano complejo no es compacto por que no es un conjunto acotado, aunque si cerrado.

4.8. Funciones complejas

Conocido el concepto de funcién de un conjunto A en un conjunto B resulta sencillo reemplazar
uno de estos conjuntos, o los dos por el de nimeros complejos para obtener las llamadas funciones
complejas, de una variable real, o de una variable compleja. Al respecto:

Definicién 4.8.1. Se llama funcion compleja de una variable real a una aplicacion de la forma

F:R—-C

Si miramos a C como espacio vectorial sobre IR, entonces identificamos C con R?, con lo cual, una
funcién de R en C aparece como una funcién vectorial de variable real

F:R—-C~R? x— F(x) =w= f(x)+ig(x)

donde f y g son funciones reales, es decir, f,g : R — R.

Los conceptos de calculo que involucran este tipo de funciones, ya estudiados con anterioridad, son
los siguientes:
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4.8 Funciones complejas

Limite lim F(x) = lim f(x)+i lim g(x)

X=X X=X X—Xq
Continuidad  F es continua en xy € [4,b] <= f y g son continuas en xy € [a, ]
Diferenciacion F'(xg) = f/(x0) +ig’(x0)
b
a

Integracién /ab F(t)dt = /abf(t) dt+i / g(t)dt

1
Ejemplo 4.8.2. Sea F(t) = T entonces

/1 dt _/1(t—i)dt_/1 tdt —i/l dt
o t+i Jo 241 Jo 241 " Jo £2+1

1
= (% In(1 4+ ?) —i Arctg t)

0

1

Definicién 4.8.3. Se llama funcién compleja de variable compleja a una aplicacion de la forma
f:C—C, zr—f(z)=w

Identificando C con IR?, un niimero complejo z € C estara representado por un par (x,y) € R?, con
z = x + iy. Bajo esta perspectiva se tiene que

f:C~rR*=C~R?z f(z) =w=u(x,y) +iv(x,y)

donde u,v : R?> — R, tales que u(z) = Re[f(z)] y v(z) = Im[f(z)].
Concluimos con esto, que las funciones complejas de variable compleja son funciones vectoriales de
campos vectoriales.

4.8.1. Representacion grafica

El andlisis geométrico de las funciones de variable compleja requiere de cuatro dimensiones: dos
para la variable z y dos para la variable w. Una solucién para ello es representar los elementos
del dominio de la funcién sobre un plano (llamado z) y los elementos del rango sobre otro plano
(llamado w).

De esta manera puede decirse que una funcién de variable compleja establece una relaciéon entre un
punto (x,y) del plano z y un punto (1, v) del plano w.

Una forma de caracterizar geométricamente a las funciones de variable compleja es a través de la
representacion de las transformaciones que produce a curvas y conjuntos en general, de un plano a
otro. Esta representacion es andloga, pero de una mayor dificultad, a la que hicimos para transfor-
maciones de R? en R?.
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Ejemplo 4.8.4. La transformacion f(z) = z? es tal que
w=72>= u+tiv=x>—y* 4+ 2xyi

de donde, u = x*> — y?, v = 2xy. Si consideramos una recta paralela al eje imaginario v del plano w que tiene
ecuacién u = k, con k constante, entonces en el plano z se tiene la ecuacion x*> — y*> = k, que corresponde a
una familia de hipérbolas (figura 4.4).

flz) =2
y v
N\
\ u==k
Ml |
/ \kno b4 figura 4.4 plano w

Anélogamente, las rectas v = h en el plano w, corresponden a una familia de hipérbolas en el plano
z asintéticas a los planos coordenados (figura 4.5).

fla)=2

plano z figura 4.5 plano w

Ejemplo 4.8.5. Veamos la misma funcion f(z) = z2, pero haciendo el siguiente estudio.

Se eligen dos familias de rectas, la primera de paralelas al eje y (familia F;), y la segunda de paralelas
al eje x (familia F,). La funcién z? transforma las familias Fj y E del plano z en las familias I'y
y I'2, respectivamente, del plano w, que representan familias de pardbolas como se demuestra a
continuacion.

=K - —_

— k ;2 — " 2

Plz{x —>F1:{u k= —y 4k
=3 v =2ky

,sik #0

u=—1y><0,0v=0 ,sik=0
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2
_ .
F X=x u =x%—k? e k stk 70
2 y=k 2 v =2kx
u:y220, v=0 ,sik=0

De esta manera, la funcién z? transforma rectdngulos del plano z en rectdngulos de lados parabélicos
en el plano w. Se mantienen los angulos salvo en el caso cuando z = 0. Este hecho no es casual, es
una propiedad general de ciertas funciones complejas que se estudiardn mdas adelante. Se puede
verificar que las familias I'; y I'; son ortogonales.

/ flz) =2
/\ (4
x u
figura 4.6
plano z plano w

4.8.2. Funciones trigonométricas e hiperbdlicas

Siy es real entonces, de
e =cosy+iseny, e ¥ =cosy—iseny

se deduce que
1/, i 1 /. »
[ Y y = _ (Y —e W
cosy > (e +e ) , seny o (e e )
Definicién 4.8.6. Para todo z € C se define
_ 1 iz —iz _ 1 ( iz —iz)
cosz—2<e +e ), senz =~ (e" —e

Si z es real cosz y sen z se reducen a las correspondientes funciones reales.

Proposicién 4.8.7. Para todo z,w € C se tiene
1. cos(—z) = cos(z),sen(—z) = —sen(z).

2. cos(z+ w) = cos(z) cos(w) — sen(z) sen(w).
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en(z+w) = sen(z) cos(w) + cos(z) sen(w).

cos(z) = sen(5 —z) = sen(5 + z).

= cos(z), sen(z) = sen(z).

3.

4.

5. cos’z +sen’z = 1.
6. cos(z)

7. sen(z) =0<=z=km (k€ Z).
8 ) =

. c08(z) =0<=z=(2k-1)Z (ke Z).

o

cos(z) y sen(z) son funciones periédicas de periédo 2k, con k € Z.

Las restantes funciones trigonométricas se definen como sigue:

n tg(z) = @) sec(z) = L1 (z # 5 +km, k€ Z).

cos(z) cos(z)

w ctg(z) = SSZE?) = tg%z), csc(z) = % (z #km, k € Z).

Definicién 4.8.8. Para todo z € C se define

cosh(z) =

(¢ =)

N[ =

% (¢ +e7%), senh(z)=

Las restantes funciones hiperbdlicas se definen como sigue:

w toh(z) = %, sech(z) = Cosi(z).

h R S
- cigh(z) = 55 = s o5ch(2) = G

Proposicion 4.8.9. Las funciones hiperbdlicas satisfacen:

» cosh(z) y senh(z) son periddicas de periodo 27ti.

cosh(z) = cos(iz), senh(z) = —isen(iz)
» cosh?z — senh?z = 1.
» sen(z) = sen(x + iy) = sen(x) cos(iy) + cos(x) sen(iy) = sen(x) cosh(y) + i cos(x) senh(y).
» senh(z) =0 <= z = ni.
m cosh(z) =0<=z=(2n—1)%i
(—z) = —senh(z), cosh(—z) = cosh(z).
n senh(zZ) = senh(z), cosh(z) = cosh(z).
» senh(zy & zp) = senh(zy) cosh(zy) + cosh(zy) senh(zy).

m senh

» cosh(zy & zp) = cosh(zq) cosh(zp) + senh(zy) senh(zy).
» cosh?(z) — senh®(z) = 1.
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4.8.3. Funcién Logaritmo
En R, la aplicacién exp : R — R* tal que t — e es biyectiva. Su inversa es la funcién
log : RT — R, tal que t — log(t)

Por definicion:
logx=y<=x=¢, x>0

En C, la funcién exp no es invertible al no ser inyectiva (por ser periddica). De hecho, se tiene:
e =z2=—=2#0

de lo cual, si w = u + iv, entonces
e"(cosv+isenv) =z

de lo cual se tiene que

e" = |z|, u =log |z|
v=argz (mod2r)

se concluye que
w =log|z| +iargz (mod2ri)

Siz # 0, la ecuacion e” = z tiene infinitas soluciones, que difieren entre si en multiplos enteros de
27ti. Si I es un intervalo semiabierto de longitud 27r, podemos escribir

2#0,¢¥ =z w=log|z| +iargrz+2kmi, k € Z
A cada uno de estos (infinitos) w se les denomina logaritmos de z # 0.
Ejemplo 4.8.10. ¢ = —2i <= w = log 2 — i +2kmi, k€ Z
Definicién 4.8.11.
= Se define ln determinacion I del logaritmo mediante

log,z =log|z| +iargiz, Vz #0
» La determinacion principal del logaritmo se define por

Log = log(— 7,71)

Ejemplo 4.8.12.

1. Log(—2i) =log 2 —i%
2. Log(—1) =im
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3. Log(1—i)=1log2—iZ

4. Log(i) = %i, pues,
z=0+4+1-i= |z| =1 = Log|z| =0

Ademds, tg0 = % = 0= 7.
5. Log(—1+i) =3 log 2+i3F
6. z1 =1i,20=1—1= 21 -2p = 1+1. Luego,
Log(z1 - 20) = Log(1+1i) = log V2 + i%
Por otra parte,
Log(z1) + Log(z2) = Log(i) + Log(1 —i) = i% +1log V2 + i%r — log V2 + i%Tﬂ
Se observa que son diferentes, pues estin en ramas diferentes.

Observacion. Si establecemos que A = B (mod 27i), entonces se conserva la validez de las propie-
dades habituales:

» log(z1z2) = log(z1) + log(z2) (mod 27ri)
= log(Z!) =log(z1) — log(z2) (mod 27ti)

Proposicién 4.8.13.

1. Para todo z # 0, o817 = 7.
2. log;(e¥) =w (mod?2ri). En particular, log,(e”) = w <= Im(w) € L.
3. log; : C—{0} — {s € C/ Im(s) € I} es biyectiva.

4. z,w #0 = log,(z-w) = log,;z+log, w (mod 27ti).

Demostracion.
1. 240 = elogrz — ploglz|+iargiz — loglz| piargiz — |Z| PlargIz — 5
2. w = u+iv = log;(e’) = log(e") + iarg;(e”) = u+iv (mod2rmi), ya que argj(e”) =
Im(w) (mod 27i).

Ademas, log; (") = w = Im(w) € I porque Im(log;z) € I para todo # 0. Reciprocamente,
si Im(w) € I entonces log;(e¥) = w porque ambos miembros son iguales médulo 27i y sus

partes imaginarias pertenecen a I.
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3. Hay que probar que para todo w con Im(w) € I existe un tinico z € C — {0} tal que log; z = w.
Esto es cierto por los apartados anteriores, siendo z = e®.

4. Esta propiedad se prueba como sigue:

log;(zw) = log |zw| + iarg(zw)
= log(|z| - |w|) +i(argiz + argrw) (mod 27ti)
= log |z| + log |w| + i(argz + argjw) (mod 27ti)
= (log |z| + iarg;z) + (log |w| + iargjw)  (mod 27i)
=log;z +log,w (mod?2rti)
Observacion. En general, Log(zw) # Log z + Log w. Por ejemplo,

Log(—i) = —i% # Log(—1) + Log(i) = it + i% = 3%

4.8.4. Potencias complejas
Siz,w € Cyz # 0, definimos
z¥ = ¢*1°8% donde logz = log; z + 2k7i, k € Z
Por tanto, en general z denota un conjunto de ntimeros complejos:
7 — ekam’ ewlog,zl keZ

Mas concretamente, se tiene:

w veces

. L, . = N——
1. w € Z = z" tiene un valor tinicoqueesz-z---z

2. Siw = g €Q,conp € Zy1 < g €N primos entre si, entonces z = z//7 toma exactamente g
valores (las g raices q - ésimas de aF).

3. Enlos demads casos (w € C — Q), z% tiene infinitos valores que difieren entre si en un factor de
la forma %7 con k € Z.

Ejemplo 4.8.14.

1. (_1)1 — eiIOg(_i) — ei(%i) =e 7,

2. (_1)21' — p2ilog(—1) _ p2i(im) — =27
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4.9 Limite

4.9. Limite

Definicién 4.9.1. Sea f D C C — C funcién definida en todo punto del dominio D, excepto tal vez en
zog € D. Decimos que L es el limite de f cuando z — zy, si y sélo si dado € > 0, existe § > 0, tal que

0<|z—2zp|<d=|f(z)—L|<e

Notacién: lim f(z) =L
Z—2Z0

2 g o .
Ejemplo 4.9.2. Usando la definicién probemos que lim 2+ 2-i)z=20) =2i—1

z—1 z—1

La definicién establece que

z(z? + (2 — i)z — 2i)

|f(z) = L| = —2i—|—1‘: Zz(Z—iH—ZZ(Z—i)

z—1

—— —2i4+1| = [z +2z - 2i +1]

de donde
|f(z) =Ll =|z—i||z+2+1i] <€

Tomando § = 1 para acotar, entonces
z—il<1l=z|—|i|<|z—-i]<1=|z| <2

En consecuencia, ]
f@) - LI <5lz—i|<56=e=0=¢

Por tanto, considerando 6 = min{1, z} se satisface la definicién, y con ello se ha probado que el
limite de la funcién es el indicado.

4.9.1. Continuidad

Definicién 4.9.3. Una funcion f definida en el dominio D del plano complejo es continua en el punto zg € D,
si y solo si 2111121 f(z) = f(zp)
—20

En términos de 9, € la definicién de continuidad toma la forma
f continuaen zg <= (Ve > 0)(30 > 0)(0 < |z —zp| <6 = |f(2) — f(z0)| <€

Los resultados siguientes confirman que el dlgebra de limites y la continuidad se trasladan a C en
forma natural

Proposicion 4.9.4. Sean f,g : C — C funciones tales que

lim f(z)=wo,  y  Jim glz) = w

entonces
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4.9 Limite

1. lim[f(z) + g(z)] = lim f(z) + lim g(z) = wo + w1

Z—2Z( Z—20 Z—2Z0

2. lim [f(z) - g(z)] = lim f(z) - lim g(z) = wow

Z—2( Z—20 Z—2Z(

lim f(z)
. flz) oz _ W
3 Zh_)n;o ¢(z)  limg(z)  wy’ w 7 0.

Z—2Z0

Teorema 4.9.5. Si f,g : C — C son funciones continuas en D, entonces f +g, f — ¢, f -8y ch son

funciones continuas. El cociente lo es en todos los puntos en los que g(z) # 0.

El siguiente resultado, que es analogo al de campos vectoriales, es de gran utilidad para determinar
la continuidad de una funcién compleja

Teorema 4.9.6. Sea f : C — C tal que f(z) = u(z) +iv(z), entonces f es continua en z si y sélo si u y v
son continuas en z.

Demostracion.

— Suponemos que f es continua en zj, entonces, de acuerdo con la definicién, para todo € > 0 existe
0 > 0 tal que
0<|z—2z0| <6 = |f(2) — f(z0)| <€

vamos a probar que u y v son continuas:
|u(z) —u(z0)| = [Re[f(z) = f(z0)]| <|f(2) = f(z20)] <€
se hizo uso del hecho que |Re(z)| < |z|. De esta manera u es continua en zy. Andlogamente se hace
para v
[0(2) = o(20)[ = [Im[f(z) = f(20)]] < |f(2) = f(20)| <€
se sigue que v es continua.

« Ahora suponemos que u# y v son continuas en zg, entonces

(Ve > 0)(3 61 > 0)(0 < |z — zo] < é1 = Ju(z) — u(z0)| < 3)
(Ve > 0)(30 > 0)(0 < |z = 20| < & = [o(z) —v(z0)| < )

Luego,
f(z) = f(z0)| = [u(z) +iv(z) — u(z0) — iv(20)]

< |u(z) —u(zo)| + il [v(z) —v(z0)| <€

valido para 6 = min{dy,d,}. Asi, f es continua en z.

Definicién 4.9.7. Sean f y g funciones complejas tales que rec(g) C dom(f), entonces la funcion compuesta

h = f o g es, por definicion, la funcién h(z) = f(g(z)), z € dom(g).
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4.9 Limite

Teorema 4.9.8. Si la funcién g es continua en zo y la funcién f lo es en g(zo), entonces la funcion compuesta
h = f o g es continua en z. esto es,
lim £(8(z)) = f(8(20))

Z—2Z0

Ejemplo 4.9.9.

1. La funcién constante f(z) = k es continua para todo z € C
2. La funcién idéntica f(z) = z es continua en C
3. Todo polinomio de la forma
P(z) =ap+az+ 17> + - -+ apz"
es continuo

4. Las funciones racionales %‘3 son continuas en todos los puntos donde Q(z) # 0.

4.9.2. Propiedades de las funciones continuas

» Si K es un conjunto compacto en C y f es una funcién continua, entonces f(K) es un conjunto
compacto.

= Si S es un conjunto conexo en C y f es una funcién continua, entonces f(S) es un conjunto
conexo.

. iy 2 . .
Ejemplo 4.9.10. La funcion f(z) = 1+ZW es claramente continua en todo C que es un conjunto conexo. Por
tanto, rec(f) es un conjunto conexo, que vamos a determinar.

z=x+iy = 2> = x> —y* + 2xyi

Luego,
z? x? — y? + 2xyi

TIHRE T Ixalap  CTHTE

f(z)
de donde
L x% —y? . 2xy
1+ a2+ y? 1242

elevando al cuadrado y sumando

como w = u + iv = |w|* = u? + v?, entonces

rec(f) =A{w/ |w| <1}
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4.10 Diferenciacion

4.10. Diferenciacion

La definicién de derivada para una funcién f : D C C — C, de alguna manera resultard fami-
liar, sin embargo, algunos ejemplos pondran de manifiesto diferencias fundamentales entre derivar
funciones reales de variable real y funciones complejas de variable compleja.

Definicién 4.10.1. f : D C C — C es derivable en a € D si existe

limf(z) —f(ﬂ) :f/(ﬂ)

Z—a zZ—a

Esta definicién de derivada también puede darse, en un punto cualquiera, en la forma

i FEEW =G _

h—0 h

Una funcién f se dice analitica u holomorfa en D si es derivable en todos los puntos de D. En
particular, f es analitica en a si es derivable en un entorno de a.

Ejemplo 4.10.2. Es sencillo verificar que f(z) =k = f'(z) =0y que f(z) =z = f'(z) =1

Ejemplo 4.10.3. Sea f : D C C — C tal que z — z%. Si h € C — {0}, entonces

_ 2 2
lim LGN = f(2) o GRS lim (2z + h)
h—0 h h—0 h h—0

Resulta, como se espera, que

fl(z) =22
Ejemplo 4.10.4. Sea f : D C C — R tal que f(z) = |z|%. Se tiene:

_ 2 .z
fim f &) = fO) o 2 E
z—0 h z—0 Z z—0 Z
Al simplificar,
z—0 h z—0

Asi, esta funcién es sé6lo diferenciable en z = 0. Para probar que no es diferenciable en otro punto,
consideremos zy # 0. Se tiene:

flzo+h) — f(z0) _ |zo+h|* = |z0l* _ (20 +h)(z0 +h) — z0%0

h h h
_ - 2 - _
:hZO+hZO+|h| :zo+%zo+h
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4.10 Diferenciacion

Sihesreal y h — 0, entonces

i £ (20 1) = f(z0)

h—0 h =20+ 20
Sih = ki, con k real y tal que k — 0, entonces
im {0+ = fz0) _ o

h—0 h
Es claro que, para zy # 0, es Zp 4 zg # Zp — zo. De esta manera, f no es diferenciable en zy # 0

La importancia de este hecho es que pone de manifiesto la diferencia entre la diferenciacién compleja
y la diferenciacién en sentido real. Ademads, exhibe una funcién que posee derivada en un punto
aislado.

A continuacién se formulan las reglas de diferenciacién compleja, cuya demostracién omitimos por
ser analogas a las del caso real.

Proposicién 4.10.5.

1 h(z) = f(z) + 8(z) = 1'(2) = () + §'(2)
2 h(z) = f(z) — g(z) = 1'(z) = f(z) —g"(2)
3. h(z) = f(z) - g(2) = 1'(2) = '(2) - g(2) + f(2) - §'(2)

4. h(z) = L2 — pr(z) = [@8GE-fE)8'E)

5. h(z) = (g0 f)(z) = h'(z) = ¢'(f(2)) - f'(2)
Teorema 4.10.6. Si f es diferenciable en z(, entonces f es continua en zg

Demostracién. Debemos probar que lim f(z) = f(zp). Para ello escribimos la equivalencia
zZ—2

lim [f(z) - £(0)] = lim 1D =S @) ()

Z—2Z0 Z—20 Z— Z(

Haciendo uso de la diferenciabilidad de f

lim [f(z) — £(0)] = lim (z — zo) - f'(z0) =0

Z—2Z0 Z—2Z0

de modo que, efectivamente,

lim f(z) = f(z0)

Z—20
lo que prueba el teorema.
Aligual que en funciones reales, la continuidad no implica diferenciabilidad, en este caso f(z) = |z|?
es continua en todo C, sin embargo, no es diferenciable en zg # 0.
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4.10 Diferenciacion

4.10.1. Ecuaciones de Cauchy - Riemann

Las reglas formales de diferenciacioén de las funciones complejas son practicamente las mismas que
las funciones reales, sin embargo, en la practica existe una gran diferencia, como por ejemplo, que
en las funciones reales la mayoria de las funciones que se usan en las aplicaciones tiene derivada. En
cambio, en el plano complejo la diferenciacién sélo se da en casos excepcionales, esto se explica por
el hecho de que las funciones complejas pueden mirarse como funciones de R? en R?, esto es,

f:C—C, talquez— f(z) =w
dondez = x +1iy, w = u +1iv, con x, y, u, v reales. De aqui que se tenga la siguiente relacién funcional:

{u = ¢(xy)
v = P(xy)

Inversamente, es posible tomar dos funciones reales u y v que al combinarlas formen la funcién
compleja f(z) = u + iv. Existe, sin embargo, la posibilidad de que formen una par mal relacionado
y por consiguiente, no se podra diferenciar la funcién resultante. Esto significa que existen pocas
oportunidades para la diferenciacion.

Teorema 4.10.7. Una condicién necesaria para que la funcion f(z) = u + iv sea analitica en un dominio
D es que:

1. existan uy, Uy, Ux, Uy
2. se verifiquen, para todo (x,y) € D, las llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann
ux — vy, ’Z)x — _uy

Dicho de otra forma: f diferenciable implica la afirmaciones 1 y 2.
Demostracion. Sea zp = xg + iyp en D. Como f'(z() existe, el cociente

f2) — f(z0

Z—2

tiende a un limite bien definido cuando z — z, a través de cualquier conjunto de puntos. Veamos
esto:

= Nos aproximamos primero a zg a través de y = yp.

£'(z0) = lim f2) = flzo) _ o wlxy) +iv(xy) —u(xo,yo) —iv(xo o)
FmRo 2720 (x,y) = (x0.%0) (x —x0) +i(y — yo)
— lim u(x,y) — u(xo, yo) 4+ lim v(x,y) — v(x0, Yo)
Y0 X — X0 x—xg X — Xo
y=Yo y=Yo
= Uy + 10y
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4.10 Diferenciacion

= Nos aproximamos ahora a zp a través de x = x.

o -t PO G uy) i) — ulxo.yo) (o)
2=z Z2— 20 (xy)—(x0,0) (x —x0) +1i(y — yo)
i M) —uGoy0) | o(y) — o3 v0)
w o iy —yo) vw o iy = o)
Por la unicidad de la derivada:

A continuacién, ponemos de manifiesto que la condicién es necesaria:

Ejemplo 4.10.8. Sea f : C — C tal que
B B
flz)={ 22+2 +1x2+y2’ si (x,y) # (0,0)
7 Si (X,y) = (O, 0)

La funcién f satisface las condiciones del teorema 8.10.7. En efecto,

1x(0,0) = lim u(x,0) - u(0,0) _ lim == 0_4
X— X—

1,(0,0) = 1im "0 —1(0.0) _ e 7y =0 _
y—0 y y—0 y

0¢(0,0) = lim o(x0) ;U(O'O) = lim *— L
xX— X—

0,(0,0) = lim 20— 100\ y=0_,

y—0 Yy y—0 Yy

Se verifica que: existen uy, uy, vy y vy. Ademas, que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann;
ux = Uy yuy = _Ux.

. / . . .
Probemos que, sin embargo, f’ no existe en el origen:

» Consideremos, en primer lugar, el camino y = x, entonces

. K+
f(Z):u+lv:0+Zm:Zx
de donde, ) 0)
iy e JE = f0) i 1 i
f(o)_llgtl) z—0 _%E»r(l)x+ix_2+2
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4.10 Diferenciacion

= Ahora elegimos el camino y = 0, entonces
f(z)=u+iv=x+ix
de donde,

X+ 1x 14

oy — 1 LB = fO)
f (O)—hm—o—hm

z—0 zZ— z—0 X

se sigue que f'(0) no existe, de modo que f no es analitica.

Si al teorema 4.10.7 le agregamos que las derivadas parciales sean continuas, entonces tenemos el
siguiente resultado de condiciones necesarias y suficientes:

Teorema 4.10.9. Si la funcion : D C C — C, tal que f(z) = u + iv satisface:

1. existen uy, uy, Ux, Uy
2. son continuas uy, uy, Ux, Uy
3. se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann

ux — Uy, Ux - _uy

entonces f'(z) existe para todo z € D y se tiene que

fl(z)=ux + ivy = v, — iuy

Ejemplo 4.10.10. Probemos f(z) = z° es analitica en todo el plano complejo

Para z = x + iy escribimos la funcién f(z) como sigue:

u = x> — 3xy>
zZ) =
/@) {v:3x2y—y3

de esto se obtiene:
uy = 3x%y — 3y, Uy = —6xy, vy = 6bxy, vy = 3x% — 32

de donde, las condiciones de Cauchy-Riemann estan satisfechas, y las funciones 1 y v son de clase
. En consecuencia, tenemos que f es analitica en todo el plano complejo.

Ejemplo 4.10.11. La funcion f(z) = |z|? no es analitica en ningiin dominio
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4.10 Diferenciacion

Para verlo, tenemos que

zZP =+ =u=x*+1y% 0=0

Por tanto,

uy =2x, vy=0, u, =2y, vy,=0
Se concluye que las ecuaciones de Cauchy-Riemann no se satisfacen en ningtn punto z # 0, de
manera que la funcién no es analitica en ningtin dominio (abierto y conexo).

Definicién 4.10.12. Sea ¢ : D C R? — RR. Se dice que g es arménica en el dominio D si existen gyy y
Syy, son continuas y satisfacen

Ixx +gyy:O, V(x,y) €D
Teorema 4.10.13. Si f : D C C — C, con f(z) = u(x,y) + iv(x,y) es analitica en D, entonces u y v son
armonicas en D.

Demostracion.

La funcién f analitica implica la existencia y continuidad de las derivadas: uy, uy, vy, vy y el cumpli-
miento de las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

Mx — Uy
Ux - _uy
Derivando la primera de estas ecuaciones respecto de x y la segunda respecto de y, al sumarlas se

obtiene

Uyy = 0
™ g4 = Uyy + Uyy =0
vy

Oxy = ~Hyy
de donde se sigue que u es armonica. Para v el procedimiento es andlogo.

Definicién 4.10.14. Si u y v son funciones armonicas en un dominio D y si la funcion f(z) = u + iv es
analitica en D, entonces u y v reciben el nombre de arménicas conjugada.

Ejemplo 4.10.15. Sea u(x,y) = e* cosy, vamos a encontrar la funcién conjugada de u para construir la
funcién analitica correspondiente.

En primer lugar, verifiquemos que u es arménica
X X _ X
u(x,y) =e*cosy = Uy = e cosy = Uyy =€ cosy
— pX _ X _ X
u(x,y) =e*cosy = uy = —e*seny = Uy, = —e’ cosy

Al sumar,
Uyy + uyy =0, armonica

Ahora nos preocupamos de f(z) = u + iv = e* cosy + iv(x,y), que debe ser analitica. Esto significa
que debe satiafacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Tenemos:

Uy = vy = €' CosYy = v, => V= /excosydy+)\(x)

Uy = —lUy = €' seny = Uy
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4.10 Diferenciacion

De esta manera,
v = /excosydy+A(x) == v=-¢"seny+ A(x)

derivando respecto de x
vy = e seny+A'(x) = e“seny = e*seny + A’ (x) = A'(x) =0
siguiéndose que A(x) = c. Por tanto,
v(x,y) =e*seny+c

En consecuencia,
f(z) =e*cosy+i(e*seny+c)

es la funcién analitica buscada.

4.10.2. Interpretacion geométrica de la derivada

Sabemos que una funcién compleja de variable compleja f : € — C es equivalente a una funcién
vectorial f : R?2 — R?, por tanto, su representacién puede hacerse como una transformacién de un
plano sobre otro.

Si una funcién compleja es diferenciable, entonces debe satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
lo que esto geométricamente significa, y la diferencia con una funcién compleja no diferenciable es
lo que a continuacién pasamos a explicar.

. o . L Aw .
Si w = f(z) es una funcién diferenciable, entonces Ahm0 A existe, independiente de la forma como
zZ— Z

Az tiene a cero. Comparando los incrementos Ajz y Az, con los correspondientes incrementos Aw;
y Aw, tenemos:

Los puntos z,z + Ajz,z + Ayz, del plano z se aplican por f sobre los siguientes puntos del plano
w,w + Ajw, w = w + Arw, respectivamente. Esto equivale a tener:

fiz)=w, f(z4Mz)=w+Mw,f(z+ Az) =w+ Mw

Como f' existe se tiene
Alw Azw /
]_, _— ]_’ _
a0 dz o nz )
Si f'(z) # 0, entonces
AMwAyz  f'(z)

li = =1
Allzrilo AMzMw  f!(z)
Arz—0
de lo cual
Aw Nrz ~ Az Aw
O bien,
AzZ Azw
Alz Alw
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4.10 Diferenciacion

Esto se cumple siempre que A1z y Az tiendan a cero.
Esta dltima ecuaciéon compleja equivale a las dos siguientes ecuaciones reales:

AzZ Azw
o~ = 4.2
Alz 'Alw ( )
Azz Azw

s (e) =4 () )

lo que evidente en razén de que dos complejos z1 y z; son iguales si y sélo si:

21 = |z2| 'y Arg(z1) = Arg(z2)

Geométricamente se tiene lo siguiente:

Y 0 AZW
AQZ : Alw
|

! Av i !
: Az | : Av

Ay ! | : I
| 1 Ay L - -
| : Au W Au
|
Lo ¥ J

Ax /z  Ax
x u
plano z figura 4.7 plano w

El triangulo en el plano z de vértices z, z + Az, z + Az y el correspondiente tridngulo en el plano
w de vértices w, w + Aqw, w + Arw, tienen, de acuerdo con la ecuaciéon 8.3

Lz =/Lw

tanto en magnitud como en sentido.

La ecuacién 4.2 dice que los lados correspondientes de ambos tridngulos son proporcionales, luego,
segun las ecuaciones 4.2 y 4.3 son semejantes.

Conclusion: Si f es diferenciable y f’ # 0, entonces los tridngulos correspondientes tienden a ser
semejantes cuando sus dimensiones tienden a cero. Esto es, si la funciéon representada por la apli-
cacion es diferenciable, entonces las partes infinitesimales que se han transformado de un plano en
otro son semejantes, cuando ‘fi—g’ # 0.

Definicién 4.10.16. Una transformacion en la cual las partes infinitesimales son de la misma forma se llama
conforme.

Soélo de una funcién diferenciable se obtiene una transformacién conforme, que es lo que distingue
a las funciones que son diferenciables de las que no lo son.
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4.10.3. Interpretacion fisica de la derivada

Sean w = f(z), (x,y) las coordenadas de z y (1, v) las coordenadas de w. Esto es:

z=x+1y

W=u-+1iv

W =1u—1v
Ahora, w = f(z) = f(z) = u —iv.
Si f es diferenciable, entonces se satisface

ow low

dx  idy
En efecto.

Jw Jdu .9Jv Jw oJu . dv

de aqui que se tenga
Jw du .dv _ dv .du

__Z_

_—= — =] — = —
ox Jdx  Ox oy  dy
como w = u + i(—v), entonces las condiciones de Cauchy-Riemann que se deben cumplir son:
ux = _Uy, _vx - _uy

Luego,
0 1 (o a0\ 13w
dx i \dy dy) iody
como se afirmé.
A partir de este resultado y usando la ecuacion (4.4) se sigue que

ow 1w ou .dv 1 (du . dv
— —-—=0=——i——=(=——-i— ) =0
ox 1 dy ox  dx i

Al separar las partes real e imaginaria

ou Jdy

a—i—@ 0
o ou_
ox dy

estas ecuaciones expresan que la funcién representada por nuestro campo vectorial es diferenciable.
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= Si el campo vectorial bidimensional es un campo de flujo y el vector w es la velocidad o inten-

sidad de la corriente en el punto z, entonces la expresion

ou oo
ox 9y

es la divergencia del vector w. Como esta divergencia es igual a cero (ecuacién 4.5), entonces
el punto z en cuestién no es fuente ni sumidero. La divergencia estd midiendo la emanacién o
flujo de salida por unidad de volumen en V(z, €).

Afirmamos entonces que la ecuacién

Ju dv

$+@:0 (4.5)

caracteriza un campo sin fuentes.

Si el campo es de fuerzas y el vector @ es una fuerza, la intensidad del campo en el punto z,

entonces la expresion
Jv  oJu

ox dy

es el rotacional del vector w. Como él mide el trabajo por unidad de &rea, y como él se anula,
entonces el campo es irrotacional. Asi la ecuacién

Jv  oJu
Ei @ =0 (4.6)

caracteriza un campo vectorial irrotacional.

Conclusién: Una funcién compleja diferenciable se representa por un campo irrotacional sin fuentes.
Una funcién f no diferenciable no tiene esta representacion.
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El que carece de entendimiento
menosprecia a su projimo;
Mas el hombre prudente calla.

«CRAc,
2 5 z
CAPITULO 5
C\OMPL@Yv
— A ADNAANDNAANAND - X
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5.1 Integracion compleja

5.1. Integracién compleja

La integracién sobre caminos fue el instrumento principal del que se sirvié Cauchy para crear la
teoria de funciones analiticas de variable compleja, estableciendo lo que actualmente suele denomi-
narse “teorfa de Cauchy”, para distinguirlo de los enfoques posteriores de Riemann (con una visién
mads geométrica) y de Weierstrass (basado en los desarrollos locales en serie de potencias). Gracias a
la representacion (bajo ciertas condiciones) de una funcién holomorfa mediante una integral depen-
diente de un parametro, Cauchy logré probar que, en C, las nociones de holomorfia y analiticidad
son las mismas, culminando su obra con lo que él denominé “célculo de residuos”. De todo esto nos
ocuparemos mds adelante.

En el proceso de integracion en el campo complejo, el teorema de Cauchy es el resultado principal y
uno de los mds importantes en la teoria de las funciones analiticas. Establece que si una funcién es
holomorfa en un dominio simplemente conexo, su integral es nula sobre cualquier camino cerrado
contenido en dicho dominio. Sus consecuencias son sorprendentes y marcan distancias con el andli-
sis real. En el andlisis real, si se considera la teoria de campos vectoriales, que es donde se enmarcan
las integrales de funciones sobre curvas, este resultado no tiene contrapartida pues, en general, la
integral sobre contornos cerrados de campos diferenciales no es nula; sélo una clase de funciones
especiales lo verifican: las que admiten funcién potencial. No obstante, si se puede establecer una
analogia entre el comportamiento de las funciones holomorfas y campos gradientes, los que admiten
funcién potencial, respecto a la integracién, como se indica en los siguientes cuadros.

Teoria de funciones complejas

Sea D C C dominio simplemente conexo y « un contorno cerrado
enD.Sif : D — C es holomorfa, entonces

[, f(z)dz=0

Teoria de campos vectoriales

Sea D C R? dominio simplemente conexo y & un contorno cerra-
doen D.Si F : D — IR? es un campo gradiente, entonces

=

[ F-dL=0

Otro enfoque que también permite establecer cierta analogia con el caso real es el proporcionado por
el teorema fundamental del Célculo. En efecto, el teorema de Cauchy establece un teorema funda-
mental para el cdlculo complejo, pero hay que exigir una hipétesis mds fuerte que en el caso real,
se pide que la funcién sea holomorfa frente a la continuidad que se exige para las funciones reales.
Esta relacion se enuncia en los siguientes cuadros.
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5.1 Integracion compleja

Teoria de funciones complejas

Sea D C C dominio simplemente conexoy f : D — C holomor-
fa, entonces

JF : D — C primitiva de f

Teoria de funciones reales

Sea I C Runintervaloy f : I — R continua, entonces

JF : D — R primitiva de f

La primera extensioén del concepto de integral en el campo complejo se hace de forma natural para
funciones complejas de variable real. Después ya se podra extender la definicién a integrales de fun-
ciones complejas de variable compleja sobre caminos o contornos, que incorpora la anterior defini-
cién en su célculo final.

5.1.1. Funciones complejas de variable real

Diremos que una funcién F : [a,b] C R — C es integrable Riemann en el intervalo [a, b], si las
funciones Re(F) y Im(F) son integrables Riemann en [a, b] (son funciones reales de variable real) en
cuyo caso definimos la integral de F en [a, b] como el nimero complejo

b b b
/ F(f)dt = / Re[F(1)] dt + z'/ Im([F(t)] dt
a a a
Indicamos a continuacién las propiedades principales de la integral de Riemann de funciones de

variable real con valores complejos. Todas ellas se deducen con facilidad de las propiedades corres-
pondientes de la integral de Riemann de funciones reales de variable real ya estudiadas.

Proposicién 5.1.1. (Linealidad)
Sean F,G :[a,b] C R — C integrables y A1, Ay € C. Se cumple que

/b[AlF(t)JrAZG(t)]dt:Al /bF(t)dt+A2 /bG(t)dt

Proposiciéon 5.1.2. (Cambio de sentido)

/abF(t)dt: —/:F(t)dtg (b—a)-sup{|F(t)|/ a <t<b)
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5.1 Integracion compleja

Proposicién 5.1.3. (Acotacién bisica)
Sea F : [a,b] C R — C integrable, entonces

/abF(t) dt' < /ab|F(t)|dt

Proposicién 5.1.4. (Aditividad respecto del intervalo)
Sia<c<byF : [a,b] CR — Cesintegrable, se verifica que

/abF(t)dt:/acF(t)dtJr/ch(t)dt

Teorema 5.1.5. (Primer teorema fundamental del cilculo)
Sila funcién g : [a,b] C R — C es continua, la funcion dada por

G(t) = /atg(s)ds

es una primitiva de ¢ en [a, b]. Estoes, G'(t) = g(t).

Teorema 5.1.6. (Sequndo teorema fundamental del cdlculo)
Sea F : [a,b] C R — C derivable con derivada integrable, entonces

es una primitiva de g en [a, b].

Proposicién 5.1.7. (Cambio de variable)
Sea A : [a,b] C R — C una funcién estrictamente creciente con derivada continua. Entonces

/W)P(s)ds — /dP(A(t))/\’(t) dt

Afe)

Ejemplo 5.1.8. Calculemos la integral / et dt
0
Se tiene que e’ = cost + isen t. Luego,

/4eitdt:/4costdt+i/4sentdt
0 0 0

Al calcular cada integral y evaluar se encuentra que

T, V2 V2
/0 etdt = 7)

S Hi1-
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5.1 Integracion compleja

5.1.2. Curvas y contornos en C

Definicién 5.1.9. Siw : [a,b] C R — C una aplicacién continua, entonces « recibe el nombre de trayecto-
ria o curva en el plano complejo.

Las trayectorias mas comunes son:

= Siwaesdeclase( 1 entonces la trayectoria se llama suave.
» Sia’(t) # 0paratodot € (a,b), entonces la trayectoria se llama regular.

mSi{a =1t <t <thp <--- < t, = b} es una particion de [a,b] y « es regular en cada
subintervalo, entonces la trayectoria se llama regular por partes o contorno.

= Sia esinyectiva en (a,b), entonces la trayectoria se llama simple.
» Sia(a) = a(b), entonces la trayectoria se llama cerrada.

» Siaesinyectivaen (a,b) y tal que a(a) = a(b), entonces la trayectoria se llama simple cerrada
o curva de Jordan.

Ejemplo 5.1.10.

1. a(t) = (cos2mt,sen2rt), 0 < t < 1 es la parametrizacion del circulo unitario recorrido una vez.
a(t) = (cos4rmt,sendrt), 0 < t < 1es la parametrizacion del circulo unitario recorrido dos veces.

2.
3. «(t) = cos2mt+isen2mt, 0 <t < 2es la parametrizacion del circulo unitario recorrido dos veces.

Definicién 5.1.11. Dos curvas suaves a trozos a1 : [a,b] — Cyayp : [c,d] — C son equivalentes si existe
una biyeccion diferenciable ® : [a,b] — [c,d] tal que a1 (a) = ¢, a1(b) =dy oy = ap o P.

Esta definicién de curvas equivalentes establece una relaciéon de equivalencia. Por tanto, las clases
de equivalencia son las curvas que definen la misma trayectoria coincidiendo sus puntos finales e
iniciales, en otras palabras, que determinan el mismo sentido del recorrido en la curva. A estas clases
de equivalencia de curvas suaves a trozos se les suele llamar caminos o contornos orientados, y de-
nominaremos parametrizacién del contorno a cada uno de los elementos de la clase de equivalencia.

Ejemplo 5.1.12. Dados zy # z € C, el segmento orientado [z, z1] es el camino
a(t) =zo+t(z1 —z9), te€]0,1]

Ejemplo 5.1.13. Dados zg € C, r > 0, la circunferencia de centro z( y radio r orientada positivamente es el
camino _
a(t) =zo+re, te[0,2m]

Definiciéon 5.1.14. Si« : [a,b] — C es una trayectoria, entonces a(a + b — t) describe la misma trayectoria,
pero con orientacion opuesta.
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5.2 Integrales de contorno en C

Sia : [a,b] — C esuna curva suave a trozos, se define la longitud de &, que se denota L(«) como

L@ = [l a

» La longitud no depende de la parametrizacién de la curva. Ademds, como L(a) = L(—un),
entonces tampoco depende de la orientacion.

5.2. Integrales de contorno en C

Definicién 5.2.1. Si f es una funcién continua en un abierto D C Cy a : [a,b] — C es una curva suave a
trozos, se define la integral de f sobre a como

| f@az= [ flae)a’e)ar

El valor de la integral es independiente para curvas equivalentes. Esto es, si a1 : [a,b] — Cy
ap : [C, D] — C son dos curvas equivalentes, mediante la biyeccion @ : [a,b] — [c, d] (diferenciable
con continuidad tal que a1 (a) = ¢, a1(b) = d y a1 = ay o P), entonces

[ sz = [ faa®)ua = [ flaalt) wsto)

En consecuencia, se puede definir la integral sobre un contorno orientado como la integral sobre
cualquier curva suave a trozos que sea un representante de la clase de equivalencia. No obstante,
no introduciremos ninguna notacién nueva para indicar la clase de equivalencia y la integral de
contorno, pues esto s6lo supondria un cambio de notacién que no altera los resultados.

5.2.1. Interpretacién de / f(z)dz
C

Hemos dicho que las funciones f : C — C las podemos considerar equivalentes a las funciones
f : R? — R?, de aqui que resulte natural que la integral de una funcién compleja corresponda a
una integral de linea. Sea

f:R*~C—R>~C, talque (x,y) — @ = u+iv = f(z)

y sea C una curva de punto inicial a y final b. Si consideramos al vector w como una fuerza, entonces
es conveniente pensar en C como una trayectoria a lo largo de la cual se puede mover una particula,
y cuya direccién de movimiento est4 representada por el vector unitario ¢'! (tangente a la curva),
siendo T el angulo que forman la tangente y el eje positivo de las x.
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5.2 Integrales de contorno en C

figura 5.1 a

Si w es densidad, entonces se considera que C es una frontera por la cual se puede mover un punto
material. En este tipo de movimiento el vector unitario ¢'N es normal a la curva, siendo N el dngulo
que forman la normal y el eje positivo de las x. Del hecho que ambos vectores son ortogonales se
tiene que

T
T—N=—
2
de lo cual .
e(T-N) = ¢2 — ¢iT-IN = (g T +isen i
2 2
Después de evaluar,
PT—IN — j —y oiT _ j,iN
de donde
cosT = —sen N y senT = cos N (5.1)

Definicién 5.2.2. Establecemos los siguientes vectores:

= Wt = proyeccion del vector w sobre la tangente a C.

= wy = proyeccion del vector w sobre la normal a C.
A partir de esta definicién tenemos:

Trabajo: Si @ es una fuerza y ds es la diferencial de arco de C en un punto z, entonces el trabajo
para transportar una particula desde un punto a sobre la curva a otro punto b de la misma,
viene dado por el producto entre la proyeccién de la fuerza y la distancia. Esto es, por

wr - ds

de manera que el trabajo total es
Trabajo = / wr ds
C
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5.2 Integrales de contorno en C

Flujo: Si w es densidad, entonces la cantidad de materia que cruza el elemento de linea ds por

unidad de tiempo es
wy - ds

Es decir, la componente normal por la longitud de la linea que se cruza. Luego, la cantidad

total de materia que cruza C por unidad de tiempo (flujo) viene dado por

Flujo:/des
C

figura 5.2 a

A continuacién vamos a obtener expresiones matemadticas para wr y wy, de manera que sea posible

el calculo del trabajo y flujo. Lo primero es recordar que

Q|
<

compyd =

S

y si b es unitario, entonces
comppd =d - b

De este modo, para los vectores wr y wy se tiene que:
" wr = comprW =wW- el = (u,0) - (cos T,sen T). Al simplificar se obtiene

wr=ucosT+uvsenT

Anélogamente,

" wy = comp,nW =W -e'N = (u,v) - (cos N,sen N). Al simplificar se obtiene

wn =ucos N+ vsen N
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5.2 Integrales de contorno en C

Reemplazando en las expresiones de trabajo y flujo tenemos:

/wTds = /(ucosT—l—vsenT)ds
C C

/ wnds = /(u cos N +vsen N)ds (5.2)
C C
De la figura 5.3 se halla que
dx
cosT = %:Nix:cosTds
senT = Z—Z = dy =senTds (5.3)

figura 5.3

Haciendo uso de la relaciéon (5.1) la ecuacion (5.3) toma la forma
dy = cos N ds y dx = —sen N ds 5.4)

Reemplazando las ecuaciones (5.3) y (5.4) en (5.2) se logra
/wTds = /udx—l—vdy
C C

/des = /udy—vdx
C C

Finalmente, considerando estas dos ecuaciones reales como componentes de una ecuacién compleja,
tenemos

/wTds+i/des:/[udx+vdy+i(udy—vdx)]
C o C

:/C(u—iv)(dx—i—idy):/cwdz

En consecuencia,

/ wdz = TRABAJO +i FLUJO
C
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5.2 Integrales de contorno en C

Observacion. SiC esuna curva cerrada simple contenida en un dominio D, y si la funcién compleja
f(z) = w es analitica en y sobre D, entonces, de acuerdo con la interpretacion que se hizo para
derivadas, el campo del vector W es irrotacional y sin fuentes. Por ser irrotacional anula el trabajo a
lo largo de una curva cerrada, y como no tiene fuentes, entonces el flujo total a través de la frontera
es cero. Se tiene entonces que
j{ wdz =0
C

Este es un resultado central de la teoria de las funciones analiticas y se conoce como teorema de
Cauchy. Mas adelante lo formulamos y demostramos analiticamente.

5.2.2. Calculo de / wdz
C

Sea C una curva que une zp con z; descrita por la funcién f : [a,b] C R — C tal que t — f(t) =
x(t) +iy(t). Sea w(z) = u + iv funcién compleja de variable compleja definida en todo punto de C,
entonces la funcién compuesta w o f es la que muestra el siguiente diagrama

b cR -2 c ¢

en donde
(wo f)(t) = w(f(t) =u+iv
Luego,
/wdz—/ (F(t ))dz—/c(u+iv)(dx+idy)
d
= / u+iv) + i d—]i) dt
La integral queda en términos de la variable t, sin embargo, si hacemos zg = (xo,40) = f(a) y

z1 = (x1,y1) = f(b), entonces el pardmetro t se elimina y nos queda

/wdz—/ (udx — vdy) + i /Zl(udy—l—vdx)

20

Los siguientes ejemplos muestran como se calculan las integrales complejas usando parametriza-
ciones. Més adelante, este “latoso” método es rdpidamente dejado de lado.

Ejemplo 5.2.3. Calculemos | z*dz, si C es el segmento de recta que une los puntos (0,0) y (2,1).

Lo primero es hallar la ecuacién del segmento que une los puntos y parametrizarlo. Al respecto, la
ecuacion de la recta que pasa por esos puntos es y = 7, con lo cual, su parametrizacién es

a(t) = (24t), 0<t<1
Como z = x + iy, entonces z = 2t + it, siguiéndose que dz = (2 + i) dt. Luego,

1 1 1
/zzdz:/ (3t2+4t2i)(2+i)dt:2/ tzdt-i—lli/ par— 21,
C 0 0 0 3 3
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¥ Y
1 pFp------------= (2/ 1) (2/ 1)
0 : o3

I 2

|

|

|

2 g 0,0) @ 2,0) x

figura 5.4 figura 5.5

Ejemplo 5.2.4. Calculemos | z*dz, si C es el tridngulo de vértices (0,0), (2,0) y (2,1).
Necesitamos parametrizar las curvas frontera:

m x(t) =(40), 0<t <2, dz=dt

w ap(t) =(2,1), 0<t <1, dz=idt

w a3(f) = (26,4), 0<t <1, dz= (2+1)dt

/zzdz:/ zzdz—l—/ zzdz—/ 22 dz
C 121 o ag
Como z = x + iy, entonces

2 1 1
/zzdz=/ tzdt+/ (2+it)2idt—/ 2+ it)2(2 + it) dt
C 0 0 0

Los célculos conducen a tener
/ Z2dz =0
C

2

Luego,

Esta respuesta se sabia de antemano, pues, f(z) = z* es analitica en todo el plano complejo.

5.3. Integral Indefinida

Definicién 5.3.1. Un dominio D se llama simplemente conexo si cualquier curva cerrada simple C con-
tenida en D tiene su interior constituido solamente por puntos de D.

D={|z—a| <2} D={l1<|z—a| <2}

figura 5.6 figura 5.7
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5.3 Integral Indefinida

La figura 5.6 muestra un conjunto conexo, mientras que la 5.7 un anillo (regién achurada) no sim-
plemente conexa.

Definicién 5.3.2. Una funcién F(z) cuya derivada es f(z) se llama integral indefinida de f(z). Se escribe

F(z) = /f(z) dz

Las condiciones de existencia de F las proporciona el siguiente resultado, version del primer teorema
fundamental para funciones complejas.

zZ
Teorema 5.3.3. Sea F(z) = [ f(t)dt, con f analitica en un dominio D simplemente conexo, y sean zg un
20

punto fijoen D y z € D un punto arbitrario, entonces F'(z) existe y se tiene que F'(z) = f(z).

Demostracion.

Como D es abierto conexo, existe una vecindad de centro z y radio r contenida en D. Sea z; punto
interior de V(z,r) y sea C el contorno que es unién de la curva C; que une zg con z, con la curva C;
que une z con z1. Del hecho de que

F@) = [foa y  Fa)= [

deducimos que
Fla) = Fz) = [ fyde— [ fyar= [ o)
Asi,

F(z;) —F(z) 1 21
;1—2 _Zl—Z/z fb)dt

sumando — f(z) en ambos lados y tomando médulo se tiene

e (O] R ey NI
Ahora usemos la igualdad siguiente
fe) =222 ) = [

para tener que

F(z1) - F(z)
Z1— 2

1
Z1— 2

-] =

zZ1 1 21
[ - s@la) < L Mo - sl
z |Zl Z| z
Siendo f una funcién continua, se satisface que

21 =2l <d=[f(z1) = f(2)[ <e
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5.3 Integral Indefinida

como f se encuentra entre z y z1, entonces
t—z| <o = |f(t) - flz)] <e

Luego,

1 21
< / edt <e
|21 —z| J2

Por lo tanto F
- Fz) — F@)
z1—2Z Z1— 2

= f(2)
y de aqui, F/(z) = f(z), lo cual demuestra el teorema.

Corolario 5.3.4. Si F y G son dos primitivas de f, entonces F — G = c, siendo ¢ una constante real o
compleja.

Teorema 5.3.5. (segundo teorema fundamental)

[ f@)az=F@) - F@), F=f

Ejemplo 5.3.6.

; Zn—l—l
1. /z dz:n+1—|—c

b
2 / %zlnb—lna, F(z) =In z
a

Es claro que F'(z) = % es analitica para z # 0. Luego, el resultado es vdlido para toda curva C que una
a con b sin pasar por el origen.
i 1 2
3. —z41)dz =2 +7Zi
/0 (z2—z+41)dz 5t 3

Ejemplo 5.3.7. Hallemos las primitivas de f(z) = zsen z.

Usemos el método de integracién por partes. Asi, con u = z, dv = senzdz, v = —cos z, tenemos
/zsenz =z (—cosz) + /coszdz = —zcosz+senz + ¢ = F(z)

Definicién 5.3.8. Si « es una curva cerrada, suave por partes en C, para cada a € «, el indice de « con
respecto al punto a, corresponde al niimero

n(a,a) = 1 / dz
2 Juz—a
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5.3 Integral Indefinida

Geométricamente el indice es el ntimero de veces que la curva a da vueltas alrededor del punto a.
Este indice es un ntimero entero. Es positivo si el giro se hace en sentido opuesto a las agujas del
reloj, y negativo en caso contrario. Si a es exterior al contorno &, entonces n(a,a) = 0.

Ejemplo 5.3.9. Sea a : [0,2n7] — C tal que a(t) = zg + re't. Si |z — zg| < r, entonces

n(e,zg) = 1/ dz_ _ 1 /ZmriEitdt— ! 2nt =n
T oni Juz—z9  2miJo et 2m N

5.3.1. Teorema integral de Cauchy-Goursat

El teorema de Cauchy-Goursat establece, como ya se ha comentado con anterioridad, que si D C C
es un abierto simplemente conexo y f es holomorfa en D, lo que notaremos por f € H(D), entonces
f posee primitiva en D y, en particular, su integral a lo largo de cualquier contorno cerrado es nula.

El teorema establecido por Cauchy exigia la hipétesis adicional de continuidad para f’. Goursat
fue el primero en dar una demostracién del teorema sin utilizar esta hipétesis. Este hecho es mas
relevante de lo que parece dado que a partir del teorema integral se establece la férmula de Cauchy,
de la que se deduce quessi f € H(D), entonces existen las derivadas de todos los 6érdenes de f en D.

Por otra parte, con la hipétesis adicional de la continuidad de f' se puede demostrar el teorema
de forma muy sencilla apoyandose en el teorema de Green-Riemann para funciones vectoriales. En
efecto, este teorema afirma que:

Teorema 5.3.10. (Green-Riemann):

Si F = (P,Q) : D — R? es campo vectorial continuamente diferenciable y D es un dominio simplemente
conexo, entonces para toda curva « simple, cerrada, suave a trozos y positivamente orientada en D, se verifica

0 oP
/“P(x,y)dx—kQ(x,y)dy://R (8_5_@) dx dy

donde R es la region que encierra la curva .
Luego,

Teorema 5.3.11. Sea f analitica sobre el dominio simplemente conexo D, y C cualquier curva cerrada con-
tenida en D, entonces

?if(z)dz:o

Demostracion.
Probemos que f analitica implica f' es analitica.

Uy = vy
uy — _vx

f:u+iv:>{
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5.3 Integral Indefinida

Si derivamos estas ecuaciones respecto de x se tiene

{ Uy = Uy N { (ux)x - (Uy)x . { (lex)x = (vx)]/

Uy = —Ux (ux)y = (_vx)x

Como f' = uy + ivy, entonces el tltimo par de ecuaciones garantiza que i, y v, satisfacen Cauchy -
Riemann, por tanto, f’ es analitica.

Por otra parte, siendo f(z) = u + iv, z = x + iy, se tiene que
/ f(z)dz = /(u +iv)(dx +idy) = /(udx —vdy) + i/ (vdx + udy)
C C C C

Usando el teorema de Green-Riemann se tiene que

/Cf(z) dz = /C(u +iv) (dx + idy) = /C(udx — vdy) +i/c(vclx + udy)

_//( % 8u)dA+ //(au )dA

Dado que las ecuaciones de Cauchy - Riemann se satisfacen, entonces

/Cf(z)dz:0+i-0:0

Corolario 5.3.12. Si f es analitica en un dominio simplemente conexo D y Cy y C, son dos trayectorias en
D que unen los mismos puntos, entonces

Clf(z) dz = sz(z) dz

Este resultado afirma que la integral compleja es independiente de la trayectoria siempre que f sea
analitica en un dominio simplemente conexo.

El siguiente ejemplo sirve como verificaciéon del teorema de Cauchy-Goursat.

Ejemplo 5.3.13. Verifiquemos que / 2"dz =0,n € Z" y C es la circunferencia |z| = r,r > 0.
C

Una parametrizaciéon de |z| = res z(t) = relt, 0 < t < 27 Luego,

2 2
/z” dz:/ (re')" - iret dt = ”H/ ettt gt
C 0 0

2
— L it(nt1) 1 n: i ) <ei27r(n+1) . 1)
in+1)], n+1
e
= 71 (cos2rt(n+1) +isen2t(n+1) — 1)
Al e
= - (cos(2 sen(27tn) — 1) = (14+40-1)=0
o (cos(2mtn) +isen(2tn) — 1) p—— (140-1)
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5.3 Integral Indefinida

5.3.2. El teorema de Cauchy-Goursat y dominios multiplemente conexos

Se considera ahora el caso en que el dominio no es simplemente conexo, es decir, cuando es multi-
plemente conexo. El teorema no se verifica, pero permite reducir el cdlculo de la integral a otros

contornos mas simples o mas adecuados para integrar la funcién dada. Se tiene el siguiente resulta-
do.

Teorema 5.3.14. (Cauchy-Goursat en regiones miiltiplemente conexas)

Sea F funcion analitica sobre una region D miiltiplemente conexa limitada por dos curvas simples cerradas Cy
y Cy, entonces

z)dz = z)dz
[ f@az= [ £z
El “corte” AE transforma la regién multiplemente conexa en simplemente conexa, siendo asi

/ (z)dz =0 (5.5)
ABCDAEFGEA

Es dedir,

| f@dz+ [ f@dz+ [ f@dz+ [ f)dz=0

Como

EAf(z)dz =— AEf(z)dz

entonces

/ABCDAf(z) dz = — f(z)dz

EFGE

De esto tltimo se obtiene

Cif(z)alz =— Ezf(z)dz

figura 5.8

O bien
@z = [ f)d

Una version maés general de este resultado es la siguiente:

Teorema 5.3.15. Se denota por C a un contorno cerrado simpley a C;(j = 1,2, - - ,n) como un niimero finito
de contornos cerrados simples interiores a C tales que los conjuntos interiores a cada C; no tienen puntos en
comiin. R es la region cerrada que consta de todos los puntos dentro y sobre C excepto los puntos interiores
a cada C; (R es un dominio multiplemente conexo). Se denota por B la frontera completa orientada de R que
consta de C y todos los C; , descrita en una direccién tal que los puntos de R se encuentran a la izquierda de

345



5.3 Integral Indefinida

B. En este caso, si una funcion f es analitica en R, entonces

/Bf(z)dz:O

Los siguientes ejemplos aclaran el significado de este teorema.

dz
Ej lo 5.3.16. Hall —
jemplo 5.3.16. Ha emOS/BZz(Z—l)

positiva, y de las circunferencias Cy : |z+1| =1, Co: |z| = 3y C3: |z — 1| = 1, descritas en la direccién
negativa.

, si B consta de la circunferencia |z| = 2 descrita en la direccién

Sea R la region cerrada que consta y
de todos los puntos dentro y sobre
|z| = 2 excepto los puntos interiores
alg+1 =Ll =Lyl—1 =1
El integrando es analitico excepto en ¢ o G

los puntos z = 0y z = %1, y es- CYTY N2 .
tos tres puntos no pertenecen a R. Por NN

lo tanto, aplicando el Teorema 5.3.14
concluimos que

/czz(zd—z_l):o

Ejemplo 5.3.17. Hallemos /
cz—a

1. z = a estd dentro de C. 2. z = aestd fuera de C.

figura 5.9

si C es una curva simple cerrada tal que:

» Siz = a se encuentra dentro de C, entonces existe una vecindad V(a,r) C D y usamos Cauchy
(9.3.14) para region multiplemente conexa. Si C; es la frontera de esta vecindad (no olvidar que

es un disco), entonces
/ dz dz

Sobre C; cualquier punto tienen la forma polar z —a = ret?, 0 < 8 < 277, de lo cual se obtiene que

dz = ire'? do

Reemplazando se halla que

27
/ Z i [T e = oni
Clz_a 0

» Siz = a estéd fuera de C, entonces f es analitica dentro y sobre C, de manera que,

d
[
cz—a
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5.4 Algunas consecuencias del teorema integral de Cauchy

5.4. Algunas consecuencias del teorema integral de Cauchy

A partir del teorema integral de Cauchy se deduce su férmula integral, resultado fundamental que
permite obtener todas las propiedades locales y globales de las funciones holomorfas. Entre ellas
destacaremos los teoremas de Liuoville, de Morera, del valor medio de Gauss y el principio del
modulo maximo.

5.4.1. Laférmula integral de Cauchy

La férmula integral de Cauchy muestra que los valores de una funcién f sobre un contorno cerrado
determinan sus valores en los puntos de su componente interior, siempre que dicha funcién sea
holomorfa sobre el contorno y sobre la componente interior.

Teorema 5.4.1. (Férmula integral de Cauchy)

Sea f funcion analitica dentro y sobre un contorno simple cerrado C positivamente orientado, y zo un punto
interior de C, entonces se verifica que:

1 f(z)dz

2mi Jo z — 29

f(z0) =

Ejemplo 5.4.2. Hallemos el valor de la integral —24, si C es la circunferencia |z — i| = 2.

cz?+

<

No se puede decidir de inmediato si debemos
aplicar la férmula integral de Cauchy o el teo-
rema de Cauchy-Goursat. Factorizando el deno-
minador tenemos.

dz
/c (z 4 2i)(z — 2i)

Observamos que el factor z — 2i se anula dentro \
del contorno de integracién y que z + 2i no se

anula ni sobre el contorno ni en su interior. Es-

cribiendo la integral considerada en la forma

1
/ o1 92
cz—2i
es analitica tanto en la circunferencia |z — i| = 2 como en su interior, podemos

_1_
z+21

z=-2i figura 5.10

1
z+21

usar la férmula integral de Cauchy tomamos f(z) =

vemos que, como
y zo = 2i, obteniendo:

1_1/ dz :/ dz 7«
4i  2mi Jcz2+4 cz2+4 2
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5.4 Algunas consecuencias del teorema integral de Cauchy

. Z Lo Yy
Ejemplo 5.4.3. Hallemos / 5 en cada caso siguiente:
czc+1
C
1. Cencierraz =iperonoaz = —i <>
X

2. Cencierraz = —iperonoaz =1 <>

3. Cencierraz = iy tambiénaz = —i
La figura 9.11 muestra una situacién tipo

figura 5.11

Para responder a cada una de las interrogantes, descomponemos en fracciones parciales

1 1 i1 1
22+1  (z+i)(z—i) 2\z+i z—i

1 / dz i dz i dz
“Jez2+1 2 Jez+i 2 Jcz—i
Estas integrales son sencillas de calcular y evaluar.

dz i )
/czz+1 —O—E-an(z)

Como f(z) =1, entonces f(i) = 1. Luego,

/ dz _
cz2+1

) / dz i dz i dz
“JeZ2+1 2 Jcz+i 2 Jcz—i
Ahora tenemos un pequefio cambio en la evaluaciéon

dz ] .
/sz+1 :§-27Tf(—z)—0:—7r

“Jez24+1 0 2 Jez+i cz—i -

La férmula integral de Cauchy puede generalizarse. La generalizaciéon permite calcular el valor de
cualquier derivada de una funcién holomorfa en los puntos interiores a un contorno simple y cer-
rado si se conocen los valores de la funcién en el contorno. No sélo esto, veremos que existen y son

analiticas f"(z),- - -, f")(z) para todo n € IN.

Obsérvese que estos resultados no tienen equivalentes en la teoria de funciones de variable real,
pues el hecho de ser derivable una funcién en un punto no implica, necesariamente, que existan las

derivadas sucesivas de dicha funcién, como ya conocemos.
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5.4 Algunas consecuencias del teorema integral de Cauchy

Teorema 5.4.4. (Férmula integral de Cauchy para las derivadas)
Sea f funcién analitica dentro y sobre un contorno simple cerrado C positivamente orientado y sea zo un punto
interior a C, entonces existen y son analiticas todas las derivadas de la funcion, f)(z) para todon € N, y se

verifica que: | fea
@) = 5 g

27 z — zg)"t1

Usando este resultado es inmediato establecer las dos propiedades siguientes:

Proposicién 5.4.5. Si f es una funcion analitica en un punto zo, todas sus derivadas son analiticas en el
mismo punto.

Proposicién 5.4.6. Si f admite primitiva en un abierto D del plano complejo C, entonces f es analitica en D.

dz
Eiemplo 5.4.7. Hallemos el valor de la int z/—
]emp (0] atklemos el oaior de la in egm c (Zz—|—

ek si C es la circunferencia |z — i| = 2.

Factorizando el denominador tenemos

dz
/c (z —2i)2(z + 2i)2

Tomando f(z) = 5 ¥ Zo = 2i obtenemos

(z + 2i)

1 dz
'(97) — /
f@) =55 | @roe
como f es analitica sobre y en el interior de C y dado que

, - 2
f (Z)——m

/ dz 7

cz2+4 16

Otra relacién importante es la desigualdad de Cauchy para funciones analiticas, la cual establece lo
siguiente.

el valor de la integral es

Teorema 5.4.8. (Desigualdad de Cauchy)
Si f es analitica dentro y sobre un circulo de radio r y centro z = a, y si ademds, |f(z)| < M, V z, entonces

<Mn!

)=
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5.4 Algunas consecuencias del teorema integral de Cauchy

Demostracion.

Sea C la curva frontera del circulo. Como f es analitica sobre C, entonces es continua. Usemos la
férmula integral para tener

£ (a) = n!/ f(2)dz _ n' 1 |f(2)]dz]
C

- 27 Jo (z—a)"tt T 27 Jo |z —a|nt]

Como |z — a| = r para z sobre C, entonces

27 |
(<™. M no M _ Mt
f (ﬂ) S 27T rn+1 c ’dZ| S 27 rn—|—1 0 rdf = n

r
,con lo cual dz = ire'?d0. En consecuencia,

o] <

Se considerd z = re'®

El teorema integral de Cauchy establece que la integral cerrada de una funcién analitica es cero, y el
siguiente teorema establece el inverso

Teorema 5.4.9. (Morera)
Si f es continua en un dominio D simplemente conexo, y / f(z)dz = 0 para toda curva cerrada simple C
C

contenida en D, entonces f es analitica en D

Demostracion.

Como f es continua y / f(z) dz = 0, entonces existe F analitica tal que
C

F'(z) = f(z)

Ademads, como F analitica implica F’ analitica, entonces f(z) es analitica.

Este resultado permite determinar si una funcién f es analitica sin tener que recurrir al calculo dife-
rencial.

Una consecuencia fundamental de la desigualdad de Cauchy es el teorema de Liouville:

Teorema 5.4.10. (Liouville)

Si f es analitica en todo el plano complejo (f se denomina entera) y si | f| es acotada en todo el plano complejo,
entonces f es constante.

Demostracion.

f acotada implica |f(z)| < M, para M > 0. Como f es analitica sobre cualquier circulo de radio 7,
entonces

1M
‘f/(Z)‘ < T, Vx >0
pues se hace n = 1 en la desigualdad de Cauchy. Ahora, si n — o0, entonces

1f'(z)| <0= f'(z) =0, Vz
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5.4 Algunas consecuencias del teorema integral de Cauchy

esto significa que f es constante.

Como corolario del teorema de Liouville se obtiene facilmente el teorema fundamental del Algebra
que asegura que todo polinomio no constante tiene al menos un raiz.

Teorema 5.4.11. (Fundamental del dlgebra)

Si P es un polinomio de grado mayor o igual que uno, entonces la ecuacion P(z) = 0 tienen por lo menos una
raiz compleja.

Demostracion.
Consideremos

P(z) =ap+mz+apz*+ - +az" =0
Si suponemos que P(z) no tiene raices, entonces la funcién

£G) = 53

es analitica para todo z. Ademas, ﬁ — 0siz — oo, luego, ﬁ es acotada. En consecuencia, por

teorema de Liouville f es constante y por consiguiente P(z) es constante jcontradiccion! se supuso
que P(z) tenia grado mayor o igual a uno. Por tanto, P(z) = 0 para al menos un z complejo.

5.4.2. El teorema del valor medio de Gauss y el principio del médulo maximo

El teorema del valor medio de Gauss dice que si una funcién es holomorfa en un punto, y por tanto
en un entorno de dicho punto, el valor de la funcién en el mismo es la media aritmética de los valores
que toma sobre cualquier circunferencia que esté dentro del mencionado entorno.

Teorema 5.4.12. (del valor medio de Gauss)

Sea f analitica en un dominio simplemente conexo D. Sea z = zg + reft, con0 <r<r y0 <t <2m un
circulo de centro en zg y radio ro > 0 perteneciente a D. Entonces

27 .
fla) = 5 [ flaoretyar 56

La expresion de la derecha de la ecuacién (5.6) es la media aritmética o valor medio de f a lo largo
de la circunferencia del circulo. El teorema del valor medio de Gauss puede usarse para demostrar
importantes propiedades de las funciones analiticas:

Teorema 5.4.13. (Principio del médulo mdximo)
Si f es analitica y no constante en el interior de una regién D, entonces |f(z)| no tiene mdximo en D.

Teorema 5.4.14. (Principio del médulo minimo)

Si f es analitica no nula y no constante en el interior de una region, entonces | f(z)| no tiene minimo en esa
region.

Finalizamos con algunos ejemplos interesantes de resolucién de integrales.
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5.4 Algunas consecuencias del teorema integral de Cauchy

Ejemplo 5.4.15. Hallemos / f(z)dz, siz = x+iy, f(z) = iy, donde C es la curva que une el (0,0) con
C
(0,1) del plano complejo.

" \\Y
x x
figura 5.12 figura 5.13
La parametrizaciéon de C es a(t) = (0,t), con 0 < t < i. Luego, f(«(t)) = f(0,t) = it. Por tanto,

2 |1

Aﬂﬂﬂ=éﬁ4m:_z

Ejemplo 5.4.16. Hallemos / e*dz, sia(t) =e'cont € [0,%].
o

1
;2

La curva sobre la cual se hace integracién (figura 5.13) corresponde a un cuarto de circunferencia (en
el primer cuadrante)

T

/ f(z)dz = /2 (1) dt = /2 ecostrisent joit gy
C 0

O
‘ /
0

i / e“! [cos(sent) +isen(sent)][cost +isent] dt
0

[SE}

sttt [cost 4 isent] dt

NI

= — /2 et [cos(sen t) sen t + sen(sent) cost] dt+
0

+ i /2 et [cos(sent) cost — sen(sent) sent] dt
0

NN

cost cost+isent

= el cos(sent) +ie“ sen(sent) = e
=e —e
Ejemplo 5.4.17. Evaluemos /Cf(z) dz, donde f(z) = 2, ya(t) = re¥™ +a,cont € [0,n],n € N.

El contorno de integracion es una circunferencia centrada en z = a y radio r. La funcién evaluada en

la trayectoria es f(a) = # Ademés, a’(t) = 27tri e?™. Luego,

n 1 . n
/ f(z)dz = / ——— - 2mir 2™ dt = / 27i dt = 27Tni
C 0 re-rtti 0
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5.4 Algunas consecuencias del teorema integral de Cauchy

Ejemplo 5.4.18. Apliquemos la formula integral de Cauchy para obtener el valor de una integral analitica
sobre una curva cerrada.

Zd )
1. / j i, siendo a(t) = 2e2™,0 < t < k.
L Z—

La curva cerrada es una circunferencia y el indice es n(«, 1) = k. El punto z = 1 es interior de la curva
y f(z) = z2. Asi, f(1) = 1. Por tanto,

2
/ z di — k2mi - f(1) = 27ik

o Z—

2—-1)d :
2. /—(Z 5 ) 2 siendo a(t) = 2627 0 < t < 1.
v z-+1

Para aplicar la férmula integral de Cauchy el denominador debe ser de la forma (z — a)* para alguna

k > 0, para ello tenemos que
zz—l_i 22—1_22—1
241 2\ z—i z41

Dado que f(z) = z> — 1, resulta f(i) = —2 = f(—i). Ademds, el indice es n(a,+i) = 1. En
consecuencia,

(22 -1)dz i, . N
/a T = 5 (201270 = (<2)-1-270) = 0

dz . .
3. / senz Z, siendo a(t) = e™,0 <t < 1.
14

A
Aplicando la férmula integral de Cauchy para derivadas, si f(z) = sen z entonces
B f(z)dz
n(,0)-f 2711 / z4
Como n(x,0) = 1,y f®)(z) = —cosz, entonces 3 (0) = —1, luego
senzdz  27i Tt
[FEE=S =5

n
* /(zil) dzsia(t) =1+, 0<t<1neN.

Como (Z)" = entonces f(z) = z". Apliquemos la formula integral de Cauchy para derivadas

(Z 1)71/

FO0) e, 1) = 25 [

27t

Elindice es 1,y f")(z) = n!, entonces

353



5.4 Algunas consecuencias del teorema integral de Cauchy

5.4.3. Integrales de la forma fa fT/

Suponemos que f es holomorfa en una regién D que contenga en su interior la regién acotada por
la curva &, y que admita s6lo un ntimero finito de ceros en D.

Recordamos que, si a es un cero de la funcién holomorfa f, entonces existe un entero positivo m, y
una funcién holomorfa ¢(z), tal que

f(z) = (z—a)"g(z), cong(a) # 0

De donde, si a1, -+, a5 son los ceros de f, siendo a; # ay para j # k, entonces existen enteros
positivos my, - - - ,mg, y una funcién holomorfa g tal que

f(z) = (z—=a)™ - (z —an)™ g(z) cong(a;) # 0
Si derivamos este producto,
flz) =mi(z—a))" ™" (z—ax)"™ - (z— an)™ g(2)+
oz a)™ (2= a)" sz — )™ g ()
)z m) (2 - a) g ()

Luego,
flz) . m  ms  §'(2)
f(z) z—a1+ z—as+ 2(z)

/f mldz o[ msdz /g z)dz
z—a1 « Z — ds (2)

Como g no se anula en D, entonces £~ g ' es holomorfa en D, de donde
/ g'(z)dz _
« 8(2)

d
n(a,ay) = 2711’/“ - _Zak

de donde

y por la definicién del indice

En consecuencia

1L '@, %
Z_m/,xf(z) dz—]gmkn(a,ak)

Ejemplo 5.4.19. Calculemos / 271 dz, siendo a(t) = e'*, 0 < t < 27. El arqumento se toma entre 0 y 27.

14

En primer lugar, escribimos

L1 (elogz—|—iArg(z)>i1 — plloglz|+iArg(z))(i-1)
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5.4 Algunas consecuencias del teorema integral de Cauchy

Como |z| = || = 1,1og|z| =log(1) = 0y Arg(z) = t, entonces

— —it—t — e—te—zt

i1 271 . . 27
/zZ dz = / e te et dt =i / e b= —jet
® 0 0

/zi_l dz = —i(e™?" —1) = i(1—e 27
o

Asi,

Al evaluar,

Ejemplo 5.4.20. Calculemos la integral de la funcion % a lo largo del cuadrado de vértices14i,1—1i,,—1—1,

—1 + i, recorrido en sentido antihorario. y
Calcularemos lo que vale la inte- (-1,1) a (1,1)
gral en cada uno de los lados del
cuadrado y sumaremos. Lo hacemos
asi porque no existe una primitiva de X
% en un abierto que incluya al cuadra-
do. En cambio cada uno de los lados
estd contenido en un abierto simple- (—1,—1) (1,-1)
mente conexo en el que % si tiene una
primitiva, que sera una conveniente

rama del logaritmo.

0y

figura 5.14

» En [1+i,—1+i], que corresponde al segmento que une (1,1) con (—1,1), elegimos el argu-
mento comprendido entre —7 y 7t. Esto se debe a que el punto (1,1) es 8 = 45°, y en el punto

—14i

(—1,1) es 6 = 135°. Se tiene:
—1+4i

/@:/ %:logz —log V2 +iArg(—1+i) — [log V2 +i Arg(1+1)]

a Z 1+i z 14i

_ 37‘[_7'[ _in
o 4 4) 2

» En [-1+i,—1 —i], que corresponde al segmento que une (—1,1) con (—1,—1), elegimos el
argumento comprendido entre 0 y 277. Esto pues en el punto (—1,1) es® = 135y en (—1,—1)

—1—i

es 0 = 225°. Se tiene:
1

/@:/ @:logz —log V2 +iArg(—1—i) — [log V2 +i Arg(—1 —i)]

a Z -1+ z 14

i (5r_8m\ ;7
N 4 4 ) "2
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» En [-1 —1i,1—i], que corresponde al segmento que une (—1,—1) con (1,—1), elegimos el
argumento comprendido entre 0 y 277. Esto pues en el punto (—1,—1) es =225y en (1,—1)
es 0 = 315°. Se tiene:

/dz /11dz logzi
1-i Z
(7T 5w L TT
=1(7‘7)=15

» En[1—1i,1+1i], que corresponde al segmento que une (1, —1) con (1, 1), elegimos el argumento
comprendido entre —7t y 77, ya que en el punto (1, —1) es = —45y en (1,1) es 6 = 45°. Se
tiene:

d +idz , . .
/ z / : =logz| =logVv2+iArg(l1—i)— [logv2+iArg(l+1i)]
1 1—i
i (r_Zmy
B 4 4 ) 2

Sumando todos los resultados se obtiene

—log V2 +iArg(—1—i) — [log V2 + i Arg(1 — i)]

1+i

d
/ z = 2711
x Z

dz siendo a(t) = e*, 0 <t < 2.

iz
Ejemplo 5.4.21. Calculemos / Zz

Aplicamos la férmula de Cauchy para la derivada de la funcién ¢’ en el punto 0, resulta
e’z ,
/Z—zdz =2mi f'(0) = 2mi - ie® = 27
14

Ejemplo 5.4.22. Hallemos / Z2dz, cona(t) =et, 0 <t < .
o
La funcién en la curva tiene el valor f(a(t) = e*!. Ademds, a’(t) = ie'. Luego,

2 T it .t 7 3t 1 i
/zdz:/el-zeldt:z/e’dt:—e’
o 0 0 3

7T

0
Al evaluar , 5
2 _ (3T —_ _=
/zx z°dz = 3(6 1) 3
Ejemplo 5.4.23. Sea a : [0,271] — C tal que a(t) = 3e'*. Hallemos

[ cos(mz?) + sen(mz?) dz
= e
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Es claro que n(a, 1) = n(a,2) = 1y que f(z) = cos(mz?) + sen(mz?). En fracciones parciales:

1 _ 1 n 1
(z—1)(z—-2) z—-1 z-2
Luego,
f—— [fEE IRz 1) £ + 2min(w,2) - F(2)
o Z_l o Z_2
Al evaluar

I =2mi[—f(1)+ f(2)] = 4mi

5.5. Series de potencia

Estudiaremos ahora la representacién de funciones analiticas mediante series, y a continuacién cier-
tos resultados que facilitardn el calculo de integrales complejas e integrales reales impropias, dificiles
de resolver mediante integracion no compleja.

Definicién 5.5.1. La sucesion de niimeros complejos {z, } tiene un limite o converge a un niimero complejo
z, si para todo € > 0 existe un niimero entero positivo N tal que

|zy — z| < € siempre que n > N
Cuando el limite de la sucesion {z, } existe, es decir, que {z, } converge a z, se escribe

lim z,, =z
n—oo

Si la sucesion no tiene limite, entonces diverge.

Teorema 5.5.2. Sean z,, = x, + iy, conn =0,1,2,-- -, para x, y y, niimeros reales, y z = x + iy para x
e y ntimeros reales. Entonces,

limz, =z<= limx,=x vy nlgroloynzy

n—oo n—oo

Ejemplo 5.5.3. Determinemos si la sucesion z,, = % +1 (1 + #) converge.

Se tiene que z, = x, + iy,, donde,

x—l =1+
n= y Yn =

Ahora, como

1 —-1)"
lim — =0 y lim(1+( )):1

n—oo 1 n—oo n
entonces

lim z, =i
n—oo

de lo cual deducimos que ella es convergente.
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o0
Definicién 5.5.4. Una serie infinita Z zZn = 20 + 21 + 22 + - -+ de niimeros complejos converge a un
n=0
niimero complejo S, llamado suma de la serie, si la sucesion
N
n=0

de sumas parciales converge a S; entonces se escribe

izn:S
n=0

Teorema 5.5.5. Sean z, = x, + 1y, (n =0,1,2,---) para x,, e y, niimeros reales,y S = X + 1Y para X e
Y niimeros reales. Entonces,

Yzp=S<= Y =Xy Y yu=Y
n=0 n=0 n=0

Definicién 5.5.6. (Serie de potencias)
Dada una sucesion {z, } de nitmeros complejos, a la serie

Y (2 — 2)" 57)
n=0

se le llama serie de potencias alrededor de z = z(. A los niimeros complejos ay se les llama coeficientes de la
serie; zo Y z son niimeros complejos.

El siguiente teorema da una idea completa del campo de convergencia de las series de potencias.

Teorema 5.5.7. Sea « = lim {/|an|. Entonces:

n—oo

m Sin = oo, la serie (5.7) es convergente en el iinico punto z = z.

" Si0 < & < oo, la serie es absolutamente convergente en el circulo |z — zo| < 1 y es divergente en el
exterior de este circulo.

» Sia = 0, la serie es absolutamente convergente en todo el plano.

De este modo, cuando 0 < a < oo, existe un circulo con el centro en el punto z = z, en el interior del
cual la serie (5.7) es absolutamente convergente y en el exterior del cual la serie es divergente. Este
se llama circulo de convergencia de la serie de potencias y su radio R = %, radio de convergencia
de la misma. Los casos &« = oo y & = 0 se pueden considerar como casos limites. En el primero de
ellos el circulo de convergencia se reduce a un punto z y su radio R es igual a cero. En el segundo, el
circulo de convergencia se extiende a todo el plano, de modo que se puede considerar que su radio
es igual a co. Llamando en los tres casos al nimero R radio de convergencia de la serie de potencias,
se obtiene la férmula de Cauchy - Hadamard

[
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n

Ejemplo 5.5.8. Hallar el circulo y el radio de convergencia de la serie Z %z”.

n=0
Es claro que zp = 0. Usemos criterio del cociente

= lim (1—1—1) =¢
n—oo n

Ap+1
an

a = lim
n—oo

Por consiguiente, R = %

5.5.1. Serie de Taylor

Dada una funcién analitica ;es siempre posible encontrar una serie de potencias cuya suma sea dicha
funcién en algtin dominio? Dicho de otro modo ;es posible representar cualquier funcién analitica
por medio de una serie de potencias? La respuesta es afirmativa, como veremos en el siguiente
resultado.

Teorema 5.5.9. (Taylor)

Sea f una funcién analitica en todo punto del disco D = {|z — zo| < r}, entonces en cada punto de z del
disco D, la funcion f tiene la representacion

_ - (1-1)
f(2) = f(z0) + f'(z0) = +f"(z0)% bt %(z —2)" '+ Ru(z)  (58)

Si zg = 0, esta representacion se llama de Maclaurin. R, (z) se conoce como el “resto” de la serie.

Demostracion.

Consideremos un punto z inte-

rior al disco D y sea C; el circulo

de centro en z( encerrando z tal

como muestra la figura. Asi, de ‘
acuerdo con el férmula integral

de Cauchy

flz) = 1 f(w)dw

C 27 Jo, w—z

figura 5.15
Hacemos el siguiente artificio
1 1 1 1
oy _ (v — o, z—2(
w—z (w—2z9)—(z—2z9) w—2zp 1 e

Sabemos que

1
——=14xt T
1—x 1—x
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_ Z=Z ;
Luego, para x = ;=1 se tiene que

1 1 ‘<1+z—zo+.”+(z—zo)n1_1_(;%22%)")
w—z w-— 2z w — 20 w — zg

1-52
Asi,
1 d - d — 7)1 d
flo) = 5o [ A 2oz Jlw)dy oz S de
c, W — 2o i Jo, (w— zp) 27t ¢ (w—zp)
(z = 20)" / f(w) dw
+ -
2 Jo, (w—zo)"(w — z)
Usando el hecho de que
fW(z0) _ 1 / f(w) dw
kU 2mi Jo, (w— zg)n ]
entonces
2 1 S
z—z z—z z—2z0)"" _ _—
F2) = flan) + /(a0) 52 1) B2 I 00 ) ) o)
donde ( v f(w)d
_ (z—20 w) dw

Ra(z) = 27ti /Cl (w — zg)"(w — z)

Ahora probaremos que R, (z) — 0 cuando n — oo.
|Z-ﬂ|”/ |f (w)||dwl|
<

[Rn(2)| 2 Je, Jw— zo|"w — z]
como |f(w)| < M, [w—zo| =1, [w—2z| =|w—20—(z2—20)| > 11 —|z—20], ysi|z—2z0] =1
implica r, < r1, entonces

IRy (2) B M 21 ()" Mn
" - 27 r? r—ro r1 r—1p

Sin — 0, esta ultima expresién tiende a cero. Por tanto,

0o r(n
&=L f

)(z
n(! 0) (z—2zp)", paratodozye D°
Observacién. En el interior del circulo de convergencia, la serie de Taylor de f tiene las siguientes
propiedades:
= Es absolutamente convergente.

= Es uniformemente convergente en cada subconjunto compacto.
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» Define una funcién f que posee derivada de todos los 6rdenes. Esto es, una funcién f analitica.

Ejemplo 5.5.10. Dada la funcién f(z) = e* hallemos:
1. el desarrollo de Maclaurin de f.
2. el desarrollo de Taylor de f alrededor de z = —i.

1) El desarrollo de Maclaurin de e* tiene la forma

(o]
e* =) ayz"
n=0

(n)
Como a, = f n(!Zo) y %(ez) = ¢%, entonces a, = % Luego,

|
z _ ~on
F =Y mE
n=0 """
Dado que ¢” es entera, el teorema de Taylor afirma que la serie anterior converge a e* en todo punto

del plano complejo.

2) El desarrollo de Taylor de f alrededor de z = —i tiene la forma
ec = 2 Eln(Z + l)n
n=0

La derivada n-ésima de ¢* es la misma, y su evaluacién en z = —i es

—i

fMz=—i)=e"=a, = T

En consecuencia, .
o0 e—z
VA \n
F =Y W(Z +1)
n=0
Desarrollos conocidos y que pueden resultar de utilidad son:
i( )n—i-l »2n—1 . i »2n—1
m Ssenz = -1 —_— s senhz = -
= (2n —1)! = (2n-1)!
14 Y (—1) =143 2
m cosz=1+ - » coshz =1+
| (2n)! = (2n)!

Estos desarrollos de Maclaurin son validos en todo el plano complejo puesto que las cuatro funciones
de la izquierda son enteras.

El siguiente teorema garantiza que el desarrollo de Taylor alrededor de zy de una funcién f, es la
Ginica serie de potencias que converge a f en un disco centrado en z.
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Teorema 5.5.11. El desarrollo en serie de Taylor alrededor de zo de una funcion f es la iinica serie de potencias
de (z — zg) que converge a f en todo punto de un disco centrado en z.

El siguiente teorema nos permite calcular el radio de convergencia del mayor circulo para el cual la
serie de Taylor de una funcién f converge.

Teorema 5.5.12. Consideremos el desarrollo en serie de Taylor de una funcion f alrededor de zo. EI mayor
circulo dentro del cual esta serie converge a f en cada punto es |z — zo| = r, donde r es la distancia entre zy y
el punto singular de f mds cercano.

Este teorema no afirma que la serie de Taylor no converja fuera de |z — zg| = r. S6lo asevera que este
es el mayor circulo en todo punto del cual la serie converge a f.

El circulo en todo punto del cual la serie de Taylor
o £(n)
Z f (ZO) (Z _ Zo)n
= n!

converge a f y el circulo en todo punto del cual la serie converge no son necesariamente iguales. El
segundo de ellos puede tener un radio mayor. No obstante, se puede mostrar que cuando el punto
singular mas cercano a zg es tal que | f(z)| se hace infinito, los dos circulos coinciden. Este es el caso
en la mayor parte de las funciones que consideraremos.

Ejemplo 5.5.13. Sin determinar el desarrollo de Taylor, calculemos el radio del circulo mdximo en donde el
desarrollo indicado es vilido:

1 [e9)
fE) == L a4 1)
— 7z —
n=0
De la forma que tiene la serie tenemos que converge dentro de un disco centrado en zy = —1. El

punto singular de f es z = 1. La distancia de zp a z = 1 es 2. Asf, el desarrollo de Taylor converge a
feneldisco|z+ 1| < 2.

5.5.2. Serie de Laurent

Si una funcién f es analitica en el anillo {r; < |z —zg| < 1}, pero no lo es en todo el entorno
V(zp, r2), entonces no puede representarse alli por una serie de potencias. Si embargo, Laurent des-
cubri6 en 1843 que una funcién como esta puede representarse por medio de dos series, una de ellas
es una serie de potencias de (z — zp) y la otra una serie de potencias de (z — zp) !

Una serie de la forma
= b
k
f@ =) —
k=1 (z— ZO)k

es una serie de potencias en la variable w = (z — zo)_l. Por tanto, existe 0 < R < oo tal que la serie
converge absolutamente a una funcién analitica si |z — zg| > R y diverge si |z — zg| < R, siendo
la convergencia de la serie absoluta y uniforme en el complemento de cualquier disco D(zg, r) con
r > R. Consideremos ahora la expresion.

362



5.5 Series de potencia

f2) = Y mz—z0) + Y~ = Y a(z— z)t (5.9)
k=0 k=1 (Z ZO) —0

La primera serie convergerd absolutamente en un disco D(zo, 12), y la segunda para |z — zg| > 1.
Por tanto, f estard definida y serd analitica en la corona circular

C(zo,r1,12) ={z/nn <l|z—2z9| <12}

(corona de convergencia), siempre y cuando sea 0 < r; < rp < oo. Ademds (por los resultados
sobre series de potencias) la convergencia de ambas series es absoluta y uniforme en toda subcorona
cerrada contenida en C(zg,71,72). Una serie de este tipo se denomina serie de Laurent centrada en
zp. Esto es,

Definicién 5.5.14. (Serie de Laurent)
El desarrollo en serie de Laurent de una funcion f alrededor del punto zg es

f) = L enlz— )"

donde la serie converge a f(z) en cierto dominio o regién (corona).

Asi pues, un desarrollo de Laurent, a diferencia del desarrollo de Taylor, puede contener uno o mas
términos con (z — zp) elevado a una potencia negativa. También puede contener potencias positivas
de (z — zp).

Normalmente los desarrollos de Laurent se obtienen a partir de los desarrollos de Taylor.

¢Qué clase de funciones pueden representarse por medio de series de Laurent y en qué regién del
plano complejo serd vélida dicha representaciéon? La respuesta se encuentra en el siguiente resultado.

Teorema 5.5.15. (Teorema de Laurent)

Sea f una funcion analitica en la corona C(zp, R1,Ry) con 0 < Ry < Ry < 0. Si Ry <t < Ry, sea C; la
circunferencia de centro zo y radio r orientada positivamente, y definamos

_ 1 f(z)
ak—zm,/r (z—zo)k“dz’ VkeZ

Entonces f admite el desarrollo en serie de Laurent

f2) = Y. aulz — =)

donde la serie del miembro derecho converge absoluta y uniformemente en cada subcorona cerrada contenida
en C(ZQ, Rl/ Rz).
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Consideraciones acerca del Teorema de Laurent

= Si f es analitica en todos los puntos de la region |z — zg| < r1, entonces el desarrollo de Laurent
de f se convierte en el desarrollo de Taylor de f alrededor de zy.

» Si f es analitica en la region |z — zg| < r1 excepto en el punto zy, entonces el desarrollo de
Laurent es vélido en toda la region 0 < |z — zg| < r4.

= Si f es analitica en todo punto del plano z que no pertenezca a cierto circulo, entonces es posible
encontrar un desarrollo de Laurent de f que sea vélido en una regién anular cuyo radio exterior
r1 es infinito.

Ejemplo 5.5.16. Hallemos desarrollo en serie de Laurent en torno de z = 0de f(z) = , cuando:

z2 —3z+2
n zl <1 n 1< z] <2 " 2 <zl <, r>2

» En |z| < 1 Laurent es Taylor. Luego, en fracciones parciales:

1 1 1

23242 z-2 z-1

Sabemos que

1 o0 "
1—z 5

Asi que modificando cada una de las expresiones desarrollada en fracciones parciales

)
0

1 1
z—2  2—z 2 1-%

)Vl

N =
N N

este desarrollo es vélido para |5| < 1, delo cual |z| < 2.

De manera andloga,

1 1 &,
_z—l_l—z_;z

este desarrollo es vdlido para |z| < 1. En consecuencia,

[ee]

)n+zzn

0

1 1&
22 —3z+2 __E;(

N N

desarrollo vélido para |z| < 1 (la interseccion)

» Sil < |z| < 2, entonces estamos en un anillo

Tenemos que:
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1 1
* — E;; ", vélidaen |z| <2
1 1 1 131 =1 1
. —2_1:;1_1:E;Z_n:;ﬁ,vahdaen|z|>1
z

—1

1z, 13z "
f@)= =5 NG+ D e =5 LG+ L
En la dltima serie se hizo cambio de indices: n = —n — 1. Al escribir f(z) es forma més com-

pacta se tiene:

fe)=-Y (1+2n1+1)z”:_icnzn

en donde
-1 ,sin<0
o= 2Jr1,51n>0
» Si2 < |z| <71, r > 2, entonces
.212:_;1i %i; :iil,vélidaen]z]>2
1

(e )
; n+1’ vélida para |z| > 1

Se concluye que, para |z| > 2 es valida la representacion

= 2" = 1 = 2" —1

f@ =Y gm —Lgmr = Lt

Como los coeficientes son del tipo z~("+1), entonces hacemos n = —n — 1 para tener:

—1

flz)=) (2_”_1 - 1) 7" = icn z"

—o0

donde

0 ,sin>0
C —
! 27" 1 _{sin<0
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5.5.3. Propiedades adicionales de las series

s Diferenciacion e integracion término a término

Si una funcién f estd representada por una serie de potencias en una region anular R, la serie
que se obtiene por diferenciaciéon término a término converge a f’ dentro de R. Este proced-
imiento puede repetirse un niamero indefinido de veces. También es cierto que si se integra
término a término la representacion en serie de f a lo largo de una trayectoria contenida en
R, la serie que resulta de esta operacién converge a la integral de f efectuada a lo largo de la
misma trayectoria.

Ejemplo 5.5.17. Usemos el desarrollo de Taylor de % alrededor de zo = 1 para obtener el desarrollo de le
alrededor del mismo punto.

La funcién f(z) = % es analitica en todo el plano complejo excepto en el cero. Asi, el desarrollo de
Taylor de f alrededor de z = 1 es

i "(z—=1)"
0

el cual es vélido en el disco |z — 1| < 1. Ahora, diferenciando término a término la serie anterior
obtenemos

— Y (—1)"n(z—1)""

T2
2 1

para todo z tal que |z — 1| < 1. De esta forma, el desarrollo de Taylor de 21—2 es

1 o0
2= LD
0
Si queremos que la serie parta de 0, entonces con n + 1 = n se tiene
1 - n n L1
o= Z(_l) (n+1)(z—1)" valido para |z — 1| < 1
0

Ejemplo 5.5.18. Hallemos la serie de Maclaurin de g(z / f(s)ds, donde

sens

,518 #0
1,sis=0

fs) =

El desarrollo de Maclaurin de sen s, que conocemos, es

00 2n—1

sens = ;‘l(—l)’1+ 1)
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5.6 Polos, singularidades y residuos

el que es valido en todo el plano complejo. Se sigue que

00 2n2

sens Y (1
. 2n—1)!

Ahora, integrando término a término la expresion anterior

/ sens _Z/ 1y g2 =2
(2n —1)!

Integrando el lado derecho de esta tltima igualdad, y evaluando, se llega a que

N SO

n—l 2n —1)!

desarrollo que es vélido en todo el plano complejo.

5.6. Polos, singularidades y residuos

Definicién 5.6.1. Un punto zg € C se dice que es singular aislado de una funcion f, si f es analitica en
una vecindad V (zg), pero no lo es en zy.

Ejemplo 5.6.2. El iinico punto singular aislado de la funcion f(z) = 35 es z = 2, ya que z = 2 es el tinico

cero del denominador.

De acuerdo con la definicién de punto singular aislado, existe un anillo {r; < |z —zy| < rp} enel
que f es analitica y tiene desarrollo de Laurent tnico.

f(z) = ian(z —z9)" + ian(z —zg) "

Definicién 5.6.3. (Parte Principal)

La parte del desarrollo de Laurent de f que posee potencias negativas de z — zq se denomina parte principal
de f en zg. En otras palabras,

[ee]

Y a-n(z—zp)™"

1
es la parte principal de f en z.

Ejemplo 5.6.4. Determinemos la parte principal de f(z) = 2(21—71) en cada uno de sus puntos singulares.

Los puntos singulares aislados de f son: z1 = 0y zp = 1. El desarrollo de Laurent de f alrededor de
z1 =0es

[o¢]

1
n—1
—_— _’ 0 1
f(z) ;Z + . < |Z| <
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de donde se deduce que la parte principal de f enz; =0 es
1

z

Por otra parte, el desarrollo de Laurent de f alrededor de z; = 1 es

- 1
=Y (-1D)'"z-1"14+ — ~1| <1
fE =L =) g 0< 1)<
de donde se deduce que la parte principal de f enz; = 1 es
1
z—1

Definicién 5.6.5. Un punto singular puede ser de uno de los siguientes tipos:
1. Sia_y, =0paratodon =1,2,-- -, sedice que zy es una singularidad evitable o removible.

2. Sia_, # 0 para algiin n, pero a_, = 0 para todo m > n, entonces zg se llama polo de 6rden n. Si
n = 1 el polo se llama simple

3. Sia_y, # 0 para infinitos valores de n, entonces zq se llama singularidad esencial.

Un método rdpido para determinar el tipo de singularidad en zy, sin tener que recurrir a efectuar el
desarrollo de Laurent es como sigue:

Definicién 5.6.6. Sea zo una singularidad aislada de f, entonces:

n zq singularidad evitable si lim f(z) existe.
Z—2(

m 2z polo de 6rden n si lim (z — z9)" f(z) = M # 0 existe y M #* oo.

Z—2Z0

m zg esencial si lim (z — zg)" f(z) no existe (ni finito ni infinito), para todo n.
Z—2Z0

Teorema 5.6.7. Si f tiene un polo en zg, entonces lim |f(z)| = oo.
Z—2Z(

Ejemplo 5.6.8. f(z) = e tiene singularidad esencial en z = 0.

El desarrollo en serie de Laurent es
flz)=) —=z", |z|>0
0

la parte principal de esta serie tiene infinitos valores de n para los cuales a_, = & # 0, luego la
singularidad es esencial.
Si hacemos uso de la definicién, resulta mas claro.
) 1 . ev . ev
limz": = lim — = lim — = o0

z—0 w—oo W w—oo n!

Esto se obtiene después de n pasos usando regla de L’'Hopital.
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Ejemplo 5.6.9. f(z) = *ZZ= tiene singularidad evitable en z = 0.

Visto el problema desde la perspectiva de su desarrollo en serie de Laurent

Se observa que a_,, = 0 para todo n. Por tanto, la singularidad es evitable.
Si lo vemos por el limite, entonces

. senz _
lim —— =1, jevitable!
z—0 Z

Ejemplo 5.6.10. La funcion f(z) =

tiene polosenz =0,z =1y z = 2.

1
z22(z—1)(z—2)

1 1
= i -z> = ~. Polo de orden 2.
202z -1)(z-2) 2 oo
lim ! (z—1) 1. Polo simple
] (z—1) =—-1. .
z—12%(z—=1)(z —2) p

1 1
I .(z2) = 5. Polo simple.
"I A1) og) (F72) = g Polosimple

Es tan comtin encontrarse con problemas en los que se quiere determinar el orden de los polos de
_ p(2)

una funcién de la forma f(z) 0z

que les dedicaremos una atencion especial.

Teorema 5.6.11. Sea zy € C. Sea f una funcién tal que f(z) = %, donde p(z) y q(z) son analiticas en z
y p(zo) # 0. Entonces, zg es un polo de orden m de f, si y solo si,

9(z0) =q'(z0) = =q" V(z) =0 y  q"(z) #0

eZ
senz

Ejemplo 5.6.12. Verifiquemos que todos los puntos singulares aislados de f(z) =

son polos simples.
Se tiene una funcién de la forma f(z) = %, con p(z) = €%, q(z) = senz. Ahora, los puntos singu-
lares aislados de f son de la forma

Zpy = nm, ne

De esta forma, p(z,) # 0, g9(zn) = 0y q'(zn) # 0, para todo n. Por tanto, z, es un polo simple de f
para todo n.
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5.7. Residuo

Definicién 5.7.1. Sea f una funcién analitica sobre un contorno cerrado simple C y en todo punto interior a
C, salvo en zy. El residuo de f en zg, que se denota por Res|f(z)],—z, o0 bien Res(f(z),zo), estd definido por

Res[f (2))emy = 5 [ f(2)dz

La relacién que existe entre Res|[f(z)],—, y una serie de Laurent para f es la siguiente.

Teorema 5.7.2. El residuo de la funcion f en el punto singular aislado z es igual al coeficiente de (z — zg) !

en la serie de Laurent que representa a f en una region anular dada por 0 < |z — zg| < r, para cierto niimero
real v > 0.

Debido a que zj es un punto singular aislado de f, existe un ntimero » > 0 tal que f es analitica en
cada punto z tal que 0 < |z — zg| < r. En ese dominio la funcién f estd representada por la serie de

Laurent o
f(z) = Z (z—z0)" + Z
1

0
Sea C la circunferencia |z — zg| = R < r, entonces

Reslf (@) = 5 [ f(2)dz
Zm/lzan n+; (z —zp)" ]
1 " dz
= 5= [;an/c(z — 29) dz+;bn/c—(z —zo)”]

/C(z—zo)”dz = { O_'n 7 -

Z—ZO

Se tiene que

2mti,n = —1
En consecuencia,
Res[f(2)]z=zp = b1 = a1
Ejemplo 5.7.3. Calculemos el residuo de f(z) = et enz = 0.

El desarrollo de Laurent de f(z) = et alrededor de z = O es
_ i 1
- iz

Luego el residuo de f enz = 0 es Res[f(z)],—0 = 1.

El siguiente teorema nos garantiza que si una funcién posee un ntmero finito de puntos singulares
en el interior de un contorno cerrado simple, éstos son aislados.

Teorema 5.7.4. Si una funcion f tiene sélamente un niimero finito de puntos singulares interiores a cierto
contorno cerrado simple C, entonces éstos deben estar aislados.
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5.7 Residuo

5.7.1. Calculo del residuo

Cuando una funcién f tiene una singularidad removible en z su residuo es cero. Ahora, cuando una
funcién f tiene una singularidad esencial en zg, la inica manera que podemos determinar el residuo
en dicho punto consiste en obtener el desarrollo de Laurent alrededor de z y elegir el coeficiente
apropiado.

Pero si la funcién tiene un polo en zp no es necesario obtener todo el desarrollo de Laurent alrededor
de zp para encontrar el coeficiente que buscamos. Existen diversos métodos de los que podemos
echar mano siempre y cuando sepamos que la singularidad es un polo.

Caélculo del residuo en un Polo

El siguiente teorema nos permite identificar si un punto zg es un polo de f y, ademas, nos dice como
calcular Res[f(z)]z=z,

Teorema 5.7.5. Sea f una funcién de variable compleja. Supongamos que para cierto entero positivo m, la

funcion
¢(2) = (z—20)"f(2)

se puede definir en zy de modo que sea analitica ahi y ¢(zg) # 0. Entonces f tiene un polo de orden m en z.
Su residuo alli estd dado por las formulas:

n Res(f(z)]z=z, = %, sim > 1.

w Res[f(z)]z=z, = ¢(20) = lim (z —z0)" f(z),sim = 1.

Z—2Z()

Métodos para el calculo de residuos

» Sea f(z) = %, con g, h analiticas en un entorno de zo, g(z9) # 0, h(zg) = 0y h'(z9) # 0.

Entonces f tiene un polo simple en z(, con residuo

Res(f,z0) = 5 ’((2'00))

Demostracion.

En efecto, en un entorno de z se tiene
h(z) = h'(z0)(z — 20) - H(2)

con H analitica y H(zp) = 1 (teorema de Taylor). Por tanto
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5.7 Residuo

8

Como A analitica en zg (H(zg) # 0), f tiene un polo simple en zy con residuo

1 g(z0) _ &(=0)
h/(Z()) H(Z()) h/(Zo)

ya que H(zp) = 1.

» Si f tiene un polo de orden 1 en zy entonces

1 d(n-1)
Res(f,z0) = T dim —— 5 (2 = 20)"f (2)]

Demostracion.

En efecto, en un entorno reducido de zg es valido el desarrollo de Laurent

) =1 o

z —zp)" zZ— 2o

+8(2)
con g analitica en zg (serie de Taylor). Por tanto en un entorno reducido de zp se cumple
(= 20)"f(2) = by + -+ by(z — 20" + G(z) - F(2)

donde G(z) = (z — z9)"g(z) es analitica en z y tiene un cero de orden mayor o igual que n en
dicho punto, y F es analitica en zj. Por el teorema de Taylor,

F(=1)(z) 1 d(n=1)

Reslf,20) = by = "yt = Gy B P ) = g Jim (202

Ejemplo 5.7.6. Hallemos Res(f,i) si f(z) = ﬁ

Es claro que, z = i es un polo de 6rden 3

1 1

1@ = 13 = eripe iy

Por tanto,
1 d?

z

lim 1

b an a3
- C(3—1)!z5i d2? ((Z+i)3(2—i)3 (z —1) )
—1limd—2 1
C225idz? \ (z+1)3
:llim12(z—|—i)—5
2 z—i
_ 3
16

se sigue que
, 3i
Res(f,i) = BT
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5.8 Calculo de integrales

5.7.2. Teorema de los residuos

Teorema 5.7.7. Sea C un contorno cerrado simple y sea f analitica sobre y dentro de C, excepto tal vez
en los puntos singulares aislados zq,z, - - - z, dentro de C, en donde los residuos de f son, respectivamente,
Rq, Ry, - - - Ry, entonces

/Cf(z) dz = 27ti iRes(f,Rj)
=1

Demostracion.

Como los z; son aislados, existen
trayectorias I'; cerradas, simples
y disjuntas encerrando estas
singularidades. Ademads, todas
ellas contenidas en el interior de
C (tigura 5.16). Usando el teo-
rema integral de Cauchy para
regiones multiplemente conexas
se tiene que

figura 5.16

n

/Cf(z) dz = f/r f(z)dz = iZm’Res(f,Rj) =2mi ) Res(f,R;))
=1 =1

j j j=1

5.8. Calculo de integrales

Veremos ahora la importancia de los residuos en el célculo de ciertas integrales no sencillas de re-
solver con cdlculo tradicional.

5.8.1. Integrales del tipo/ f(x)dx

Si f es analiticaen H = {z € C/ Imz > 0}, con la posible excepcién de un ndamero finito de
singularidades zj fuera del eje real, y tal que existe p > 1,R > 0y M > 0 tal que

M
|f(Z)| < W, Vz € H, |Z| > R

entonces

/Oo f(x)dx=2mi Y Res(f,z)

- Imz;>0

Demostracion.
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5.8 Célculo de integrales

L%

x figura5.17

Sea «; la semicircunferencia de radio r orientada positivamente, con r > R lo suficientemente grande
para que todas las singularidades (necesariamente aisladas) de f en H estén en el interior de a;.
Entonces

/arf(x) dx = 27i Z Res(f,zr) = /_:f(x) dx + /Onf(reie)irew 40

Imz, >0

Como |f(x)] < M|x|7P con p > 1 para |x| > R, la primera integral del miembro derecho con-
verge a [ f(x)dx cuando r — oo (criterio de comparacién). En cuanto a la segunda, su médulo

estd acotado por M7trl=F, que tiende a 0 cuando r — 0.
Observacion.

= Un resultado analogo vale intercambiando el semiplano superior H por el semiplano inferior
L={zeC/Imz <0}

A:of(x) dx=—2mi )_ Res(f,z)

Imzk<0

5.8.2. Integrales del tipo / PAY) i

(x)
q(x)
Aqui, p y g son polinomios reales primos entre si,
tal que g no tiene ceros reales (no hay polos en el 5
eje x), entonces la integral converge siempre que
el grado de g sea al menos dos unidades may-
or que el grado de p. El valor al cual converge
se encuentra aplicando el teorema del residuo a -R R
un contorno cerrado C como el de la figura 5.18, figura 9.58
que consta del segmento que une —R con R y el

semicirculo S de radio R.
La funcién que se considera es

X

_ [ P(z)
I_/(:Q(z)dz

donde P y Q no tienen ceros en comun y Q tiene ceros s6lo en el semiplano superior (en caso de que

374



5.8 Calculo de integrales

Q tenga ceros en el semiplano inferior es andlogo y s6lo se considera que S une R con —R sobre el
semiplano inferior)

Ejemplo 5.8.1. Hallemos /_ N %.

j3m jbm 7m
Loscerosdel+z*son:e *,e *,e * e *, delos cuales sololos dos primeros pertenecen al semiplano

superior (basta ver los argumentos). Los residuos son:

»\:u

1 V2

1+z4 8

N
NN

Res(f,e ) - (1+1)

)= lim (z—e

i
z—e

atencién que hicimos uso de la regla de L "Hopital. Ademés,

i3 1 V2
_ , o 4 A e
) = thl(Z e’) 15 3
Z—>€l4

o

Res(f,e

En consecuencia,

/—Z% :2”1'(—%1“) +§(1 —i)) = nv2

2

© xdx
Ej lo 5.8.2. Hallemos / _—
jemplo Ny

Dado que el integrando es par,

/0 1+x4 2/ool—|—x4

Tenemos dos grados de diferencia, por tanto sirve el mismo circuito del ejemplo anterior. Los resid-

uos son: ) 3
i Hus 2
R e = I I SN G 1
es(f,e”) mil%(z e’) T A 5 (1—1)
z—e
i3 i3 2 2
Res(f,e ') = lirinSf(z—e‘*) 1124——%—(1+ )
z—e
En consecuencia,
2
© x4dx o 1,v2 2 T
[7 2 —ami (20— - iy = 2
0 1+x 2' 8 8 212
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5.8 Célculo de integrales

. *© xdx
Ejemplo 5.8.3. Calculemos / o (ZFax )

El integrando es del tipo 5, Q # 0 para todo x € RR, de hecho, los ceros de Q son polos dobles
z = —2 £ 3i. Ademas, el grado de Q es 4, que es mayor en 3 que el grado de P que es 1. Por tanto,

© xdx
= 27iR -2 ]
Lo T axr13)r - 2iRes(f, =2+ 3i)
Calculemos el residuo en zyg = —2 + 3i.
_ 382 _ z
f&) = = o8B = g
como g(zg) # 0, zg es un polo doble de f, con residuo
(z0) 1 2z 243i-z 4 4
SV T T 24302 (zo+2+31)° (20+2+33 (67 6
Por tanto,
[— 8t 7
6 27

5.8.3. Integral del tipo fozn R(cos 0,sen ) db

Si R es una funcién racional de dos variables cuyo denominador no se anula para todo 6 € [0,27),
entonces

21
/ R(cos,sen0)do = 2mi Y Res(f,z)
0

|Zk|<1
en donde,
1 1 1y 1 1
f2) = 3R (G425 -2 )
También, es posible hacer el cambio z = ¢
origen.

e integrar sobre la circunferencia unitaria de centro el
lo 584 Hallemos | 29
Ejemplo 5.8.4. Hallemos / ———
Jemp 0o (5—3send)?
La funcién trigonométrica sen § = 5 (z —z71). Asi,

1
iz 2 (z 2z )2

f(2)
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5.8 Calculo de integrales

Al desarrollar

1 —4z7?
f(Z) == . 9 “1\2 = - ._ 5
iz[25415i — 3(z+z71)?2]  iz(10iz — 3z + 3)
- 4iz
(322 — 10iz — 3)?
4iz

C9(z—3i)2(z— )2
Por tanto,

/ZHL = —8—7TRes( 1) con g(z) = : =
o (5—3send)2 9 &3/ s\ = (z—=3i)2 (z—1)2 (z— )2

El residuo es igual a
ISR N T B B
G-s2 G-sp G-ap -G ®
/27‘( d9 _5_7[
0o (5—3senf)2 32

a2 > b%>0, ab > 0.

En consecuencia,

Ejempl Hallemos | —9
jemplo 5.8.5. Hallemos /0 T heend’

Siz = e, entonces

eii’ ) = cos0 + z:sené s con — l.(el‘g i)
e "V = cosO — isend 2i
con lo cual . )
bsenf = b—(z—~
a+bsenf =a—+ 2i(Z Z)
Ademas, dz = i¢'?d6. De esta manera
/271 o1 / iz _, / dz
o a-+bsend i Ca—}-%(z—%)_ c2aiz+bz2 —b

Expresion que escribimos en la forma

2 dz
12‘/#
b cz2+ifz—1

( a a?
Z1 = E+ b—z—l
az
\/ﬁ”)

Busquemos los polos interiores a C.

—i
z2+i%”z—1:0:>
_i<

Zy =

a
b
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5.8 Célculo de integrales

Por hipétesis, a2 > = Z—z > 1, de lo cual:

2 2 2
a a a a a
|Zl‘— <E+ b_2_1> _E+\/b_2_1>5>1

se sigue que z; ¢ Int(C). Veamos que sucede con z;.
a a2 a a2 a®>  [(a?
= | = =1 |l-—\/5-1]|=5—-|5—-1]=1
21|22 <b+ b2 ) (b b2 > b2 (b2 )

1
|z2] = — = |z2| <1, pues|z;| >1

|z1]

Asi, zy es el tinico polo simple interior a C. su residuo es (L "Hopital)

se sigue que

2 1 2 1
R ’ — 1’ — D — i ]., -
ES(f ZZ) Zl—>n;2(z ZZ) b ZZ + 127112 -1 zl—>n;2 b 2z + 12?[1
de donde,
1
Res(f,zp) = —F——

En consecuencia,
1 27T

I 2n de i
_/0 a+bsend m.i\/QZ_bZ_\/QZ_bZ

5.8.4. Integrales [~ R(x)senmxdxy [~ R(x)cosmxdx

En esta clase de integrales es
m > 0, y se eligen: y

» [} = [° R(x)senmxdx S

» [ = [ R(x)cosmxdx

Ademas, para la integracion se X
emplea un contorno como el de
la figura 5.19, y se considera que

figura 5.19

I=L+ilp= / R(x)(cosmx + isenmx) dx = / R(x) e™* dx

—00 —0
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5.8 Calculo de integrales

© xgenmxdx

Ejemplo 5.8.6. Hallemos / ,en donde a,m € R".

S + a2
© xe*dx
Se considera I = /_ 2raY luego

/ z €Mz dx
m —_—
c x2+a?

Los polos son: z; = ai y z; = —ai. Como el recinto es el de la figura 9.19, el tinico polo interior a C es
z1 pues, a > 0. El residuo es (usando L "Hopital)

Zeimz 1 -
Res(f,ai) = lim(z —ai) - ——— = —¢~
(f,ai) z—>ai( ) x24a2 2
Por tanto,
®© xgenmxdx |
/oo xz——|—az = Im(27'[l . Ee_ma) = ﬂe_ma

5.8.5. Integral del tipo [* ¢ f(x)dx

Sea f(z) funcién meromorfa (todas sus singularidades, si las tiene, son polos) que puede tener polos
simples en el eje real y tal que f — 0 uniformemente sobre cualquier arco circular centradoenz = 0
cuando el radio del arco tiende a infinito, entonces para calcular integrales de la forma

» [ = [7 f(x)senmxdx
» b= [7 f(x)cosmxdx

el contorno que se considera es como el de la figura 5.20 y la integral compleja de la forma

/C f (zy) M dz

AN A A N
—R R

figura 5.20

Si }_r es la suma de los residuos de f(z) e™? dentro del contorno Cy Y7’ es la suma de los residuos
de f(z) "= en los polos simples de f(z) en el eje real, entonces

/O:Of(x) e dx = Zni(Zr—k%Zr’)
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5.8 Célculo de integrales

Observacion.

= Sim < 0, se obtiene un resultado analogo intercambiando el semiplano superior por el semi-
plano inferior L. Se debe agregar el cambio de signo en la integral.

» Sif = 5, con P # 0y Q polinomios y Q(x) # 0 para todo x € R, cumple las condiciones
anteriores si (y solo si) grad Q > grad P + 1. Este es el caso tratado en el apartado anterior.

Ejemplo 5.8.7. Hallemos / cos(wx) ,stw > 0.

0 x*4+x241

Se observa que el integrando es par, por tanto,

/°° cos( / cos(
0 x4+x2+1 2 oox4+x2+1
Ahora, La integral del lado derecho es la parte real de

WX
T2 / oo m

Podemos aplicar lo anterior a la funcién racional
flz) = %(z“ +2%+1)

en el semiplano superior (f no tiene singularidades en el eje real). Las singularidades (polos) de f se
calculan resolviendo la ecuacién

1 .
A4+ 1=0= 22 = S(-1 +iv/3) = +et/3
Las tinicas singularidades en el semiplano superior son
int/3 1 ; —irt/3 1 ; =
z1=¢ :§(1+z\/§), Zp = —e :5(—1—1—1\/5):—

El residuo de e/®?f(z) en cualquiera de estas singularidades z; se calcula facilmente, ya que ¢ f (z) =

ig?cong( i) #0,1(z;) =0y h'(z;) #0

1 eiwz,-
Res(f,z;) = ~———n——
(f 1) 421(2Z12+1)

De esto se deduce que
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5.8 Calculo de integrales

Como o o
pry 267(1+1\/§) pry 267(17@) e —l + \/ge%(l_\/g)
(1+iV3)iv3  (i—+/3)V3 23
se obtiene —— W w
J— — — 7737'0 —_ J—
[=Re(])=—mImA 2\/36 2 (c052+\/§sen2>
Ejemplo 5.8.8. Hallemos / M, m >0

g : ~ 1 .
Tal como se ha indicado, se considera / f(z)e™ dz, con f(z) = = Esta funcién es meromorfa y
C

tiende a cero cuando R — oo. El recinto de integracion es el que muestra la figura 5.21.

y

M

= > x
—R R

figura 5.21

Un hecho interesante de observar es que no hay polos dentro del contorno C y que el tnico polo
sobre el eje real estd en z = 0 y es simple. Su residuo es

imz

=1

Res(f,0) = lii%z- .

En consecuencia,

/ SN — Im(2mi- [0+ 1] = 7

5.8.6. Integrales / x " R(x)dx
0

La funcién R(z) a considerar es una funcién racional de z que no tiene polos en z = 0 ni en la parte
positiva del eje real, y k no es un entero. Para asegurar convergencia es necesario probar primero
que

limx' *R(x) =0 vy lim x'*R(x) =0

x—0 X—00

Luego se usa la integral compleja

/Cz_k R(z)dz
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5.8 Célculo de integrales

donde C es el contorno cerrado que muestra la figura 5.22. Por otra parte, como k no es entero,
el integrando tiene un punto de ramificacién en z = 0. Ademds, se considera z 7% = ¢~ FIn? y se
selecciona la rama de z=¥ que corresponde a la rama

Inz=Inr+1i0, 0<6<2m

es decir, .
Zik — e*k(log}“H@), 0 < 0 < 27T

Con todos estos datos las integrales de este tipo se calculan mediante la expresién

IS ki
—k ite
R = . E
/o x (x) dx senkr ¢

y y

C C

g g

X X

—1 \
\ figura 5.22 figura 5.23

—k

Ejemplo 5.8.9. Hallemos / xx
0

,si0 < k< 1.
+1

En primer lugar, verifiquemos el asunto de los limites.

1-k 0
. J1613(1)1_’_3(=I=0,pue50<k<1
1-k
e lim o~ = 0, al usar L "Hopital.

x—oo 14+ x 00

o ~—k
Ahora trabajamos la integral compleja / ZZ+ 1’ sobre el contorno indicado en la figura 5.23. Se
0

observa que z = —1 es un polo simple. Su residuo es

—k
k

R 1) = li 1) - — i -k _ 4 —k(In|z|+iArg(-1)) _ ,—kmi
es(f, 1) Z_1}n_11(z +1) z+1 z_1>n—11 : z—1>r£11 ¢ ¢
Se concluye que
/oo x—k _ ﬂekm ki T
o x+1 senkrm - senkr
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5.8 Calculo de integrales

oo —k
Ejemplo 5.8.10. Hallemos / ;C—, si—1<k<1
0o x%+1

La propiedad de los limites es facilmente verificable. Hacemos uso de la funcién compleja

Zﬁk Zﬁk

&= 3=y

Tenemos dos polos simples, z =iy z = —i, cuyos residuos son:
—k krti
z 1 N\ iAre(i 1 -k
Res(f,i) = lim(z —i) - —— = —p k(nli+idrg(i)) — —, 2
- (f.1) z—>i( ) (z+i)(z—1) 2i 2i
Kk k3
z 1 G . 1 —kmi
. Res(f, —i) = lim(z — i) - — 2 = _ L ktn|-ilviarg-i) _ _ L%
(f, =) z—>i( ) (z41)(z—1i) 2i 2i
El Arg(—i) = 37”, ya que el contorno se recorre en sentido positivo (no es —7). Por lo tanto,
1 -kd ] -3m 1 —kH ki
ri = —e — =€ = e 1—e }
L 2i 2i 2i {
En consecuencia,
o0 x_k ﬂ@kni 1 kg —kri 7T —ki ki
/ = -—.eT[l—ek}: -[ek—l]e2
o x2+1 senkm 2i 2senkrt
Esto se puede transformar en un valor real, que es lo que corresponde.
i |:e—km' 1} ekn% o7 1 ez‘k% e—ki%
2sen k1t ~senkm 2i
o on km
~senkrm 2
B T sen km s
ey ko kn P Ty T k
2sen 5t cos ¢ 2 2c0s*f

En consecuencia,

o xk 7T
/0 x2+1 _Zcos%f

5.8.7. Valor principal de Cauchy

Supongamos que f : R — IR es no acotada en un entorno de xy € R, y que existen las integrales

impropias fﬁoof(x) dxy [ f(x)dx para todo b < xo < c. En ese caso,

[ee]

(o] Xg—€
/ f(x)dx = lim ' f(x)dx + lim f(x)dx
—o0 0—=07 Jxg+6

e—0t J—o0
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5.8 Célculo de integrales

Evidentemente, si la integral impropia existe entonces
o Xp—€ 0o
/ f(x)dx = lim {/ f(x)dx + f(x)dx}
—co e—0t —co Xo+e€
El miembro derecho se denomina valor principal de Cauchy de la integral impropia:
0o X0—€ o
V.P. / f(x)dx = lim {/ f(x)dx + f(x) dx}
— 0 e—0t —0 xpte€

(Esta definicién se generaliza de manera obvia al caso en que f tiene un ntiimero finito de singulari-
dades en el eje real) Si existe la integral impropia entonces

/_o:of(x) dx = V.P./_o:of(x) dx

Sin embargo, el valor principal de Cauchy puede existir aunque no exista la integral impropia: por
ejemplo, si f es una funcién impar e integrable entonces

V.P. /_O:of(x) dx =

y sin embargo, la integral impropia no existe.

Sea f una funcién analitica en H, excepto en un ntmero finito de singularidades z, siendo las posi-
bles singularidades de f en el eje real polos simples. Si f satisface una de las dos condiciones sigu-
ientes:

1.3p>1,R>0, M >0talque |f(z)| < X si|z| >Ryz € H.

[zl

2. f(z) = €™?¢(z),conw > 0y |g(z)| — 0 cuando |z| — co en H, entonces

VP/ f(x)dx=2mi Y Res(f,z)+mi Y Res(f,z)

Im z; >0 zk€R
Observacion. Sise reemplaza H por L y w > 0 por w < 0, entonces
V.P./ f(x)dx =—=2mi Y Res(f,zx) —mi Y Res(f,z)
- Imz,>0 z€R

*® sen x

Ejemplo 5.8.11. Hallemos I = / .
0

dx

Si definimos f(x) = senx

parax # 0y f(0) = 1, entonces f es continua en 0 y par, y por tanto

SINLE
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Al ser f continua en 0
/ f(x)dx = V.P./ f(x)dx
si el miembro derecho existe. En tal caso
1 o0 1 oo pix 1
- EV.P./_oof(x)dx =5 Im {V.P./_w?dx} =]

La funcién f(z) = senz

tiene una singularidad evitable en z = 0, pero no cumple las condiciones
iz

(1) o (2). Sin embargo, g(z) = % tiene un polo simple en el origen y cumple la condicién (2) del

apartado anterior, por lo que

iz

e T
= miRes ( —,0) =mi-1= 1= 3
J i es(z ) i

© sen?x
x2

Ejemplo 5.8.12. / dx
0

Si f es la funcion del apartado anterior
1 ® 5 1 © 1 —cos2x
I=o Vb [ Plode= Ve [ =

Esto sugiere que consideremos

1 o 1 2ix 1
JRe {V.P. / ¢ dx] =]

oo X2

1— eZiZ
Sig(z) = 2 entonces

1+ e 2
lg(2)] < 22 g‘z‘z, Imz>0,z#0

y por tanto se cumple la condicién (1) en el semiplano superior. Ademds, z = 0 es un polo simple de
g (el numerador tiene un cero simple y el denominador uno doble en el origen), con residuo

Res(g,0) = —2ie??| = —2i
z=0

Por tanto,
]:ﬂi-(—Zi):27T:>I:§
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sen x dx
x—1)(x2+4)

Ejemplo 5.8.13. Hallemos I = V.P. / (

Aqui. I = Im ], en donde

o eix dx
= V.P.
J=V /oo (x—1)(x2+4)

eiz
&= e

es analitica en C — {1, £2i}, y la singularidad en z = 1 es claramente un polo simple. Ademéds, se
cumple claramente la condicién (ii) en el semiplano superior, por lo que

La funciéon

]:n”k%ﬂn+mw@yﬂ:nﬂé+_££i_}:nﬂi+_£iﬁ

5 (2i—1) 4i 5 2(2+1)
O bien,
e (2—i)e
]_”lh' 10 }
Por tanto,

5.8.8. Integrales del tipo [; f(x) log x dx

Las condiciones son:
1. f es una funcién real y par.
2. f es analitica en H, excepto tal vez en un ntimero finito de singularidades z; ¢ R — {0}

3. Existen Mj, M, Ry > R, constantes positivas y a < 1 < b tales que

flz) <

entonces

/0 f(x) log xdx = —mi | Y, Res(f(z)logzz)|, log= 108(_/237/2]

Im z, >0
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5.8 Calculo de integrales

y
Ky
L] Zk
N x
—r r figura 5.24
® log x
Ejemplo 5.8.14. Hallemos [ = |~ —782d
jemplo allemos 0 (241)2 X

La funcién f(z) = =1, cumple todas las condiciones anteriores (@ = 0y b = 4). La tinica singu-

(142%)?
laridad en el semiplano superior es zg = i. Como

_ log z 1
Sl e R P
se tiene
~_ d | logz 1 2logi i i 4
Res(f(z) log /i) = - [(z+i)2L_i TR (@ i a%8iTiTg
Por tanto,
T
=1

5.8.9. Transformada de Laplace inversa por residuos

Finalizamos las aplicaciones de los residuos, calculando algunas transformadas de Laplace inversas.
Teorema 5.8.15. Si L[F(t)] = f(s), entonces la transformada inversa L~[f(s)] = F(t) viene dada por

1 st
E(t) = —/Ce f(s)ds, t>0

= < 27
0, t<0

Este resultado se conoce como férmula de inversién compleja, o férmula integral de Bromwich, y
ofrece un método directo para obtener la transformada inversa de una funcién f(s). El contorno de
integracion, llamado contorno de Bromwich, es el que muestra la figura 5.25, y que estd compuesto
de un segmento recto y un arco de circunferencia de radio R y centrado en el origen.
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¥ Y
x N x
L/
figura 5.25 figura 5.26
A —A

Ejemplo 5.8.16. Hallemos la transformada inversa de f(s) = L5 usando la férmula de inversion.

En s = 2 tenemos un polo simple, cuyo residuo es

st st

e Y . . e _ 2
Res(—s_2,2)—213%(s 2) Rt

Luego,

1 est 1 9
F(t) = = — 2mi-e* =¥
() 2n¢Ls—2 omi e TE

Observacion.

= Si f(s) tiene puntos de ramificacién hay que modificar convenientemente el contorno de Brom-

wich. Por ejemplo, como lo muestra la figura 5.26.

= Si la funcién f(s) tiene infinitas singularidades aisladas, puede aplicarse el método anterior
tomando la parte curva del contorno con radio R;; y que encierre sélo un namero finito de
singularidades sin pasar por ninguna de ellas. La transformada inversa de Laplace que se

busca se enuentra tomando un limite conveniente cuando m — oo.

Ejemplo 5.8.17. Hallemos la transformada inversa de f(s) = m usando la formula de inversion.
Hay dos polos, uno simple en s = —1 con residuo
est est 1
R ,—1) = i 1)- _ et
S oy yrm - VL L CR DA P s Py SRR
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y otro doble en s = 2, con residuo

st st

— i — _9)\2,

Res((s+1)(s—2)2'2) _ll—r»rzl 1!ds ((S 2) (s+1)(s—2)2)
T (i

s—2ds

S
tst 1) — st
:Hm(e (s+1)—e )

1 2t 1 2t
—_te?t =
37 79

En consecuencia,

1 et 1 1, 1 1
E(t) = — .27 - -t _tZt__Zt
(t) 2m'/c G+ —22 2m {9"’ 3l e

Es dedir,

1 I SRR Y Y
‘C((s+1)(s—2)2)_9e Tl e
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5.9 Problemas resueltos

5.9. Problemas resueltos

Ejemplo 5.9.1. Probemos que sen(z) = senxcosh(y) + icosxsenh(y)

Trabajemos el segundo miembro, utilizando las identidades

1 - 1 . ; 1 1
senx = Z(elx —e ), cosx = E(elx +e ), senh(y) = E(ey —eY), cosh(y) = E(ey +eY)

Tenemos lo siguiente

senx cosh(y) + icosx senh(y) =— ( (e —e ™) (¥ +e7¥) — (¥ + e ™) (e — e_y)

| = &)=

= 2eiXe™Y — Ze_ixey>

I
jay
/N N N

ei(eriy) _ efi(eriy)x)

I
R =] =

/N
mN
&

— e*iz> = sen(z)

Ejemplo 5.9.2. Probemos que cos(2z) = cos’z — sen’z

Vamos del segundo al primer miembro.

1 ., . 2 1 . . 2
cos?’z — sen’z = [E(elz + elz)] — [E(elz — e’z)}
:1 [2621'2 +2€—2iz] — 1(621'2 +e—2i2)
4 2
=cos(2z)

Ejemplo 5.9.3. Es sabido que z" = e™?" = ¢""Z, Probemos que

(1 + i)i _ e—%—Znne%logZ

El complejo 1 + i, que se muestra en la figura 5.27, satisface |1 +i| = /2y Arg(1 +i) = F. Ademas,
log(1+1i) =log|l+i| +iArg(1+i)+2nmi, n=0,%1,£2,---

Esto equivale a

1
log(1+ i) = log v/2 + i% +2nmi = Slog2+ i% + 2ni

Ahora, ,
(1 -I-i)i — pllog(1+i) — ei(%logZ—&-i%—l—an’) — a2 p3log2
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5.9 Problemas resueltos

figura 5.27 figura 5.28

Ejemplo 5.9.4. Hallemos ( —1)%

La figura 5.28 muestra z = —1. Tenemos que
log(—1) =log|—1| +iArg(—1) +2nmi = w+2nmwi = 2n+1)7

En consecuencia,
(_1)1/7'[ _ e%log(—l) — p2(n+1)i

Ejemplo 5.9.5. Sean a,c,d,z niimeros complejos, con z # 0. Comprobar que si todas las potencias involu-
cradas son valores principales, entonces

7 g1 2. ()" =z 3 0. 4 — yotd L E e

1. 26 = eclogz’zfc —pclogz s ¢ . —c _ pclog—clogz — 1 — ,—c— 1
2. 7€ — ptlogz (Zc)n — (eclogz)” — ptnlogz _ ologz™ _ cn

clogz | edlogz _ e(c+d) logz __ c+d

3. 25z =¢ z

4. 5. —d _ eclogz . e—dlogz — e(c—d) logz _ Zc—d

Ejemplo 5.9.6. Hallemos el valor principal de i’

El valor principal se obtiene con n = 0. El complejo z = i satisface; |i| = 1, Arg(i) = 5. Luego,

i pilogi _ ,i(0+i%) _ ,—

NN

i —
Ejemplo 5.9.7. Hallemos [g(_1 —iy/3))%
El complejo —1 — i+/3 tiene médulo 4 y Arg(—1 —iv/3) = —2Z en la rama principal. Por tanto,
log(g(—l—i\/g))zlog|—( 1—1\/_)|——1 loge—zgz_l_z?nl

En consecuencia,
2

[2( 1_— Z\/_)]3m _ 3m 1—2—”) — _0pT
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5.9 Problemas resueltos

Ejemplo 5.9.8. Si f'(z) existe, hallar la férmula de L (c/®))

Es claro que debemos usar la forma exponencial

Cf(z) — ef(z)lnc :> ddz(cf( )) f/(z) lnc ef(z)lnc :f/(z) lnccf(z)

En sintesis, la férmula es
( ) =/ f'(z) Inc

Ejemplo 5.9.9. Hallemos el valor de arctg(2i)

Si tg(w) = z se define arctg(z) = 4 1o <i> Por tanto,

, i i+ 2i i
arctg(2i) = Elog (i — 21,) = Elog(—3)

Para determinar el valor de log(—3) tenemos
log(—3) =log| — 3| + iArg(—3) + 2nmi = log | — 3| + i + 2nrri
En consecuencia,

. 1 .
arctg(2i) = é(log] = 3|+in+2nmi) = —n(n+ =) + %log?)

5)
Ejemplo 5.9.10. Hallemos el valor de arccosh(—1)

Si cosh(w) = z se define arccosh(z) = log(z & v/z2 — 1). Por tanto,
arccosh(—1) = log(—1++/1—1) =log| — 1| +iArg(—1) + 2nri
Como Arg(—1) = m, entonces
arccosh(—1) = i+ 2nmi = mi(2n + 1), n=0,+1,+£2,---

Ejemplo 5.9.11. Hallemos los valores de z para los que senz = 2.

Si senw = z, entonces arcsen(z) = +log(v/1 — z2 + iz). Por tanto,

arcsen(2) = %log(\/m +2i) = % log(iv/3 4 2i)
Veamos cudnto vale este logaritmo
log(iVv/3 +2i) = log |iv/3 + 2i| + iArg(iv/3 + 2i) + 2ni = log(2 + V/3) + ig + 2ni
Por tanto,

1 1 1
B [log(Z +V3) + 15 + an] = t(2n + E) += log(2 4 V/3)

arcsen(2) =
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5.9 Problemas resueltos

Ejemplo 5.9.12. Probemos que f(z) = senh(z) tiene periodo 27ti.

Suponemos que la funcién tiene periodo A, entonces
senh(z) =senh(z+A), A€C, A=x+iy

Usando forma exponencial

después de desarrollar se llega a

se deduce que ¢* = 1, lo que equivale a tener

e*cosy =1

X+iy _ x : —
e 1 = e*(cosy +iseny) =1 = {exseny _0

De la ecuacién e*seny = 0 se deduce que seny = 0, y de aqui que y = nm, n = 0,1,2,--

reemplazar este valor de y en la ecuacién e*cosy = 1 tenemos que
tef =1=x=0, y npar

Luego,
A=x+iy = A =042kt = A = 2kmi

- Al

Como el periodo A de la funcién senh(z) lo representa el menor valor de k, es decir, k = 1, entonces

el periodo de senh(z) es 27i.

Ejemplo 5.9.13. Probemos que si f(z) = Re(z), entonces f'(z) no existe.

Aplicamos la definicién de derivada

lim flz+Az) — f(z) Re(z + Az) — Re(z)

/ . Y
fz) = Jim, Az = A, Az
Como Re(z + Az) = Re(z) + Re(Az), entonces
R Re(Az) — R Re(A i
f'(z) = lim e(z) + Re(Az) e(z) = lim e(Az) L ) SI.AZ ©s rea_l
Az—0 Az Az—0 Az 0, siAzesimaginario puro

Se sigue que f (z) no existe

Ejemplo 5.9.14. Probemos que si f(z) = z, entonces f'(z) no existe.
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5.9 Problemas resueltos

Aplicamos la definicién de derivada

+Az—2Z Az
/ = 1i Z = i -
f (Z) A;r—r}o Az A;I_I}o Az

Si Az = Ax + iAy, entonces Az = Ax — iAy. Luego,

Ax —iAy

/ — 1/

f@) AA}E‘OO Ax + iy
y—)

Si hacemos Ay = 0, se tiene que

Iim — =1
AachBO Ax

Por otra parte, si Ax = 0, se tiene que

Por tanto, la derivada de f(z) = z no existe.

Otra forma de probar esto, es ver si se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann
z=x—iy=u+iv=—uy=1,u,=0, 0, =0, v, = -1
Como uy # vy, entonces f(z) = z no es derivable.

Ejemplo 5.9.15. Probemos que f(z) = z° es derivable y hallemos su derivada.

Veamos si se satisface Cauchy-Riemann
z=x+iy = 2> = x> +3x%y — 3xy* — iy = (x* — 3xy?) +i(3x%y — y°)
se deduce que
Uy = 3x% — 3y* = vy y Ux = 6xy = —0y

Tenemos que Cauchy-Riemann se satisfacen, por tanto, f (z) = 23 es diferenciable. Hallemos su
derivada
f(z) = uy +ivy, = 3x? — 3]/2 + 6xyi = 3(x2 — y2 + 2xyi) = 352

22
Ejemplo 5.9.16. Probemos que f(z) = {g’ i f 8 no es diferenciable en z = 0, pero que si se satisfacen

las ecuaciones de Cauchy - Riemann.

Siz = x + iy, para z # 0 se tiene

flo =L oo (i) x—iy (030 +ily’ - 32%)
oz x4y x+iy  x—iy x2 + 2
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5.9 Problemas resueltos

Es claro que,
X3 —3xy?

3 _3x2
u(x,y) = W, - u

U(x/y) - X2 +]/2
de lo cual se ve que

(3x% = 3y?) (x% +y?) — (x® = 3xy?)(2x)  x* + 6x%y? — 3y*

Uy =

(x% +y2)? (x% +y2)?
o By =3 +y?) — (¥ —3x%)(2y) _ yt+6x%y? —3xt
U (x2 +12)2 RT3V

Como u, # vy, Se sigue que las condiciones de Cauchy - Riemann no se satisfacen para z # 0. En el

origen se tiene
u(x,0) —u(0,0)

4x(0,0) = L x—0 =1
uy(0,0) = lim u(0,y) =u(0.0) _ 0
y—0 y— 0
v(0,0) =1lim o(x,0) = (0,0) =0
x—0 x—0
v,(0,0) =1lim 0(0,y) =u(0,0) _,
y—0 Yy — 0
Como uy, = vy =1, vy = —uy =0, las condiciones de Cauchy - Riemann se satisfacen en (0,0).

Probamos a continuacién que esta f no es diferenciable en (0, 0). Tomaremos dos caminos:

» camino y = x: Eneste caso f(z) = —x — ix. Luego,

— £(0)

o1 _ e £2) = S
f(O) zli}g) z—0
_Hm—x—ix_
Cx—0 X+ix

» camino y = 0: Enestecaso f(z) = x. Luego,

Se concluye que f no es diferenciable en z = (0,0).

Ejemplo 5.9.17. Determinemos las familias de curvas de nivel de las funciones componentes u y v cuando

f) =1
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5.9 Problemas resueltos

Escribimos primero f en términos de x e y.

=== b=

— X Yy
z  x+iy  x24+y?  x2+4y?

_ixz-l—yz =u-+iv

Ahora hacemos

Cl= .
LT 2_x2+y2
Analizamos algunos casos:

» SiC; =0, entonces x =0

» Si C; = 1, entonces x = x> + 2, de lo cual (x

3+ =3
= SiC; =2, entonces x = 2x% +2y2, delo cual (x — )2+ 12 = &
Se deduce que existe una familia de circunferencias, tal como muestra la figura 9.29
Y Yy

1

A

1

figura 5.29

figura 5.30

Veamos ahora que sucede para algunos valores de C;

= 5iC; = 0, entonces y = 0

= SiCy =1, entoncesy = x>+ y?, delocual x> + (y — )2 =1
= SiC, =2, entonces y = 2x2 +2y2, delocual x> + (y — 1)* = &
Una familia de circunferencia, que muestra la figura 9.30.

az

Ejemplo 5.9.18. Probemos que / %dz = 271i, si C es la circunferencia z = ¢, —m <0 < m,a € R
C

Sif(z) = %, entonces g es analitica para todo z # 0. Luego, por teorema de Cauchy

e’* .
/c 7dz = 271i g(20)

Como en este caso, ¢(z) = €% y zp = 0, entonces ¢(zp) = ¢ = 1. Se sigue que
8 y 8 gue q

eﬂZ
—dz = 27 = 271
/CZ z = 271 §(z0) 7Tl
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Ejemplo 5.9.19. Para cada arco C y funcion f hallar |- f(z) dz

1. f(z) =y — x — 3x%, C es el segmento de recta que unez = O conz = 1+

La figura 5.31 muestra el segmento sobre el que se hace la integracion. La parametrizaciéon de
Cesx=t, y=1t 0<t <1 Ademds, dez = x + iy se halla que dz = dx + idy. Se tiene

/C F(z)dz = /0 N(E— = 3e%0) (dt + idt) = / |38 (dt + idt)

0

Al simplificar

/Cf(Z) dz = /01(—3t2i)(1 +1i)dt = —3i(1+1) /1 Par=1—1i

0

G

G

figura 5.31 figura 5.32

2. f(z) =y — x — 3x%, C consta de los segmentos que unenz = 0 con z = i y éste conz = 1 +i.
En la figura 5.32 se muestran los segmentos C; y C, de integracién. Para C; se tiene

x=0 =dx=0
y=t = dy=dt

con(0 <t <1,dz =idt. Por tanto,

le(z)dz:/ol(t—O—O)idt:é

En el caso de Cy:
x=t = dx=dt
y=i =—=dy=0
con0 <t <1,dz = dt. Por tanto,

sz(Z)dz = /Ol(i—t—?)tzi) dt = _%

En consecuencia,
i

/Cf(z)dz:i—%:%(i—n
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3. f(z) = %, C la semi circunferencia z = 2¢?,0 < 0 < 7.
La figura 5.33 muestra la curva de integracién. Ademds, z = 2¢ = dz = 2i ¢'d0. Se tiene

7 (2¢" +2) - 2ie? do .
/Cf(z) dz = /0 20 = —4+2im

figura 5.33 figura 5.34

4. f(z) = %, C la semi circunferencia z = 2¢?, 1 < 0 < 27r.
La figura 5.34 muestra la curva de integracién. Ademés, z = 2¢" = dz = 2i ¢'d0. Se tiene

/C f(2)dz = /Zﬂ (2¢"% +2) - 2i e do

. =4+ 2
- 2619 +

5 f(z) = %, C la semi circunferencia z = 2¢?, —r < 0 < 7.

La figura 5.35 muestra la curva de integraciéon. De nuevo cambia el punto inicial y final de la
curva y ahora el sentido.

T (200 +2)-2ie%do .
/Cf(z)dz:/_n( 221.9 = 4irt

2 2

figura 5.35 figura 5.36

6. f(z)=z—1,Ceselarcoz —1=¢",0 <0 < 7, desde z = 0 hasta z = 2.
Veése figura 5.36. La diferencial dz = ie'® df. Luego,

o .
/f(z)dz:/ e?.ie®dp =0
C 0
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7. f(z) = {4y’ y>0 Ceselarcodesdez = —1 —ihastaz = 1+ialolargo dela curvay = x°.

1, y<0’
La curva se parametriza x = y, y = 3, —1 < t < 1. La figura 5.37 muestra esta trayectoria.
z=x+iy=y+it? = dx =dt, dy=3it*dt

Por tanto,

/f(z)dz—/o 1~(1+3it2)dt+/14(t3)(1+3it2)dt—(1+i)+(1+2i)—2+3i
C B -1 0 B N

Yy y y

C df——===—====-—2
s |
I
|
C l
bl l

x x . . x
1 1 a c
figura 5.37 figura 5.38 figura 5.39

8. f(z) = €%, C es el segmento de recta que une z = i conz = 1
La figura 5.38 sirve para ilustrar el camino de integraciéon. Su parametrizacion es

x=t,y=mn—mnt, 0<t<1

de lo cual, dx = dt, dy = —mdt. Se tiene:

1 . 1 .
/C F(z)dz = /O &Y (dx + idy) = /0 et (i)
1 , . . 1 .
:/ el ee (1 —im)dt = €™ (1 — i) / eIt g
0 0
=1+e

Ejemplo 5.9.20. Escribir la integral en términos de integrales de funciones de valores reales de una variable

real para demostrar que
P
/ dz=B—ua
o

si la trayectoria de integracion desde z = « hasta z = P es el segmento de recta que une o« con f3

Consideremos & = a +ib, B = c + id. Una situacion grafica se muestra en la figura 5.39. La parametri-
zacion del segmentoes x =¢t, y — b = %(t —a),cona <t<cydx=dt dy= %dt. Se tiene:

B : . -
/dz:/(1+id Pt = (14+i9=0) (e —a) =c—atid—ib=(c+id) — (a+ib) =«
Pt a c—a c—a

399



5.9 Problemas resueltos

Ejemplo 5.9.21. Evaluemos / 2"Z dz, con m y n enteros y C la circunferencia |z| = 1 tomada en sentido
C
positivo.

Antes de probar esta afirmacion es necesario probar la siguiente,valida para m y n enteros:

/27( eimt e—int At — { 0, sim 7£ n
0

27w, sim=n
Si fuese m = n, entonces
2 ; it 27T 0
/ et et dt:/ e’dt =27
0 0

En caso de ser m # n, entonces

i(m— 27
/27{ pimt p—int gy /27r plm=—n)t g4 gllm-—mt
0 0 i(m —n)t|,

Al evaluar,

1 . 1
| jim=n)2m _ B ) B B
i 1 = sy oSt — m2r + isen(m — m)2e 1]

La expresion 2(m — n) es un entero par. Luego, el seno vale 0 y el coseno 1. Se sigue que
2, .
/ eMem M dt =0, sim#n
0

Ahora estamos en condiciones de calcular la integral dada. La trayectoria |z| = 1 en polares tiene la
forma _ _ '
z=|z|e? = e —= dz = ie® do

Con esto,
n 2 g on : if (P (a1 0
/sz dz:/ el oI ol d9:1/ pl0(m+1) | p—ifin
C 0 0

De acuerdo a la propiedad, previamente probada, esta integral tiene los valores:

/szndZ:i{o, m+17én:{ 0, m+1#n
C

21, m+1=mn 2w, m+1l=n

Ejemplo 5.9.22. Probemos que [~(3z + 1) dz = 0, siendo C el contorno del cuadrado de vértices z = 0,
z=1z=1i,z=1+41(figura 5.40).

C consiste en cuatro curvas frontera. Para cada una de ellas, en 0 < t < 1, se tiene:
1. ay(t) = (£,0) = dx =dt, dy =0
2. ap(t) = (1,t) = dx =0, dy = idt
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3. a3(t) = (t,1) = dx =dt, dy =0
4. wy(t) =(0,t) = dx =0, dy = idt
Considerando que z = x + iy, cada integral es como sigue:
L [, (Bz+1) Ydz = [ (3t+1)dt =3
2. [, (Bz+1)dz = [ (4+3it)idt = 4i — 3
3. [, (Bz+1)dz z2=— [1(3t+1+3i)dt = —3 —3i
4 [ (Bz4+1)dz=— [[(1+3it)idt = —i+}

Cabe indicar que los signos negativos en la dos dltimas integrales se justifican pues la parametrizaciéon
se hizo en sentido opuesto. Al sumar todos los resultados se tiene

/C(3z+1)dz:A(3z+1)dz+/x(3z+1)dz+/a(3z+1)dz+/a (32+1)dz =0

X X

figura 5.40 figura 5.41

Ejemplo 5.9.23. Hallemos fc Te™ dz, siendo C el contorno del cuadrado de vérticesz =0,z =1,z = i,
z=1+1.

El contorno C es el mismo del ejercicio anterior. Ademds, z = x + iy = zZ = x — iy. Escribimos las
correspondientes integrales:

1. falnenzdz:nfole”tdt:e”—l
2. f ne”ZdZ—ﬂf m(1=it) jdt — De™
3f ne”zdz——nf m(t=i) g — e — 1

1 e 7(it) g4 —

4. f Tedz = —7r 0
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5.9 Problemas resueltos

En consecuencia
/ me™dz=e"—1+2" —1+e"—2=4("—1)
C

Ejemplo 5.9.24. Hallemos [-Zdz, siendo C = {|z| =1, y > 0} y z(t) = t +ivV1 — 2.

Para parametrizar la semi circunferencia que muestra la figura 5.41, podemos usar z = ¢ o0 bien
x=t y=v1- t2, —1 < t < 1. Es mds conveniente esta tltima. Tenemos:

z=x+iy=—dz=x+idy, z=x—1y

Ademas,
dt

dx =dt, dy=—
Vip

En consecuencia,

f(z)dz = _1 (x —iy)(dx +idy) =
o 1

-1

1

(t—iv1—12) (1—1’ d )dt

1—1#2
Al multiplicar y reducir se llega que
1

= 7T
-1

/Cf(z) dz = —i /11 % = —iarcsen(t)

Ejemplo 5.9.25. Aplicar el teorema de Cauchy-Goursat para probar que [~ f(z)dz = 0, cuando C es la
circunferencia |z| =1,y f es:

22
Lfe) =

Se observa que z — 3 = 0 = z = 3. Como z = 3 queda fuera de la circunferencia de radio 1,
entonces
= 420
z =
/z|=1 z-3
2. f(z) =ze*

En este caso, f es analitica en todo el plano (verificar Cauchy-Riemann). Por tanto,

/ ze “dz =0
|z|=1

1
3 1) = a9

El denominador se descompone

1 1
2242241 (z—1+i)(z—1—1)
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5.9 Problemas resueltos

delo cual, f es analitica en todo punto del plano, con excepcién de los puntos z = 1 £ i. Veamos
si ellos estan dentro o fuera de la circunferencia.

I1+i| = V2 = jfuera!
Por lo tanto, ,
—————dz =0
/z—l 2242z +1
4. f(z) = sech(z)
La funcién sech(z) = 0 sélo en los puntos z = i(2n 4 1), conn = 0,£1,£2,- - -. Pero
li(2n + 1)§| — (2n+ 1)% >1, V1 = jfueral

Se sigue que

/ sech(z)dz =0
|z[=1

5. f(z) = tg(2)

La funcién tg(z) = sen(z)

cosz

= 0sbloenlos puntos z = (2n +1)%, conn = 0,£1,£2,- - -. Pero
(2n +1)§| - (zn+1)§ >1, V1 = jfuera!

Se sigue que

/Z_l tg(z)dz =0

Ejemplo 5.9.26. Explicar las razones por las que [y, f(z) dz = 0, si se considera la region que queda entre la
circunferencia |z| = 4 y el cuadrado cuyos lados estdn sobre las rectas x = +1 ey = +1. Ademds, B es la
frontera orientada de la region y descrita de tal modo que la region se encuentra a su izquierda. Las funciones
a estudiar son:

1
1. f(z) = R

El denominador 3z +1 =0 = z = i\%. Por tanto f es analitica en todo el plano menos en
esos puntos, que quedan fuera de la regién que encierra B (figura 5.42). Luego

/Bf(z)dz:O

z+2
2. = —.
1) sen(z/2)
El denominador sen(z/2) = 0 = z = 2n7, para todo n € Z. Es claro que los puntos z = 2n7t
se encuentra fuera de la region. Luego

/Bf(z)dz:O
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5.9 Problemas resueltos

Z

3. f(z) = T

El denominador

1—-fF=0=—=¢"=1=— z=2nri

Pero, todos los puntos z = 2n7i se encuentra fuera de la regiéon. Luego

/Bf(z)dz:O

: AR R
v |/

figura 5.42 figura 5.43

Ejemplo 5.9.27. Si C es un contorno cerrado simple interior a un contorno cerrado simple Co, con C y Cy
orientados positivamente, demostrar que, para toda funcion f analitica en la region limitada entre C y Cy se
cumple que

z)dz = z)dz
Jf@dz= [ fG
La figura 5.43 muestra una region tipo En la regién que queda entre Cy y C es analitica, luego,

COf(z) dz+/cf(z) dz =10

Como la orientacion sobre ambas curvas es opuesto, entonces, si hacemos que vayan en el mismo
sentido tenemos que

dz — / dz =0
Cof(z) z Cf(z) z
de lo cual se deduce la igualdad.

Ejemplo 5.9.28. Sea C el contorno del rectingulo 0 < x < 3,0 < y < 2 descrito en sentido positivo.
Probemos que

d
/—Z.:2m', /(z—z—i)”_ldz:O,n::i:l,:l:2,---
cz—2—1 C
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5.9 Problemas resueltos

La figura 5.44 muestra el con-
.2 o 1
torno. La funcién f(z) = —— —C
es analitica en todo el plano, ex-
cepto en el punto z = 2+ 1, que A t
se encuentra en el interior del

1

1

1
contorno. Podemos usar: 2 3
figura 5.44

Teorema 5.9.29. (Férmula integral de Cauchy)
Sea f funcién analitica dentro y sobre un contorno simple cerrado C positivamente orientado, y zy un punto
interior de C, entonces se verifica que:

1 f(z)dz

2 Jc z— 29

f(z0) =

En consecuencia,
dz ) ) . .
/Cm —27Tlf(2+l) =27wi =271

pues, f(z) = 1.

Para la integral restante, se consideran 2 casos:

1. Paran > 11a funcién f(z) = (z — 2 —i)" ! es analitica Vn > 1. Luego,
z—2—1)"ldz =0
Le-2-i)

2. Sin < 1, hacemos n = —m > ( para tener

1-dz 27ti
— (m) -0
/c(z—z—i)m+1 ! (20)
En este caso, f(z) = 1y su derivada de orden m en el punto z = 2 + i es cero.

Ejemplo 5.9.30. Usar una integral definida para mostrar que, para todo contorno C que se extiende del punto
« al punto B.

1
n n+1 _  n+l —
/Cz dZ—n 1([3 x ), n=20,1,2

B 1 P
n _ n _ n+l| _ n+l  n+l
/(:Zdz_/aZdZ_—n—l—lz ) —n-l—l(ﬁ o )

Ejemplo 5.9.31. Evaluemos cada integral siquiente, donde la trayectoria de integracion es un contorno arbi-
trario entre los limites que se indican:
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5.9 Problemas resueltos

i/2 1 i/2 1
1. / edz = —e™| = ———
i T (1 +1)
m+2i m+2i
2. /0 cos(g)dz = 25en(§) . = 2sen(% +1)

Usando identidad, este resultado se reduce a
T+2i 1 1
/0 cos(g)dz =2 (sengcoshl + icos%senhl) = 2coshl =2 E(e +e ) =e+ B

3

3, /13(2 —2)%dz = jI(z _2)4 =0

1

Ejemplo 5.9.32. Demostremos que si zq # 0, zp # 0y z1 # 2o, se cumple que

/ZZ dz 1 1
n 22 7
siempre que la trayectoria sea interior a un dominio simplemente conexo que no contenga el origen. Ademds,

probaremos que para cualquier contorno cerrado simple, donde el origen no estd sobre el contorno (estd fuera o
dentro), la integral

y /d_izo Yy
C C z c

21 figura 5.45 figura 5.46

La figura 5.45 muestra una trayectoria que une dos puntos z; y z, dentro de un recinto simplemente
conexo. El origen de coordenadas se halla fuera del recinto. En el recinto, f(z) = % es analitica, por

72
lo que podemos integrar directamente

/22 dz 1
— = ——|z
z1 Z2 Z

Para responder a la segunda pregunta, la figura 5.46 muestra el caso en que el origen se encuentra

en el interior del contorno, pero no sobre él. Siendo asi, la funcién f(z) = le es analitica, se tiene

dz
L;—O

11

_Zz Z1

Z2
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5.9 Problemas resueltos

Cuando el origen se halla dentro del contorno, entonces la férmula integral de Cauchy afirma que

/C@:Zm'f’(O)

72

Dado que f(z) =1, es f'(0) = 0. Por tanto,

dz
L;—O

2i

d , . .
Ejemplo 5.9.33. Hallemos / —Z, sobre cualquier contorno que une —2i con 2i y que se encuentre en el

—2i Z
semi plano derecho.

Estamos en la rama principal del logaritmo. Se tiene

2z I
— = z
[ =t

2i

= log(2i) — log(—2i) =log2 + T

(log2 — iz) =in
—2i 2

2

Ejemplo 5.9.34. Sea C la circunferencia |z| = 3 descrita en sentido positivo. Probemos que
(2) = / 2 —s—2 (8w ,siz=2
8\&) = c s—z 0 ,si|z| >3
El punto z = 2 estéd dentro de la circunferencia |z| = 3. Es claro que

2s2 52
gm—é—;7—

Aplicamos teorema de residuos

252 —5—2
g(2) =2miY R;=2mia_y, a4 = gg% (s —2)

Se sigue que
g(2) =2mi-4 = 8mi

Por otra parte, si |z| > 3, entonces los puntos z estdn fuera de C y se tiene que

2 o
/udszo
c s—z

Ejemplo 5.9.35. Sea C un contorno cerrado simple descrito en sentido positivo. Probemos que

(z)—/ 3+ 2s |6z ,sizestidentrode C
g = c(s—z)3 0 ,sizestd fuera de C

407
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Si z estd dentro de C,

3 + 25 . .
g(z) = /c e 2711y Rj = 2mia_4

El valor de a_; es el siguiente

a_q= llim d—2(53 +2s) = 11’m(6s) =3z
2! 55z g2 25—z
Por tanto,
Q(z) = /C% = 271i - 3z = 67Tiz
valido para todo z dentro de C.
$3+2s

Si z esté fuera de C, la funcién f(s) = (23 €5 analitica y se tiene que
3
/ §° +2s _0
c(s—z)

. o1 -~
Ejemplo 5.9.36. Si 1= ;Z”, hallar los desarrollos de,

1 2
1—227 1-27

El primer desarrollo se halla derivando como sigue:

1 1 >

1-2 :;Zn 7 A-z)p :;nznll =t

El otro desarrolo consiste en derivar el recién encontrado. Tenemos:

1 > _ 2 > _
e L

Ejemplo 5.9.37. Hallemos el desarrollo de f(z) = L en potencias de z — 1y luego el de g(z) = &

4 zZ
Hacemos uso de el desarrollo conocido

1
14z

Z(—l)”z”, lz| <1
0

para tener que
1 (o]
o1y e, -1<1

Al derivar se obtiene
— == = Zn(—l)”(z — 1)”_1, lz] <1
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Ejemplo 5.9.38. Integramos la serie de f(s) = i lo largo de un contorno interior al circulo de conver-

gencia desde s = 0 hasta s = z para obtener

o0 n
1 1) = -1 n+lz_
og(z+1) = 11"
Partimos de la hipétesis.
! =1-s+5" -5 +s*+
s+1
/Z L —/Z(l—s—ks2 3 —st4 .. )ds
0o s+1 Jo

22 2 4
In(s +1) —z—3+§—z+--
%) P
In(s+1) = Z(—l)”;
n=1

Ejemplo 5.9.39. Para las funciones dadas, mostrar que todos los puntos singulares son polos y hallar su
oOrden:

" f2) = zij;z'

Esta funcién tiene dos puntos singulares: z =0y z = 2.

lim R z = 1 finito
==0z(z—2) = 2
se sigue que z = (0 es polo de 6rden 1. Para z = 2 tenemos

z+1

3
1/ . _ — f' .
lim 2z=2) (z—2) = inito

2/
Por tanto, z = 2 es polo de 6rden 1.

z

- flz) =

El denominador cos(z) = 0 = z = (2n + 1) % = z,. Para él tenemos:

cos(z)’

lim
z—(2n+1)%F c05(z)

lz—(2n+1)

] ~

N[N
oo
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Usando L "Hopital,

2n—(2n+1)7  (2n+1)7

lim

7T
— 2 1 e _ 1,
z—(2n+1)% c0s(z) 2= (@n+ )2] im

z—(2n+1)% sen(z) N +1

Del hecho de que este limite es distinto de cero y finito se sigue que zg = (21 +1)% es polo
simple.

Ejemplo 5.9.40. Hallar residuos en z = 0 de:

1. f(z) = csc?(z) = Seizz es polo de 6rden 2. En efecto, usemos férmula para polos de 6rden 2.

2c0sz)

d [ 22 d 2(zsenz —z
= — R lim
Res(f,0) = 1 l_}o iz <senzz> es(f,0) = z—>0 dz sendz

Después de usar regla de L "Hopital, dos veces, se llega a que

Res(f,0) =0

2. f(z) =z 3csc(z?) tiene un polo de 6rden 5 en z = 0.

Escribimos f(z) = Veamos que pasa con el limite

z3senzz
25 2
lim ——- =1lim —— =1+#0, finito
z—0 z°sen<z z—0 sen<z

Por tanto, z = 0 es polo de 6rden 5.

. (323 +2)dz
Ejemplo 5.9.41. Hallemos /C C-D(2+ % Si

1. C ={]z — 2| =2} (figura 5.47)
Los puntos singulares de la funcién sonz =1, z = 3i, z = —3i. 51 C = {|z — 2| = 2}, entonces
z = +3i se hallan fuera de C, lo que hace que sé6lo z = 1 sea andlisis de estudio. Comoz = 1 es
un polo simple,

ZZ
Resf(f,1) = lim (z —31)(er21+ 9) =1 =3

De esta forma,

/ (323 +2)dz .1
2=2 (2= 1)(Z2+9) T 2
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2. C = {|z| =4} (figura 5.48)
En este caso los tres puntos singulares se hallan dentro del contorno C.

z = 3i es un polo simple, pues,

322 +2 . 5 .49

R ) =1 (z=31)="+i—
estf.30) = i e sy 73 "1t
zop = —3i es un polo simple
2
Res(f, —3i) = lim Sz 12 -(z+3i):§—£

z—-3i (z —1)(z + 3i)(z — 3i)

En consecuencia,

/ (3z% +2)dz o 1+5+i49+5_i49 .
zj=4 (z = 1)(z22+9) 2 4 12 4 12)

figura 5.47 figura 5.48

ﬁ
X X
&

Ejemplo 5.9.42. Hallemos el valor de la integral de las funciones f(z) = ﬁ yg(z) = m, sobre el

contorno |z — i| = 2.

Enelcasode f(z) = ﬁ, tenemos dos puntos singulares: z = 2i y z = —2i. De los cuales s6lo z = 2i
se halla dentro del contorno (figura 5.49). Saquemos el valor del residuo en este polo simple
Res(f,2i) = lim ——— - (z — 2i) = lim L (z— 2i) = 1
R z2i (z — 2i)(z + 2i) 4
Por tanto,
1 1 =
dz =2mi- — = —
/|z—i:2 2147 T T g T
Para ¢(z) = m se tiene algo andlogo al caso anterior, s6lo z = 2i se encuentra en el interior del
contorno, pero esta vez, se trata de un polo de 6rden 2.
f&) = oy = () = —2(2 +20) > = f1(20) = o
(z+ 2i)? 32i
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Luego,

—i figura 5.49 figura 5.50

Ejemplo 5.9.43. Hallemos / cosh(z)

o dz, si C es el contorno del cuadrado de la figura 5.50 recorrido en
C

sentido positivo.

La funcién tiene un problema en z = 0 que se encuentra en el interior de C. Este z = 0 es un polo de
6rden 4. Se tiene

/c COS;(Z)dz =27ti f""(z9)
Como,
f(z) = cosh(z) = f'(z) = senh(z) = f"(z) = cosh(z) = f""(z) = senh(z)

Ahora, f"'(0) = 0, entonces

/ 0sh(2) 4, — om0 =0
C z

Ejemplo 5.9.44. Hallemos /C %da si C es el contorno de la figura 9.50
Se muestra una forma diferente de célculo. En z = 0 hay un polo simple. Sea g¢(z) = % funcién

analitica (holomorfa) en todo punto interior al contorno C. Se tiene

os(2) (8 oy o) — g L T
/cz(zz+8)dz_/c . dz =2mi-g(0) = 27ti 5=
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Ejemplo 5.9.45. Hallemos / sz— 1 dz, si C es el contorno de la figura 5.50
C
El punto singular z = —1 se halla en el interior del recinto. La funcién g(z) = % es holomorfa en el

interior del contorno. Tenemos

z o fz2 . gz, 11
/C dz—/c—dz— dz = 27ig( 2)—27rz =

2z +1 z+1 Cz+1 4 2
—Z
Ejemplo 5.9.46. Hallemos / . ¢ s dz, si C es el contorno de la figura 9.50
cz—1iy

El punto singular z = i es interior al contorno. Se considera g(z) = e~* funcién holomorfa. Se tiene

' 7T

. )
[ e = [ B e = omigT) = 2mi-e ' = 2mii = —2m
CZ_ZE CZ—ZE 2

. ©  gsenxdx
E]emplo 5.9.47. Hallemos /_oo x(nz——xZ)

00 iz 4
Consideremos la integral compleja / o ¢ oz y el contorno cerrado que muestra la figura 5.51.

00 7'(2 — ZZ)

y

WAL WA .

-R - n "R
figura 5.51
Los polos del integrando son z = 0, z = 71, z = —7, los tres sobre el eje real. Los residuos son:
iz elz 1
R ,O = 1, - —_— = 1, e —
es(f,0) =limz- oy =M ey — =
eiz eiz 1
Res(f,m) =11 —7T) - =1 =
eslfom) =m0 e A g 2
R . eiz y eiz 1
es(f, =) = Mim (z+70)- 2(m—z2)(n+z) ox(m—z) 2712
En consecuencia,
©  senxdx 1,1 1 1 2
———— = Im2ni(0+ s (5 + 75 + 7)) = —
/—oo x(7t2 — x?) m{27ei( +2(712+2712+27r2))] T
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5.10. Ejercicios propuestos

1. Representar geométricamente los conjuntos de ntimeros complejos dados por las siguientes

condiciones:
a) Re(z) >0 j) Im(z) >4y1<Re(z) <3
b)yz=z ky Im(z—1) =4

c) —0 < Arg(z) <6

l) Re(z?) = —1y1 < Re(z) <3
d) |Arg(z) - 31 < 3

-1
e) z+1] <1 ) %‘:2
) z—1| <2 _
plisz 0w () -
Q) |z+42i|+|z—2i| <6
h) Im(z?) >4 ) |z—z1| = |z — 2]
)1<|z+i <2 0) 0 < Re(iz) <1

;Cuales de ellos son dominios?
Determinar, en términos de una variable compleja, la ecuacién de las siguientes curvas:

a) La recta que pasa por los puntos (0,1) y (=2, —1).
b) La circunferencia con centro en (—2,1) y radio 4.

c¢) La elipse con focos (—3,0) y (3,0) cuyo eje mayor tiene longitud 10.

. Considerar u(x,y) = sen(x)cosh(y)

a) Probar que u es armonica.
b) Hallar una conjugada armoénica v de u. Resp. v(x,y) = cos(x)sinh(y)
¢) Formar la funcién analitica f(z) = u + iv.

d) Probar que f'(z) = —f(z).

Expresar las funciones complejas f(z) = 23, f(z) = 12,y f(z) = % en la forma f(x +iy) =
u(x,y) +iv(x,y).

. ¢En qué regiones se transforma el sector angular 0 < r <1, 0 < 0 < % bajo las aplicaciones

F(z) = 2, 8(z) = 2 y h(z) — 22

(En qué region se transforma el tridngulo limitado por las rectas y = +x y x = 1 bajo la
aplicacién f(z) = z2?

¢En qué region se transforma la mitad superior del anillo 1 < r < R bajo la aplicacién f(z) =
z +z~1? Indicacién: usa la expresion polar.
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8. Se considera la funcién de variable compleja f(z) =

nz _ 1

(z24+1)(z—a)

a) Hallar los puntos singulares de f y calcular el residuo de f en cada uno de ellos.

b) Para R > 0, se considera el rectingulo [—R, R] x [—2,2], y se denota por C a su fron-
tera orientada positivamente. Determinar los valores de R para los cuales C no pasa por
ninguna singularidad de f, y

¢) Calcular /

Respuestas:

a) z==+i,z=

iv4
-1
dz

c(z2+1)(z—a)

a,

Res(f,+i) =0, Res(f,a) = ¢

2a7r_1
a2+1

b) Para cada R > 0, las dos singularidades +i siempre estan en el interior del rectdngulo

[—R, R] x
siR =a.

[—2,2] y no en su frontera. En cuanto al polo z = 4, s6lo pertenece a la frontera

c) Si R < a, la funcién sélo contiene singularidades evitables en el interior del rectangulo,
luego la integral pedida es 0. Si R > a, por el teorema de los residuos la integral vale

2711 -

621171_1
a2 41

9. Probar que las integrales dadas tienen el valor asignado:

/2 dx T
a)/ 5= = , a>0
0 atsen<x 2 /a(a+1)
b /°° x2dx B T
x4+6x2+13 2\/§ 34+ +/13
)/ —x+2)dx _ bm
x4 +10x2+9 12
x2dx T
d/ S
) (x2+4a2)3 1643 a>0
e)/ cosxdx_ T 250
0 x2+a2  2ae*’
® xsen xdx T
Nl Tara e 070
©sen’xdx (1l —e %)
= 0
g)/ x2 + a2 4a r Az

h) / logxdx _

1+ x2
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i /°° logxdx 7
1-|—x2 4

T
' = b<1
» /o xb(1+x) senmp 00

10. Sea u(x,y) =

2 e definida para todo (x,y) € R? — {(0,0)}. Probar que u es arménica.

11. Sea f una funcién meromorfa en el plano complejo, no idénticamente nulay tal que zf (z +1) =
(z+1)f(z) para todo z que no es polo de f. Probar que:

U flet) 1 ()
z+ f(z+1) _z+1+ f(z2)

1

12. Sea f(z) = o

a) Calcular los residuos de f.

[e)
b) Calcular / f(z), considerando el contorno compuesto de la semi circunferencia superior
0

z = Re' y el segmento recto —R < x < R.

Resp Res(f,3i) = — 45 v Res(f, —3i) = 1. o=

13. Probar que las interales dadas tienen el valor asignado.

dz
Y /z—3 2(2-1) °

dz ,
b) 2 2 =T) 2mi(e — 2)

/ dz
c) — =
z|=6 1 — cosz

In zdz
d = 711
e =2 =

dz 57ti
= = < <
czz—Dz—-37 18'° =2 lyl <2}

2r do T 5 s
= b
f / (a%c0s%0 + b2sen?6)? a3b3(a +5)

21 005260 dO T
9 |

e)

5+4c056 E
T cos 6 do
h)/ 3+cos(9 1(3\/5_4)
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5.10 Ejercicios propuestos

)/°° x2 dx _
ool+x4 \/_

])/ s NG
dx T
“ /o (1+22)(1+2x2) E(ﬁ_l)
Y L
wX2+x+1 /3
Xcosxdx  m i,/ 1 1
= e c0s—= — sen

)/ 1+ x4 2\/§ g \/E \/E)

cos x dx 27‘[ V32
n)/ il \/5 cos2
_ (14 x)cos2xdx /32 1 1
)/ e \/ge (cos§+\/§sen§)

®© senxdx 1
— (1 — e/ V2005 —

)/ R m(l—e COS\/E)

(1 —cos x) dx
p [ S =0
)/ (1—cosx)dx _ 1
1 “@nZ—x2?  8n
r)/  cosdx dx = /24

14. Calcular las siguientes integrales de linea:

a) / (|z|* + €*) dz, con C la curva parametrizada x + 7tiy/x, x € [0,1]
C
b) tg(z)

ct (22 T 1)2 dz, con C la curva xZ 4+ y4—2 =1.

Resp. —e — 5 + ”72 +i <7§ + %3> y (=1 + tgh?(1) + tgh(1))

15. Calcular las integrales:

(z% —1)dz
Resp. —
) / (z24+1)(z2 422+ 2) ep- 7
4 ,
b) - Z4(ZZ—_1) dz,donde C esla curva |z + 5| = 1. Resp. 27r — 1 +i#%-
z(z—1) : 4 .
c) dz, donde Ceslacurva |z —1+i| = 2. Resp: —=F (1 + 2i)

+ (22 —1)(z + 2i)
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5.10 Ejercicios propuestos

d) / x2 n 1 Resp. 7
27
- Resp. 0
) / 1+ 2cos t P
27 dx )
D}y 5¥asens Resp. 7
) /2” cos x dx Res
g cos x + cosh(a)’ P-Tom
T cos2tdt
h) / 5 —3cost 3cost Resp. 35
) m- Resp. f
x? —x+2)dx 5
])/oo x*+10x2+9 ° Resp. 13
xsenxdx _
)/ R Resp. 7 e™*
cos ax dx _ _
) / e Resp. 55(2e7% — e™27)
® \/xdx
m) 2t Resp. %
© x Pdx
7’1) /0 1+x'0<p<1' Resp' se;np
16. Desarrollar f(z) = ﬁ en serie de potencias de z, en las regiones delimitadas por los puntos
singulares de f.
Respuestas:
= Los puntos singulares sonz = 2iy z = —2i.
00 22n+1
» Si|z| < 2, entonces f(z) = ZE)(_ )HW
n=
o) 22n
» Si|z| > 2, entonces f(z) = Z‘b(—l)”w
n—=
17. Desarrollar f(z) = 2 en serie de potencias de (z — 1) en cada una de las regiones
z+2)(z 1) P &
determinadas por los puntos singulares. Deducir el orden del polo z = 1, y el valor del residuo
de f en este polo.
Respuestas:
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5.11 Problemas adicionales

" R1:0<|z—1| <3, R2~3<|z—1]<oo

= (1
= En Ry, f(Z) - ZO 3n+1 "+ 2 3n+1 -7

n=
-EnRz, ngo Z—1”+1+n;0 —Z—l)”+2
» Res(f,1) =3

18. Hallar el desarrollo en serie de potencias alrededor de z = 0 de las siguientes funciones, y
encontrar el radio de convergencia de cada una:

a) f(z) = 1iz ) f(z) = (1_:2)5 e) f(z) = (1z++3§)
1
b £() = =5 D f)=

19. Sea C el arco de la circunferencia |z| = 2 recorrido en sentido antihorario desde z = 2 hasta

z = 2i. Probar que
/ dz T
< Z
cz?+1|~ 3

20. Integrando f(z) = 1 sobre la elipse a(t) = (acost + bsent), mostrar que
g 2 p q

/2” dt _2m
o a2cos2t + b2sent  ab

5.11. Problemas adicionales

1. Representar graficamente, en el plano, los siguientes conjuntos:

a) {|z—i| =Im(z) +1} c) {|]z—1| <3, Re(z) > 1} e) {|z| = Re(z) — Im(z)}
z—2 3
= <2
0 {734} ) {121 < 23] n {3l=2)
2. Probar que si C es la frontera del tridngulo de vértices: z = 0, z = 3i, z = —4 orientada de

forma positiva, entonces se verifica:

<60

JAGEIELE

3. Calcular / |z|? dz, donde C es el contorno del cuadrado de vértices (0,0), (2,0), (2,2), (0,2).
C

Resp. —g—l—ig
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5.11 Problemas adicionales

4. Sea G(z) = [- . cos3tdt. Hallar G(ri). Resp. 0
5. Calcular las siguientes integrales:
d
a) %, siendo C el contorno |z| = 1. Resp. 0
ct z-+4
sen(mz)dz . 5.
b) ———~—,siendo C el contorno |z| = 3. Resp —7r<i
ct (z—1)2
c) / L2 dz, siendo C el arco de la circunferencia |z| = 2 desde z = —2 hasta z = —2i.
C
Resp —4
cos(z)dz .
d) —————, siendo C el contorno |z — 2| = 3. Resp 0
c+ Z
1—z%)d
e) (2&, siendo C el contorno |z — 1] = 1. Resp 0
c+ zc+1
zdz . 27t
1) /C LB siendo C el contorno |z| = 5. Resp =&*
cos(z)dz .
) L siendo C el contorno |z — 2| = 1. Resp 0
(z4+1)dz . G ,
h) i siendo C el contorno |z —i| = 1. Resp 27t(1 + 1)
2z +5i)d ;
) - ((zz—:——zg))zzl siendo C el contorno |z| = 4. Resp 10
, cos(mtz)dz . o
7) ——— 4 siendo C cada uno de los siguientes contornos:
ctzc—6z+8
z| =1, z—-2] =1, |z—-3]=2
Resp 0, %, 0
h(z)d
k) cosh(z) Z, siendo C cada uno de los siguientes contornos:

c+ 22(z2 +4)

1
lz| =1, |z —2i| =1, |z—i| =2, |z—1|:§

D [ 2% Gendo Cla elipse 1632 + 2 — 16
) C+24_16,51eno a elipse 16x~ 4y~ = 16.
o
1) ———5, siendo C el contorno |z —i| = 3.
c+z3—iz

Resp O, %"i, 0

__misen4

Resp 2

Resp 27t(1 —e™ 1)
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5.11 Problemas adicionales

cos(z) dz

n —/ "= siendo C el contorno |z| = 1. Resp. 0
) c+ 22(224+ 1) lz[ = 2 P
eZ
6. Sea C la circunferencia unidad centrada en el origen de coordenadas. Calcular / LS dz y
27 ¢
/ et cos(sen't) dt. Resp. 27i y 27
0
7. Estudiar la convergencia de las siguientes series:
o pinf
a) —5
2
n=1 "

. 1 1 1 1 1 A

z—1 (z—1)?
c) 1+ 5 + 5
1 1

2-1) T 2z -1

d)

5 _|_ . e
Resp. Abs conv, conv. (suma de dos convergentes), conv. (|z — 1| < 5), conv. (|]z — 1| < 10)

= 1
8. Utilizar Z Z" = 71—, para probar que:

n=1

0 n

v4 1
a) Tgm = E(z—i—ln(l —z)—zIn(1—2))

- 2n Zz
b) Yy 2z = T
n=1

9. Desarrollar en serie de Taylor, en el punto que se indica las funciones siguientes:

00 2n—1
a) f(z) =senzenz=0. Resp. n;l(—l)”*lﬁ
—i . 0 (Z _ i)n
b = e =1 Resp. y ——
) f(z) =e*enz =i espng%) p
160
10. Verificar que ) i" =1
n=0
11. Encontrar el desarrollo en serie de Laurent de f(z) = (Z_l)zlw en la corona Dg(i) = {0 <
|z —i|] < R}, y hallar el maximo R > 0 para el cual dicha serie es convergente para todo
. > (i)™t .
z € Dg(i) R =4, 22(4311+3 (z—i)"
e
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5.11 Problemas adicionales

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Calcular los residuos Res(f,i) y Res(f, —3i) de la funcién f(z) = m Calcular la inte-
gral fc+ z) dz, siendo C el camino cerrado C = [—7,7] + S;, donde r esreal, r > 1,y S, es la
sem1c1rcunferenc1a z(t) = rett,0 <t < . Resp. %6, —11—6, Jo= %i

Hallar los residuos de f(z) = (#ij)%

Calcular la integral |-, f(z)dz, siendo C el camino

cerrado C = [~r,7] 4+ S;, donde r es real, r > 1,y S, es la semicircunferencia z(t) = re'
O<t=<m Resp. — 35, 35, 1o — 10 Jo = 215
. z+2
Dados los contornos C y las funciones f(z), calcular / LS dz.
C
a) El semicirculo z = 2¢f con 0 < t < 7. Resp. —4 + 27i
b) El semicirculo z = 2¢' con 7 < t < 271. Resp. 4 + 271
¢) El semicirculo z = 2¢it con 0 < t < 27 Resp. 471

Encontrar el radio de convergencia de las siguientes series:

(z —1)"
3n

00 n 00

b Y o o Y

o0
d) ) (1+4i)"z"
n=1
2,
€ 2,3, f
Desarrollar las siguientes funciones en series de Taylor en los puntos correspondientes y cal-
cular el radio de convergencia de la serie obtenida.

a) f(z) = en(2z-|—1) enzg = —1. c) f(z) =

V4 —
7 enz = 0.

b) f(z) = 5igenzg = —2. d) f(z) = sen®; enzy = 0.
Respuestas:

a) f(z) = —a—i—2b(z—|—1)+2,a(z+1) —%— (z+13+---, a=senl, b=cos1,R= o0

D) fz)=~3+3E+2)+5(E+22+5E+2°+ -, R=o

0 f(z) = —iz+22+iz° —z" —--- R=1

d)f(z):§+j+%+%+"'/ R=oco
Desarrollar en series de Laurent en un entorno de zy = 0 las siguientes funciones:

a) Uz b) & c) z*cosi d) 15
Respuestas:

3 7
) l-g+5-5+
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5.11 Problemas adicionales

18. Desarrollar en series de Laurent en un entorno de zg = 0 la funcién

2z+1
&=

Resp.
» Enjz| <lesf(z)=—%—3z— 322 — 1225+ -~
[ee] 1 (00) Zn
. Er11<|z\<2esf(z):¥:z—n—|—;zwr1
. En|z|>1esf(z):%—zl2—|—z%—zl4+

1 o0
1 nn
a) ;o en0<|z[ <L Resp. E;(—l) z
b) 2-enl<|z] <oo R i(_l)n
2 en z . esp. DT
00 -1 00 n
s (1) & ()
) ZZ s enl <zl <2 Resp.;z—n—kg IS 2"
. = p4nl
d) men4<|z+2|<oo Resp?m
1
20. Representar la funcién f(z) = zi_ 1 por:
a) Su serie de McLaurin. Resp.1—2) z"en|z| <1
0
= 1
b) Su serie de Laurent en el dominio 1 < |z| < co. Resp.1+2) o
1
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conforme, 315
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continuidad, 5
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convexo, 12
convolucién, 235, 252
curva, 8

curva de Jordan, 322

DeMoivre, 290
desigualdad de Cauchy, 337
desplazamiento, 233

determinacioén, 301
diferenciabilidad, 5
diferenciacién, 307
diferenciable, 5
distancia, 288
divergencia, 33, 81
dominio, 296

entorno, 295

escalon unitario, 227
escalonamiento, 232
espectro, 167, 174
explicita, 53
extension impar, 159
extension par, 159

fase, 165

fasor, 165

fendmeno de Gibbs, 178
flujo, 2, 52, 67, 325

féormula de Euler, 291
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férmula de Cauchy, 335
Fourier, 147
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integral de superficie, 63, 66

integral de superficie, 52
integral indefinida, 328
irrotacional, 41

jacobiana, 6

laplaciano, 39
ley de Gauss, 84
limite, 4

linea, 2
linealidad, 231

Maclaurin, 347

masa, 13, 64

modulo, 288

momento de inercia, 16
multiplemente conexo, 12

orientacion, 69
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Parseval, 175
paramétrica, 53
periddica, 149,294
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polos, 355

potencia, 175
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potencias complejas, 303

raices, 291
regular, 322
region, 296
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residuo, 358

residuos, 355
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series de Fourier, 148
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simple, 322
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simetria, 233
singularidades, 355
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suave, 322
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superficie, 53
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transformada coseno, 243
transformada de Fourier, 216, 224
transformada de Laplace, 216, 250
transformada finita, 245
transformada seno, 243
transformadas inversas, 256
trayectoria, 8

valor absoluto, 288
valor promedio, 14
vector fundamental, 57
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