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INTRODUCCION

Lo primero que debo decir, es que existe una gran cantidad de textos sobre ecuaciones diferenciales
y todos ellos de muy buena calidad. Pero eso no es todo, vas a Internet y tienes miles de paginas
que hablan sobre ecuaciones diferenciales. Resulta claro entonces preguntarse ;Para qué escribir algo
mds sobre ecuaciones diferenciales? La razén es mas de tipo sentimental, eran viejos apuntes del
primer curso de Ecuaciones Diferenciales (1982) que se dictd en la Universidad y que me correspondi6
impartir. Han pasado los afios y de pronto he vuelto a este “viejo amor” por las ecuaciones diferenciales
(2016). Miro esos antiguos papeles que he guardado y ain no me convenzo que hallan recobrado vida
y estén digitalizados con I&TEXy en formato libro. Por supuesto que estin actualizados, he agregado
problemas resueltos, problemas de pruebas y problemas propuestos. Los contenidos han sido adaptados
al programa actual (2024).

Estas notas presentan un aspecto didactico propio, en cada unidad he agregado unos Test interactivos que
te proporcionan retroalimentacién inmediata. He agregado pequeifios desafios de respuesta inmediata.
Para ello he usado el procesador cientifico Latex, en conjunto con el software ACROTEX que permite
crear quizzes interactivos. El texto lo componen cuatro unidades. La primera trata de ecuaciones
diferenciales de primer 6rden, sus métodos de resolucién y sus aplicaciones a problemas de temperatura,
crecimiento de poblaciones, radioctividad y problemas de mezclas. La segunda unidad tiene que ver con
el estudio de las ecuaciones lineales de orden superior y sus formas de resolucién, haciendo hincapie en
el uso de operadores y la transformada de Laplace. La tercera unidad presenta como resolver sistemas
de ecuaciones diferenciales a través de valores y vectores propios, variacién de pardmetros y por
aplicacién de la transformada de Laplace. La cuarta unidad presenta una breve introduccion a la teorfa
cualitativa de las ecuaciones diferenciales y sistemas de ecuaciones.

Estas notas son de libre disposicién, puedes copiar, imprimir y modificar el contenido a tu pinta, no hay
registro de propiedad intelectual ni nada que se parezca.

Una de las ventajas de estas notas es que son de este momento, son actuales, ademads, los conceptos e
ideas son establecidos en un lenguaje sencillo y de manera jovial. El objetivo primordial sigue siendo
el facilitar el proceso de ensefianza - aprendizaje.

Cualquier error u omisién que se detecte en estos apuntes, es de exclusiva responsabilidad del autor.
Si hallas algtin error, me puedes contactar en pedro.valenzuela@ufrontera.cl y desde ya te lo
agradezco sinceramente, de hecho, en una préxima version lo haré saber y tu nombre formara parte de
este proyecto.

Se agradece a mis colegas; Mario Choquehuanca, Alex Septilveda, Herme Soto, Abdén Catalédn y Ana
Calfiqueo, pues con ellos he confeccionado la mayoria de las pruebas en formato que componen parte
de este libro. Asi mismo, agradezco a los estudiantes de ingenieria la buena acogida que han tenido
estas notas.

Pedro. H. Valenzuela T.

Peache


pedro.valenzuela@ufrontera.cl




1.1

O. Ecuaciones de primer orden

Intfroduccioén

Las ecuaciones diferenciales son un campo fértil de aplicaciones ya que una ecuacién diferencial
describe la dindmica de un proceso; el resolverla permite predecir su comportamiento y da la posibilidad
de analizar el fendmeno en condiciones distintas.

Por ejemplo, si hacemos un asado en la parrilla y luego se deja enfriar, el tiempo que tarda en enfriarse
depende de la temperatura del medio circundante. No es igual que el asado se deje en un lado de
la parrilla a que se deje sobre la superficie de una mesa. Se puede observar que cuanto menor es la
temperatura del medio circundante, mds rdpido se enfria el asado. Desde el punto de vista matemaético,
esto significa que la rapidez de cambio de la temperatura del asado esta en proporcién directa a la
diferencia de las temperaturas del asado y del medio circundante. Esto es, si 7j es la temperatura al
sacar el asado, T, es la temperatura constante del medio circundante y 7'(¢) es la temperatura del asado
dT

después de # minutos, entonces la rapidez de cambio de la temperatura ;- es directamente proporcional

a la diferencia de las temperaturas del asado y del medio circundante. Es decir

dT
— =k[(T(t) - T

o=kl - T

donde k es una constante, que se puede determinar experimentalmente, denominada constante de
proporcionalidad, y que se puede calcular por una lectura de la temperatura del asado en algin instante

posterior a la lectura inicial. Esta ecuacién es un ejemplo de una ecuacién diferencial, en donde T es la
incégnita.

Definicion 1.1.1 Una ecuacién diferencial es una ecuacién que contiene las derivadas de una o mas
variables dependientes, con respecto a una o mds variables independientes

En términos simples, se dice que una ecuacién diferencial es una ecuacién en que interviene una
funcidn incégnita y sus derivadas.
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/ variable dependiente

5 S
= X
dx.\ \y

variable independiente

Figura 1.1: una variable

Una formulacién mds general y precisa de ecuacion diferencial es la siguiente:
Definicién 1.1.2

Sea f:DC R"*! — R una funcién continua con dominio D, un conjunto abierto no vacio, entonces
una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) tiene la forma

%'(t) = f(t,%) (1.1)

en donde X = (xj,x2,---,x,) € R".

= La funcién f(t,)?) es el campo vectorial asociado a la EDO.

= Una solucién de esta ecuacion diferencial es una curva ¢ : I C R — R”, donde / es un intervalo
abierto y en donde para cada r € I se cumple que ¢'(t) = f(t,(t))

» La ecuacion diferencial (1.1) describe el movimiento de un fluido formado por un gran nimero
de particulas, en donde la velocidad instantdnea de la particula que en el tiempo ¢ estden la
posicién X es f(r,%).

= Las soluciones son las trayectorias de las diferentes particulas. Es por esto que el campo vectorial
es llamado campo de velocidades y las soluciones lineas de flujo.

= Si la funcién desconocida depende s6lo de una variable, la ecuacién se llama ecuacion diferencial
ordinaria. Si la funcién desconocida depende de mds de una variable la ecuacién se llama
ecuacion diferencial parcial.

Orden y grado

El orden de una ecuacién diferencial es el orden mayor de las derivadas involucradas en la ecuacién.
El grado de una ecuacién diferencial es el grado algebraico de su derivada de mayor orden. Es decir, el
grado de una ecuacion diferencial es la potencia a la que esté elevada la derivada que nos da el orden de
la ecuacion diferencial.

Ejemplo 1.1.3

1. xx’ =34+ 1=0, primer orden y primer grado.
2. x'2—tx=0, primer orden y segundo grado.

v\ %y [ay\*
3. <32y> + aTy . <8y> —x"y=senx, segundo ordeny tercer grado
x x x
d? d
4. ch); +2b d%)c +y =0, segundo orden y primer grado

En las dos primeras ecuaciones la variable independiente es ¢, es decir, x = x(¢). En las dos restantes
y = y(x). La tercera es una ecuacién en derivadas parciales.
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| Math
Pasas con 100 %.

1. Dada la ecuacién y" (x) — 2xy(x) + (y')?(x) = 0.
(a) (Es ésta una ecuacion diferencial?

(a) yes (b) no
(b) Si tu respuesta es si, anota el orden de la ecuacién diferencial. Si es no, anota el signo menos

I |
2. Dada la ecuacién y* (x) — 3y?(x) +3y(x) — 1 = 0.
(a) ;Es ésta una ecuacion diferencial?
(a) yes (b) no
(b) Si es si, anota el orden de la ecuacién diferencial. Si es no, anota un signo menos “-”.

[ Fin Test | | | [ correct |

ScoreField PointsField

Respuesta Correcta: |

1.1.2 Forma implicita y explicita de la ecuacién

Definicion 1.1.4 Una ecuacién diferencial de orden n:

= estd expresada en forma implicita cuando tiene la forma

F(t,x,x - ,x(")) =0

n+2 variables

siendo F : D C R™? — R funcién con dominio un subconjunto abierto D. La variable indepen-
diente es 7, siendo x = x(t).
= estd expresada en forma explicita cuando
_x(n) — f(t7x7xl7 e 7_x(n71))

n+1 variables

con f: D C R*! — R, funcién definida en un subconjunto abierto D. Se dice también que la
ecuacion estd en forma normal.

Ejemplo 1.1.5 La ecuacién 4xy’ +y = x, est4 escrita:
» en forma implicita si 4xy’ +y—x=10

. . X —
= en forma explicita si y’ = Ty’ x#0
X

1.1.3 Soluciones de las ecuaciones diferenciales
En términos generales, cualquier funcién implicita o explicita que satisfaga la ecuacién diferencial, se
Ilama solucién.
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Ejemplo 1.1.6 La funcion y = xe* es solucion de la ecuacién y” — 2y’ +y=0

Para verificarlo hallemos y’ e y” para luego reemplazar en la ecuacién dada y ver si se satisface.
ny=xe' =y =" +txe* =y’ ="+ e +xe" =2+ xe
Se sigue que:

N ’

—— — f’y\
(2e" +xe*) =2 (" +xe*)+ xe* =0
Por tanto, y = xe* es solucién de la ecuacion diferencial dada.
Agregamos lo siguiente:
= La solucién de una ecuacion diferencial de orden n que contiene n constantes arbitrarias, se llama
solucion general.
= La solucién que se obtiene dando valores particulares a las constantes arbitrarias de una solucién
general se llama solucion particular.
= [a solucidn de la ecuacién diferencial que no contiene constantes arbitrarias y no estd contenida
en la familia de soluciones generales se llama solucion singular. No siempre existen. Si existe,
se trata de la curva llamada envolvente de la familia.
» La grifica de las soluciones de una ecuacién diferencial son llamadas curvas integrales

Ejemplo 1.1.7

» Laecuacién y’ = ¢ tiene solucién general y = ¢* + C;
» Laecuacién y” = ¢ tiene solucion general y = ' + Cix+C
= La ecuacién y" = e* tiene solucién general y = * + C1x> + Cox + C3
Cada una de las soluciones generales representan familias de soluciones, una para cada constante.

Si a las constantes arbitrarias se les asignan valores determinados, se obtiene la solucién particular. Asi,
la funcién y = e* + 1 es una solucién particular de la primera ecuacién. La funcion y =e¢* —x+ 1 es
solucién particular de la segunda, e y = e* — x*> +x + 1 es solucién particular de la tercera.

Ecuaciones de primer orden

En diversas aplicaciones, se adopta el convenio de designar la variable independiente con la letra ¢, con
el fin de averiguar la evolucion temporal de una cantidad desconocida x como funcién del tiempo ¢. De
esta manera, la funcién buscada se denota x(r). También es comiin emplear la notacién y’ = f(x,y).
Usaremos ambas notaciones a lo largo de estos apuntes.

Definicion 1.2.1

Una ecuacion diferencial (ordinaria) de primer orden para una funcién x(¢) es una relacién de la forma

x'(t) = f(t,x(t))

donde x'(¢) = fl—f es la derivada de x(¢) de primer orden, mientras f(¢,x) es una funcién conocida de

dos variables reales.

Definicion 1.2.2

Dada una ecuacién diferencial de primer orden, una condicién inicial toma la forma x(fy) = xo. Entonces
se plantea el problema siguiente:

(1) = f(t.x(1)), x(to) = xo0
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Este plantamiento se llama un problema de Cauchy , o mas simplemente, un problema de valor inicial
(PVI).

Ejemplo 1.2.3 Se considera el problema de valor inicial

x'=2t, x(1)=4

Es sencillo ver que la solucién general es x(¢) =1>+c.
Lo que el problema plantea es hallar aquella solucién
que pase por el punto (1,4). (la condicion inicial).
Para ello hacemos lo que sigue |

x(t) =t +c=x(1)=14+c=4=—=c=3

de donde se obtiene que x(t) = > + 3 es la solucién
deseada. Una interpretacion gréfica se muestra en la
figura 1.2, y que da cuenta que la constante ¢ juega
un papel de pardmetro, ya que asignandole distintos Figura 1.2: curvas solucién
valores se halla la solucién que se desee.

Un problema de valor inicial de segundo orden se representa mediante la ecuacién

y'=fyy'), yx)=yo, ¥(x0)=w

Ejemplo 1.2.4 Un problema, de segundo 6rden, con valor inicial es

Yity=0, y0)=1, y'(0)=2
Si los datos se dan en mds de un punto se tiene un problema con condiciones de contorno.

Definicion 1.2.5 Resolver una ecuacién diferencial de segundo orden del tipo
x":f(t,x,x’), re [avb]

con las condiciones de frontera x(a) = &, x(b) = B se denomina un problema de contorno o con
valores en la frontera.

Ejemplo 1.2.6 Un problema de contorno es el siguiente
Y'+9y=0, y(0)=-2, ¥

Existencia y unicidad de las soluciones

El teorema principal para problemas de Cauchy de primer orden es el siguiente, cuya demostracion se
puede hallar en textos de la bibliografia.

Teorema 1.2.7 Se considera la ecuacién

gy (R10)

Si se verifica que:
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1. La funcion f estd definida y es continua en un rectdngulo R = {(x,y/ a <x < b,c <y < d} que
contiene al punto (fo,xo).
2. La funcioén tiene derivada parcial % continua en R.
entonces, el problema de valor inicial tiene una tinica solucién ¢ () en algin intervalotp —h < x < ty+h
conh > 0.

x(t)
Este teorema afirma dos cosas: d

1. Cuando una ecuacién diferencial satisfa-
ce las hipétesis de continuidad, tenemos %o - q)_m
la seguridad de que el problema con va- /

lor inicial tiene solucién.

2. Cuando se satisface la hipétesis de la
condicién inicial x(fp) = xo podemos
asegurar que la solucion es Unica 0 T %k nthb

Figura 1.3: campo de direcciones

Graficamente el teorema dice que existe una dnica curva solucién por el punto (fy,xp). Para esta

ecuacion de primer orden no puede ocurrir que se crucen dos soluciones en algin punto del rectdngulo.
1

Ejemplo 1.2.8 Para la ecuacién diferencial x’ = x?, x(0) = 1
La funcién f(¢,x) = x* es continua en todo abierto D de R?, tiene derivada parcial % = 2x también

continua Vx. La solucién es la funcién .
x(t) = ——
®) r—1
que es discontinua en ¢ = 1. Se sigue entonces que la solucién existe y es vdlida en el intervalo
I = (—eo, 1) (que es donde estd la condicién inicial).

Ejemplo 1.2.9 El problema de Cauchy

Cumple que, tanto la funcién f(x,y) = Lx’ como la funcién 3;( = W son continuas Vx > 0, se sigue
que el problema de Cauchy tiene solucién tnica en (0,0).
Ejemplo 1.2.10 Considerar la ecuacién xy’ —y =0
Es sencillo verificar que y = Cx es la solucién general de la ecuacién. Dos casos:
» Bajo la condicion inicial y(0) = O se tiene
0=0-C = C puede ser cualquier nimero real

= Si la condicién inicial es y(0) = 2 se tiene

2 =0-C — no existe numero real C

'mds informacién en apéndice
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Uno se pregunta ;cudl es el problema?, la respuesta es que no es posible encontrar una solucién
particular para cualquier punto (x,y) del plano. ;porqué? La funcién primera derivada no estd definida
enx =0, yaque

xy’_y:0:>y/:§:> no definidaenx =0

He aqui la importancia del teorema de existencia y unicidad.

Interpretacion geométrica

Toda ecuacién diferencial de primer orden y grado 1, expresada en forma normal, y' = f(x,y), se puede
interpretar como una expresién que asocia a cada punto (x,y) € R? en el dominio de la funcién f,
una direccién o, més concretamente, la pendiente de una recta: La tangente a la curva solucién en el
punto (x,y) en cuestién. De esta manera, una solucién de la ecuacién, y = f(x) o bien f(x,y) =0, es
una curva en R?, cuya pendiente en cada punto (x,y) € R? vale justamente f(x,y). Se dice entonces,
que la ecuacién y’ = f(x,y) determina un “campo de direcciones” en la region considerada, pudiendo
visualizarse este campo dibujando por cada punto un trozo de recta de la correspondiente solucidn. Este
método de resolucién gréfica de la ecuacion diferencial no posee exactitud matematica, y su utilidad se
presenta en casos excepcionales, ddndonos una idea de las soluciones.

Método de Isoclinas

Se llama isoclina al lugar geométrico de los puntos en los que las rectas tangentes a las curvas
integrales consideradas tienen una misma direccién. La familia de las isoclinas de la ecuacién diferencial
y' = f(x,y) viene dada por la condicién

flxy)=c

donde ¢ es una constante. Usando valores de ¢ cercanos podemos dibujar una red bastante compacta de
isoclinas, a partir de las cuales es posible trazar aproximadamente las curvas integrales de la ecuacién

Y = f(x,y)

Ejemplo 1.2.11 Dibujemos el campo de direcciones de la ecuacién y’ = 7
y
Se observa que f(x,y) = —’y—f, de donde las isoclinas son rectas de la forma
~Y—¢ obien y:—{
c

= Si ¢ =1 tenemos la isoclina y = —x a lo largo de la cual la inclinacién de las tangentes a las
curvas integrales es de 45°.

» Sic= —1 resulta la isoclina y = x sobre la cual las tangentes forman un angulo de 135° con
respecto al eje x.

= Siy=0(enelejex)en —f = ¢, entonces c es infinita, luego las tangentes trazadas a las curvas
integrales en los puntos de interseccion con el eje x son verticales.

= Six=0(enelejey)en —f = ¢, entonces las tangentes trazadas a las curvas integrales en los
puntos de interseccién con el eje y (x = 0) son horizontales.

= En el punto (0,0) no tenemos tangentes.
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campo de direcciones
Con la tabla siguiente se puede construir el campo de

. . . e | o B Y
direcciones de la ecuacion. T A NN
VA P v i S N
x| 112 10]/1[2]-1]-2]0]1 1 TmmeRaR e
NN BN N RN RN AR R 114777 we s
ELIECIUIENEI RRENDIES L TR
P
El o . {]]ITTHI/\\HHLLL%
campo de direcciones y algunas curvas integrales E o B RN s ik ; H]
se muestran en la figura 1.4. En ella se observa que las \\: \\L Q % k i le\:‘:ﬁ;; :f,);, 51 P
curvas x> +y? = c satisfacen la condicién de tangen- 58 NN ke g i
cia, siendo las soluciones del probl E s o el
, problema. Estas curvas LA At e e g
son s6lo aproximaciones a las soluciones, por lo que EQ S h R e a4 f,ﬁ
debe verificarse que satisfacen la ecuacién diferencial. N L s
N NN N e e T

Visita https://www.geogebra.org/m/u3VRk9ADb
Figura 1.4: campo de direcciones

En el capitulo 4 profundizamos estas ideas al estudiar la teoria cualitativa de las ecuaciones de primer
orden.

Resolucion de ecuaciones

En la practica, es comin que interesen soluciones particulares de una ecuacién diferencial en lugar
de una solucién general. Desde este punto de vista trataremos de dar a conocer ciertos métodos de
resolucidn de ecuaciones diferenciales que no requieren de mucho esfuerzo, dado que en la actualidad,
los sistemas computacionales, tales como Maple realizan todo tipo de cdlculo de ecuaciones, incluyendo
métodos numéricos, tales como los de Euler, Runge-Kutta y otros, que no seran vistos acd. Los métodos
analiticos que emplearemos son los siguientes:

Ecuaciones de variables separables

Se dice que una EDO de primer orden es de variables separadas si se escribe, en forma diferencial, de
la manera siguiente

para resolverla se hace integracién directa

/f(X)dx = /g(y)dy = F(x)-F(y)=C

Se debe tener presente que cada vez que se resuelve una integral y aparece el logaritmo natural, es
conveniente escribir la constante de integracién como InC en lugar de C, ya que esto permite escribir la
solucidn de la ecuacion diferencial en forma mds simple y elegante.

Ejemplo 1.3.1 La ecuacién diferencial xdx +ydy = 0 tiene como integral general

2 2
XY
—_ —:C
2+2

tomando C = 5 se tiene que x? +y? = r?, de modo que la solucién de la ecuacién dada es una familia
de circunferencias concéntricas.
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d
Ejemplo 1.3.2 Resolvemos la ecuacion d—y =y—y.
X

Al separar variables se tiene la ecuacion escrita en la forma

dy _dx dy _ »
iyl [y = e

al realizar la integracion se obtiene

Y

lny—ln(l—y):)H—C:Hn1 =x+C

expresion que al reducir se transforma en

Yy x
k-
1—y ¢
y finalmente, la solucidn general resulta ser
ke
Y7 +ke*

Si se quiere saber algo sobre el comportamiento de esta solucién, es sencillo verificar que si x — oo,
entonces y — 1, y que si x — —oo, entonces y — 0. Teniéndose que tanto y = 1 como y = 0 son
soluciones de la ecuacién diferencial considerada.

|Math
Pasas con 100 %.

1. Una solucién de la ecuacién diferencial (x*> +4)dy = xdx es:

(a) y = Ce™ b)y=Cln(2+4) ©y=CV@+4  y=CVa—2
2. La solucién particular tal que y(0) = 4 de la ecuacién y’ = % es:
X

@y=5V1+2-1 (b)y=5V/1+22 ©y=5VI+2+1 (y=vVI+2-5

3. La solucién de la ecuacion diferencial y’ = y(1 —y) es:

1 1
(a)y=1+=(x*+C)? (b)yzi(x2+C)2
=1+-(x*+C)? d)y=
©y=14,(+C) Dy=cr=
4. La solucién de la ecuacién diferencial y2dx — xydy = x*ydy es:
X X X
@Y= et OVy=cerD ©y=crh Wy=11¢
[ Fin Test | | | [ Correctas |
ScoreField PointsField

| | Correctas |
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Ecuaciones Homogéneas

Se dice que la funcién f(x,y) es homogénea de grado n, respecto de las variables x e y, si para todo A
se verifica

FAx,Ay) =A"f(x,y)
Por ejemplo, la funcién f(x,y) = xy — y> es homogénea de segundo grado ya que

FAx,Ay) = AxAy—A2y* = A% (xy—y") = A*f(x,y)

Definicion 1.3.3 La ecuacion diferencial y’ = f(x,y) se dice homogénea respecto de las variables x e
y si f(x,y) es homogénea de grado cero respecto de x e y.

. L dy Xy .
Ejemplo 1.3.4 La ecuacién — = es homogénea puesto que
dx Xy
2_\2 2,2 2.2
x“—y A%xc — A%y 0
s = — A, ’l = — = l R = R
f(xy) oy f(Ax,Ay) Ax Ay fxy) = f(xy)

La ecuacién diferencial homogénea y’ = f(x,y) se transforma en una ecuacién de variables separadas
mediante la sustitucién y = ux. En efecto, como la ecuacién es homogénea, entonces

f()LX,A,y) :f(x,y)

1
haciendo A = — se tiene
X
Y
f(x,)}) = f(la ;)
de manera que la ecuacién diferencial toma la forma
Yy
yl = f(17 7)

X
al tomar derivada con respecto de x en y = ux se tiene
/ !/
y =u -x+u

reemplazando en la ecuacion diferencial el resultado es

u+txu' = f(1,u)
en la cual, separando variables
du _dx
f(Lu)—u  x
que era lo que se tenfa que probar. Si se quiere la solucién general, s6lo basta hacer la integracion.
dy xy

Ejemplo 1.3.5 Resolvemos la ecuacién homogénea — = ———
dx x*—y

Es claro que es homogénea (grado 2 arriba y grado 2 abajo hacen grado cero). Hacemos y = ux para
tener y’ = u’ - x + u. Reemplazamos esto en la ecuacién dada

ux 2

dy Xy /
o — b=
dx x> —y? X2 —u2x?
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al simplificar queda

W oxtu=—"2
1 —u?
al asociar se tiene
u'-x= w
o l—u?
al separar variables y usando diferenciales
1—u? dx
du=—
B
al integrar
1—u? dx
/ —du= / ——InC
u X
de aqui que
1 ux 1
—Tuz —lnu:1nx—1nC:>ln(E) = —Tuz
y finalmente, como y = ux, entonces
y=C e_xz/ 22

Otra forma de transformar una ecuacién no homogénea a homogénea es utilizando la sustitucién y = z%,
pero esto se puede hacer sélo si todos los términos de la ecuacidn son del mismo grado, atribuyendo el
grado o a la variable y , el grado uno (1) a la variable x, y el grado o — 1 a la derivada y’.

Ejemplo 1.3.6 Resolvemos la ecuacion 4xy*dx + (3x%y — 1)dy =0

Sea y = z%, entonces dy = az*! dz. Reemplazamos en la ecuacién
4x?%dx+ (33 2% — 1) az* ' dz
La que equivale a:
dx?%dx+ (374 -2 N adz (1.2)
La idea es que esta ecuacion sea homogénea, por tanto, los exponentes deben satisfacer:
20+1l=0-1=a=-2

El 20t + 1 sale de la suma de exponentes de x y z2* y para que “todo” sea del mismo grado, es necesario
que 2a+ 1 = ¢ — 1. Reemplazando en la ecuacién (1.2)

dxz tdx+ (3x%77° —773) (=2)dz=0
Al multiplicar por z° se tiene que
dxzdx—2(3x* —22)dz =0 (1.3)
Ecuacién claramente homogénea. Hacemos z = ux para tener que

dz=udx+xdu
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Reemplazamos esto en la ecuacion (1.3)
dxzdx —2(3x* — 2) (udx +xdu) = 0
Cambiamos z = ux y distribuimos
4xtudx — 6x*udx — 6x> du+ 21> x> dx + 21 x> du =0
Esto equivale a:
(2ux* — 2x%u) dx+ (2u*x> — 6x*)du =0

O bien
2x%u(u? — 1) dx+2x (u* —3)du =0
Simplificando
u(u? = 1)dx+x(u® —3)du=0

Separamos variables

dx u? -3 J :>/dx_ / u? -3
x  uw(u?—1) ! x u(u?—1)

Luego de pasar a fracciones parciales se llega a:
Inx+3Inu—1In(u® — 1) =InC

O lo que equivalente

)Clzt3

o —c
u2—1

z 2

Como u = 1, y =7z *, entonces la solucion general es

Y(1=xy)* =k

Ecuacion reducible a homogénea

Las ecuaciones del tipo
aix+biy+cy
Y=l (1.4)
arx+bryy+co

se reducen a una ecuacién homogénea trasladando el origen de coordenadas al punto de interseccién de
las rectas ajx+ b1y +cy, axx+bry+c

Para verificar esto, suponemos que (x1,y;) es el punto de interseccion de las rectas. Usando las
ecuaciones de traslacién se tiene

du dy
1 y yl:dv dx

reemplazando en (1.4) esa ecuacion se transforma en

@—f aiu+byv
du aru+ byv
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al dividir por u, dentro del paréntesis, tenemos que
dv ay+b1 v
(B ()
du ar + by > u
lo que prueba que la ecuacion es homogénea.

Observacion. Si las rectas en cuestion son paralelas, este método no puede aplicarse, pero como en
este caso las coeficientes de las coordenadas son proporcionales, es decir,

a b
ar by

la ecuacion (1.4) se escribe

/ aix+b1y+ci aix+b1y+ci )
= 7 ) = =F(aix+b 1.5
<azx+bzy+cz> <k(a1x+b1y)+cz (i +b1y) ()
usando ahora la sustitucién z = a;x+ b1y se tiene que
dz _ dy
dx  dx
lo cual nos conduce a tener que
dy 1 dz
—_— —_=— — — = F
i by = FE
despejando la derivada respecto de z se tiene
dz
— = b F
o +b1F(z2)

resultando una ecuacién de variables separadas.

No hay nada mads gratificante que un buen ejemplo

d -3
Ejemplo 1.3.7 Resolvemos la ecuacion & _ )Ll
X x—y-—

Tienes que observar que sobra un —3 arriba y un —1 abajo, asi que hay que trasladar el origen de
coordenadas, que se logra al resolver

x+y—3=0, x—y—-1=0=x=2,y=1
luego, las ecuaciones de traslacién son
u=x—2, v=y—1
Esto hace que acortemos camino, pues debe quedar

dv _utv
du u—v’

jjhomogénea!!
Todo el mundo sabe que en las sustituciones las variables son “mudas”, asi que para no confundir el
trabajo, cambiemos la dltima ecuacion a variables x € y.

dy _x+y
dx x—y



14 Capitulo 1. Ecuaciones de primer orden

esto permite darse cuenta que lo unico diferente con la ecuacién original es haber eliminado las
constante que “molestaban” en el numerador y denominador. Esto siempre es asi, s6lo que tienes que
tener las coordenadas del punto al cual trasladas el origen. Una vez dicho lo anterior, retomamos nuestra
tltima ecuacion, que es homogénea, y hacemos y = ux de donde y’ = u’x + u, para tener que

X+ ux 1+u dx

u'x+u= = 5 du=—
X —ux 14+u X

al integrar y llamando In C a la constante, se llega a

InCx-V/1+u?=arctgu

y en las variables originales se tiene

y—1

Cfrm2p (1) = o)

|Math
Pasas con 100 %.

1. Si y = ux, la ecuacién homogénea (x* +y?)dx — xydy = 0 se transforma en la ecuacién de variables

eparadas:
(a) x2dx — x*udu =0 (b) X¥*dx — x*udu =0
(¢) x*dx+x3udu=0 (d) x2dx — xX3udu =0
2. La funcién ) S
Fley) = x5 =y - 22 +)yi4
es homogénea. Su grado de homogeneidad es:
(@)1 (b)2 (©0 (d)5

d
3. Si en la ecuacion diferencial d—y = x(x*+2y+ 1) se hace z = x° se obtiene la ecuacién

d 1 d
(@ 7 =52+ (0) 7 =2 +2y+1
d 1 d
© 2 =Z(z42y+1) @ Z =20 +29+1)
dz 4 dz
d 1
4. Si en la ecuacion diferencial d—y =3 (z+2y+1) se hace u = z+ 2y + 1 se obtiene la ecuacion
Z
du du du du
(a) —=2z-2 (b) —=z+42 (c) —=z+1 (d) —=2z+1
u u u u
[ Fin Test | | | [ Correctas |
ScoreField PointsField

| | Correctas |
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Ecuacion lineal de primer orden

Una ecuacioén diferencial lineal de primer orden es una ecuacién de la forma

y' +px)y = q(x)

donde p y g son funciones continuas definidas en un intervalo.
(a) Sig(x) =0 la ecuacion se dice homogénea, y es de variables separables.
(b) Si g(x) # 0 la ecuacién se dice no homogénea.

Solucién de la homogénea
La ecuaciéon homogénea tiene la forma

dy

=7 -0

7, TPy
Esta ecuacioén es de variable separables. Al resolver se halla:

y= Co 1T
Solucién de la no homogénea
La ecuacioén tiene la forma
dy

T TPy =4lx)

.1 . Jp(x)dx
multiplicando ambos miembros por e 1

Ipdx dy - pwds Jpx)dx

T ply=qlxe

El primer miembro viene de una derivada

d (efpwx >: (x)efp(x)dx
dx y q

e

integrando
efp(x)dxy: / q(x)efp(x)dx dx+C

de donde

y= effp(x)dx- [/ e‘“’mdx -q(x) +C]

Esta es la férmula a usar para hallar la solucién general de una ecuacién lineal de primer orden.
Ejemplo 1.3.8 Resolvemos xy’ —y = x> /1 — x2

En primer lugar, la ecuacién se escribe en forma normal
1
Yoy lep iz
X

1
Ahora si, se ve que es lineal, con p(x) = ——, g(x) = x> /1 —x2. La aplicacién de la férmula permite
x

la rapida determinacion de la solucién.

1
y=x fg(l —x)3?4cC
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Ecuacion de Bernoulli
Una ecuacion de la forma
Y +p)y=qx)y", n>1
se llama ecuacion de Bernouilli. Esta ecuacion es reducible a una lineal mediante mediante la sustitu-
cion z = y1 —, en efecto,
_ dz . dy dy Yt odz
et il U e S el g

reemplazando en la ecuacién de Bernouilli tenemos

yn dZ+P(x)y _ Q(x)y”/y_”

1—ndx
1 dZ l1-n __
— TPy = oW
1 dz
Pz = 0w
1, .
1,7 +P(x)z = Q(x) jlineal!
—n

y | X
Ejemplo 1.3.9 Resolvemos la ecuacién y’ = = + —

2x 2y
A escribir la ecuacién en la forma 5

1 X

I Ty = . —1
y o y ) y
se observa que es semejante a una de Bernouilli, con
1 x?
pi)=—5, 4x)=7

Como n = —1, hacemos z = y?, se tiene (sin olvidar que las derivadas son respecto de x)

Z, — 2yy/

si se multiplica la ecuacién 2y (para formar el z') se tiene

1 x?
2yy = 2y— -y =2y— -y}
yy Vo Y=Y
d 2
d_y_ o
dx x
y en términos de la variable z
Z_z_o
dx x

Por tanto, la solucién general es
3
X
7= y2 = > +Cx
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Ecuacion Exacta
Una ecuacion de la forma M (x,y)dx+ N(x,y)dy = 0 se llama exacta si se satisface

oM _on
dy  Ox

Equivalentemente, la ecuacién diferencial
M (x,y)dx+N(x,y)dy =0
es exacta si existe una funcién f tal que

9 _
ox

d
Mxy) y af;zzwx,y)

A la funcién f que cumple estas dos condiciones se le denomina funcién potencial, mientras que a la
funcién vectorial

ﬁ(xvy) - (M()C,y),N(X,y))

se le llama campo vectorial conservativo. En este contexto, resolver la ecuacion diferencial exacta es
equivalente a encontrar la funcién potencial del campo.

Al ser la integral de linea independiente de la trayectoria, ella es igual al potencial en el punto final
menos al potencial en el punto inicial. Si f denota el potencial, (xo,yo) es el punto inicial y (x,y) es el
punto final, entonces

(xy)
Fery) = fGoyo) = [ M(xy)dx+N(x,y)dy

(XO Yo )

Si M(x,y)dx+ N(x,y)dy es una ecuacion exacta, entonces su solucién general viene dada por

X y
/M(t,yo)dt+/ N(x,t)dt =C
X0 Yo

El punto (xg, o) es arbitrario, pero no debe ser un punto de discontinuidad de las funciones M y N.
Ejemplo 1.3.10 Resolver la ecuacién diferencial (2xy — sec?x) dx + (x* +2y)dy =0
Se reconoce que M (x,y) = 2xy —sec®x), N(x,y) = x> +2y. Las derivadas cruzadas son:

o _
dy

_ON

Ix = —
o ox

Asi, la ecuacién es exacta. Como M y N son continuas en todo punto (x,y), elegimos xo = 0 = y para
utilizar la férmula

X y
/M(I,O)dl+/ N(x,t)dt =C
0 0

la cual equivale a tener
X y
/ (2t-0—seczt)dt+/ (x*+21)dt =C
0 0
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Resolviendo,
X

+(x%r+1%)
0

y
=C
0

—tgt

Evaluando,
—tgx+x2y+y>=C

Ecuacion de Ricatti

Una ecuacion diferencial de la forma

¥ 4+ P(x)y+Q(x)y* = R(x)
se denomina de Ricatti.

Lo que se debe tener claro es que esta ecuacion no se puede resolver, a menos que se conozca una
solucion, y en tal caso existe una sustitucion que la transforma en una ecuaciéon de Bernouilli. Vamos a
ver esto.

Sea y; una solucién conocida. hacemos la sustitucion y = y; +z, de la cual y’ = y; ' +z'. Se reemplaza
en la ecuacion de Ricatti

' 42"+ P(x) (y1+2) + Q%) (v +2° +2y12) = R(x)
haciendo algunos arreglos
01" +Px) Y1 +0) ) +2' 4+ P(x) 2+ 0(x) 2 +2y120(x) = R(x)
pero y; solucién, de modo que y;’ + P(x)y; + Q(x)y? = R(x), por tanto,
2+ P(x)z+Q(x) 2 +2y120(x) =0

otro arreglo permite tener
2
2+ (P(x) +2y10(x)) z= —0(x)z
Hemos llegado a una ecuacién de Bernouilli en z. Pero te voy a agregar algo més, es posible transformar
una ecuacion de Ricatti directamente en ecuacion Lineal haciendo la sustitucién y = y; + —, esto es lo
b4

que se usa en la practica.

1
Ejemplo 1.3.11 Se sabe que y; = — es solucién de la ecuacién y’ = y* — % Hallar Ia solucién general
X

de esta ecuacion.

Es claro que se trata de una ecuacion de Ricatti. La pasaremos a lineal.

11 A T
X Z X <

reemplazando en la ecuacion dada

11, 1+12 2
2 27 \x73 2
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un arreglo mas
2
74+ =z2=-1, ilineal!
X
Aqui se puede usar la férmula de la lineal.

__x,. ¢
LTT3T 2

En consecuencia, la solucién de la ecuacién de Ricatti es

11l 3x?
N Vo

1.3.8 Factores Integrantes

Sirven para transformar ecuaciones diferenciales no exactas en exactas. No es un problema sencillo,
pero tiene su gracia hallar estos factores integrantes.

Una funcién p(x,y) tal que

M(x,y) u(x,y)dx+N(x,y) p(x,y)dy =0
es una ecuacién diferencial exacta, se llama factor integrante (F.I.)
Busqueda de factores integrantes

Partimos con la idea de que la ecuacién
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0

no es diferencial exacta. Se espera que exista una funcién p(x,y) que al multiplicarla la haga exacta,
esto es,

M(x,y)/,t(x,y) dx—i—N(x,y)[,t(x,y)dy =0

Ahora, usemos la definicion de exacta

d d

—(uUM)=—=—(uN

oy HM) = F7(LN)
sacando las derivadas de estos productos tenemos

oM u u JdN

al asociar
oM N\ ou_ on
dy dx| = ox dy
y al dividir por u

oM 8N:1 Nau_Mau
dy Jdx U

= 27 . F

todavia podemos mejorar esto si nos percatamos que tenemos una derivada de logaritmo.



20 Capitulo 1. Ecuaciones de primer orden

oM ON dln(u) M&ln(,u)

dy odx dx dy

Caso I. EIl FlI depende solo de x
Siendo dependiente sélo de x la derivada respecto de y es cero, es decir,

dinpu
dy

=0

luego, se tiene que

dinpy 1 [dM ON
ox dy  dx

en caso de tener continuidad respecto de x en esta ecuacion, podemos hacer integracion, y tener

Inu= / {aM—aN] dx+InC
N dx

1 [dM ON

k)

N |dy Ox
u==Ce

de donde se obtiene que

es la forma que tiene este factor integrante.
Caso II: El FI depende solo de y
Siendo el F.I: dependiente sélo de y, la derivada respecto de x es cero, es decir,

dinpu

ox =0

luego, se tiene que

dinp 1 [dM ON
dy dy Ox
en caso de tener continuidad respecto de y en esta ecuacion, podemos hacer integracion, y tener
oM ON
Inu=-— / [—} dy+InC
M dx

de donde se obtiene que

1w ],
M| dy Jx Y
nu==Ce

es la forma que tiene este factor integrante.
Caso III: EIl FlI. depende de x e y

Si existe factor integrante, y es de cierta forma funcién de un argumento del tipo xy, x £y, X2+ yz, i,
etc, tenemos un “truco” infalible, hacer z = f(x,y), y aplicar la regla de la cadena para hallar el u(x,y).
Te anoto con zoom el siguiente recordatorio
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ox dz OJx

81n,u_81nu.8z

Ejemplo 1.3.12 Hallemos solucién general de (y +xy?)dx —xdy =0

Lo primero que se hace al mirar una ecuacién diferencial es tratar de identificarla. Si la escribes en la
forma |
/ 2
y —=-y=Yy
X
es una ecuacion de Bernouilli. Esas ya las sabemos resolver, busquemos una alternativa. Veamos si es
exacta

oM
M=y+xy? = ——=1+2y

dy
JdN
N=—x = —=-1
dx
se concluye que la ecuacién no es exacta por tener estas derivadas distintas. Le buscamos un factor
integrante
oM JN
————=2(1
o ox (I+xy)
Estamos entre dos alternativas, dividimos por N o dividimos por M. Si dividimos por M se tiene que
1 [oM ON 1 2
— === 2(1+xy)=—=F
M [9y 3X] y(1+xy) (1+) y o)

iiBingo!!, el factor integrante depende sé6lo de y. Este F.I. es

—[2q C
‘LL = Ce f.V Y = )?
1 -
tomando C = 1, el EL: es u(x,y) = — . Con este F.I ya calculado nos vamos a la ecuacion que no era
y

exacta, multiplicamos y tenemos

2
Y+ dx— idyzo, jExacta!
y? y?

A continuacion una tabla de factores de integracién que debes tener a mano
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Tabla de factores integrantes

Expresion Dependencia Factor de integracién
@ = f(x) depende de x p(x) = el S

SRR o) depende de y H(y) = e~ 00D

WM —fty) | dependedez=xty | p(z) = /M
Mo fey) | dependedez=x—y | u(z)= el
)Iztl/ify—_)]c\;fl = f(xy) depende de z = xy p(z) = e/ 746

NLy_ _2;\/;4 depende de z = x+y* | u(z) = e/ D%
2)?]/{;__5;]‘/[ = f(®+%) | depende de z =x2+? | p(z) = el /D4R
M},Nx:mi\;nﬁ; m(x,y) =x"y"

M, —N,=NP—MQ L(x,y) = ef PO o] QO)ay

Ejemplo 1.3.13 Resolvemos la ecuacién (2y + 3x%y?) dx + (3x + 5x%y?) dy = 0 sabiendo que admite
un factor integrante de la forma x™y"

Del enunciado se deduce que al multiplicar la ecuacién por dicho factor integrante resulta una ecuacién
exacta. Vamos por eso entonces

d d
% ((2y 4323y )x™y") = 55 (Bx+ 50y%)x"y")

al hacer esta derivada parcial se encuentra que
nx™y" 1 (2y 4+ 3x%y%) + XMy (24-9x%?) = ma™ 1y (Bxy + 5x°y?) + XMy (3 4 15x%y?)
al factorizar por x™y" se tiene
X"y [2n+ (3n+ 9)x?y* + 2] =x"y"([3m+3 + X2y (5m + 15) ]

de donde,
20424 (3n+9)x’y* = 3m+3 +x*y*(5m+15)

traspasando e igualando a cero

Xy (3n+9—5m—15)+(2n+2-3m—3)=0
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lo que nos lleva a que
3n—5m =06, y 2n—3m =1

de lo cual se obtiene m = —9, n = —13, con lo cual, el factor integrante es x °y~'3. Resolvemos ahora
la ecuacion exacta
(2y43x°y*) x 2y Bdx+ Bx+58°y?) x Oy Bdy=0

Para ello tenemos que

9 _ 2y + 3x2y?
u=/(2y+3x2y2)x %y 13dX+K(y)=/xgy13dx+K(y)

la integral es sencilla
1 1

C4x8yl2 2x6y10

Para determinar el valor de la funcién K(y) derivamos respecto de y para tener

p= +K©)

u 3 5

!
Jy Byl +x6y11 +K()

u .
como Iy €S con0c1da, entonces

3 5 3 5
Tt 6o — 3t

+K'
Xy T 36yIT = 3813 T 6T )
deduciendo que K(y) es una funcién constante, que denominamos C. Por tanto, la solucién general de

la ecuacion diferencial es . .

4x8y12 T 2x6y10 — ¢
Ejemplo 1.3.14 Para la ecuacion (x — y)dx + (x +y)dy = 0, hallar un factor integrante de la forma
o= p(+y>).
De acuerdo a lo establecido, el factor integrante se obtiene a partir de

M, —N,

2xN —2yM B f(x2 +y2)
Las derivadas a sacar son:
= My, =—1 n 2xN = 2x(x+y) = 2x* + 2xy
s N, =1 = 2yM =2y(x—y) = 2xy —2)°
. x| 20N —2yM =262 + 2y
Luego,
My,—N, = -2 1

= f(+y%)

2N —29M 221252 2 ty?

El factor integrante es
w(x,y) = o FOE+y)d(+y%)
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reemplazando z = x? +y?

= f—%dZ: _lnzzlzil
p(x,y)=e e R
Vamos a verificar nuestro trabajo. La ecuacién a trabajar es ahora
M N
1
e (x—=y)dx+ 55— (x+y)dy=0
que se puede escribir
M N
x—y X+y
d dy=0
P x+x2+y2 Y

debiera ser exacta. jVamos a ver!

(2 +y?) —2p(x—y)  y*—x*—2xy

. M, = — -
’ (2 +y2)? (x> +y?)?
SN (P +y") —2x(x+y)  y*—x*—2xy
x = (2 +y2)2 T2y

Como son iguales, hemos probado que tiene ese factor integrante.

|Math
Pasas con 100 %.

1. El valor de k para que sea exacta la ecuacion
(2x — ysen(xy))dx — (20k*xy* + xsen(xy))dy = 0

1 1
(@) k=5 (b) k=—-5 (©) k=< @ k=3

2. El valor de k de modo que la ecuacién diferencial sea exacta.
(kx*y+ € )dx + (x> +xe’ —y)dy =0
(k=1 (b)k=0 (c)k=2 (d) k=3
3. La funcién M(x,y) de modo que la ecuacién diferencial sea exacta

M (x,y)dx + (x* +xe* —y)dy =0

(a) 3x°y + ye (b) 3xy + ye’ (c) 3x%y 4 xe” (d) 3x%y + ye*
4. La ecuacién (x -+ 3x> seny)dx 4 x* cos ydy = 0 tiene un factor integrante que depende de x. El factor
es:
(@) pe) = OpE=—  ©pl)= @ () =
X X X X
[ Fin Test | | | [ Correctas |
ScoreField PointsField

| | Correctas |
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| Math
Pasas con 100 %.

1. Indica factor integrante del tipo u(x,y) = x"y" para la ecuacién dada.

4x?

(a) p(x,y) = xy O plxy) =2 (©) plxy) =27 (d) p(x,y) =07
2. Indica, para la ecuacion (3x + 2y 4 y?)dx + (x4 4xy + 5y?)dy = 0, un EI si;

114), ]Vx 2 2 ff(x+y2)d(x+y2)
—_— = + — +y7) = El
N—_2vM f(x y ) [.L(X ) e e€s

(@) plxy) =x+y* () pxy) = ©pEy)=x+y (D pulx,y)

2

x+y? T xty
3. Indica el factor integrante, p(xy), de la ecuacion
5 1
2(y°+ —)dx+3xydy =0
y
(@ pley)=xy+2 O pky)=xy+1 () plxy) =xy (d) p(x,y) = x%y
[ Fin Test | | | [ Correctas |
ScoreField PointsField

| | Correctas |

1.4 Aplicaciones Elementales

Abordamos crecimiento de poblaciones, desintegracion radiactiva, Ley de enfriamiento de Newton y
problemas de mezclas.

1.4.1 Modelos de crecimiento y decrecimiento

La rapidez de crecimiento del nimero de bacterias en una solucién es proporcional al nimero de
bacterias presente. Si x representa el niimero de bacterias presente en una solucion en el tiempo ¢ y k es
un factor de proporcionalidad, entonces la ley de descomposicion y de crecimiento estd expresada por:

dx
dt
dx
dt
Ejemplo 1.4.1 Una poblacién bacteriana B se sabe que tiene una tasa de crecimiento proporcional a si

misma. Si entre el medio dia y las 2 pm se triplica, hallar a qué tiempo, sin ningun tipo de control, B
serd 100 veces mayor que al mediodia.

= —kx para la descomposicion

=kx para el crecimiento
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Sea x la cantidad bacteriana y sea xy la cantidad al mediodia. La ecuacién diferencial que gobierna este
tipo de problemas es:

dx
— =Kx
dt
con solucién
x=Ce

Como en t = 0 es x = xg, entonces C = x. Por tanto,

x=xpe

Para hallar K usemos que en ¢ = 2 es x = 3xp. Luego,

In3
3x0:xoekt:>k:n7

Asi que la ecuacion tiene la forma
n3

x=xpé B
Ahora hallamos ¢ para que se tenga x = 100xq. Es decir, debemos resolver

In3
2

100xg = xpe' 2 =t =8,38 hrs

Ejemplo 1.4.2 Una reaccién quimica se desarrolla con la ley de descomposicion. Si la mitad de la
sustancia A ha sido convertida al finalizar 10 seg, hallar en cuanto tiempo se han convertido los nueve
décimos de la sustancia.

Sea x¢ la cantidad inicial de sustancia A. La ecuacién de descomposicion es

dx
— = —kx
dt
Al resolver esta ecuacion se tiene:
x=Ce ™

Esta es la cantidad presente en todo tiempo ¢. Para hallar la constante C se hace uso del hecho de que
en t = 0 la cantidad inicial es xg, esto es,

X = X e M

Por hipétesis, en t = 10 la cantidad de sustancia A es 3. Tenemos:

S0k, 2
z—xoe = k= 0

Con esto, la ecuacion diferencial es .
_¢inz
X=xpe 10

Ahora hallamos ¢ para que se tenga x = %xo (es lo queda en cualquier instante. Es decir, debemos

resolver
9 _ 2
Exozxoe 10—t =33 seg
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Ejemplo 1.4.3

En la conservacidén de alimentos, el aziicar sufre un proceso de inversion y se transforma en glucosa y
fructuosa. En las soluciones diluidas, el ritmo de inversion es proporcional a la concentracién y(z) del
azucar inalterada. Si la concentracién es de % cuandor =0y T%o tras 3 horas, hallar la concentracién
del azicar inalterada después de 6 horas.

La ecuacion que modela es

dx
=~k
a
Al resolver
x(t) = CeM

Si x(0) = 4, entonces C = 2, de modo que la ecuacién queda

1
x(t) = 0 ek
Ahora
1 5
200 50
se halla k = —In /4. Con esto, la ecuacién es

1
xX(t) = %e_”“‘% — x(6)

Desafio 1.

» La tasa de crecimiento de una poblaciéon de moscas de la fruta en un instante dado es propor-
cional al tamafio de la poblacién en dicho momento. Si hay 180 moscas después del segundo
dia del experimento y 300 moscas después del cuarto dia. ;Cuadntas moscas habia originalmente?

| | Ans| | Clear]

Desintegracion radiactiva

Entre 1900 y 1902, Rutherford y Soddy (posteriormente galardonados ambos con el premio Nobel de
Quimica), estudiaron la desintegracién de la materia por emisién de radiactividad. Experimentalmente
verificaron que el ritmo de desintegracion de los elementos radiactivos es proporcional a la cantidad
de elemento presente. Asi, si x(¢) designa dicha cantidad en cada instante de tiempo, se tiene que la

ley de desintegracidn es
dx

— =—k k>0
ar X, >

cuya solucion general es
x(1)=Ce ™™
Si se fija la condicién inicial x(0) = xo, se obtiene que C = xp, con lo cual

x(t) =xpe ™

Un elemento interesante en este clase de problemas es el de vida media.

Definicion 1.4.4 La vida media de una sustancia radiactiva es el tiempo necesario para que se
desintegren la mitad de los 4tomos de una cantidad inicial de dicha sustancia.
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Ejemplo 1.4.5 Un material radiactivo se desintegra a una razén proporcional a la cantidad presente.
Si inicialmente hay 40 mg de material y al cabo de una hora se observa que ha perdido el 8% de la
cantidad inicial, hallar:

1. la cantidad de masa en cualquier instante ¢

2. la masa del material después de 3 horas.

3. el tiempo que transcurre hasta la desintegracién de la mitad de la cantidad inicial.
1) Sea x(¢) la cantidad presente del material radiactivo (en miligramos). De acuerdo al modelo, la
ecuacion que gobierna este proceso es

dx
— =kt
dt
con solucién
x(t) =Ce"

De acuerdo con los datos del problema x(0) = 40, con lo cual
x(1)=Cell = 40=Ce’ = C =40
De esta manera la ecuacién queda
x(t) = 40"
Ahora se debe determinar la constante de proporcionalidad

92 ,

Esta es la cantidad presente al cabo de una hora (el 8 % de 40 es 3,2, queda 40-3,2=36,8). Se sigue que

92

—=1In(40-
t n<0100

) = —0,0833

Por tanto,
x(t) — 40670,083&

es la ecuacidn que entrega la cantidad de material radiactivo presente en cualquier instante de tiempo ¢.

2) La masa del material después de 3 horas lo proporciona
x(3) =40 0033 = 31,155 mg

3) El tiempo para que quede la midad se halla como sigue:

40

- =20= 4000833 — 1 — 8 3210min

Ejemplo 1.4.6 La velocidad con que se desintegran niicleos radiactivos es proporcional al nimero de
nucleos que estdn presentes en una muestra dada. La mitad del nimero original de nicleos radiactivos

ha experimentado la desintegracién en un periodo de 1500 afios.

1. (Qué porcentaje de nicleos radiactivos originales continuardn después de 4500 afios?
2. (En cudntos afos quedard solamente un décimo del nimero original de niicleos radiactivos?
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De la lectura del problema, la velocidad con la que se desintegran los niicleos en tiempo t es proporcio-
nal al niimero de niicleos presentes, se puede plantear la ecuacién
dx
dt
en donde x(¢) es la cantidad de niicleos radiactivos presente después de ¢ afios y k es una constante de
proporcionalidad. Si xg es el nimero original de nicleos radiactivos. Entonces

kx

x(0) =xp

La vida media es !
x(1500) = 570
La solucidn de la ecuacién diferencial es
x(t) = CeéM
para r = 0 se tiene x(0) = C = x¢. Luego,
ket

x(t) =xpe

Con la vida media se halla la constante k. Se tiene

%Xo — xg k1590
de donde X
_ In3
1500
Se tiene la siguiente ecuacién
x(t) = xg e 150012

1) Para dar respuesta a la primera pregunta
x(4500) = xge~ P00 = 0,125x
de lo cual se tiene 12,5 %

2) Para determinar en cudntos afios quedara solamente un décimo del nimero original de niicleos, es
necesario hallar el valor de 7 tal que x(r) = %xo. Esto es,

1
100 =0 et
Con el valor de k previamente obtenido:
In0, 1
r= ng, — 4983 afios

Desafio 2.

» Se analiz6 con Ci4 que tiene una vida media de 5600 afios, un hueso fosilizado. Se encontré que
contenia la milésima parte de la cantidad original de Cy4. Determinar la edad del fésil (en afios aprox.).

| | Ans| | Clear]
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Ley de enfriamiento de Newton

Se sabe de observaciones experimentales que la temperatura de un objeto cambia a una velocidad
proporcional a la diferencia entre la temperatura del objeto y la del medio que le rodea. Esto se conoce
como la Ley de enfriamiento de Newton. Esto es,

La temperatura de un cuerpo cambia a una velocidad que es proporcional a la diferencia de las
temperaturas entre el medio externo y el cuerpo

Suponiendo que la constante de proporcionalidad es la misma ya sea que la temperatura aumente o
disminuya, entonces la ecuacién diferencial de la ley de enfriamiento es:
dT
= k(T =T,)
donde:
= T = Temperatura del cuerpo
= { = tiempo
= T, = Temperatura del medio ambiente
= k = constante de proporcionalidad.
Al resolver esta ecuacidén encontraremos la temperatura del cuerpo en cualquier instante de tiempo ¢.
Esta solucién es:
T=Ty+Ce ™

Observacion. Una alternativa interesante como método para resolver esta clase de problemas consiste
en considerar, no la solucién de la ecuacién diferencial, si no el planteamiento de la ecuacién diferencial

como sigue:
T
=—k / dt
n T —Ty

en donde la parte izquierda de la ecuacion conlleva la temperatura y el lado derecho el tiempo, de
modo que se debe leer del modo siguiente:

= atiempo ¢ = 0 corresponde temperatura inicial 7.

= atiempo ¢ corresponde temperatura 7.

Ejemplo 1.4.7 Se calienta un alambre hasta 100°, a continuacion se sumerge en agua que se mantiene
a 30°, despues de 3 minutos la temperatura del alambre se ha reducido a 70°. Hallar el tiempo necesario
para que la temperatura del alambre sea de 31°.

Vamos a resolver el problema aplicando la ley de Newton e integrando inmediatamente. También se
puede hacer por integracién indefinida y calculando las constantes, tud eliges.

3
T' = —k(T — T =—k dt
( — /ooT 30 /0

= In(40) —In(70) = —3k

1.7
= k= In(7)=0,1865383

Con la constante k ya calculada, finiquitamos el problema como sigue

31T
/ = —0,1865383 — ln(70) =0,1865383 ¢
100 T —30
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Al despejar se obtiene
In(70)

= T Mo — 22 4 .
0,1865383 , 7754, minutos

Desafio 3.

» Si la temperatura del aire es de 20°C y un cuerpo se enfria en 20 minutos de 100°C a 60°C,
hallar en cuénto tiempo (minutos) la temperatura descendera a 30°C | |

[Ans| | Clear]

Si tienes un tiempo libre visita
https://www.youtube.com/watch?v=jrAQAo8Zv_4
http://curso-ecuaciones.blogspot.cl/2009/10/mezclas.html

Problemas de Mezclas

Se trata de calcular la cantidad de soluto x(z) que hay en un tanque, que tiene un volumen inicial Vy de
solucién (una mezcla de soluto y solvente), en cualquier instante de tiempo ¢, en funcién de la cantidad
inicial de soluto xg, conociendo ademas que hay un flujo tanto de entrada como de salida.

¢ = concentracion de em‘rada

v, = razen de entrada

Vu = volumen inicial

x, = cantidad inicial de soluto
C'y = concentracion inicial

(', (t) = concentracion de salida

o (varia en funcion de t)
@ va = razon de salida

Figura 1.5: elementos de una mezcla

Supongamos que la solucién que se inyecta al tanque tiene una concentracién de C; gramos de soluto
por litro, y fluye a éste con una tasa de v litros por segundo, en tanto que la sustancia contenida en el
tanque se mantiene bien mezclada por agitacion y fluye hacia fuera de este a una tasa de v; litros por
segundo (figura 1.4).

Observacion. Debe quedar claro que la cantidad de soluto en el tanque, una vez iniciado el proceso,
va a variar en la medida en que transcurre el tiempo; es decir, la concentracién de sal en el tanque es
una funcién del tiempo.

Sea x(7) la cantidad de soluto en el tanque en un instante de tiempo 7. La cantidad de soluto que fluye
hacia el tanque durante Ar segundos es (v;CAt) gramos. La cantidad de soluto que fluye hacia fuera
del tanque durante el mismo intervalo de tiempo, depende de la concentracién de soluto C,(¢) en el
tanque al instante ¢.


https://www.youtube.com/watch?v=jrAOAo8Zv_4
http://curso-ecuaciones.blogspot.cl/2009/10/mezclas.html
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La concentracién de soluto en el tanque en cualquier instante de tiempo ¢ es

x(t
Gt) = =2
2(7) 0
donde x(z) es la cantidad de soluto en cualquier instante 7 y V(¢) el volumen de liquido en
el tanque en cualquier instante ¢.

~—

Si la tasa de entrada de liquido al tanque es igual a la tasa de salida de liquido del tanque (vi = v;)
entonces el volumen en cualquier instante de tiempo ¢ es el mismo, es decir, el volumen se mantiene
constante (V (1) = Vp, con Vp volumen inicial).

El volumen de liquido en el tanque, en cualquier instante de tiempo ¢, viene dado por la ecuacién

V() =Vo+ (vi—wm)t

Por otra parte, la variacién de la cantidad de soluto en un instante ¢, es igual a la diferencia entre la
cantidad de liquido que fluye hacia el tanque (viC;At) y la cantidad de liquido que fluye fuera del
tanque (voCrAr). Es decir,

Ax = (gramos que ingresan) - (gramos que salen) = viC1Af — v, G At

Al dividir por At:

Ax
Kt = V]C] — V2C2
calculando el limite de cuando Ar — 0 se obtiene
dx
— =v1C1 —nC 1.6
7 = 16— nG (1.6)

expresion conocida como ecuacion de continuidad.

Sustituyendo en esta ecuacién la concentracién de salida:

_x() x(1)
G1) = V() Vo+(vi—wm)t

se tiene la ecuacion diferencial lineal

dx Vo

Ty 2 =y C
dl+V()—|-(V1—V2)tx Vit

con las condicion inicial x(0) se halla la constante de integracion C'y se establece x(7).
Ejemplo 1.4.8

En un estanque de 378,5 litros de capacidad va entrando salmuera, que contiene 240 gramos de sal por
litro, a razén de 11,35 litros por minuto, mezcldndose con el agua limpia que contiene el estanque. Al
mismo tiempo, va saliendo una cantidad igual de la mezcla por minuto. Hallar la cantidad de sal que
hay en el estanque al cabo de una hora.
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En 11,35 litros hay 2724 gramos de sal, lo que en kilos son 2,724 kilos de sal, y de acuerdo con los
datos del problema, corresponde a la cantidad de sal que esté entrando.

k L k

razon de entrada = <0,24g> . <1 1, 35,) = 2,724—,g

L min min
El problema dice que también sale cierta cantidad de mezcla. Necesitamos la concentracion, que es la
cantidad de sal en la unidad de volumen de solucién. Esto es
x(t)kg \ 11,35L  11,35x (kg
378,5L min  378,5

razon de salida = -
min

Tenemos todos los datos, por tanto, la ecuacién de continuidad es

11,35

'— 2724~
X =272 5

que en diferenciales es
dx 1031,034 —11,35x

dr 378,5
se separan variables (también se puede ver como lineal) y ponemos los limites de integracion.
X dx 60

dt

378,5 =
" Jo 1031,034—11,35x 0

la primera integral es un logaritmo, al evaluar, usando calculadora por supuesto, debes tener
x =75,81234185 kgs de sal
Ejemplo 1.4.9

Un tanque contiene 1000L de agua pura. Entra salmuera por dos llaves, por una de ellas entra salmuera
con 0,05 kg de sal por litro de agua a razén de 5 L/min, y por la otra entra salmuera con 0,04 kg de
sal por litro de agua a razén de 10 L/min. La solucién se mantiene mezclada perfectamente y se sale
del tanque con una rapidez de 15 L/min. ;Cudnta sal estd en el tanque después de ¢t minutos y también
después de una hora?

Sean x(t) la cantidad de sal (en kilogramos) después de t minutos y % la razén de cambio de la cantidad
de sal. La ecuacion de continuidad nos permite plantear la ecuacién diferencial:

d—f = (raz6n de entrada) — (razén de salida)

La razon de entrada es:

K L K L K
(o,05g> - <5> n <0,o4g> . (10.) — 0,658
L min L min min

Y la razén de salida:
Mokg) 1SL _ 3x (ke
1000L /) min 200 \ min

Por tanto, nuestra ecuacién diferencial a resolver es:

dx 3x
o _0’65_ﬁ

Al resolver:
_ 360
x(60) =43,3-(1 —e ) =25715 kg



34 Capitulo 1. Ecuaciones de primer orden

Ejemplo 1.4.10

Un tanque con capacidad de 500 galones contiene inicialmente 200 galones de agua con 100 Ib de sal
en solucién. Se inyecta al tanque agua cuya concentracion de sal es de 1 Ib/gal, a razén de 3 gal/min.
La mezcla debidamente agitada y homogeneizada sale del tanque a razén de 2 gal/min.

1. Encuentre la cantidad de sal y la concentracién de sal en el tanque para cualquier tiempo.

2. Determine la concentracidn de sal en el instante justo en que la solucién alcanza el volumen total

del tanque.
1) De acuerdo con los datos la ecuacion modelo es
v, 2 g
dr 200+t

Resolviendo con condiciones iniciales se tiene

2
200
x(t) = (2004¢) — 100
(1) =( ) <200 +1 >
Para determinar la ley de variacién de la concentracién de sal en el tanque en cualquier instante #, se
debe recordar que la concentracién en cualquier instante ¢ se obtiene como el cociente entre la cantidad
de sal en cualquier instante 7 y el volumen en cualquier instante ¢

donde
V(l‘) =W+ (V] — Vg)l =200+1¢
al reemplazar
4(10)°
(200+1)3
2) El volumen de liquido en el tanque, en cualquier instante ¢ del proceso, se obtiene por medio de la
ecuacion

Ct)y=1-—

V(t)=Vo+ (vi—wm)t

Asi, para determinar el tiempo que demora en alcanzarse el volumen total de liquido en el tanque, se
sustituyen los datos en la esta ecuacion

500 = 200+ (3 —2)t = t = 300 min = 5h

Para determinar la cantidad de sal y la concentracion justo en el instante que el tanque llega a su
volumen méximo, se sustituye en las el tiempo ¢ = 300 min (que es cuando alcanza el volumen total

x(300) =484
C(300) = 0,98
Luego, al cabo de 5 horas la cantidad de sal en el tanque es 484 1b y la concentracion es 0,98 1b/gal

Desafio 4.

» Se sabe que la poblacién de cierto pais aumenta de una forma proporcional al nimero de ha-
bitantes actuales. Si después de dos afios la poblacién se ha duplicado y después de tres afios la
poblacién es de 20.000 habitantes, hallar el nimero de habitantes que habia inicialmente en el pais.

| | Ans| | Clear]
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Problemas Resueltos

Los problemas que se desarrollan a continuacién han formado parte de pruebas escritas que he tomado
a otros alumnos de Ingenieria. Espero que te sirvan como complemento de tus estudios. jAprovéchalos!

Problema 1.1 Plantear los siguientes enunciados en términos de una ecuacién diferencial, indicando
claramente cuales son las variables que se utilizan y las constantes de proporcionalidad empleadas.
iiPor favor!!, No resuelvas, no aporta puntaje.

1.

Un tanque contiene 100 litros de salmuera obtenida disolviendo 60 kgr de sal en agua. Se
introduce agua salada en el tanque a raz6n de 2 litros por segundo que contiene 1 kgr de sal, y
la mezcla que se mantiene homogénea sale del tanque a una velocidad de 3 litros por segundo.
Escribir la ecuacién diferencial que da la cantidad de sal en el tanque al cabo de un minuto.

dy _»__ 3y
Resp. 5 =2 — 150

. Para cierta sustancia la velocidad de cambio de la presién (P) respecto a la temperatura (7) es

proporcional a la presién e inversamente proporcional al cuadrado de la temperatura.
kP

dP
Resp. 57 = 72

. La poblacién P de una ciudad aumenta a una velocidad proporcional a la poblacién y a la

diferencia entre 200000 y la poblacién.
Resp. & = kP (200000 — P)

100 gramos de aziicar que estdn en agua se convierten en Dextrosa a una velocidad que es
proporcional a la cantidad que adn no se ha convertido. Dar la ecuacién que expresa la velocidad
de conversion después de ¢ minutos.

Resp. % =k (100 —gq), g = conversion

El numero de personas implicadas en un escdndalo aumenta a una tasa que es proporcional tanto
al nimero de personas ya implicadas como al nimero de personas comprometidas que no han

sido implicadas todavia.
Resp. % =kP(N—P)

El crecimiento de cierta poblacién animal es proporcional a la cantidad de individuos presente
disminuida en un factor proporcional al cuadrado da dicha cantidad.
Resp. % =k P—ky P?

. Suponiendo que mientras mds tiempo conduce una persona bajo condiciones de riesgo uniforme,

mayor es la posibilidad de que sufra un accidente. Un andlisis cuidadoso de la situacién muestra
que la tasa de aumento en la probabilidad P es proporcional a la probabilidad de no tener
accidéntes.

Resp. &£ = k(1-P)

. El dinero. depositado en un banco aumenta de tal manera que en cualquier momento la tasa a la

cual estd aumentando el saldo es igual al 7% del saldo de ese momento.
7

ds _ 7
Resp. 9 = 1058

Problema 1.2 Para cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales, escribe la forma estandar, bajo
la cual decides poner (1) si es homogénea, (2) si es lineal, (3) si es de Bernouilli, (4) si es reducible a
homogénea, (5) si es exacta, y (6) de otro tipo que si puedes identificar.
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. (senxseny-+tgx)dx—cosxcosydy =0

. xdx+ (ydx—xdy)-sen? =0
Cx(Bxy—4y +6)dx+ (x* —6x%y? —1)dy =0
(2 +x—2y+3)dx+x2ydy =2(x+y)dy

. 2y(y? —x)dy = dx

CAdx+ (x—y+2)2dy=0

. 6y?dx—x(2xX° +y)dy =0

. tdx+xdt =13 dt

(x+y+1)dx=(2x+2y—1)dy

Respuestas

oM ON

1. Se verificaque — = — =senxcosy jexacta! (5)

dy  ox

2. Consideras en primer lugar que

dy - _x_|_y Senz(y/x)
=1y = xsen?(y/x)

Si reemplazas, x por kx e y por ky tienes que

dy  kx+ky sen’®(ky/kx) Xty sen’(y/x)

dx  kx sen? (ky/kx) T x sen2(y/x) = f(x,y)

jhomogéneal, (1). Si te simpatiza hacer y = ux, encuentras que tu ecuacion se transforma en
variables separables.

1 2 d
u'x+u= 1+ sen”(w) = u'x=F(u) = G
sen?(u) F(u)
. Esta es exacta, (5)
dM JN
= ——=3x"—12x)°
dy dx * Y

. jOtra vez, exacta! (5)
d
5. Esta es lineal (2). Debes escribirla como d—x

. Si haces x —y+ 2 = z es de variables separables (6). Si la escribes

x2

;=027

’ X
~Zy=2
x 2@ )+

es de Ricatti (6)
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7. ;Bernouilli! (3)
1 1
x'——x=—x*
6y 3y
8. Verifica que es lineal y también exacta. Usa x’
9. Con z =x+y lallevas a variables separadas

Problema 1.3 Resolver la ecuacién diferencial x2y’ = 1 — x> +y* — x%y?
Se separan variables

dy  (1—x*)dx
1+y2 %2

Ay = 1=+ (1 -2y =
Integrando
1
arctg(y)=———-14C
X

Problema 1.4 Resolver las siguientes ecuaciones sabiendo que, una de ellas admite un factor integrante
de la forma ¢ (xy) y otra es de Ricatti con solucién particular y = x — 1.

1. (ydx+xdy)xcos (2) = (xdy—ydx) sen ()

X

2. dy—xdx—dx+xy(y—2x)dx+x>dx=0
3. Bxy+4y*+ 1) dx+ (2x* +6xy+2)dy =0

Respuestas

(1) Esta ecuacién es homogénea. Con y = ux se tiene y' = u'x + u.
[ux +x (u'x+u)]x cos u = [x (u'x+u) — ux] ux sen u

Seguro te diste cuenta que se dividi6 por dx para hacer y’. Reducimos términos semejantes.

3

/ /
2ux® cosu—+x>u’' cosu=xuu'senu

Factorizamos el u’

3

u' (x* cosu— x> u senu) 4 2ux® cosu = 0

de donde p 0y
xu' (cosu—usenu)+2ucosu =0=— (cosu—usenu)du el
ucosu x
Al integrar
In(u cosu) = —21Inx+1In C = In[(u cosu) - ¥*] =In C
Esto es

y
ucosu-x* =C = xycos(>) =C
X
es la solucién de la ecuacion dada.
(2) Laecuacioén se escribe como

d
d—z—x—l+xy(y—2x)+x3 =0
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lo que permite pasarla a la forma

dy _

T (2)y+ @)yt =xt 12

una linda y hermosa ecuacién de Ricatti Sea y = z+ x — 1, entonces % = % + 1. Reemplazando en

Ricatti tenemos
dz .

=

dz
2
(z"—2z)x =2 xdx

Al integrar (fracciones parciales por supuesto)

2

1 1
3 lnz+§1n(z—2) = —%—HnC

Juntando logaritmos y despejando se halla

Se concluye que la solucién general es

2e"
!

y
(3) No es necesario ser mago para darse cuenta que esta tiene que ser la candidata a exacta.
(3xy+4y* + 1) dx+ (2x> +6xy+2)dy =0

Sacamos las derivadas parciales

oM ON
— =3x+38y, — =4x+6y
dy dx

le falté poco para ser exacta. Pero, nos dicen que hay un factor integrante del tipo ¢ (xy). El asunto
funciona como sigue.

R
i=4 dx dy

Formamos la ecuacién que permite la determinacién del factor.

X

oM N _ 9

d

Haciendo los reemplazos correspondientes y reduciendo los términos semejante

D)= - gyt
az T H=x

Con este factor integrante (it = xy -+ 1), la ecuacion exacta es

(Bxy+4y* + 1) (xy+ 1) dx + (2x* + 6xy +2) (xy+1)dy =0
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Esto significa que existe una funcién F tal que

JdF
e 3x2y? +dxy +4xy> + 1

al integrar respecto de x
F(x,y) = x°y* +2x%y + 227y +dxy? + x + k()
se deriva respecto de y para determinar esa constante k(y).

oF
Fn =2y + 247 4+ 6x%y? 4+ 8xy + k' (y)

Como se sabe que

JoF
5 = (22 +6xy+2) (xy+ 1) = 2y + 247 4 6x%2y* + 8xy + 2

y
al igualar se obtiene

kK'(v)=2==k(y) =2y
En consecuencia,
F(x,y) = x°y* + 222y + 2x%y + 4xy? + x + 2y
Con lo cual la solucién general tiene la forma
Oy 4202y F 2%y 4+ dxy? +x 42y =C

Problema 1.5 Una lancha a motor circula por las tranquilas aguas del Calafquén con velocidad de 10
km/h. A plena carrera su motor fue apagado, y después de t = 20 segundos la velocidad de la lancha
disminuy6 hasta vi = 6 km/h. Determinar la velocidad de la lancha 2 minutos después de haber apagado
el motor, considerando que la resistencia del agua es proporcional a la velocidad de movimiento de la
lancha.
De la lectura del problema se deduce la ecuacién que modela la situacion es

ﬂ:kv:M)ZCekt
dt

dado que, en t = 0 es v = 10, entonces
v=10e"

Abhora, 20 segundos son % de minuto. Luego,
6=103 —= k=3 1n(§)
Para ¢ = 2 minutos tenemos
v=10e16/5) — y = IO(E)6 = 2724

5 T 3125
Es probable que no te guste la forma en que se trabajé el problema. ;Qué te parece la siguiente?

= 0,4665

vdy 1/3 6 1 3
==k In(—)=-k=>k=3In(2
[ =k [ = () = k= k=31n()

con este dato se tiene

v dy 3. 12 V 3 3
= —In(Z In(—)=2-3In(= =10(2)° = 0,4665
| S=m@) [ =5 =23m(Z) = v=10()° =0,
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Problema 1.6 Resolver la ecuacién (3y? — x)dx + 2y (y* — 3x)dy = 0 sabiendo que tiene un factor
integrante de la forma (x4 y?).
Si u es factor integrante, entonces la ecuacion

(3y* —x) pdx+2y(y* —3x) udy =0

es exacta. Se aplica ahora la condicién de ser exacta

d 2 _ J 2
5(3 =52y (0 -3

Derivando correctamente
au 1%
392 —x) = 4+ 6uy=2y(y* —3x) = — 6
(3y"—x) ay+ py=2y(y"—3x) 3, OV

Si z = x+y?, entonces la regla de la cadena nos dice que

du dz ou 9z
2— _— = 2— _—
(3y"—x) FE ay+6uy 2y (y~ —3x) 32 I 6uy

de donde, 5 5
20 2H —ov(v? 3 ZH.

(3y"—x) 5. 2y+12uy =2y(y" —3x) PR
factorizando, 5

2 2y(3y —x) 207~ 3x)] = —12uy

9z
Lo que equivale a tener

P +4] 5 =3
Jz

Al separar variables se encuentra que

d
0z x+y? 0z z
al integrar, el factor integrante buscado es

p=z

Problema 1.7 Demostrar que la sustitucién x = r cost, y = r sent transforma la ecuacién homogénea
y" = f(x,y) en una ecuacién de variables separadas en ¢ y r. Usar la sustitucion para hallar la solucién
de la ecuacion

(x+2y)dx+ (y—2x)dy=0

Para dar respuesta a la primera interrogante, establecemos la condicién de ser homogénea
y' = f(x.y) homogénea —> ' = £(1,)

usamos la sustituciéon

X = rcost dx = costdr—rsentdt
—
y = rsent dy = sentdr+rcostdt
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reemplazamos en la condicién de homogeneidad

y sentdr+r costdt
y/:f(laf): =

=f(l,tgt)=F(t
x costdr—rsentdt ftet) ®)
al multiplicar y reunir términos semejantes se tiene

dr  F(t)sent+cost
r sent—F(t) cost

que mds podemos pedir, estdn separadas la variables, y es la respuesta.

Para resolver la ecuacidon dada seguimos un camino simple y sin dramas. La ecuacidn es
(x+2y)dx+ (y—2x)dy=0
reemplazando x = r cost, y = r sent, tenemos
(rcost +2rsent)(costdr —rsentdt) -+ (rsent — 2r cost)(sentdr+rcostdt) =0
después de multiplicar y reunir términos semejantes,
rdr—2r*dt =0=r=_Cée"

Problema 1.8 Resolver las tres siguientes ecuaciones, sabiendo que una de ellas es de Bernouilli, y
otra reducible a homogénea.

L. (x+y)dy+(x+y+1)dx=0
2. (xy*Inx)y’ +y* =x*+xInx

3. 2x+y)dy—dx=0

Resulta inoficioso tener que escribir todo el desarrollo de estos problemas, lo mejor es tener la respuesta
y un “camino propio” de resolver. Te doy las pistas necesarias y suficientes para que tengas éxito.

La primera es la reducible, y su respuesta es y = /C — 2x — x. La segunda es de Bernoulli, jatrévete! y
anétala en esa forma. La lineal en la cual se transforma es

dz 3z 3(x+1Inx)

dx  xInx Inx

La respuesta es mas o menos la siguiente

3
= Alnx [4xIn® x + (2x% — 12) In® x + (24x — 2x%) Inx +x* — 24x| +C
nx

La tercera ecuacion es lineal en Z—;, con solucion

x=e % [e_zy(l +2y)+C]
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Problema 1.9 Demostrar que, si la ecuacién y’ = , con m,n, p,q constantes, y mqg —np # 0,

px+qy
es exacta, entonces n + p = 0. Hallar la solucién general de la ecuacién cuando es exacta.

No le tengas miedo a las demostraciones, lo primero es leer bien el problema y establecer todos los
elementos que se entregan y los que se pide probar. Ten en cuenta que te dieron la ecuacién y te dicen
que es exacta, por tanto, se debe satisfacer la condicién de exacta

M N
mx+n %
y' = y:>(mx+ny)dx—(px+qy)dy:0
px—+gqy
Se debe cumplir,

oM ON

— =—=n=—-p—n+p=0

dy dx

Estamos listos con la primera parte ; Algtin drama?

Ahora le hallamos la solucién general empleando

Yo Yo
/ M(t,yo)dt+/ N(x,t)dt=C
X0 X0

Se tiene: ; .
0 0
/ (mt+ny0)dtf/ (px,qt)dt =C
X

0 X0

Al resolver y evaluar se obtiene

x2 2 2

2
m7+nxyo—%—nxwo—p - q; erxyoquzﬂ =C
de lo cual
mx? qy2 mx(z) qy%
T‘F(”"‘p)x}}O_px)’_T :C+T+I’l)6()yo—|—7

Se sabe que n+ p = 0. Si llamamos K a la constante que es la suma de todos los términos constantes
que sumamos con C, entonces la solucién general es

mx2 qu

it 1 _ K
)

Problema 1.10 Considere la ecuacién diferencial
10
6xydx + <4x2 + ) dy=0
X
1. Hallar la solucion general de la ecuacion sabiendo que admite un factor integrante de la forma
uix,y) =y f(x)

2. Hallar la solucion particular y(0) = 1.
Multiplicando la ecuacién por el factor integrante:

6xy? f (x)dx + <4x2yf(x) + I()yxf(x)> dy=0
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Como esta ecuacion es exacta:

S es) = 5 (40370 + 1)

es decir:

12xyf (x) = 8xyf(x)dx’yf’(x) + 10y (W)

Desarrollando lo anterior y factorizando por f(x) y f’(x), se tiene:
10y 10y
<4xy+ x2> fx)=f'(x) <4x2y+ x)

que equivale a:

S 1 In(f(x)) = In(x)

fx)  x

Por lo que se concluye que f(x) = x, por tanto, i (x,y) = xy.

De esta manera, multiplicando la EDO por el factor integrante se tiene la ecuacién diferencial exacta
6x2y*dx + (4x°y + 10y)dy = 0

Cuya solucién se puede obtener en la forma:

F(x,y) = / 6x*y2dx+g(y) = 2x°y* +g(y)
JF (x,y)
dy

Lo que nos lleva a decir que g'(y) = 10y, es decir, g(y) = 5y°.
Por lo tanto, la solucién general, para algun C € R es:

= 4x3y+g/(y) =43y + 10y

20°y* 45y =C

O bien, como la potencial del campo, esto es

PRI Y43
/ 6r2y2d1 + / (453 +100)dt = C
X0

Yo

Realizando la integracién y juntando todos los valores constantes con la constante C se tiene la solucién
2%y 5y =C

La solucién particular que cumple y(0) = 1 hace que C = 5. Por tanto
2:°y* 45y =5

es la solucién particular.
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Problema 1.11 Para x > 0 considere la ecuacion de Ricatti

2x
Y +e y? —% (1+4x+24%) y = —67 (1+x+2x% +x°)

1. Hallar una solucién particular de la forma y; (x) = e**(Ax+ B)
2. Hallar la solucién general de la ecuacion de Ricatti usando la particular y; (x).

1. Siy(x) = e*(Ax+ B), se tiene:
y'(x) = e*(A+2B +2Ax)

e y? (x) = ™ (B* 4+ 2ABx + A%x?)

1 2x
—=(1+4x+2x%)y(x) = ——[B+ (A +4B)x + (4A +2B)x* +- 2Ax°]
X X
Luego, igualando en la ecuacién diferencial de Ricatti.
—2x e—2x
—— (1 4x42*+x°) = ———[B+ (2B— B*)x + (2A + 2B — 2AB)x* + (24 — A*)x’]

X X

De lo anterior se deduce que A =1y B = 1. Por lo tanto:
yi(x) =e*(x+1)

2. Parala ecuacidn de Ricatti, hacemos el cambio de variable

1
y=yi+-
z

Entonces:

yl(x) :yll(x) - 22(X)

Con el cambio de variable anterior, la ecuacién se reduce a una lineal de la forma:

)+ (14 20)2(0) = e

Cuya solucion es:

Volviendo a la variable original con z(x) =
problema es:

m’ y para algtin C € R la solucién general al

2xe*

x> +C
Problema 1.12 Una pequeiia barra de metal, cuya temperatura inicial es de 20° C, se deja caer en un
recipiente de agua hirviendo (100°)
1. Calcule el tiempo que dicha barra demorara en alcanzar los 90° C si se sabe que su temperatura
aumenta 2° en 1 seg.
2. (Cudl serd la temperatura de la barra al cabo de 45 seg?
3. (Cuanto demorard la barra en alcanzar los 98°C?

y(x) = (x+1)+
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Primero se calcula la constante de proporcionalidad.

22 dr 1 78
=—k | dt—=k=In— ~ 0,025
/20 100—7 /o )
(a) Para alcanzar 90° se resuelve
% dr 4 10 78
=—k | d—=—In—=t¢t-In—
/20 1007 /0 80 = """80

Con calculadora se halla que r = 83,16 seg. lo que equivale a t = 1 min 23 seg

(b) Para la temperatura a los 45 seg se usa

©dT 45 100—¢ 78
— k| ar=—1 —In2> .45
/20 100—T 0 1780 130

al resolver
100—7r=80-¢ "% —=1r=74,3

(c) Para que la barra alcance los 98° se usa

98 dT t 2
=—k | dt = In— = —0,025¢
/20 100—T /0 80 ’

se halla que t = 147,55 seg o bien t = 2 min 28 seg

Problema 1.13 Un tanque contiene 100 galones de salmuera. Por una llave entran al tanque 3 galones
de salmuera por minuto, que contienen 2 libras de sal por galén. La mezcla que se mantiene uniforme
sale a una velocidad de 2 gal/min. Si al cabo de una hora la concentracion es de 1,8 Ib/gal, calcular las
libras de sal que habia inicialmente en el tanque.

Se tienen los siguientes datos: vi = 3,¢; = 2,vy = 2,Vp = 100. Ademds, C(60) = xfgg) =1,8. Se pide
calcular x(0) = x¢. La ecuacién diferencial que gobierna el proceso es

v, g
dt  100+¢

Resolviendo como lineal
x(t) _ eln(lOO-‘rt)’2 |:/eln(100—&-t)2 6dt +C

Resolviendo

X(l‘) :2(100+l)+m

Sabemos que x(0) = xo, entonces
c 2
x(0) = 2000 4 1 = %0 = € = (x9 — 200) - 100
Como v(60) = 100+ 60 = 160, entonces

(x—200)100?
- V(60) 160 -

Al resolver
x9—200 = —81,92 = xy = 118,08
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Problema 1.14 La velocidad de enfriamiento de un cuerpo es proporcional a la diferencia de tempe-
ratura entre el cuerpo y la del medio que lo rodea. En una pieza que se encuentra a 10° un cuerpo se
enfria de 200° celsius a 100° celsius en 40 minutos, determinar en cuanto tiempo se enfriard de 100° a
60° en una pieza a 5° celsius.

La ley de enfriamiento de Newton afirma que

dy

Y = k(- 4)

donde A es la temperatura ambiente, k constante de proporcionalidad que se debe calcular. El camino
mads sencillo es usar la integral definida, a partir de la ecuacién de enfriamiento.

[
yw y—A

Ponemos los datos iniciales como limites de integracién
100 4 40
/ D k| ar
200 y—10 0

al integrar y evaluar se halla que
In(9) —In(19)
40
Con la constante en la mano, nos vamos a establecer la integral que dard la respuesta que se anda

buscando. o g ;
/ D / di
100y—35 0

después de integrar, evaluar y reemplazar el valor de k se encuentra que

k=

T =157,876 minutos

Problema 1.15 El ntimero de bacterias contenidas en un litro de leche se duplica en 4 horas, determinar
en cudnto tiempo se hard 25 veces mayor, suponiendo que la velocidad de multiplicacion es proporcional
al nimero de bacterias presente.

Est4 claro que la ecuacién diferencial que modela la situacién es

dv

g
ar

al separar variables y establecer la integral definida tenemos.

[oes [

Ahora que tenemos el k podemos dar un respiro de alivio y responder la pregunta.

25d In(2 T
/ v:n()/dt:>T:18,57
Y 4 Jo

téngase presente que son horas.
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Problema 1.16 Un cuerpo se mueve sobre una recta. Sea s(¢) la distancia del cuerpo a un punto fijo
sobre la recta, se sabe que si t = 0, entonces s = 1. Suponiendo que la velocidad del cuerpo es —s(¢)
hallar la ecuacién diferencial y resolver para las condiciones iniciales.

De la lectura del problema se deduce que

d
d—j:—s=>1n(s):—t+C:>S:C€7t

con la condicion inicial s(0) = 1, se tiene que la ecuacién que modela esta situacion es

s=e !

Problema 1.17 Un objeto, en una habitacién que se encuentra a 20°, se enfria de 100° a 60° en 20
minutos. Hallar el tiempo en que tarda en alcanzar los 30°.

Para nadie debe ser un misterio que la ley de enfriamiento de Newton es la que modela esta clase de
problemas. Le ponemos “wendy”

/60 dy . 2odt
100 y — 20 0

al integrar y evaluar se halla que

Teniendo la constante se establece la integral

/30dy:_k/Tdt
100 y — 20 0

después de integrar, evaluar y reemplazar el valor de k se encuentra que
T =59,999 =60 minutos

Problema 1.18 Hallar el tiempo en que tarda en desaparecer el 1 % de radio A (is6topo del polonio)
que tiene una vida media de 3,05 minutos.

La ecuacién que gobierna todos estos problemas es

dR
— =—kR
dt
cuya solucién es
R=Rye ™

y que representa la cantidad presente en todo tiempo ¢. Por otra parte, se sabe que la constante de
proporcionalidad es
_ ()
~ vida media
por tanto,
—11n(2)/3,03)

R=Rpe
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Si tiene que desaparecer el 1 %, lo que queda es el 99 %. Se tiene

99 )3
ZZ Ry =Roe " — 1t = 0,0442236

0jo que son minutos.

Problema 1.19 Resolver, sabiendo que acepta factor integrante de la forma x™ y", la ecuacién
(2y +3x%y*) dx + (3x +5x°y*)dy = 0
Es claro que la idea es hacerla exacta con este factor. Se tiene
i {xmy" (2y+ 3x2y3)] = i [xmy" (3x+ 5x3y2)]
dy dx

Al hacer las derivadas se obtiene

d
e [x’”y” (2y+3x2y3)} = nx"y" 1 (2y43x%y3) X"y (2 4+ 9x%y?)
% [xmy" (2y+ 3x2y3)] = mx" 1y (Bx+ 5x3y?) + X"y (3 + 15x%y?)

Al igualar y factorizar,
Xty [271 + (3n+9)x*y* + 2] =x"y" [3m +34x%y* (Sm+ 15)]

de esto,
3n—5m =
2.2 o 2.2
2n+ (3n+9)x7y" +2 =3m+34+x7y (5m+15):>{2n_3m - 1

al resolver el sistema, x~°y~!? es el factor integrante. Vamos ahora a resolver la ecuacién

2y +3x%y3 d 3x+ 5x°y?

Oy T dy=0

Manejamos la primera de estas ecuaciones

2y +3x%y?
F(x,y) = /x9y13ydx—|—k(y)

después de integrar,
1
F(xvy) = _4x8y12 - 2x6y10 +k(y)

La derivada respecto de y es conocida, de modo que derivando respecto de y se tiene

3 5 d 3 5

_ _ !
By +x6y11 = ij(xay) BRE +x6y11 k()

se deduce que k'(y) = 0 = k(y) = c. En consecuencia, la solucién general es

1 1
4x5y12 T 246,10 ~ €
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Problema 1.20 Resolver xy’ +y = (xy)?

Por supuesto, es de Bernouilli. hay que escribirla de esa forma para poder actuar con prestancia y
gallardia.

1
YA —y=xy
X

se descubre que

con z =y~ 2 se tiene que 7/ = —2yy~>y’. Por esta razén se multiplica la ecuacién dada por —2yy =3
para formar el z’.

1 B 1 B
y’+;y=x2y3=>—2yy Iy + (=2yy 3);yZ(—Zyy Nty

al reducir términos y usar zy z':

2 .
7 —Zz=-24, jlineal!
x

sabemos que su solucién es de la forma

= e*fP(X)dx [/ efP(x)dx O(x)dx+ C]

en donde P(x) = —2, Q(x) = —2x%. De este modo,

= eZlnx |:/621nx Q(x) dx—i—C]

la exponencial y la logaritmica son inversas, entonces

7= [/ﬁ (—2x2)dx—|—C} =2 {—2x+c}

de lo cual,
1

Clx[[vVC=2x

7= -2 +Cx :>y_2 :xz(C—zx) =y

Problema 1.21 Resolver xy’ —4y—x*,/y =0

;Otra de Bernouilli!, asi es la vida, algunos profes tienen preferencias muy marcadas. Se escribe

4
Y —=y=xy'/?
X
se hace z = y'/2, y se obtiene la lineal
;2 x
¢ xZ_Z

Para no fomentar la flojera, te digo que la solucion es

2
1
y=x* [2 lnx+C]
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Problema 1.22 Resolver (xy> —3y)dx —xdy =0

Si la escribes
1 3 2
Xy +-y=y
X

-1

(Qué crees que encuentras?, parece chiste, si jj Bernouilli!! con z =y~ encuentras la lineal

3
7 —Zz=-1
X
cuya solucién es
1
- ;3+x3C

Problema 1.23 Resolver (14y?)dx— (xy+y+y*)dy =0

De seguro estds pensando, “ si no fuera por la x la tengo lista”. Mira lo siguiente
(1+y")dx—y(x+(1+y*)dy=0

Se repite un factor, por tanto, no es pecado hacer 1+ y? = z, de lo cual 2yy’ = z’. Se multiplica la
ecuacién por 2, y se divide por dx. La nueva ecuacion es
2z
22— (x+2)'=0=7 ="
x+z
claramente, sin discusién jhomogénea!. Se hace z = ux para tener z/ = u’x + u. La ecuacién se

transforma en

14+u dx
T gy ="
u(l—u) X

estd lista, tiene las variable separadas. Al integrar encuentras la solucién general

1 2
oty —C

(x—1—y%)?
Problema 1.24 Resolver yy’ senx = cosx (senx — y?)

Como todas las ecuaciones, tiene un aire de inocencia que dan ganas de rezarle. Pero, con calma.
Tiremos sobre la hoja la idea que es exacta, o que por alli puede ir la cosa.

oM
dy

87N
ox

= —2ycosx, = —ycosx

Recuerda que la diferencia de estas derivadas te da luz sobre el factor integrante.

_1 oM _oNl_ .
N | dy Ox - colex

Tenemos mas de la mitad del camino recorrido. El factor es

U= ej cotg xdx _ eln(senx) = senx
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Luego, la ecuacién exacta es
2 2 _
senx cosx (senx —y“)dx—ysen“xdy =0

Ahora,

d
8 _ senxcosx (senx—y?) = U = /senx cosx (senx —y?)dx

ox

de donde,
1 1
H=3 sen® x — Eyz sen x4 k(y)
se deriva respecto de y, usando el hecho que la derivada parcial respecto de y es conocida.
2. ‘LL o 2 /
—ysen“x = —— = —ysen“x+k'(x)

dy
se tiene que k(y) es una constante. Por tanto, la solucién general es

1 1
3 sen’x — Eyz sen’x=C

Problema 1.25 Resolver y?dx+ (2a*> —xy)dy =0

Veamos si es exacta
oM _, N M _oN _

dy P Y dy Odx Y
de modo que

oy ox)T Ty HTe

es el factor integrante. En consecuencia, la ecuacién exacta es

1 |:8M 8N:| _ _3y _ 3 J(=3/y)dy 3

1 2a* —
ww%
y y

dy=20

Para hallar su solucién general, hacemos lo de siempre.

du 1 X
g—;zﬂi—§+k()’)

Se deriva ahora esto respecto de y.

u X 2a® — xy 2
_——— k, = fr— k = ——
- 2t () 7 () 5
Por lo tanto, la solucién general es
2 2
E—a—:c:x:Cy—ka—
y oy 3

Problema 1.26 Determinar la validez de las siguientes afirmaciones. Sefialar con una V la que es
verdadera, y con una F' la que es falsa. Justificar las falsas.
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a) La ecuacion <dy> = 3x> — 1 es de primer orden
b

b) La ecuacién 2xydx+ (1+x?)dy = 0 es de variables separables (y # 0)
¢) Toda ecuacién exacta es de variables separables
d) La funcién f(x,y) = x> —y* +x° sen(f) es homogénea de grado 1.

e) Toda ecuacién de variables separables es exacta.

f) La ecuacién (3y? —x)dx + 2y (y* — 3x)dy = 0 no posee factor integrante de la forma yu =
mx+y?)

g) Laecuacién y’ + P(x)y = Q(x)y es de Bernouilli.

Espero que leas cada enunciado con mucha atencién, y no te vayas derecho a las respuestas. Los
enunciados (a) y (b) son los tnicos verdaderos. Para probar que algo es falso basta un contraejemplo.
En el caso de la (c) toma (x+y)dx+ (x —y)dy = 0. La (d) es homogénea pero de grado 2. La (e) es
més falsa que Judas, xydx + dx = 0 es un buen ejemplo. La (f) es falsa, ese es factor integrante, y a la
(g) le falla el exponente del lado derecho de la igualdad, debe ser distinto de cero y de uno.

Problema 1.27 Un cuerpo cae partiendo de t = 0 con velocidad proporcional al tiempo transcurrido.
Determinar el espacio recorrido.

La modelacion del enunciado es

ds 12
—=kt=s=k—+C
dr s=kat
usando las condiciones iniciales, s(0) = 0, la constante C = 0, y con k = g se tiene
g’
§ ==
2

ecuacién “very” popular.

Problema 1.28 Se calienta un fierro a 100°, luego, en t = 0 se mete en agua que estd a 30°. Después de
3 minutos la temperatura del fierro se reduce a 70°. Hallar el tiempo necesario para que la temperatura
del fierro alcance los 31°.

Est4 demds decirte que este es un problema de enfriamiento de Newton. La lectura del problema y sus
condiciones iniciales nos llevan a usar integral definida

" g 3 17
/ L:—k/ dt = k=~ In(>)
1 0

00y —30 3 4
eso es lo primero que se hace jhallar la constante de proporcionalidad!. Se tiene
31 dy t 1
— =k / dt =t = —1n(70) = 22,77
/100 y—30 0 k (70)

son minutos, por si acaso.

Problema 1.29 Una sustancia radiactiva tiene vida media de 1590 afios. Hallar el porcentaje que
desaparece al cabo de 1 afio.

Es claro que se trata de la ecuacién de desintegracion, por tanto,

ﬂ:—kr:M’:Ce_k’
dt
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Con la hipétesis de la vida media (vm) se halla que

vm 1590
Si rg es la cantidad que existe al comienzo, entonces, la ecuacién que gobierna esto es

—£1n(2)/1590

r=rpe
al cabo de un afio (¢ = 1) hay
~In(2)/1590 1
r(1) =roe =ro(3)"/1%
de modo que lo que desaparecid es
1
Yo — 1o (5)1/1590

Veamos que porcentaje es este.
111/1590
ro _ro—r(3) /

1
- = 100(1 — (=)/13%9) — 0,04
00 = x=100(1—(5)"/1**) = 0,04359 %

Problema 1.30 El valor de reventa de cierta maquina industrial disminuye durante un periodo de 10
afios a una razén que depende de la edad de la maquina. Cuando la maquina tiene x afios, la razén a la
cual estd cambiando su valor es 220(x — 10) pesos por afio.

1. Expresar el valor de la maquina como funcién de su edad y su valor inicial

2. Si la maquina costaba originalmente $12000 hallar su valor al cabo de 10 afios
Para dar respuesta a la primera pregunta, sea y = f(x) el valor de 1a maquina a los x afios. La formulacién

matemadtica del problema es

dy
=2 =220(x—10
T (x—10)

una sencilla ecuacién de variables separables, que en un “abrir y cerrar de ojos” resuelves para tener

x2

y =220 (2 — 10x> +C = 110x* —2200x+C

donde C = yy es el valor inicial.

La respuesta a la segunda pregunta es como sigue. Si C = yy = 12000 es el precio inicial, entonces
y = 11000 — 22000 + 12000 = 1000

es el valor al cabo de 10 afos.

Problema 1.31 Una unidad de control de costos ha encontrado que a medida que la unidad se amplia,
el costo promedio mensual y de los elementos de oficina se relacionaba con el nimero de empleados x,

por medio de la ecuacién
X

Y +2y=ye

Hallar el costo promedio , si parax =0esy = 3.
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iSorpresa!, una ecuaciéon de Bernouilli.

La pasamos a lineal, sabiendo que n = 2, y que z = y~!. Tenemos

d d d
—yz—z+2y:yze’x:> —Z—Z)F1 —e = g e
dx dx dx

ahora que se ha transformado en un ecuacién lineal, cuya solucién es
2x 1 —3x
z=e 3¢ +C

como 7 = yil, entonces
1
y71 = ezx |:3€3X+C:|

De la condicién inicial y(0) = 3 se tiene C = 0, con lo cual, la respuesta al problema es

O en forma més elegante

Problemas Propuestos

Espero que no te desanimes si algunos de los problemas planteados estd sin solucidon. Recuerda que
Symbolab las hace todas
https://es.symbolab.com/solver/ordinary-differential-equation-calculator

Problema 1.32 Identificar cada ecuacién siguiente con (1) si es homogénea, (2) si es exacta, (3) si es
reducible a homogénea, (4) si es de Bernoulli, (6) si es de Ricatti, (7) si es lineal, (8) si no es exacta, y
luego resolver de acuerdo a esa identificacion:

1. (12x% 4 8xy +2y?)dx + (4x% +4xy + 6y*)dy = 0

dy 2
2. = = 1
e (x+y+1)

3. (2692 +ye")dx+ (2x%y+e* —1)dy =0
4. xy' +4y=x

5. 2x—y—2xy+1)dx+ (x—2y+xy—2)dy=0

Problema 1.33 La ecuacién (x*y? +x)dy + (x*>y® — y)dx = 0 tiene un factor integrante del tipo
W(x,y) =x™y". Hallar m y n y resolver.

Problema 1.34 Hallar la solucién general de % —y? = —9 y luego hallar en cada caso una solucién
particular que pase por: a) (0,0), b) (0,3).

Resp. a) f% =—e b)y=3
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Problema 1.35 Considere la ecuacion (x* +y*)dx —xy3dy =0

1. Resolver la ecuacién como homogénea

2. Resolver la ecuaciéon mediante un factor integrante
Problema 1.36 Dada la ecuacién diferencial (x+y)dx+ (3x+3y—4)dy =0

1. Resolver la ecuacién diferencial

2. Hallar la solucion que satisface y(0) = 1.
Problema 1.37 Resolver la ecuacién diferencial y’ = * +x3y? —x° sabiendo que y = x es una solucién
particular.
Problema 1.38 Resolver la ecuacién (3y? 4 4x)dx + 2xydy = 0 de dos (2) formas diferentes.
Problema 1.39 Hallar la solucién general de la ecuacién y = xy® + 3y? — é usando el cambio de
variable u =y + %
Problema 1.40 Resolver la ecuacién ylnydx + xdy = 0 usando un factor integrante adecuado.
Problema 1.41 Considere la ecuacién (2x? + 3y? — 7)xdx — (3x* +2y* — 8)ydy =0

1. Use u = x? y v = y* para transformar la ecuacion.

2. Transforme esta nueva ecuacién a homogénea NO RESOLVER
Problema 1.42 A un tanque que contiene inicialmente 400 litros de agua pura se le incorpora salmuera,
la cual contiene 1/8 kg de sal por litro, arazén de 8 1t/min. Simultdneamente, la mezcla (que es mantenida
uniforme por agitacién) abandona el tanque a razén de 4 It/min. Determine la cantidad de sal presente
en el tanque cuando este contiene 500 litros de salmuera. Resp. X(25) =22,5 grs
Problema 1.43 Considerar la ecuacién

2

dy _ %%
dx  x+2y

1. Verificar que la ecuacién no es exacta

2. Determinar el valor de k para que x* sea un factor integrante de la ecuacién.

3. Resolver la ecuacién diferencial con ese factor integrante encontrado.

Resp. u(x,y) =x

Problema 1.44 Una pileta contiene 50 litros de agua bien mezclados con 40 gramos de un contami-
nante. Entra a la pileta contaminante a una velocidad de 81t/min con una concentracién de 0,5 grs/lt. Si
por otra llave se permite la salida de la mezcla a una velocidad de 51t/min

1. Determinar el volumen de la pileta si esta se empieza a derramar a los 12 minutos.

2. Determinar la cantidad de contaminante y la concentracion antes que se derrame la mezcla

(r <12).

3. Hallar la cantidad de contaminante en el instante t = 20 (r > 12 min)

Problema 1.45 Para x # 0 considere la ecuacion diferencial
x% =2— x>+ (2x+1)y—y?

Usar el cambio de variables z = x —y 4+ 1 para calcular la solucién general de la ecuacién.
Problema 1.46 Para y # 0 considere la ecuacién diferencial

d
2y—y =54+2x—2y°
dx

1. Encontrar la solucién general usando factores integrantes.
2. Hallar la solucién particular que pasa por el punto (0,+/5).
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Problema 1.47 Para x > —1, encuentre la solucién general de la ecuacion

(x2+y2+ 1)dx— (xy+y)dy=0

sabiendo que tiene factor integrante de la forma pt(x,y) = (x+1)7".

Resp.n=3
Problema 1.48 Resolver las siguientes ecuaciones:
dy y ., Y
1. x— =y++y*—x% Resp =+ 1/ = — 1 =xC
dx X x2
2. (x—4y—9)dx+ (4x+y—2)dy =0 Resp darctg? = In [ —-C
. (x—4y—9)dx+ (4x+y—2)dy=0. - -
X /x2 +y2
5 Xy
3. (¥’ +3y)dx—xdy=0. Resp 53
dy e
4. x(dx—y) =x—y. Resp;[—e *(x+1)+C]
d 1
5. 2x—y—|—2y:xy3. Respy > =x> [—FC}
dx X
6 @:L Respx2+y2+1:Cey2
Cdx o xPy4yd
7. (2xy* 4 2y)dx + (2x*y +2x)dy = 0. Resp x?y? +2xy =C
8. (¢*seny—2ysenx)dx+ (e*cosy+2cosx)dy = 0. Resp 2ycosx+e*seny =C
Y o1
9. (1—x*y)dx+x*(y—x)dy =0. Respi—f—xy:C
X
23
10. 2ydx—x(14y*)dy =0, usar p(x,y) = x"y". Resp In— — 3= C
Y

Problema 1.49 Resolver los siguientes problemas de aplicacion:

1

2.

. Una sustancia radiactiva tiene una vida media de 38 horas, encontrar que tanto tiempo toma el

90 % de la radiactividad para disiparse. Resp. k= % y t = 126 afios
Se sabe que cierto material radiactivo decae a una velocidad proporcional a su cantidad de
material presente. Un bloque de ese material tiene originalmente una masa de 100 grs. y cuando
se le observa 20 afios después tiene una masa de 80 grs. Hallar la vida media del material. Resp.

1 5

. Cierto material radiactivo tiene una vida media de dos horas. Hallar el tiempo requerido para que

una cantidad dada de este material decaiga hasta un décimo de su masa original.
__2In10
Resp. 1 = 55~ horas
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10.

11.

. Determinar el camino § recorrido por un cuerpo en el tiempo ¢, si su velocidad es proporcional al

trayecto, sabiendo que en 10 segundos el cuerpo recorre 100 mts y en 15 segundos recorre 200
mts. Resp. § =25.2!/5

. Cierta cantidad de una sustancia indisoluble que contiene en sus poros 2 kg de sal se somete a

la accién de 30 litros de agua. Después de 5 minutos se disuelve 1kg de sal. Dentro de cuanto
tiempo se disolverd el 99 % de la cantidad inicial de sal? No olvidar que la rapidez de disolucién

es proporcional a la cantidad presente. Resp.t = — 1nlg729 2

. Un termémetro marca 18°F, se lleva a un cuarto donde la temperatura es de 70°F. Un minuto

después la temperatura del termémetro es de 31°F. Hallar la temperatura que marca el termdémetro
5 minutos después de ser llevado al cuarto. Resp. T = 58°F.
Un cuerpo cuya temperatura es de 30°C requiere de 2 minutos para bajar su temperatura a 20°C
si se coloca en un medio refrigerante con una temperatura constante de 10°C. Hallar cuanto
tiempo requerird el mismo cuerpo en bajar su temperatura de 40°C a 35°C si se coloca en un
medio refrigerante de temperatura constante de 15°C. Resp. k = 0,348, r = 0,64 minutos

. Dentro de cuanto tiempo la temperatura de un cuerpo calentado hasta 100°C descendera hasta

30°C si la temperatura del local es de 20°C y durante los primeros 20 minutos el cuerpo en
cuestion se enfria hasta 60°C. Resp. = 60 minutos
Un tanque estd parcialmente lleno con 200 gal de agua en las cuales se disuelven 20 Ib de sal.
Una salmuera que contiene 2 Ib de sal por galén, se bombea al tanque con una rapidez de 6
gal/min y la mezcla bien agitada sale a la misma tasa.

a) Hallar el nimero de libras de sal en el tanque en cualquier tiempo.
b) (Cudnta sal estd presente después de 30 min?
¢) (Cuanta sal estard presente después de un tiempo largo?

Resp. a) x(r) = 400 — 380¢ /190 b) x(30) = 245,50, c) 4001b

Un tanque contiene inicialmente 60 galones de agua pura. Entra al tanque, a una tasa de 2 gal/min,
salmuera que contiene 1 Lb de sal por galén, y la solucidn (perfectamente mezclada) sale de él a
razén de 3 gal/min. Obtenga el nimero de libras x(¢) de sal que hay en el tanque en un instante
cualquiera. ;Cuanto demorard el tanque en vaciarse? ;Cuadl es la maxima cantidad de sal que
llega a tener el tanque?

Resp. x(r) = 60 — 1 — (6306683, El tanque se vacia después de 60 minutos. x'(f) =0 =t =
60 —1/1200. Asi, la cantidad mdxima de sal que llega a tener el tanque es %\/ 1200 libras.

Un tanque contiene inicialmente 100 L de agua, en el cual se disuelven 80 kg de sal. Se introduce
en el tanque agua pura a velocidad de 4 L/min y la mezcla, conservada homogénea mediante
agitacion, sale a la misma velocidad y va a parar a un segundo tanque que contiene al principio
100 L de agua pura. Agitando se mantiene homogénea la mezcla que sale de este segundo tanque
a la misma velocidad ya citada. Hallar la cantidad de sal en el segundo tanque al cabo de 1 h.

Resp. La cantidad de sal en el segundo tanque después de una hora es 17,4 kg

Problema 1.50 Usando la ley de enfriamiento de Newton, determinar la temperatura exterior si un
termémetro se saca de un recinto donde habia 68° y marca 53° y 42°, medio minuto y un minuto
después, respectivamente. Resp. 11,75°
Problema 1.51 Un tanque de 100 litros contiene agua pura hasta la mitad de su capacidad. Se agrega
salmuera que contiene 0,1 kilogramos por litro de sal a una tasa de 4 litros por minuto. Luego la
solucién adecuadamente mezclada se bombea hacia afuera a una tasa de 2 litros por minuto. Hallar la
cantidad y la concentracién de sal en el tanque en un instante ¢ cualquiera. ;Cudl es el valor limite de
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cantidad de sal en el tanque?

Problema 1.52 Un tanque de 400 galones de capacidad, contiene inicialmente 100 galones de solucién
salina en la que se han disuelto 8 libras de sal. Se agrega solucién salina que contiene 2 libras por
galén a razén de 5 galones por minuto, y la mezcla sale del tanque a razén de 3 galones por minuto.
Determine cuanta sal hay en el tanque al momento que éste se empieza a desbordar. Resp ¢ = 150,
x(t) =176

Problema 1.53 El is6topo radiactivo Torio 234 se desintegra a una rapidez proporcional a la cantidad
presente. Si 100 miligramos de este material se reducen a 82.04 mg. en una semana, encontrar una
expresion para la cantidad presente en cualquier instante. Encuentre también el intervalo de debe
transcurrir para que la masa caiga a la mitad de su valor original. Resp. Q(t) = 100e=%92828/mg T.a
mitad en 24,5 dias.

Problema 1.54 En un gran tanque con 1000 litros de agua pura se comienza a vaciar un solucién
salina con una velocidad constante de 6 litros por minuto. La solucién dentro del tanque se mantiene
revuelta y sale del tanque a la misma razén. Si la concentracion de sal en la solucién que entra en el
tanque es de 0, 1 kg/l, determinar el momento en que la concentracion de sal en el tanque llegue a 0,05
Kg/L. Resp 115,52 min.

Problema 1.55 Suponga que un alumno es portador del virus de la gripe y regresa a la Colegio, donde
hay 1000 estudiantes. Si se supone que la rapidez con que se propaga el virus es proporcional no sélo a
la cantidad x de alumnos infectados sino también a la cantidad de alumnos no infectados, determine
la cantidad de alumnos infectados treinta dias después si se observa que a los cuatro dias x(4) = 50.
(Suponer que nadie sale del Colegio)

La ecuacion la modela el PVI
X

5= kx(1000 —x), x(0)=1

Al resolver:
x(30) = 1000 alumnos

Problema 1.56 Un gran depdsito estd lleno con 500 galones de agua pura. Una salmuera que contiene 2
libras de sal por galén se bombea al tanque a razén de 5 galones por minuto, y la solucién adecuadamente
mezclada se bombea hacia fuera con una rapidez de 10 galones por minuto. Determinar el nimero de
libras de sal que hay en el tanque en un instante cualquiera. ;Cudnto demorara el tanque en vaciarse?
Resp.

Problema 1.57 La rapidez con que un medicamento se disemina en el flujo sanguineo se rige por la

ecuacion diferencial 4
X
— =A—-4 0)=0
C=A—4x x(0)

en donde A es una constante positiva. La funcién x(z) describe la concentracion del farmaco en el flujo
sanguineo en un instante ¢ cualquiera. Hallar x(¢) y determinar el valor limite de x(¢) cuando ¢ — oo.
(Cuanto demora la concentracion en alcanzar la mitad de este valor limite?

Problema 1.58 Suponer que una poblacién experimental de moscas se incrementa conforme a la ley
de crecimiento exponencial. Habia 100 moscas antes del segundo dia del experimento y 300 moscas
después del cuarto dia. Hallar la cantidad inicial de moscas en la poblacién original. Resp. 33 moscas
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(2. Ecuaciones Lineales de orden n

Se llama ecuacién diferencial lineal de n-ésimo orden a una ecuacion que es lineal respecto a y (funcién
incdgnita) y a sus n primeras derivadas, es decir, una ecuacién de la forma:

an ()Y + @y ()Y 4 @ (0)y +ao(x)y = g(x) (2.1)

donde ag,ay,--- ,a,,g son funciones que estdn definidas y son continuas en cierto intervalo / C R, con
an(x) #0Vx el

» Sia,(x) =1, la ecuacion se dice que estd en forma normal.

= Si g(x) =0 la ecuacion se dice que es homogénea.

» Si g(x) # 0, la ecuacién se llama no homogénea.
Dos propiedades caracteristicas de una ecuacion diferencial lineal son:

1. La funcién desconocida y sus derivadas son de primer grado.

2. Los coeficientes de la funcién desconocida y sus derivadas dependen solo de la variable indepen-

diente.

Ejemplo 2.0.1

1. Laecuacién y” +5y" —y +4y = 0 es lineal homogénea, de coeficientes constantes, es de tercer
orden, y dada en forma normal.

2. Laecuacién y” —2xy’ = x+ 1 es lineal no homogénea.

La ecuacién y” —y* -y’ = x es no lineal, ya que el coeficiente de y’ depende de y?

4. La ecuacioén y” 4+ xy’ +y> = 0 es no lineal, ya que aparece el término y?, que no es de primer
grado.

et

Operadores diferenciales lineales

El uso de operadores simplifica la escritura y permite una resolucién mads sencilla de ecuaciones
diferenciales de 6rden superior.

En lenguaje sencillo “Un operador es un objeto matematico que convierte una funcién en otra funcién”.
Podemos pensar en que un operador es una maquina que recibe una funcién (input), realiza un proceso
(aplicarle el operador a la funcidn) y regresa otra funcioén (output); es decir, el input y output son
funciones
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El operador més importante, para estos contenidos, es el operador de diferenciacién D, basicamente, si
f es una funcién Df es la derivada de f
#D

: Proceso dy
y = x> 2x

Figura 2.1: Diagrama de un operador

Dada la funcién y = f(x), su derivada se anota como Dy = %. El simbolo D se llama operador
diferencial. Por ejemplo, si se considera la ecuacién

ay(x)y’ +ao(x)y = q(x)
al usar el operador D se escribe como
ai(x)Dy+ao(x)y = q(x)

Factorizando por la funcién desconocida y(x) podemos escribirla en la forma

[a,(x)D ~a,(x)][y] = ¢(x)

g I
Operador diferencial .
de primer orden, L Excitacion

Funcidn (término no
incognita  homogéneo)

Figura 2.2: ecuacién en operadores

El operador diferencial de esta ecuacién es L = a;(x)D — ap(x)
Es importante sefialar que toda ecuacién diferencial se puede escribir en notacién D.

Ejemplo 2.0.2 Escribir la ecuacion y’ + 2xy = 3x en operadores e identificar el operador

Para empezar podemos escribir la ecuacién como sigue
Dy—+2xy=3x

Se factorizaen y
(D+20)]y] = 3x
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o}

Se observa que el operador diferencial es
L=D+2x
De esta forma, podemos escribir la ecuacién como
L[y] =3x
Observacion. Los operadores diferenciales pueden tener coeficientes variables o coeficientes constan-

tes, solo los de coeficientes constantes son conmutativos.

Ejemplo 2.0.3 Sean L; = D, L, = tD, entonces

(L1 Ly)[x] = Ly (Ly)[x] = D(tD)[x] = D[tx'] = x" +tx"

Se derivé respecto de t como producto. Por otra parte
(Lo Ly)[x] = Ly (L1) [x] = (tD)(D)[x] = (tD)[x] = tx"
Se observa que no existe conmutatividad. Esto es

(L1 L2)[x] # Lo (L1)[x]

Ejemplo 2.0.4 La ecuacién y’ +2y = 1 es de operadores diferenciales constantes, pues se puede
escribir

(D+2)phl=1

de lo cual se observa que
L=D+2 jlineal!

Ejemplo 2.0.5 La ecuacién y” +y =0 <= (D? +1)[y] = 0, es lineal, homogénea, de orden 2 en
(—oo,00), y escrita en forma normal.

Ejemplo 2.0.6 La ecuacién x*y” +xy’ = 0 <= (x*D*> +xD)[y] = 0, es lineal, no homogénea, de

orden 3 en (—0,0) y (0,°0). No es normal en cualquier intervalo que contenga el origen.

El espacio vectorial C(7)
Un pequeiio soporte tedrico considera la siguiente simbologia:
» | =[a,b] intervalo en R.
» Cla,b] = C(I) el conjunto de todas las funciones continuas en el intervalo /.
» C"[a,b] = C"(I) el conjunto de todas las funciones que tienen derivada de orden n continua en 1.

Teorema 2.0.7 Si f,g € C(I) y o € R, definimos:

1. (f+g)(x)=f(x)+g(x) e C(I) paratodox € I
(la suma de dos funciones continuas es una funcién continua)
2. (af)(x) =af(x)eC(I),paratodox € R
(el producto de un escalar por una funcién continua es una funcién continua).
Con estas operaciones asi definidas, C(I) es un espacio vectorial sobre R.

Teorema 2.0.8 Si para f,g € C"(I) definimos:
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1. (f+g)(x)=f(x)+g(x) € C"(I) paratodo x € I.
2. (af)(x) =af(x) e C"(I), paratodo x € R.
entonces C"(I) es un subespacio vectorial de C(/) paran > 1.

Definicion 2.0.9 Se dice que una transformacion lineal L : C"(I) — C(I) es un operador diferencial
lineal de orden n sobre el intervalo I si puede expresarse de la forma

L=a,(x)D" +a, 1 (x)D" '+ +a;(x)D +ao(x)

Donde los coeficientes ag(x),a;(x),- -+ ,a,(x) son continuos en todo punto de /'y el coeficiente a,(x) #
0.

Teorema 2.0.10 El operador diferencial L : C"(I) — C(I) es lineal. Es decir, satisface:
LM f+A2g) = ML(f) + A2L(8)

De la definicién se tiene que, para y € C"(I) su imagen bajo el operador diferencial lineal L es la
funcién en C(I) definida por

Lly] = (a,D" +a, D" ' +--- +a;D* + a\D+ap)]y|
= a,D"[y] + @, 1 D" [y] + -+ a1D[y] + agy
=ay" +a,_1y" V4t ary’ +ary +apy
Ejemplo 2.0.11 Desarrollar (D> —2D — 3)[x* + senx]
Te muestro la respuesta factorizando el operador (puedes resolver también sin factorizar)
(D* —2D —3)[x* +senx] = (D +1)(D —3)[x* +senx] = (D + 1)[2x +cosx — 3x> — 3senx]
=2 —senx — 6x+ —3cosx + 2x+cosx — 3x> — 3senx
=2 —4senx — 2cosx —4x — 3x?
Establecemos la ecuacion diferencial lineal en términos del operador.
Definicion 2.0.12

= Una ecuacion diferencial lineal de orden n en un intervalo / es una ecuacion con operadores de

la forma
Ly = g(x)

Donde g es continua en [, y L es un operador diferencial lineal de orden n definido en /. La
ecuacion se dice que es homogénea si g es idénticamente cero en /, en otro caso se dice que es
no homogénea.

= Se dice que y(x) es una solucion de la ecuacion diferencial, si y sélo si y(x) pertenece a C"(I) y
satisface idénticamente la ecuacién en /.

El siguiente resultado muestra que la suma o superposicion de dos o mds soluciones de una ecuacion
diferencial lineal, también es solucidn de la ecuacién diferencial. El principio de superposicion se
ocupa principalmente de la ecuacién diferencial lineal homogénea. El nombre se mantiene por su
similitud con el principio de superposicién aplicado en fisica y otras 4reas de la ciencia, en el cual se
estudia; si existen dos estimulos en un sistema lineal, entonces el resultado neto de su fuerza en algin
momento y en algin lugar serd equivalente a la sumatoria de las fuerzas de estos dos estimulos tomados
independientemente.
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Teorema 2.0.13 Principio de Superposicion

Sean yi,ys, - -y, soluciones de la ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n en un intervalo /,
entonces la combinacion lineal

y=Ciyi(x) +Coya(x) + -+ Cnyn

es también solucidén de la ecuacion diferencial, las C;, coni = 1,2 - - -n son constantes arbitrarias.
Demostracion.

Probamos para el caso n = 2. Sea L el operador diferencial y sean y;(x) e y,(x) soluciones de la
ecuacion homogénea L[y| = 0. Si y = C1y;(x) + Cay2(x), entonces por la linealidad de L se tiene

Ly = L{Ciy1(x) + Coya (x)] = CiLy1 ()] + CoL[y2(x)] = €1 -0+ C2-0 =0

En resumen, vamos a resolver el siguiente problema:

’“g, .- | Dado f € C(I), hallar y £ C"(I) tal que

o L) = f(x), Wxel
e

&

]

Figura 2.3: jEste es el problema!

2.0.3 Problema de valor inicial

Tal como se planted el problema de valor inicial para una ecuacién diferencial de primer orden, se
puede plantear el problema de valor inicial para una ecuacién de orden superior:

Resolver
an ()Y + ap_ 1 ()Y 4 ay (x)y +ag(x)y = g(x)

Sujeta a:
y(x0) =yo, ¥ (x0) =y1.+ . y" Y (x0) = yu_1

En particular, para una ecuacién se segundo orden se tiene:

Resolver
ar(x)y" + a1 (x)y +ao(x)y = g(x)
Sujeta a:
y(x0) = y0, ¥ (x0) = y1
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Teorema de existencia y unicidad

Al igual que en el caso de las ecuaciones diferenciales de primer orden, este teorema establece las
condiciones necesarias para que un problema de valor inicial tenga solucién (existencia) y que esa
solucidn sea la tinica que existe (unicidad).

Teorema 2.0.14 (Existencia y Unicidad)

Sean ag,ay,--- ,a, y g son continuas en un intervalo /, y sea a,(x) # 0 para todo x € I. Si x = x es
cualquier punto de este intervalo, entonces existe una solucién y(x) del problema de valor inicial en el
intervalo, y esa solucién es Unica.

Ecuacion diferencial homogénea

Resolver el problema homogéneo L[y] = 0, no es otra cosa que determinar
S={yeC"()/ |y = 0} =ker(L)

el cual es llamado el espacio solucién de L[y] = 0.

Se puede demostrar que dim(S) = n (orden de L), con lo cual para determinar S es suficiente encontrar
una base de ker(L). Para esto, basta con encontrar un conjunto de n funciones linealmente independiente
contenida en ker(L). de esta manera, si {y;(x),y2(x),---y,(x)} es tal base, la solucién general queda
representada por la siguiente combinacion lineal

y(x) = (1)1 (x) +62y2(x) 4 +Cnyn(x)
donde ¢; son nimeros reales adecuados.

Ahora estamos en condiciones de ir en la bisqueda de las soluciones de la ecuacién diferencial lineal
homogénea de orden n. Sabemos que la dimensidn del espacio solucién es n y que este espacio solucién
es un subespacio vectorial, y como todo espacio vectorial (o subespacio vectorial) posee una base, si
la encontramos, tendremos las n funciones cuya combinacién lineal serd la solucién. Para hallar la
respuesta partimos de lo siguiente:

Definicion 2.0.15 Los vectores vy,va,---,v, son linealmente independientes si y solo si la tnica
combinacién lineal posible entre ellos es la nula, es decir, si

civit+evat- 4oy, =0

donde ¢y, ¢y, - ,c, son nimeros reales, entonces necesariamente ¢; = ¢y = -+ = ¢, = 0.
Para funciones la relacién es la misma solo que debe cumplirse para todos los puntos donde se pueda
evaluar la funcién.

Definicion 2.0.16 Un conjunto de funciones fi, f2,---, fu es linealmente independiente sobre un
intervalo / si la Gnica forma en que

C1f1 (X) + szz(x) +--+ cnfn(x) =0

paratodo xenles que c; =cp; =--- = ¢, = 0. De lo contrario las funciones son linealmente depen-
dientes.
Una forma eficiente para determinar la independencia lineal o dependencia lineal es la siguiente:
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Definicion 2.0.17 Si fi, f2,---, fu son n funciones derivables n — 1 veces su Wronskiano se define
como el determinante de la matriz n X n siguiente

fi oo
YO T
W[fla"'7fn]: : : : :
fl(nfl) fz(nfl) L frgnfl)
Si fi, f2,- -, fn son linealmente dependientes, entonces W (f},- -, f,) se anula en todo el intervalo 1.
Por lo tanto, para verificar que son linealmente independientes es suficiente ver que el Wronskiano
W|(f1, -, fa] no se anula en algtin punto del intervalo /.

Observacion. Una forma alternativa y de facil visualizacion para saber si dos funciones y; e y, son
linealmente dependientes, es determinar si son proporcionales, esto es

yi(x) =kiy2(x) obien y(x) = kayi(x)
siendo kj y ky constantes de proporcionalidad. Otra forma de expresar esta idea, es decir que “ si

se divide y; entre y;, y el resultado no es una constante, entonces las funciones son linealmente
independientes.

Ejemplo 2.0.18 Determinar si son o no L.I. las funciones:

L fi(x) =", folx) =™, f3(x) =

2. fi(x) =senx, f(x) = cosx

1) Es sencillo ver que si se divide cada funcidn por cada una de las otras dos, el resultado no es una
constante. Luego, la funciones son linealmente independientes. También se pudo usar el Wronskiano.

2) Hacemos uso del Wronskiano

senx COsSx
COSx —senx

Wi, fal = =-1#0

Como el determinante nunca es cero, son LI

Ejemplo 2.0.19 Las funciones y; (x) = sen’x y y(x) = senx — § sen3x son soluciones de la ecuacién

y" + (tgx—2cotgx)y' =0
en cualquier intervalo / en el que la tangente y cotangente estén definidas.
Veamos que sucede con su Wronkiano

1
sen’x senx — 3 sen 3x

Wiy, =
3sen?xcosx cosx— cos3x

Al calcular este determinante se tiene

1
W(y1,y2] = sen’x (cosx — cos 3x) — 3sen’ x cosx (senx — 3 sen 3x)

— sen> x cosx — sen> x cos 3x — 3 sen> x cosx + sen’ x Cosx sen 3x

— —2sen’ x cosx 4 sen’ x (— senx cos 3x -+ cosx sen 3x)

— —sen®x sen2x+sen’x sen2x = 0
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Se concluye que {y;,y>} son linealmente dependientes en {(I), y no son base del espacio solucién de
la ecuacién dada.

Ejemplo 2.0.20 Las funciones y; = 6¢>* e y, = 2¢>* son linealmente dependientes, pues ;—; =3, una
constante diferente de cero.

Definicion 2.0.21 Dada la ecuacién diferencial lineal homogénea L[y] = 0, llamamos sistema fun-
damental de soluciones a cualquier conjunto de n soluciones {yj,y2, - ,y,} que sean linealmente
independientes.

Teorema 2.0.22 Dado un sistema fundamental de soluciones para L[y] = 0 (con g; continuas en I),
entonces la solucién general de la ecuacion lineal homogénea L[y] = 0 es la combinacién lineal de
dichas soluciones:

y=ciyi(x) +cya(x) 4+ + cuyn(x)

Teorema 2.0.23 Si L[y] = 0 tiene solucién compleja y(x) = u(x) +iv(x), entonces la parte real u(x) y
su parte imaginaria v(x) son, por separado, soluciones de dicha ecuacién homogénea.

Ecuacion homogénea con coeficientes constantes

Esta ecuacion es de la forma
Lyl = (D" +pp1 D" '+ 4 pg)y=0

con los pi constantes.

p) Los operadores diferenciales con coeficientes constantes se comportan como polinomios en D, es
decir, la suma y multiplicacién de polinomios cumplen las mismas propiedades que los operadores
con coeficientes constantes, por ejemplo

D’—1=(D-1)(D*+D+1)=(D*+D+1)(D-1)

Cuando se trabaja con operador el primer paso es factorizar el operador. La importancia de esto
se refleja en el siguiente resultado:

Proposicion 2.1.1 Si Ly, L,,---,L, son operadores diferenciales lineales con coeficientes constantes,
entonces el espacio nulo de cada uno de ellos esta incluido en el espacio nulo del producto L =
Li-Ly--L,.

Demostracion. Supongamos que y € ker(L;), para algin i = 1,--- ,n. Esto implica que L;[y] = 0, con
lo se tiene
(Li-Ly---Ly)[y] = (Li-Ly---Li-y-Liy1---Ly-Li)[y]
= (Li-Ly---Li—1-Liy1---Ly)(Li]y])
(Ly-Ly---Li_y -Liy1---Ly)[0] =0

Ejemplo 2.1.2 La ecuacién en operadores (D*> —4)[y] = 0, se puede expresar como producto de
operadores

(D ~4)b] = (D-2)(D+2)]
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El espacio nulo de los operadores
Ly=D-2, L,=D+2

esta formado por las funciones

2 2
yi=e", =

En efecto, para L; = D — 2 se tiene:
(D=2)]=Dy—2y=0=y"=2y

de lo cual

d
e =2dx=Iny=2x+InC
y

se sigue que, cony = yi:
V= Ce2x

De igual manera,para el operador L, se tiene

y2 — Ce*2x

De esta manera, el espacio nulo del producto (D? —4) est4 formado por {e**,e>"}, y dado que estas
funciones son L.I (el cociente entre ellas no es una constante), entonces son base del espacio solucién
de la ecuacién diferencial. Por tanto,

y=Cie¥ +Cre ™

es la solucién general.

R) Se observa, de este ejemplo, que el problema de resolver una ecuacion diferencial homogénea de
la forma
(D" + put D" -+ po) ] =0

con p; constantes, estd resuelto si se descompone el operador dado en factores lineales y cua-

draticos. Los factores lineales estdn determinados por las raices reales de la llamada Ecuacion

caracteristica

D'+ py D" e po=0

y los factores cuadréticos por las raices complejas de esta ecuacion.
Se tiene asi, que para factores lineales y cuadraticos diferentes, las soluciones son de la forma y = e*.
El dnico problema se presenta para los factores lineales del tipo (D — &)™ correspondiente a la raiz o
de multiplicidad m, y para los factores de la forma (D?> —2aD + a® + b?)™ correspondientes al par de
raices complejas a + bi. Afortunadamente, esto lo resuelve el siguiente resultado.

Teorema 2.1.3 Si y(x) pertenece al espacio nulo de un operador diferencial lineal L con coeficientes
constantes, entonces X~ y(x) pertenece al espacio nulo de L™

La consecuencia mds importante de este resultado es que se puede afirmar que:
= El espacio nulo del operador (D — o)™ contiene las funciones

eOtx7 xeax’ )CZeOtx7 e xm—leax
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» El espacio nulo del operador (D* —2aD + a* + b*)™ contiene a las funciones

e™ sen bx, xe™ sen bx, --- ,x™ ! ™ sen bx,

@ cos bx, xe™ cos bx, --- ,x™ 1™ cos bx,
y es con tales funciones con las que se construye la solucién general de TODA ecuacion diferencial
lineal homogénea de coeficientes constantes.

Ejemplo 2.1.4 Hallar las funciones que estdn en el espacio nulo de (D — 1)?(D —2)3.

Se observa un producto de operadores, por tanto hallamos las funciones que pertenecen al espacio nulo
de cada factor.

Como consecuencia del teorema 2.1.3, en (D 1)? se halla la funcién e* y por estar al cuadrado también
se halla xe*. De la misma forma, en (D — 2)? estdn las funciones e>*, xe?*, x2¢*. Podemos afirmar que

{e",xe", ¥ xe™ x*e™} C ker[(D—1)*(D—2)?]

Ejemplo 2.1.5 Resolver la ecuacién y” +4y’ + 5y = 0 equivale a resolver la ecuacién en operadores
(D*+4D+5)[y] =0.

Es claro que b*> —4ac = 16 — 20 < 0, esto indica que estamos en presencia de un operador irreductible
en R. Al resolver
D*+4D+5=0=D=—2+i

Este mismo resultado se obtiene al considerar la segunda consecuencia del teorema 2.1.2 con m = 1.
En efecto, al comparar D> — 2aD + a® + b* con D> 44D +5 se sigue que a = —2 y b = 1. Por tanto, la
solucidn real es

y=Cre Fsenx+Cre > cosx

Actividad 1 Hallar una ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes que tenga como solucio-
nesae* yaxe ¥

Be|n Test Pasas con 100 %.

1. La solucién de la ecuacién y” —2y” —y’ +2y =0 es:

[Jy=Cie"+Cre > +Cse™ Ly =Cie ™+ Cre® +Cze ™

[]y=Cie"+Cre™ +Cse™ Ly = Cre* + Cae® + Cse™
2. La solucién de la ecuacion y” — 3y” 4+ 3y’ —y =0es:

[ ]y =C1e" + Coxe™ + Cx2e” [ 1y =Cie + Cre* + C3¢*

[y =Cie* + xCre® + C3x2e" [1y=Cie" + Cre® + C3e*

3. La solucién de la ecuacion y”” +2y” +y =0 es:

|:|y = Cysenx+ Cycosx+ Cyxcosx + Cyxsenx
|:|y = C) senx + C; cosx + Cz3xcosx + Cax? cosx
|:|y =Cixsenx+C cosx—|—C3xcosx—i—C4x2 senx
|:|y = Cysenx+ Cycosx+ C3cosx+ Cysenx
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4. La solucién de la ecuacién y” — 4y’ +8y = 0 es:

Dy:Clexcos2x+Czexsen2x Dy:CIezxcosx—kCzezxsenx
|:|y = C1e* cos2x + Cre* sen2x |:|y = C1e*cos2x + Cre** sen2x

5. La solucién de la ecuacion y” — 2y’ +y =0 es:
Ly =Cie* +Coer [ ]y =Cie +Coxe*
Dy:Cle"—i-szzex Dy:Cpc—l—szex

6. La solucién de la ecuacion 3y” — 10y’ +3y = O es:
I:ly:C1€3x+C2€x/3 I:ly:Cle3x+C2xe3x
Dy:CIeX+C2€x/3 Dy:C163x+C2ex

[ End Test| |Puntos: | Correctas | |

Ecuaciones Lineales No Homogéneas

Recordemos que se llama no homogénea a una ecuacion diferencial lineal de la forma

Toda funcién y,, libre de pardmetros arbitrarios (constantes) que satisface la ecuacion L[y] = g(x) se
llama solucion particular de la ecuacion. Por ejemplo, es sencillo ver que la funcién constante y, = 2
es una solucién particular de la ecuacién no homogénea y” + 2y = 4.

Teorema 2.1.6 Si se conoce una solucion particular y,(x) de la ecuacion diferencial lineal de orden n

L] = g(x)

entonces cualquier otra solucién y(x) puede escribirse como

Y(x) = yp(x) +yn(x)
donde yj, es la solucién general del problema homogéneo asociado L[y] = 0.

Ejemplo 2.1.7 Verificar que:
1. y, = €** es solucién particular de y” — 3y’ + 4y = 2>
2. y, = xe* es solucion particular de 3y’ +4y = 2xe* — &*

Para hallar la solucién particular existen varios métodos:
= Método de los coeficientes indeterminados (Aniquiladores).
= Método de Variacion de Pardmetros.
» Transformada de Laplace, si existen condiciones inciales
= Método del Operador inverso.

Método de coeficientes indeterminados

Este método es muy simple de entender y funciona en la mayoria de los casos. El método exige que la
funcién g(x) tenga alguna de las tres siguientes caracteristicas necesariamente (o cualquier combinacién
de estas formas), caso contrario no se podra aplicar:
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L g(x) = Pu(x)
2. g(x) = Pulx)
3. 8(x) = [P(x) cos B+ 0, (x) sen ]

donde P, (x) y On(x) son polinomios de igual grado n, n € Z

Este método se basa en el hecho de que si es posible encontrar un operador L; (D) que anule a g(x) en
la ecuacién no homogénea, entonces aplicamos L (D) a la ecuacién diferencial original, es decir:

Li[Ly]] = Li[g(x)] =0

Por lo tanto la expresién anterior es una EDO lineal, homogénea de coeficientes constantes, le aplicamos
a esta ecuacion el método de las homogéneas y hallamos su solucién general, de esta soluciéon general
descartamos la parte correspondiente a la homogénea asociada a la EDO original, la parte restante
corresponde a la solucién particular que estamos buscando.

El operador L; de orden minimo con coeficientes reales y constantes tal que L; [g(x)] = 0 se denomina
Aniquilador de g

Se tiene asi que toda solucién de L[y] = g(x) es tambien solucién de la ecuaciéon homogénea L;[L[y]] =
0, de donde, determinando las constantes apropiadas podemos obtener una solucién particular de

Lly] = g(x).
Ejemplo 2.1.8 Determinar un operador lineal con coeficientes constantes que aniquile el segundo
miembro de la ecuacién

(D*4+1)(D—1)[y] = €" +2 — Tx senx

Si llamamos L al aniquilador, entonces empezamos a razonar, primero, que debe aniquilar e*. Siendo
asi, debe estar presente el factor (D — 1). En segundo lugar, para el 2, es suficiente con el factor D.
Finalmente, para 7x senx tiene que ser cuadrético, esto es, (D2 + 1)2. Por tanto, el aniquilador es

L=(D-1)(D*+1)*D
Algunos aniquiladores de uso habitual son:

= Aniquilador de polinomios
A la funcién constante y = ¢ la aniquila la primera derivada D, a la funcién y = x la aniquila la
segunda derivada D?, siguiendo de esta forma, a la funcién y = x”* la aniquila D"*'. Luego, D"*! es el
aniquilador da cada una de las funciones

K xxg, neN, xpeR
Consecuencia de esto es que D"*! anula la combinacién lineal
Co+Crx+Cox? + -+ Cpx"

que es un polinomio de grado n.
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= Aniquilador de exponenciales

El operador (D —a)" es el aniquilador de las siguientes funciones:

2
ax ax’x eaxju

e™ xe n—l gax

. ,x
y también aniquilador de la combinacién lineal siguiente:
Cie™ + Coxe™ + Csx?e™ + -+ CxX" e =P, (x)e™

= Aniquilador de seno y coseno

El operador (D* — 2aD +a* + b*)" es el aniquilador de las funciones:

n—1 P

€™ cos bx, xe™ cos bx, x> ¢™ cosbx, - - ,x cosbx

nfleax

e“ senbx, xe™ senbx, x>¢™ senbx, - - -, x senbx

y también anula la combinacién lineal siguiente:

C1e®” cosbx + Coxe™ cosbx + C3x*e™ cosbx + - - - + CpxX" e cos bx+
Dye™ senbx + Dyxe™ senbx + Dix*e™ senbx+ - - - + D, X"~ e senbx

= P_1(x)e™ cosbx+ Q1 (x)e™ senbx

donde P, (x) y Qn—1(x) son polinomios de grado n — 1.

En particular:
= sia =0, entonces (D> +b*)" es el aniquilador de:

cosbx,xcosbx, x> cosbx, -+ , X"~ cosbx
senbx, xsenbx, x> senbx, -+, x" ' senbx
y de sus combinaciones lineales:

Cicosbx+Coxcosbx+---+ Cnx"*l cosbx+ Dy senbx+ Dyxsenbx+ - -
+D, X" 'senbx =P,_, (x) cosbx + Qp—1(x) senbx

» Sin=1ya=0,entonces (D?+ b?) es el anulador de: cosbx, senbx y de su combinacién lineal
Cicosbx+ Cysenbx

Un pequeiio restimen de aniquiladores es el siguiente:
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FUNCION ANIQUILADOR
Lx,x%, - x™ ! D"

% xet ... 1 gax (D—a)"
cosbx,xcosbx,--- ,x" ! cosbx (D? +p*)™
senbx,xsenbx,--- . x" ! senbx (D? + b))

e** cos bx, xe®™ cosbx, -+ , X" 1 e cosbx | (D* —2aD + a®+ b*)"
e** senbx, xe®* senbx, -, x" 1 e senbx | (D* —2aD + a* + b*)"

Ejemplo 2.1.9 Resolver la ecuacién y” +4y =7

Primero, en operadores se tiene
(D*+4)h] =7
El aniquilador de la constante 7 es D. Se aplica en cada lado de la ecuacion
D(D*+4)] =0

La solucidén de esta homogénea es

y=C| 4+ Cysen2x+ C3cos2x
En esta solucién se halla la solucién y;, de la homogénea original

v = Cysen2x+ Czcos2x

y la solucién particular y,, a saber,
yp=0C
Ahora, debemos hallar el valor de esta constante, para ello reemplazamos y,, en la ecuacion original
yp=C :>y’p:0:>yZ:0
Luego,
04+4C, =7T=C :%
En consecuencia, la solucién general de la ecuacion dada es

Yp
~ =~ Yh

+ Cysen2x+ C3cos2x

y:Z
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Ejemplo 2.1.10 Resolver la ecuacién y”’ — 3y’ +2y = x +¢&*

Escrita en operadores esta ecuacidn es
(D* —3D+2)[y] =x+¢*

El operador que aniquila f(x) = x es D?, y el que aniquila g(x) = e* es (D — 1). De esta manera, el
operador D?(D — 1) aniquila x 4 ¢*. Aplicando este aniquilador se tiene:

D*(D—1)(D~2)(D~1)] =0

O bien
D*(D—1)*(D-2)[] =0

luego, la solucidn particular se halla entre la solucién de esta homogénea.
y(x) =1 +cax+cze’ +cqxe” + cse™
La solucidén de la homogénea original es
yi = 3¢ + cse™
Consideramos como candidata a solucién particular:
Yp = €1+ Cox + caxe’
Ponemos a esta y,, en la ecuacion original

(D—1)(D—-2)[y,] = (D—1)(D—2)[c1 + c2x+ caxe”]
=(D-— 1)[cz+C4ex+9M{—2c1 —2cyx —2eqxe]

= (D —1)[cy —2c; —2crx — cae” — caxe”*
(

= —202—M—M—c2+2c1 +202x+9¢ex+M

=2c¢1 — 3¢y 4+ 2cox — cye”

Al comparar
2c1 — 3¢y +200x —cpef =x+ "

se tiene

2c1 —3¢, =0
2co =1
—c4=1

de lo cual

BN I
02_27 C1_47 C4_

con lo que

3 1
y(x) = [C3€x+C5€2x] + [4 + 2x—xe"] =y +Yp

es la solucién general
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Ejemplo 2.1.11 Resolver (D> +1)[y] = 3x> 4 4

Claramente, la ecuacién diferencial es lineal no homogénea. El operador L = D? “aniquila” 3x* + 4.
Luego una solucion particular de la ecuacidn diferencial dada puede hallarse entre las soluciones de la
ecuacién homogénea.

D*(D*+1)y=0

Tenemos ahora una ecuacion homogénea, que sabemos trabajar. Su solucién es
y(x)=C +Cyx+C3x> 4+ Cy senx + Cs cosx
En esta solucién estd la y;, y la y,. La solucién de la homogénea original es:
v = Cyq senx+ Cs cosx
De modo que nuestra candidata a solucién y,, con la determinacién adecuada de las C;, es.
yp=C +Cyx+C3x°
La ponemos en la ecuacién original

(D*+ 1)[y,] = (D* + 1)[C; + Crx + C34%]
=2C34C) +Crx+C3x°
=(2C3+C1) +Cox+C3x°

Al comparar
(2C3 +C)) +Cax+C3x* = 3x* +4

se tiene:
(2C3+C1) =4
G =
C;=3
de lo cual

Ci=-2,C=0,C=3

Por tanto, la solucién particular es
yp(x) = -2+ 3¢

De esta forma, la solucién general es
y(x) = yn +yp = Cssenx+Cscosx + 32 -2

Actividad 2 Resolver:

1. y' —dy =23, Resp. y(x) = %e3x +C1e¥ + Cre™
2.y +5y +4y=3x+2. Resp y(x) = Cre ™ + Cre ™ + 3x — &
3. y"+25y = 20sen5x. Resp. y(x) =y +yp = Cicos5x+ CrsenSx —2cos 5x
4. y' 4+ 4y =cos’x. Usa cos?x = %(1 + cos2x). Debes encontrar

11 1
y=¢ +Cycos2x+C3 sen2x + gxsen2x
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Método de variacion de pardmetros

El método de variacién de pardmetros es un procedimiento ttil para la obtencién de una solucién
particular y, de la ecuacion diferencial no homogénea de orden superior

an ()™ + a1y + ay (x)y +ag(x) = g(x)

normalizada (el coeficiente de la mayor derivada es 1), de la cual sabemos que la solucién de la ecuacion
homogénea son un conjunto de funciones linealmente independientes {y;(x),y2(x),---,y,(x)}, siendo
la solucién homogénea de la forma

Y= Clyl(x) 4 +Cnyn(x)

El método consiste en cambiar las constantes C; por funciones C;(x) de tal manera que la solucién
particular de la ecuacion diferencial es de la forma

Yp = C1(x)y1(x) + Ca(x)y2(x) + -~ + Ca(x)yn (%)

Si se reemplaza esta y, en la ecuacion original se obtiene el siguiente sistema:

C'On+C' (x)y2 44+ Ch(x) yn = 0

C')n"+G'(xX)y "+ + G (x) v =0
i ’(x)ygn_z) +G' (x) yé"_z) +-4GC/(x) yE,"_z) = 0
a1+ G 0 G = )

En este sistema hay que determinar las C;. El sistema se puede resolver por el método de eliminacion
de Gauss, o haciendo uso de la regla de Cramer. En este dltimo caso, el determinante de este sistema es
el Wronskiano W[y, y2,- -+ ,y|. Por la regla de Cramer

W,
Ci'(x) = Wk

donde

» W es el Wronskiano de {y,---,yn}

= W es el determinante obtenido al sustituir la k - ésima columna del wronskiano por (0,0, --- g(x))
Se puede aplicar el método tanto para ecuaciones con coeficientes constantes como para coeficientes
variables

Ejemplo 2.2.1 Resolver la ecuacién y” +y = sec®x

Pasamos la ecuacion a operadores
(D*+1)[y] = sec’x

La solucién de la ecuacion homogénea es
y=C;senx+Crcosx
Suponemos que la solucién de la particular es

yp = Ci(x)senx+ C»(x) cosx
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Formamos el sistema
Ci'(x)senx+Cy'(x)cosx = 0
C)'(x) cosx—Cy'(x) senx = sec’x
Al multiplicar la primera ecuacién por senx y la segunda por cosx se halla que

2 2

C)'(x)[sen? x4 cos® x] = sec’x - cosx
Despejando C; (x) y simplificando tenemos

C1'(x) = secx = Cj (x) = In(secx + tgx)

Con esto, C2(x) = ———. En consecuencia, la solucién general es
cosx

y=Cysenx+ Cycosx+ (senx) - In(secx+tgx) — 1
Ejemplo 2.2.2 Resolver por método de variacion de parametros y” —y = e*
La ecuacion, en operadores, equivale a
(D= 1) =0<=y,=Cie'+Cre™
Buscamos la solucién particular en la forma
yp=Ci(x)e"+Co(x) e

Se debe cumplir:
Ci'(x)e"+C'(x)e™ = 0
Ci'(x)e" =G/ (x)e™ = &
Al sumar, se obtiene

1 by
C]l(x)=§:>C1(X)=§+C1

Al reemplazar este C| en cualquiera de las dos ecuaciones tienes que
1 1
Czl(x) = _EeZX — Cz(x) = _182): +C

Conviene agregar las constantes C; y C, de esa forma pues tenemos asf identificada la homogénea.

1
Yp= (%‘i‘C]) €x+ (CZ_ 4€2x> e

Al desarrollar esta expresion

(X > 1y
yp—(ze +C €x+<C2 4)6

En esta solucion estd la de la homogénea, de modo que agrupamos

homo particular
X geneaix X X 1 X
yp:(Cle + Cre )+ Ee —Ze

De esta manera, la solucién general es

1
Yy=Yptyn= gefoeX+C1ex+Cze_"
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Ejemplo 2.2.3 Resolver y” 43y’ +2y = sen(e")

La solucién de la homogénea es
yp=Cre X 4+Cre™

Ahora se forma el requisito del método

Clle—Zx + Cl —X _
—2Che™® + —C’ze x—sen( )

Al sumar:
—Cle ™ =sen(e")

de lo cual
Cl(x) = —e¥sen(e") = C1 (x) = — / 2 sen(e’) dx

Siz = €%, entonces dz = e*dx, la integral se reduce a

Ci(x) = —/zsen(z) dz
Al integrar por partes se obtiene
Cy(x) = —cos(e’), Ci(x) =e"cos(e*) —sen(e”)

Por tanto, la solucién particular es

2x

Yp =Ciy1+Coys = Cre” ™ +Cre ™ — e *sen(e")

Y la solucién general

—2x

Y(x) =yn+y, =Cre ™ +Cre ¥ — e *sen(e")

m Pasas con 100 %. Para hallar la ecuacion diferencial lineal de coeficientes

constantes de menor orden cuya solucién general es
y(x) = e_3"(C1 cos2x+ Cysen2x) + C3 + Cax + 564

1. La solucién particular y), es:

(a) yp = Cse™ (b) y, = 5¢™ (©) yp=C3+Cax (d) yp = C3+5¢*
2. La parte homogénea presenta un par de raices compleja. En operadores es:

(a) D= —-342i (b)D=3+2i (c)D=2+43i (d)D=-243i
3. La parte polinomial de la homogénea C3 4 C4x corresponde al operador:

(a) D* (b) D3 (c)D (d) D?

4. Con el producto de operadores (D — (—3 +2i)) - (D — (=3 + 2i)) - D* hallas que la ecuacién
homogénea es:
(a) (D*46D* — 13D?)[y] =0 (b) (D*+6D3+13D*)[y] =0
(c) (D*— 6D +13D?)[y] =0 (d) (D*—6D*—13D?)[y] =0
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5. Tienes construida la ecuacion diferencial
y////_|_6y/l/+ 13yl! — Q(.x)

Para hallar Q(x) ingresa y, = 5¢** en la ecuacién homogénea. Encuentras que Q(x) es;
(a) Q(x) = 4250e™ (b)) Q(x) =4242¢%  (c) Q(x) =4240e™  (d) Q(x) = 4040+
[ End Test | | | | Correctas |

ScoreField PointsField

| | Correctas |

Ecuaciones lineales con coeficientes variables

No existen métodos generales para resolver una ecuacion diferencial lineal con coeficientes variables,
pero hay diversos procedimientos, utilizando distintos cambios de variable, que permiten rebajar
el orden de la ecuacién. Por otra parte existen algunas ecuaciones especiales, como la ecuacion de
Cauchy-Euler, a las que se puede aplicar un método general de resolucion.

La formula de Abel

Sirve para conocer una segunda solucién de una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden,
siempre que sea dada una solucién.

Teorema 2.2.4
Sean yi,y2,- -+, ¥, soluciones sobre I de

entonces
W[yl 7 Y2y ,yn] = Ceffpn—l(X)dx

Demostracion.
Probamos para el caso n = 2. (por simplicidad, p,—1 =py po = ¢q)
Sean y; (x), y2(x) dos soluciones de la ODE lineal homogénea

Y'+p(x)y +q(x)y =0
entonces el Wronskiano de las soluciones es
Wyi.y2] = yivh —yan
y la derivada del Wronskiano es
W' = yiyh +y1ys —yayy —yayi = yivs — |
como yi, y» son soluciones, se despejan de la ecuacion, se reemplazan
W' =yi1(=pysy = qy2) = y2(=pyy —qy1) = —pW

Al eliminar términos semejantes
W(y)=Ce Ir®
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Teorema 2.2.5 (Abel)
Si y; # 0 es solucion de la ecuacién y” + p(x)y’ + g(x)y = 0 entonces
e_fpdx
720 =30 [ S5
yi(x)

es también solucién de la ecuacion.
Demostracion.
Segtin teorema 2.1.4 se debe cumplir que

lo cual significa que

yro»
i’ »'

_ o TP

al calcular el determinante,
yiya —yayi| = Ce /P
la ecuacidn la escribimos en diferenciales para y;
d
i % —y1'yy =Ce  IPWE  Lineal!

X
Un arreglo

dy2 _ <y1> 3o = C oI

dx V1 V1
Por la férmula de 1a lineal, 1a solucidn tiene la forma

c .
Y2 =1 (/yz e_Jp(x)d"dx—i—K)
1

1 .
N

1
Y2 =1 /7267'fp(x)dxdx
N

O bien,
para K =0, C =1, se tiene

es una solucién particular.

Ejemplo 2.2.6 Se sabe que y; = ¢ es solucién de y’ — 4y +4y = 0.

Una segunda solucién se obtiene de

1 .
y2:‘32x/eTx'e_j4dxdx

que equivale a tener
1
2x A _ 2x
yy=e /764““ e“dx=xe

De esta manera,
y(x) = Cre* + Crxe™

es la solucién general
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Ejemplo 2.2.7 Hallar la solucién general de la ecuacion

" 2x 'y 2
Y x2—1y x2—1

y=0

si se sabe que y;(x) = x es una solucién.

Al observar la ecuacion se encuentra que p(x) = —xzzfl. Al integrar
2
—/—xzfldlen(xz—l)

Por propiedad

Se tiene que

En consecuencia, la solucion general es
y(x) =Crx+C(x* + 1)

Ecuacion de Cauchy - Euler

La ecuacion de Euler es una una ecuacién lineal con coeficientes variables de la siguiente forma:
ap X'y 4 ap_ X" YD 4 gy +agy =0

donde a,,a, 1, - ,a>,a;,ap, son constantes reales.
Una forma mds general que representa a una ecuacién de Cauchy - Euler es

an (ax+b)"y" +a,_1 (ax+ b)YV 4. ay (ax+b)y +agy =0

con a;, a y b constantes. Esta forma se reduce a la anterior mediante la sustituciéon ax+b = z.
Para resolverlas tenemos dos alternativas:

Resolver con la potencia de y = x*

Se supone que dicha solucién tiene la forma y = x* donde k serd una variable por determinar, de lo
cual, dependiendo de los valores que resulten, viene dada la solucion. Al aplicar esta solucién se deben
encontrar las derivadas que aparezcan en la ecuacion diferencial, realizar las respectivas sustituciones
y proceder a resolver la ecuacién polindmica en funcién de k que resulte. Se pueden presentar los
siguientes casos:

= Caso 1: raices reales distintas
Sean k| y k las raices reales, con k; # k. Entonces y; = e V) = x*2 forman un conjunto fundamental
de soluciones. Por consiguiente, la solucién general es:

y:C])gq—i-szkz
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= Caso 2: Raices reales repetidas.
Si las raices son repetidas (esto es, si k; = k2), la solucion general es de la forma

y= Cl)ck1 —i—szkl Inx

= Caso 3: Raices complejas.
Si la ecuacidn caracteristica tiene las raices complejas conjugadas, entonces ky =a—+iby ko = a —ib,
donde a,b > 0, entonces la solucién general es

y =x%[C; cos(bInx) + Cysen(bInx)
Ejemplo 2.2.8 Resolver x>y +2xy’ —2y =0

Sea y = x¥, entonces y’ = kx*~!, y" = k(k — 1)x*~2. Reemplazando en la ecuacién dada tenemos lo

siguiente:
k(=12 2k — 26k =0
Factorizando
R+ k=2 =0= (k—1)(k+2)=0
de lo cual, k; =1, k; = —2. De esta forma, la solucién general es
y=Cix+ Cox?

Actividad 3 Resolver usando y = x*:

1. x3y" +5x%y" +2xy — 2y =0. Resp. y = Cix+Cox~ ' +C3x72

2. ¥y +xy +4y=0. Resp. y = Cjcos(21Inx) + C; sen(21nx)

3. xzy”—i—%xy’—y:O. Resp.y:Clx%—i—Cz)c_2

Resolver con la magia de la exponencial

Otra forma de resolver una ecuacién de Euler - Cauchy es usar la sustitucion x = €' y la aplicacion de
la regla de la cadena, esto convierte a la ecuacién en una de coeficientes constantes.

Si hacemos el cambio de variable x = ¢’, entonces

y_dy _dy di_dy(dx\"'_  dy
Y T dx T dr dx dr \ar dr

//:@:i eit.ﬂ .gzeizt @—@
YTl d di ) dx 2 dr

Para la tercera derivada se tiene:
w_dy _d [ezr (dzy_fly” dr

Para y” se tiene:

dx3  dt dr?  dt dx
3 d2
— 3 Q_37y+2@
de3 dt? dt

Todos estos cdlculos de derivadas los podemos reducir a operadores y tener lo siguiente:

xy'=D, x3'=DD-1), x*y"=DD-1)(D-2)y
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Ejemplo 2.2.9 Resolver usando x = ¢’ la ecuacién x*y” +xy’ —y =0

Six=¢, el cilculo de y’ e y” son conocidos:
y/ _ eitD, y// — e—Zt(DZ —D)
Reemplazando en la ecuacion dada, ésta queda en la forma
2t =2t (2 t,—t r_
e e (D°—D)y|+€ee Dy —¢ =0
Al reducir
(D’ ~D)y]+ Dl -y=0

Lo que es equivalente a
(D*=1)p] =0

Recordando que las derivadas son respecto de ¢, la solucién general de esta ecuacion es
y(t) =Cie' +Cre™’

Deshaciendo el cambio se obtiene la solucién general de la ecuacién inicial:
y(x) = Crx+Cox ™!

Actividad 4 Resolver las ecuaciones:
1. x2y" —xy'+y=0. Resp. y=Cjx+CoxInx
2. ¥*y" —xy +y = dxInx Resp. y =y, +y, = Cix+ CoxInx+ %xln3x

Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es un operador lineal muy {itil para la resolucién de ecuaciones diferenciales
lineales no homogéneas. Laplace demostré como transformar las ecuaciones lineales no homogéneas
en ecuaciones algebraicas que pueden resolverse por medios algebraicos. El operador de Laplace, que
se denota por .Z, actda sobre una funcién x(z) y devuelve otra funcién £ [x(t)].

Senales y Sistemas

= Seiial
En términos generales, una sefial es un signo, marca o medio que informa, avisa o advierte de algo. Este
aviso permite dar a conocer una informacion. La sefial sustituye por lo tanto a la palabra escrita o al
lenguaje. Ejemplos sencillos son: la sefial de voz, la sefial luminosa o la sefial eléctrica (un seméaforo).

Haciendo uso del lenguaje matematico, las sefiales son funciones de una o més variables independientes,
y contienen informacion sobre la naturaleza o comportamiento de algin fenémeno. El objetivo de
conocer y clasificar las sefiales es el de tener la capacidad de tratarlas y asi transmitirlas o extraer de
ellas informacidn.
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= Sistema
Un sistema es un grupo de objetos que pueden interactuar armdénicamente y que se combinan para lograr
un determinado objetivo. Dicho de otro modo, un sistema es un elemento que permite transformar una
sefial de entrada en otra sefial de salida

RESPUESTA

SENAL
L » y t

X(t)———»| Sistema

Figura 2.4: esquema de un sistema

Definicion 2.3.1 Sea x(¢) una sefial de tiempo continuo definida en (0, o). La Transformada de Laplace
de esta sefial, simbolizada por .Z[x(¢)] se define como:

donde s es una variable compleja, s = u + iv.

2.3.2

L
AU F(s)
dominio dominio
temporal £_1 frecuencial

Figura 2.5: tiempo y frecuencia

La figura indica que la transformada de Laplace toma una sefial en el espacio del tiempo, y, al procesarla,

la deja en el espacio de la frecuencia

Existencia

Importa describir las condiciones que debe satisfacer una funcién para que exista su transformada.

Definicion 2.3.2 Una funcién (sefial) f es continua por

tramos en [a, b] si y s6lo si:

1. f estd definida y es continua en todos, salvo un nu-

mero finito de puntos de [a, b]

2. Existen los limites laterales; f(x; ) y f(x, ), en cada

punto xo € [a,b]

_.:I':

Figura 2.6: continuidad por tramos
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12 <0

es continua por tramos
t+1 ,t>0

Ejemplo 2.3.3 La funcion f(t) = {

El punto ¢t = 0 es el tnico punto de discontinuidad. Los limites laterales existen, son O por izquierda y 1
por derecha. Por tanto, cumple con ser continua por tramos.

S
f(1)

fy=t+1 { 0 —-1<:=<20

Figura 2.7: continuidad por tramos

Ejemplo 2.3.4 La funcién siguiente NO es continua por tramos

0 —1<t<0
=19
7 <t<l1

Definicion 2.3.5 Una funcién f : [0, +oo[— R es de orden exponencial si existen nimeros k, M >0y

T > Otales que parat > T
FO) <M

1‘ f( T) M e

— [

” r
Figura 2.8: 6rden exponencial

En la prictica, para verificar que una funcién f es de orden exponencial, conviene calcular el siguiente

limite: £
) t
tlgg ekt

=L
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para algun valor de k. Si L es finito, entonces M puede ser cualquier niimero mayor que L (y este
determina 7). Por otra parte, si L = oo, la funcién f no es de orden exponencial.

Ejemplo 2.3.6 La funcion f(r) =t es de 6rden exponencial

Hacemos uso de la regla de L’Hopital para hallar:

t 1
Iim— =1lim—— =0
t—oo ekt 1500 ket

para cualquier nimero positivo k. Por lo tanto, f(¢) es de orden exponencial.

Estas dos condiciones: continuidad por tramos y orden exponencial, garantizan la existencia de la
transformada de Laplace. Es decir,

La mayoria de las sefiales (funciones) con las que se trabaja son de 6rden exponencial, sin embargo debe
tenerse cuidado con aquellas que no lo son, tal como x(¢) = e’z, y que por tanto no tienen transformada
de Laplace.

La figura que muestra que f(z) es de 6rden exponencial, mientras que ¢’ no lo es.

S
FoY = e’ e

=]

flt)y=t

e —

—- 1 t

Figura 2.9: 6rden exponencial

Para las funciones de 6rden exponencial se tiene el siguiente resultado interesante.

Teorema 2.3.7 Si f es una funcién de orden exponencial entonces

lim .Z[x(1)] = lim F(s) = 0

§—ro0 §—>00

Observacion. . Laimportancia de este resultado es que permite saber en forma inmediata que funciones
no tienen inversas. Por ejemplo,

F(s)=1,F(s) =s,F(s) =sens, F(s) =

no poseen inversas pues lim .Z(f) # 0.
S—yo0

Las siguientes funciones son de orden exponencial (n entero positivo)
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w f(r)=1 w f(t)=e" w f(t)=1"e"senbt
» f(t)=+1 = f(t) =senbt » f(t) =1"e" cosbt
= flt)=1" » f(t) =cosht

La transformada de Laplace posee una serie de propiedades, que resultan utiles en el anélisis de
sefiales y respuesta de sistemas a excitaciones. Ademads, estas mismas propiedades permiten obtener la
transformada de ciertas funciones en base a las transformadas de otras sefiales mas simples.

= Propiedad de linealidad
La transformada de Laplace es un operador lineal, es decir, dadas las sefiales x; (¢) y x,(¢) definidas en
[0,00), cuyas transformadas de Laplace son .Z[x|(¢)] y -£[x2(t)], respectivamente, entonces:

f[kl xl(l)-l-kg )Cz(l‘)] =k f[xl(t)] +ky g[xz(t)]

Estudiaremos algunas sefiales de uso habitual, tales como el escalén unitario, el delta de Dirac, sefiales
exponenciales, sefiales seno coseno y otras, ademads de ir conociendo propiedades de la transformada,
con la finalidad de resolver algunas ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constante no
homogéneas.

Calculando transformadas

Al igual que cuando se trabaja con derivadas e integrales, con pequefios ejemplos se puede construir
una tabla bésica de derivadas o de integrales, segin sea el caso. En transformadas ello no es diferente.
Veamos algunas transformadas de uso habitual.

» La transformada de la sefial x(7) = 1.

0 1 _ N\~ 1
2] :/ le *dt = (—e”) =—, s>0

» La transformada de la sefial x(r) =1t.

Se debe hacer integracién por partes

u=t—du=dt

1
dv=e—=v=——¢"
S

st

Se sigue que

La expresién
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Se puede ver que es asi usando L’Hopital. Nos queda

[S)

= 1 [ 1
2t :/ te dt = f/ e dt = ——e ™
0 s Jo s 0

Si s > 0 el limite de la exponencial es cero, por tanto, queda la evaluaciénent =0

z[z]zsiz, $>0

» La transformada de la sefial x(r) = e”

Z[eal‘] /°° at *Sl’dl,

= / = lim e 5= gt
k—o0 J O
k
— lfm <1e—(s—a)t>
1
=— (0—1)= , S§>a
S—da S—a

» La transformada de la sefial x(1) = e~

g{efat] _ /ooe*a 7Yl‘dt

—/ “Gtat gy — qim [ et gy

k—o J O
1 k
—1lim [ — ef(sqta)t
k—oo0 s+a 0
1 1
= (0-1)=——, s>-a
s+a s+a
= La transformada de la sefial x(t) = e~
g[efati] — wefati —st dt
= / —(tait g — 1im ooe_(é'Jr“")tclt
k—reo JO
1 k
— hfm o e*(.H»dl')t
k—ro0 s+ai 0
1 1
= — - (0—-1)= .
s+ai s+ ai

» La transformada de la sefial x() = e
g[eati] — /weai 7vtdt

_/ (s—ai)t dt = lim e—(s—ai)tdt

1 k
— Hm _ e*(sfal')t
J s —ai 0

s—ai s—ai
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Observacion. La férmula de Euler establece que

e =cosx+isenx
_ix _ .
e " =cosx—isenx

Al sumar se elimina la parte compleja y es posible obtener que

(eix _’_efix)

N =

COSX =

Al restar se elimina el cosx y resulta

= (pix _ —ix
senx = 2 (e e )

» La transformada de la sefial x(¢) = senat
Hacemos uso de la exponencial compleja y de la propiedad de linealidad para escribir

L[senat] — leg [eati . e—ati] _ le (Z[eati] 7$[e—ati])

BV 1\ a
C2i\s—ai s+ai) s$*+d?

» La transformada de la sefial x(¢) = cosat

Licosat] = %f [e“”+e—ali] — (g[eati] +$[6—ati])

VRS AU
2 \s—ai s+ai) 2+d>

» La transformada de la sefial hiperbdlica x(¢) = coshat
Haciendo uso de la linealidad del operador .Z se tiene

| =

1 1 1
Zlcoshat] = 92”[5(66” +e )] = Ef[e“’] + 53[ ¥
Ly
- 2\s—a s+a) s2-a
» La transformada de la seifial hiperbdlica x(¢) = senhat
Usando la linealidad del operador . se tiene
1 at —at 1 at 1 —at
f[senhat]zg[i(e —e )]zif[e ]*53[6 ]

1 1 1\ a

2\s—a s+a) s*-a?
Una primera tabla de transformadas de Laplace de funciones elementales, que naturalmente puede
usarse también de modo inverso, como una tabla elemental de antitransformadas.
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TABLA 1

f(t) F(s)
]_ _
1
! s
2
2. 5
n!
t“ S“ﬁ
eat 1
s—a

89
f(n) F(s)
e—at 1
s+a
_S
cosat Sz +a2
a
senar
§-+a-
1
cosht P
a
senht
2 _a2

2.3.4 Escaldn unitario

Figura 2.10: Tabla - Laplace

Esta funcién debe su nombre al matemadtico inglés Oliver Heaviside. En ingenieria se puede encontrar
funciones que estdn “desactivadas” o “activadas”. Por ejemplo una fuerza externa que actia en un
sistema mecanico, o un voltaje aplicado a un circuito, se puede desactivar después de cierto tiempo.
Es conveniente definir una funcién especial que es el nimero O (desactivada) hasta un cierto tiempo
t = a y entonces el numero 1 (activada) después de ese tiempo. Esta funcién se la conoce como escalén
unitario o funcién de Heaviside.

u(t)

0 = 1 >0
=190 <0
it —a)
1
t 0 a t

Figura 2.11: Escal6n unitario

El escal6n se puede desplazar en el tiempo, adquiriendo la forma

1 ,t>a

t— =
uit=a) 0 t<a

Cuando cualquier funcién es multiplicada por una funcién escalon, se dice que la funcién escaloén
“apaga” a la funcién para cualquier valor antes de a, y la deja “encendida” después de a
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Ejemplo 2.3.8 Si se quiere “apagar” la funcién f(¢) = ¢, es decir, hacerla cero antes del 2, entonces se

multiplica por (¢t —2), con esto se tiene f(7)u(t —2). Este proceso en forma grafica se muestra en la
figura

p(t —2)

st ———
01 2 3 453

R I I

Figura 2.12: prender - apagar

En general, si f es una funcién con dominio [0, ) y 1 (7 —a) es la funcién escal6n unitario. Se define
la funcién

0 0<a
Jat) = f(t —a)u(t —a) = {f(t_a“ >a
f(t)
! | f(t—a)p(t —a)
. t
(4}

Figura 2.13: funcién por escalén

Ejemplo 2.3.9 Escribir con ayuda del escalén unitario la funcién

£y = {g(t) gt<a

h(t) ,t>a

Se mantiene la primera funcidn y se resta la primera de la segunda con el escal6n del corte. Esto es

f(t)=g(t)+[h(t) —g()|u(t —a)
Actividad 5 Escribir con escalon la funcion

2 <1
flt)=1<¢2t 1 <t<4

t+1 ,t>4
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En este caso hay tres funciones, pero el proceso es similar. En términos del escalén se tiene.

) =24 2t =)t = 1)+ (1 -l — 4)

Ejemplo 2.3.10 Escribie en términos del escalén unitario la funcién

2% 1<t<2
fH)y=<2 ,1<t<3
0 ,t>3

Observando la funcién se deduce que

f) =2tu(r =)+ Q2 —20)u(t —2) = 2u(r—-3)
Transformada de un Pulso Rectangular

La funcién pulso en el dominio de Laplace se

expresa en el tiempo como ﬁ'[ -Ir- }
0, <0
p(t)=4¢A0<t<b
0,t>b

En términos del escaldn, es la resta de dos
escalones.

p(t) =Au(t) —Ap(t—b)] 0 b

La transformada es Figura 2.14: pulso rectangular

Lpe) = [ e plyan

e .
0
A/ u(t)e*“dt—A/ e 'u(t—b)de
0 0
A A

—bs

S s

Ejemplo 2.3.11 Las transformadas del escalén y del escaldn desplazado son:

=ﬂmmzéﬂsm@mzéﬂvm:1

N

.Z[[.L(t—a)]:/Owe_”[.t(t—a)dt:/awe_”dt:

e*dS

N

La delta de Dirac

En algunos sistemas mecénicos, circuitos eléctricos, doblamiento de vigas y otras aplicaciones, aparecen
fuerzas externas muy grandes que actian en intervalos de tiempo muy cortos, por ejemplo, el golpe de
un martillo, un reldmpago, etc. Para representar esta fuerza los ingenieros “crearon” la funcién delta de
Dirac.
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El impulso unitario o delta de Dirac se
puede obtener a partir del limite de la
siguiente funcién:

1 : a a
ha(t): 5 Sl —5<1t<3
0 ,enelresto > i

a a
-3 0 3

1 g a
hT(t}z{ - osi ] < 5

0 resto

Siendo a muy pequeiio.
Figura 2.15: delta de Dirac

Nétese que el area bajo el pulso se mantiene igual a 1 cualquiera que sea el valor de a. Si a se hace
progresivamente pequefio, el drea se mantiene igual a 1, obteniéndose un pulso de gran altura y muy
estrecho. La figura 2.16 muestra esta parte del proceso.

i

Figura 2.16: proceso para delta

Definicion 2.3.12 La funcién impulso se define como

8(t) = limhy(r) = {07 sit#0

oo, sit=0

http://la-mecanica-cuantica.blogspot.cl/2009/08/la-funcion-delta-de-dirac.html
Tres propiedades interesantes:

Proposicion 2.3.13 Sean f(t) cualquier sefial continua del tiempo ¢ y sea a € R:
a [ smar=1 b [ f0swar=r0) o [ f0s¢-adt=fla)

Transformada del impulso

Empleando la definicién y propiedades, se tiene:
216(1)] = / e 8(1)di = £(0) = 1

pues f (1) = e, entonces f(0) =1


http://la-mecanica-cuantica.blogspot.cl/2009/08/la-funcion-delta-de-dirac.html

2.3.6

2.3.7
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o) Flo(t)]

v

t >

Figura 2.17: El impulso y su transformada

Desplazamiento en la frecuencia

Esta interesante propiedad se usa cuando se tiene el producto entre dos sefiales, una de las cuales debe
ser exponencial.

Lx(t)] =F(s) = ZLx(t) "] =F(s—a)

Sea Z[x(t)] = /Omx(t)e*”dt = F(s), entonces

Z[x(t)eat] _ /Ooox(t)eal‘e*ﬂdt — /Ooox(t)ef(sfa)tdt
=F(s—a)

Ejemplo 2.3.14 Calcular .Z[e~ cos 3]

La presencia de la exponencial indica el desplazamiento (a = —2), por tanto, interesa la funcién que
multiplica a la exponencial (f(r) = cos3t), cuya transformada es

s
ZLcos3t] = 5—
[cos3t] = 575
En consecuencia, 5
—2t _ _ N +
g[@ COS3t]—F(S+2)—m
Ejemplo 2.3.15 Hallar .#[e~* sen2t]
En este caso, a = —3, f(t) = sen2t. Como Z[sen2t] = ﬁ, entonces
ZLlsen2te 3 =F 3)="—5—
[sen2te™] =F(s+3) = o332

Transformada de "

Otra sefial que aparece a menudo en los calculos es x(¢) = ", con ¢ nimero natural.

n!
Sn+1

2" =




2.3.8

23.9

94 Capitulo 2. Ecuaciones Lineales de orden »

Transformada de " x(¢)

Cuando se tiene el producto de dos sefiales, y una de ellas es potencial, entonces el cédlculo de su
transformada se realiza a través de la expresion

2] = (T Cappyie(s)

en donde .Z[x(t)] = F(s)
Ejemplo 2.3.16 Calcular .Z[t sent|

Calcular usando la definicién es tarea casi imposible. Haremos uso de la propiedad recién vista. La
transformada del seno es

1
Z[sent] = o =F(s)

Derivando F'(s) tenemos la solucién

dr(s) d 1 2
ds  ds\s2+1) (s2+1)2

En consecuencia )
s

Actividad 6 Calcular Z[t? sen2t]. Resp. Z[t?sen2t] = 1(3512;36

ZLltsent] =

Desplazamiento en el tiempo

Un desplazamiento en el dominio del tiempo provoca un factor exponencial en el dominio de la
frecuencia, cuyo exponente es proporcional a tal desplazamiento.

Seaa >0y .Z[x(t)] = F(s), entonces
LI - )t —a)] = e LIx(r)

O también

ZLg()p(t —a)l(s) = e Lg(t +a)](s)

En primer lugar, la funcién

0 Jt<a
X —aulr—a)= {x(t—a) g >a

es la obtenida por traslado de x(¢) en a unidades a la derecha, tomando ademés el valor 0, para r < a.

fit) T ult-2fft-a)

t t
a

Figura 2.18: desplazamiento en el tiempo
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La prueba de la propiedad es como sigue:

Sea .Z[x(t)] = F(s) la transformada de x(¢), entonces
Lt —a)u(t —a)] = /Mx(t a)e S dt

_/ —s(a+z) dZ, —a=z7
/x<> “dg
0

=e “F(s)
Ejemplo 2.3.17 Hallar Z[u(t —a) sent]

Usamos la propiedad de desplazamiento en el tiempo.

Zu(t—a)sent] = e “ Lsen(t +a)]

Pero
sen(f +a) = sent cosa+ sena cost
Luego,
Zu(t —a)sent] = e (ZL]sent|cosa+ £ [cost|sena)
de donde

ZLu(t—a)sent] =e * <

cosa n ssena
241 241
El resultado final es

ZLlu(t—a)sent] =e® (

Ejemplo 2.3.18 Hallar £ [u(r — &) cost].

s sena - cosa
s2+1

ZLu(t—m)cost] = e ™ L[cos(t + 7)]

=e ™ L[—cos(t]
s
_ 7S
S

Transformada inversa de Laplace

La transformada inversa o anti-transformada de Laplace es una herramienta matemadtica que nos permite
pasar del dominio frecuencial al temporal, esto es, conociendo la sefal de salida hallar la sefial de
entrada. Para ello, es necesario que se cumplan ciertas condiciones.

Definicion 2.4.1 Si F(s) es la transformada de x(z), es decir, si .Z[x(¢)] = F (s), entonces la transfor-
mada inversa de Laplace de F (s), escrita .2~ ![F(s)] es x(¢). Esto significa que

L7 F(s) =x(1) = ZLx(1)] = F(s)

Proposicion 2.4.2 Si se satisface que
lim F(s) =0

s—ro0

entonces existe la inversa de F'.
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Un procedimiento adecuado para hallar la transformada inversa de funciones racionales, es utilizar las
propiedades de la transformada y descomponer en fracciones parciales la funcién F'(s). La propiedad
de la transformada (directa e inversa) de ser un operador lineal permite el calculo de las transformadas
inversas de cada fraccién parcial, sumar las expresiones analiticas y entonces hallar la sefial de entrada

x(t).

1
Ejemplo 2.4.3 Hallar la transformada inversa de .£ ! st
s2(s+2)3
El uso de fracciones parciales es fundamental
s+1 A B C D E

2128 s 2 tsm T arr g

Sin calcular el valor de estas constantes, la respuesta es

f(t)=A+Bt+Ce* +. 2! [(erDz)l} +27! [(sz)s]

Las transformadas que faltan merecen una explicacién

f‘[@fw]

El denominador muestra (s 4 2) que es un desplazamiento (va una exponencial), como (s +2)?
es una potencia de ¢. Luego,
D
7 [ ] =Dre ¥

(s+2)?

]

El denominador muestra (s 4 2) que es un desplazamiento (va una exponencial), como (s + 2)3
es una potencia de ¢>. Luego,

2673

E}E
=t

2
En consecuencia E
£t :A+Bz+Ce*2’f+Dte*2’+§t2e*2’
Los ejercicios siguiente tienen repuesta, para verla, “pincha” la letra, y para volver “pincha” el

rectangulito.

EJERCICIO 1. Hallar las transformadas inversas:

r r 2
@ ‘gi s_zzi;er ®) gj e f)s(ssé—igiﬁ)
CRE=== QR ety
(.2 s(szlﬂ)} (h) 2! sz—f—:j—HJ
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| Math
Pasas con 100 %.

1. La transformada de Laplace de f(r) = 5¢ +4sen3t es:

175 +45 175 17s% 445 175> 45
@ —F——3— ®) 575 ©) 5737 (d) 575 7Tav
5249 s2(s2+9) s2(s>+9) s2(s2+9)
2. La transformada inversa de F(s) = ;4 es:
3 5 1 7
C (b) 21’ (0) ¢’ (d) o’
11
3. La transformada inversa de F(s) = sl es:
s2 43542
(a) f(t) =S¢ 43¢ (b) f(t) =3¢ +5¢7*
() f(t) =3¢ 4+ 5% (d) f(t) =3¢ "4 5¢*
9
4. La transformada inversa de F(s) = 5o
(@) f(r) =9¢™ (b) f(r) =9~ (c) f(r) =9e" (d) £(£) = 9¢'
[ End Test | | | | Correctas |
ScoreField PointsField

| | Correctas |

2.5 Aplicaciéon a Ecuaciones Diferenciales

Veamos como se usan las transformadas de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes. Se supone siempre que todas las ecuaciones son vélidas para ¢ > 0.
Una ecuacién diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes es una ecuacion de la forma

YO @)+ ano1y "D () + -+ ary (1) +aoy(t) = x(7) 2.2)

donde x(t), 1a excitacion, es una funcién conocida y ag,ay,- - - ,a, son constantes dadas.

A esta ecuacion diferencial se le puede dar una interpretacion de sistema. En esta interpretacion, la
ecuacion diferencial lineal de 6rden n especifica un sistema con entrada (excitacion) x(¢) y salida
(respuesta) y(7). La salida asf especificada, y(7), es la solucién tnica de la ecuacion bajo las condiciones
iniciales especificadas

¥(0) = y0,5/(0) = y1,- -,y D(0) =y,

Estos valores se denominan condiciones iniciales.

2.5.1 Transformada de las derivadas

Sea x(t) una sefial continua y de orden exponencial, cuya derivada primera x'(¢) es continua a trozos y
de orden exponencial. La transformada de Laplace de la primera derivada de x verifica

L (t)] = sF(s) —x(0)

siendo F(s) = .Z[x(t)] y x(0) el valor de la sefial en el origen. En efecto

L) = /O X (1) dr
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Aplicando integracién por partes, con u = e, du = —se *'dt, dv = x'(t)dt, v = x(t) se tiene

/0 X (t)e"dt = (x(t)e 7”) —i—s/o x(t)e™*'dt = —x(0) +sF(s)

Luego,

» Transformada de x”(¢)
A partir de la expresion que proporciona la transformada de la primera derivada se puede obtener la
transformada de x”(¢), en efecto

LW (1)) =5 ZW(1)] ~¥(0) =5 (sF(s) — x(0)) — X (0)
= 52F(s) — sx(0) — x/(0)

Siguiendo de este modo, la generalizacién es:

LI ()] = s"F(s) — 5" 'x(0) — "2 (0) - - - — x"~1(0)

La aplicacién de la transformada de Laplace para resolver la ecuacién diferencial comprende los
siguientes pasos:
= Aplicar la transformada en ambos miembros de la EDO
» Utilizar las propiedades de la transformada para que sélo quede en términos de Z[y(t)] y
despejarla.
= Lo que se obtiene recibe el nombre de ecuacidn algebraica.
= Aplicar la transformada inversa para hallar y(t)

Ejemplo 2.5.1 Resolver la ecuacién y” —y =1, y(0) =0, y'(0) = 1.

Se aplica transformada en ambos miembros de la ecuacion para tener
L") = 2Lh =Ll = s> LD =sf(07) — f(07) =L =~

Reemplazando las condiciones iniciales

7S IS SRS L WS S
ey} Rl oy § ey R

La separacion en fracciones parciales permite el cdlculo de la transformada inversa (linealidad)

_ 1 .1
yO) =L —]-2 =] =) =€ -1
s—1 K
Actividad 7 Hallar la solucién de las ecuaciones:
1. 4" —y=1,y(0)=0, y(O) j Resp.y = —1+¢'/?
3
2. y”+9y—fsen2t y(0) =0, y'(0) =0. Resp. y = 2sen2f — 1sen3t

Ejemplo 2.5.2 Resolvery —2y=2t+1,y(1) =2
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Como la condicién inicial no es en cero, se debe usar un cambio de variable del tipo¢t =T + 1, de
modo que parat = 1 se tenga T = 0. De esta forma, la ecuacién original toma la forma

Y —=2y=2(T+1)+1=2T+3, y(0)=2
Aplicando transformada en ambos lados de la ecuacién:

2 3
sL[y| =2 —2L[y] = 213

Agrupando y despejando se llega a

257 +3s+2
Ly = ————5—
bl (s—2)s2
Se separa en fracciones parciales
L] = A n B n C
N=2 Ty 52

de los cual
y(T) = AT +B+Ce*"

Como T =1t — 1, entonces
¥(T)=A(t—1)+B+CeY

Convolucién en el tiempo

En matematica una convolucién es un operador matematico que transforma dos funciones f y g en una
tercera funcion. En términos de sefales, la convolucién combina dos sefiales para producir una tercera
sefial.

oefial 1

oefial 3

— =

Convelucian

sefial 2 *

Figura 2.19: convolucion

En el campo de las sefiales digitales la convolucién es muy importante, ya que permite obtener la sefial
de salida de un sistema a partir de la sefial de entrada y la respuesta al impulso unidad 6(¢). Es decir, se
puede predecir la salida, conociendo la entrada y la respuesta al impulso unitario.

Si la respuesta del sistema ante un impulso unitario se anota como /(t), la salida de un sistema lineal e
invariante excitado con una entrada cualquiera x(¢) estd dada por la expresion

oo oo

(&) = x(t) h(r) = / (D)t — 7)dT = / (1 — T)h(7)dt

—oo —o0

y se dice que la funcién y(z) es la convolucion de las funciones x() y h(t), que se anota

y(t) = x(1) +h(1)
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Ejemplo 2.5.3 Hallar convolucion entre f(t) =ty g(t) = sent

t t 1
tksent = / (t —u)senudu = t/ senudu—/ usenudu
0 0 0
— 1t —tcost —sent +1tcost =t —sent
Teorema 2.5.4 (Teorema de convolucién)

Si Z[f(t)] y Z[g(t)] existen para s > a > 0, entonces

Lfxe)lt) = Z[f(1)] ZL[g(t)] = F(s)G(s)

Observacion. : La forma inversa del teorema de convolucién

(f*8)(t) =2 [F(s)-G(s)]

es muy importante en la solucién de ecuaciones diferenciales, pues nos puede evitar el cdlculo de
fraciones parciales complejas.

Ejemplo 2.5.5 Obtener la transformada de la convolucién de las sefales x1(f) = e > (1) y x2(1) =
u(r)

Hay que calcular las transformadas de ambas sefiales

L) =F6) = —5 v L] =66)=+

Ahora, la transformada de esta convolucion es

1
Lx(t )] =
[00) 22 (0)] = gy
s+ 1
Ejemplo 2.5.6 Hallar &
eme (s—22((s+12+9)
Podemos ver el problema como un producto
s+1 1 s+1

(s—=2)2((s+1)249) (s—2)2 (s+1)2+9

Se calcula transformada inversa de cada factor del lado derecho:

(=

1 S+1 -
g |:(S—i—l)2—i—9:| =e tCOS3t

Su convolucidn es .
te¥ xe " cos3t = / (t —u)e?"™) . e 7" cos Sudu
0

1
= —te”

1
e’ — 1—86" sen 3t
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| Math
Pasas con 100 %.
1. Al aplicar transformada a la ecuacién
y'+4y +6y=1+e"", y(0)=0, y'(0) =0
2s+1 2s+1
@ F() = 51 4556) O F() = D2 1457 6)
2s+1 2s+1
©F6) = P +4546) D FE) = 12576
2. Al aplicar transformada a la ecuacién
y'+ 10y = pu(t), y(0) =0
5 10 10
WF)=ngq0) ©PFO=510 ©FW=gm OFO= g
[ End Test | | [ | Correctas |
Scor;;:ield PointsField
| | Correctas |
| Math
Pasas con 100 %.
1. La transformada inversa de 5
S J—
(s+3)(s—2)
8 _ 1 8 _ 3
(@) f(r) = ze 3 ge” (b) f(2) = ge 4 §e2t
4
() f(r) = ge*% - ger ) f(r) = ge*” - gezf
2. Al aplicar transformada a la ecuacién
Y'+5y"+4y =0, y(0)=1,y'(0) =0
S s+5
F(s)=———7— b)F(s) = ——7—
@Fs) =35 53+ () F(s) 25544
s s
F(s)=——— d)F(s) = 5———
(©) F(s) 24544 (@ F(s) s24+55+8
[ End Test | | [ | Correctas |
Scor;%ield Poin;erield

| | Correctas |
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Problemas Resueltos

Problema 2.1 Resolver la ecuacién y” —y =1, y(0) =0, y'(0) = 1.
Se aplica transformada en ambos miembros de la ecuacién para tener

SLY-LD] = 1+-=—5—=

Ahora, aplicando transformada inversa obtenemos

- == -1

Problema 2.2 Usar transformada de Laplace para resolver la ecuacién
Y =y"+2y=6,  y(0)=y"(0)=0,y"(0)=3

Se aplica transformada en ambos lados de la ecuacién

yO) =27

Ly"| = Lly"|+2L)y] = L[6] = s’L[y] =3 —s’L[y] +2L[y] = L[6]
Se sabe que L[1] = % por tanto, despejando L[y] se tiene

35+6 A B cs+d

- s(s+1)(s>—2s5+2) §+s+1 +s2—2s+2

L[y|

Tienes que obtener

Por tanto,

1 3 1 3 4s -7
=307 |- |- 2L St (s
Y [J 5 L—i—l} 5 §2—2s+2

las dos primeras inversas son sencillas

PRIEEE

3
—3_ et 2
Y 5¢ 750 G2

Observa el desplazamiento.

3 12 s—1 9 1
i L R A (VS5 S R S
Y 5¢ 75 [(s—1)2+1}+5 {(s—1)2+1]

Ahora estamos listos
=3— Ee_t— Ee’ cost—i—get sent
Y=o 5 5

para los mds “exigentes” esto se puede escribir

3
y=3 [5—e"+3e[ sent —4e' cost]
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Problema 2.3 Resolver 8x*y" +2xy’+y =0
Esta es una ecuacion de Euler.

y=x" = 8 %k(k— 1)x* 2 4 2k k" 1 4 ¥ =0 = 8k(k—1)+2k+1=0
al resolver la ecuacion en k se obtienen, k = % yk= %. Por tanto, la solucién general es
y= C x1/4 +C2x1/2

Problema 2.4 Resolver y”' —5y” 48y’ —4y = ¢* +2¢* + 3¢~
Cambiamos a operadores.
(D—1)(D—2)*[y] = ¢* +2¢" 43¢~

Aplicamos aniquiladores, en este caso (D —2)(D — 1)(D+ 1). Luego,
(D—1*D-2P°D+1)y]=0=y=Cie ' +Cre' +C3te' +Cye* +Cste* +Cst* &*
Pero aqui estd la solucién de la homogénea, que es
yp=Cré +Cse® +Cste”
Nos queda calcular las otras constantes
(D—1)(D—2)*[Cre " +Cste' +Cst> ]| = * +2¢ +3e¢™!
Después de batallar arduamente, debieras obtener

1 1
1 67 3 ) 6 )

La solucidén general es
= _71 -t ! ! 2t 2w Lo
() 68 +Cre' +2te +Cqe” +Cste —|—§t e

Abhora, si la quieres separada en homogéna mds particular
3 2t 2t ¢ 1 2 2 1 ¢
y(t) = (Cre +Cse™ +Cste™ ) + ( 2te +§t e

25+3

Problema 2.5 Hallar la transformada inversa de ———
2 —4s+20

Escribimos lo siguiente

2s+3  2(s—2) N 7
s2—4s4+20  (s—2)2+16  (s—2)2+16

Con ello nos damos cuenta que aparecen las transformadas de las funciones seno y coseno, desplazadas.

En consecuencia
-] [ 25+3

7
_ | = 2 — 2t =
s2—4s+20] 2e cos4t+4 e sendr = f(1)
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. 1
Problema 2.6 Hallar transformada inversa de ———
s(s2+1)
Un primer método para resolver es usando fracciones parciales:

1 1 s

s(2+1) s 241

[ega] - Fl-# 55

1 1 o
A [s(s2+l)]_1 cost

Convolucion. Para usar la convolucion escribimos lo que sigue

1 1 1

s(s2+41) s 2+l

Fi(s) - F2(s)

Ahora,
R = = () =1
Fo(s) = 521+1 — o(t) = sent
En consecuencia
. 1
LU0 580 = sty = F0 580 =27 |t

Esto significa que la transformada inversa la podemos hallar por convolucion. Tenemos.

L [s(szl—i—l)] = /Otl-sen(t—x)dx:cos(t—x)]f)

= 1—cost

Problema 2.7 Usar transformada de Laplace para resolver la ecuacién

<<
x//+x_{2ti5 ?;£—4, x'(0) =0, x(0) =1

En términos del escaldn, la ecuacién diferencial es
" x=3u(t)+2(t—4)u(r—4)
asi como se ve, estd jespectacular! Al tomar transformada se tiene
Lix"|+Lix] = LIf(1)], f() =3u()+2(t—4)u(r—4)

Sea sabe que,
! Lix"] = s*Llx]—sx(0)—x'(0) = s>L[x] —s
) = p—a)g(t—a) = L[f(t)] = e Llg(t)]

al mirar esto tenemos que
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Luego, la ecuacion, en términos de transformadas es
3 2
(s +1)Lx]=s+ " + 2 e

al despejar la transformada

s 3 2 _4g

Lix| =
b 5241 Jrs(s2—|-1) +S2(S2+1) ¢

[ Tienes tu tabla de transformadas a mano? Por favor, mira si estd bien lo que saco

1 s a5 (1 1
x(t) =cost+3 <s_s2+1> +2e ™ <s2_s2+1)

[ Viste las fracciones parciales?
x(t) =cost+3u(t) —3cost+2(t —4)u(t —4) —2u(t —4) sen(r —4)
al reducir términos semejantes
x(t)=3—2cost+3u(t)+2u(t—4)[t—4—sen(t —4)]

Problema 2.8 Una cuerda es de un material tal que es alargada 6 pulgadas por un peso de 12 libras. El
peso de 12 libras es jalado 3 pulgadas hacia abajo del punto de equilibrio y entonces es soltado. Si sobre
la cuerda estd actuando una fuerza de magnitud 9 sen(4t) libras, describir el movimiento, suponiendo,
ademds, que la fuerza actia hacia abajo para t pequeiia.

La ley de Hooke no puede fallar.

F:kx:>12:k-%:>k:24

Por otra parte, m = g, g =32 implicam = % La ecuacién que gobierna este asunto de resortes es

mx" +kx=9sen(4t) = x(t) = %x” +24x =9 sen(4t)
ifuera denominadores!
x" +64x=24sen(4t), x(0)=-,x'(0)=0
En operadores se ve mds linda la ecuacién
(D* 4 64)[x] = 24 sen(4t) = xy(t) = C; cos(8) +C, sen(8r)
Como el aniquilador de sen(4¢) es (D? 4+ 16), entonces agregamos
C3 cos(4t) + Cy sen(4t)

Vamos por las constantes

1
(D? +64) (C3 cos(41) 4+ Cy sen(4t)) =24 sen(41) = C3 =0, C4= 3
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Por tanto,
1
x(t) = C) cos(8t) +C, sen(8t) + 3 sen(4r)
como x(0) = 0, entonces C; = %. Para hallar C, hay que derivar y usar la condicidn inicial
x'(t) = —8C; sen(8t) + 8C; cos(8t) +2 cos(4r)

dado que x’(0) = 0, entonces 8C, +2 = 0 nos dice que C; = —%. En consecuencia,

1 1 1
x(t) = 1 cos(8t) — 1 sen(8t) + 3 sen(4t)

Problema 2.9 Resolver por variacién de pardmetros la ecuacién
y" =3y"+3y" —y=48x¢"
Pasamos a operadores
(D*—3D*+3D—1)y=48xe"* = (D— 1)’y = 48x¢"
Con esto sacamos la solucion de la homogénea
yp=Cre" +Crxe’ +C3x% &
Ahora hacemos variacién de pardmetros
Cl'e"+C'xe"+C3' X e =0
Cl'e" +C)/ (¢ +xe")+C3' (2xe" +x°e") =0
Ci'e"+Cy' (2¢" +x€) +C3' (dxe™ +x% " +2¢°) = 48xe"

que equivale a
Cl'+G'x+C'¥* =0

G/ +G'(1+x)+G' (2x+x*) =0
Cl'+GC'(24x) +C3' (dx+x"+2) =48x
Se resta, a la segunda ecuacion, la primera, y a la tercera la segunda. El sistema se reduce
G +2x'Cy' =0
G/ +2xC3+2C3' =48x

Este sistema de 2 x 2 es muy simple para tus conocimientos avanzados de matematica. Al restar el
segundo del primero, reemplazar C, y calcular C; debes hallar:

C3=12%+C3, C=-16+Cy, C=6x"+Cy
En consecuencia la solucién general es
y=[(6x*+C1) + (Co — 16x7) x + (1227 + C3) x*] &*

O bien
y=[Ci +Cox+C3)x? +2x4] e
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Problema 2.10 Se sabe que y = x es una solucién de la ecuacién homogénea asociada:

(= 1)y" —2xy' —ay = (¥ — 1)?

1. Determine el valor de la constante a.
2. Obtenga la segunda solucién, yj, de la ecuaciéon homogénea asociada.
3. Determine la solucién particular y,, de la ecuacién no homogénea.

a) Para determinar la constante a tenemos:

y=x=y'=1,y"=0
Se reemplaza en la ecuacion y se obtiene a = —2.
b) Si a = —2, entonces la ecuacion homogénea es
(> =1)y"—2xy' +2y=0
Ahora usamos el teorema de Abel, pues se conoce una solucién (y = x). Normalizamos la ecuacién

2x 2
" /
Y x2—1y xz—ly

2 2
Se observa que p(x) = _27)61’ q(x) = 2T Luego

x?— x?—
o P dx ot dx

Y2 =1 /72 dx:x/i2 dx

Y1 X
In(x2—1) 21
:x/e 5 dx:x/x 5 dx=x>+1
x x

¢) Se tiene que la solucién de la homogénea es
v =Cix+Cy(1 +x2)
Hacemos variaciéon de pardmetros para hallar la solucién particular
C'(x)x+C/ (x)(1+x*) =0
2
Ci'(x) +2xCy/ (x) = szj =2 -1

Al multiplicar por —x la segunda ecuacion y sumar se tiene

2
G'(x)=x=Ci(x) = >

Al reemplazar C)(x) en la primera ecuacién
C'(x)=—1-x*=Ci(x) = —x— =

En consecuencia, la solucién particular es
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Problema 2.11 Dada la ecuacién 4y” + 33y’ — 37y =0 con y(0) =0, y'(0) = —1, y"(0) = 3:
1. Escribir la ecuacién factorizada en operadores
2. Escribir la solucién general de la ecuacion homogénea.
3. Escribir la solucién que satisface las condiciones indicadas.

a) En operadores la ecuacién tiene la forma (4D3 433D —37)[y] = 0. Factorizada es

(D~ 1D +D+ )] =0

La cuadrética es irreductible, con raices complejas; D = —% +3i
b) La solucién general, considerando que a = —% yb=3es

—1/2x —1/2x

y=Cie*+Coe cos3x+ Cze sen3x
¢) Para las condiciones iniciales, obtenemos en primer lugar las derivadas de y.
y=Cie" + Czefl/zx cos3x+ C3e*1/2x sen3x

1 1
y' =Ce* — ECZe*I/z"cos 3x —3Ce /*sen3x — §C3e*1/2x sen3x+ 3C3e*1/2xcos 3x
1 3 3
y” =Cie* + Zczefl/zxcos 3x+ ECze*I/zx sen3x + ECze*I/Zx sen3x — 9C2€71/2xcos 3x
1 3 3
+ ZC3e*1/2x sen3x — §C3e*1/2)C cos3x — §C3e*1/2x c0s3x —9C3e~ 1/ sen3x
Aplicando condiciones iniciales
y(O):O—>C1+C2:0
1
y'(O) =—1— C] — §C2+3C3 =—1

1 3
Y(0)=3—Ci+ ;0-9C - 3G =3

Al resolver; Cy = %, C=-5.0G= _%

s +2s5+5

Problema 2.12 Hallar £(1) st Z1f(0)] = (o3 552

Escribimos en fraccion parciales

§*4+25+5 A n B n C
(s+3)(s+5)2 s+3 s+5 (s+5)?

Al resolver, A=2, B=—1,C = —10. Se tiene

S+2+45 2 110
(s+3)(s+5)? s+3 s+5 (s+5)?

Usando transformada inversa de Laplace
f(t)=2e3 —5¢7 —10te™

Problema 2.13 Resolver usando Transformada de Laplace la ecuacién y” + 9y = % sen2t, y(0) =0,
y'(0) = 0. No es necesario calcular las constantes en fracciones parciales.
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Aplicamos transformada en ambos lados de la ecuacién

3 2
2 _
s°F(s5) 4+ 9F (s) =394
Se despeja F (s)
3
Fl§)=m—
N EERErT)
Hacemos uso de fracciones parciales.
3 _As+B Cs+D

(s24+4)(s24+9) 5244 * 5249

Al separar
3 As B Cs D

P14 (219) 9244 214259 249

Ahora estamos en condiciones de aplicar transformada inversa

B 1
f(t) =Acos2t+ 5sen2t+Ccos3t+ gsen3t

Problema 2.14

Considerar la ecuacién y"” —y” — 4y’ +4y = 2x* —4x — 1 +2x%e> + Sxe* +
1. Hallar la solucién de la homogénea yj,.
2. Escribir el aniquilador de la parte no homogénea de la ecuacion.

a) Escribimos la ecuacién homogénea en operadores

(D’ —D*—4D+4)y] =0 = (D—1)(D-2)(D+2)[y] =0
La solucién de la homogénea es
yh = C1e" +Coe™ +Cze >
b) El aniquilador de 2x* — 4x — 1 +2x%¢* 4 5xe** +¢* es
D*(D-2)3

El D? aniquila 2x* —4x — 1y (D —2)? aniquila 2x?¢** + 5xe** + **
Problema 2.15 Las raices de la ecuacién caracteristica de cierta ecuacion diferencial homogénea de
orden 10, con coeficientes constantes, son:

4,4,4,4,2+3i,2—3i,2+3i,2 - 3,2+ 3i,2 - 3i

Escriba la solucién general.

Se observa que la raiz D = 4 tiene multiplicidad 4, de manera que P (Cr+Cat + Cit> + C4t3) forma
parte de la solucion. La raiz D = 2 + 3i tiene multiplicidad 3, aqui @ = 2 y b = 3. Esto permite afirmar
que €% cos(3t)(Cs + Cgt + C¢*) también es parte de la solucién general. Ademds, al estar las raices
D =2 — 3i, conjugada de la anterior, hace que tambien estén en la solucién general % sen(3t)(Cg +
Cot +Cipt 2) .

La solucidén general es

y(t) = e4t(C1 +Cot +C3l2 +C4t3) + ¥ cos(31)(Cs + Cgt +C7l‘2) + ¥ sen(3t)(Cg + Cot +C10t2)
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Problema 2.16 Usar transformada de Laplace para resolver la ecuacion
Y'=y"+2y=6,  ¥(0)=y'(0)=0,y"(0)=3
No olvidar que L es un operador lineal. Se aplica en ambos lados.
L") = Ly"]+2L[y] = L[6] = s’L[y] =3 — s°L[y] +2L[y] = L[6]

Se sabe que L[6] = %, por tanto, despejando L[y| se tiene

3546 A B cs+d
L = = —
bl s(s+1)(s2—25+2) s+s—{—1+s2—2s—|—2
Se halla que
3 12 21
A=3, B=—— =——, d=—
’ s T s 5
Por tanto,

e N B P
Y= s| 5 s+1] 5 2 —25+2

las dos primeras inversas son sencillas

—3—767[—21471 L +2L*1 ;
Y=o7s 5 G-12+1] 57 |s—1)2+1
Ahora estamos listos

12 9
y:3—§e_’—?et cost+§et sent

Esto se puede escribir

y= % [S—e_’+3et sent —4eé' cost]

Problemas propuestos

Problema 2.17 Escribir en operadores:

Ly +y=x*+xe*+3 Resp. (D* +1)]y]
2. ¥y 4+xy' =0 Resp. (x’D* +xD)[y] =0
Problema 2.18 Resolver las ecuaciones:

L. y" =3y’ +2y=0 Resp. y = Cj e* +C &>
2. YW 44y +4y=0 Resp. y = C; senxv/2 + cox senxy/2 + Cz cosxv/2 + Cy x cosxy/2
3. y"—y'=0 Resp.y=Ci +Cre ™ +C3¢*
4. y" 44y’ 45y =0 hfill Resp. y = Cy e > senx + Ce > cosx

5. 9"4+2y=0 Resp. y = C; senxy/2+C, cosxy/2
6. y'"+y'+y +y=0 Resp. y =c1e™" 4+ c2cosx 4+ c3senx
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Problema 2.19 Hallar el operador aniquilador de:

1. e +2xe" — x%e" Resp. (D—1)3

2. 3+€*cos2x Resp. D(D? — 2D +5)

3. 13x+9x? —sen4x Resp. D3(D* + 16)

4. (2—¢€*)? Resp. D(D—1)(D—2)
Problema 2.20 Resolver:

1.y — 4y =2e* Resp. y(x) = 2 3X+C162X+Cze x

2. Y'+5y +4y =3x+2 Resp. y(x) = Cje~ 24x +Cre " +3x— &

3. y"+25y = 20sen5x Resp. y(x) = yn+yp = Cicos5x+ CrsenSx —2cos 5x

4. y" 44y = cos’x Resp. y = 4 4+ Crcos2x+ Cssen2x + gxsen2x)
Problema 2.21 Resolver por variacién de parametros

1. y"+3y +2y=sen(e"). Resp. y(x) =y +y, = Cre”* + Cre ™" — e > sen(e”)

2. " 43y 42y = —e7*, Resp.y=C)+Cre ™ +Cze X +xe™

3. YV/+2y +y=e¢"*Inx Resp. y =Cie ™"+ Coxe ™ + %e‘x Inx — 2x%e™*
Problema 2.22 Resolver las siguientes ecuaciones de Euler.

1. x2y” 4+ 3xy’—y =0, usando y = x* Resp. y = Cyx2 +Cox 2

2. x° ”+xy —y =0, x# 0, usando x = ¢'. Resp. y(x) = Cix+ Cox !
Problema 2.23 Hallar la solucién general de las ecuaciones:

1. X>y" —xy'+y=0 Resp. y=Cjx+CrxInx

2. x2" —xy' +y =4xInx Resp. y =y +yp = Cix+ CoxInx + %xln3x
Problema 2.24 Resolver la ecuacion diferencial:

1. xy =2y =x Resp. y(x) —%—FC]%—FCZ, usay =z

2. xy"=2y"=0 Resp. y(x) = CH + Cox+C3, usay”’ =z
Problema 2.25 Resolver las siguientes ecuaciones homogéneas:

/" 4yll + Sy/ — 0 2 y/l/ + 3y// + 3yl +y — O
Problema 2.26 Resolver el problema de valor inicial

Y +12y" +36y' =0, y(0) =0, y'(0) =1, y"'(0) = =7

_ -6 —6x . _ . _ 5 1
Resp.y=ci+ce ™ +c3xe ™ cr=cr =135, c3=¢

Problema 2.27 Resolver las siguientes ecuaciones no homogéneas:

L y'+y= cosZ x Resp. y =y, +y, = c1cosx+casenx+ 13 cosdx+sen2x — 13sendx

2. y'+y +y=xsenx Resp. y, = senx+2cosx —xcosx

3.y 42y —8y = De=2X _ o—X Resp.y = cre® +cre ¥ —14e 2 4+ 19¢7F
Problema 2.28 Resolver x%y" — 3y = —=% como sigue:

1. Hallar la solucién de la homogenea (Euler)

2. Normalizar la ecuacién dividiendo por x?
Inx

3

Resp. x> 0=y, = Cix3 +C2%
X

3. Usar variacion de parametros con g(x) = —
Problema 2.29 Hallar segunda solucién de:

1. x>y —7xy’ +16y =0 si y; = x* es solucién. Resp y; = x*In x|
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2. x%y" 4 2xy' — 6y = 0si y; = x> es solucién. Resp. y, = — <1

53
Problema 2.30 Resolver las siguientes ecuaciones:
1. y® 4y 4y =0. Resp. y = ¢1 +cox+e /2 (C3 cosx? +ea senx@)
2.y —4y +8y=0. Resp. y = c1e?* cos2x + ce* sen2x
Problema 2.31 Resolver los problemas de valor inicial:
5 5
1. y"+12y" +36y =0, y(0) =0,y'(0) =1, y"(0) = —7. Resp. y = 6 %e_éer e —ox
2.y —y=18e¢*,y(0) =8,y (0) = 7. Resp. y = 3e > +2¢" + 3¢~
Problema 2.32 Resolver las siguientes ecuaciones:
1. y"+3y +2y=5sen2x. Resp.y = —1sen2x— 3 cos2x+Cre* +Cre ¥
2. (D> —2D+ 1)y =x"¢" Resp. y = Ce* + Coxe* + 5x3e*
Problema 2.33 Resolver las ecuaciones de Euler:
1. x*y" —xy' 42y =xInx. Resp. y = Cjxcos(Inx) + Coxsen(Inx) + xInx
2. (x— 13" +2(x— 1%y —4(x—1)y +4y=4In(x—1).
Resp.y=Ci(x—1)+Co(x—1)2+C3(x—1)>+ 1 +In(x—1)
Problema 2.34 Calcular las siguientes transformadas:
1. g[t2€3t]. Resp m
(t—2) sit>2 6 o
2. g(t)= . Resp. Z[g(t)] = e **
() { 0 v . g(t)] = §

Problema 2.35 Hallar transformada inversa de:

852 —7s+6
1 F(S) = i‘z(s—s;; ReSp y( ) 2— 3t+6€2t
2
§5c+3s—7 - -
2 FO) = (365461 Resp. y(1) = e — 3¢~ — 3o
s -1|_5 _
3. ¥ _s2+4} Resp. & [52—1—4} = ft) =cos2t
= Ts—1 —t —2t 3t
4. £ GIG206=3) Resp. Ae™" +Be " 4-Ce
[ 1
5. 271 2+7} Resp sent\f
s
2541
6. 2! ( +1)S(j_ (;s+5)] Resp. Ae™" + Be' cos 2t + B1C e’ sen2t
s s2—2s




2.7 Problemas propuestos 113

[—2
7. 27! zs_:f] Resp. —2cos2t +3sen2t
s
4 s+3 50 2 -t
8. _(s—2)(s+1)] Resp. 3¢ — e
[ 4
9. w1 Z:I—HB] Resp. e cos2t + e~ sen2t
52 +4s

Problema 2.36 Resolver las siguientes ecuaciones usando transformada de Laplace:
1. y"4+4y" +5y +2y =10cost, y(0) =y'(0) =0, y"(0) = 3.
Resp. y(t) = —e™ % +2e™" —2te™" —cost +2sent

2. Y'+y=468(t—2m), y(0) =1, y'(0) =0. Resp. y(t) = cost +4sent u(t —2m)
3.y =5y=0,y(0)=2. Resp. y(t) = 2¢”
4. y'(t)+3y(t)=0,t>0 y(O) =2 Resp. y(t) =2 —2¢~ ¥
5.4y —y=1,90)=0,y(0)=13 Resp. y = —1+4¢'/2
6. ¥/ +9y = %senZt y( )=0,y(0)= Resp. y = 2sen2s — 1sen3t

—2x
Problema 2.37 Resolver la ecuacién y” +4y' +4y = exT
Resp. y(x) = Cre > + Coxe > —e Flnx — e %

Problema 2.38 Resolver las siguientes ecuaciones:

1. Resolver y” +y" = e*cosx Resp.y=Cj+Cox+Cze ™ — —Oe cosx+ %e" senx

2. Resolver x3y" — x>y — 2xy + 6y = x>

3. Resolver y” +2y +2y=e*cosx Resp.y=Cie *cosx+Cre *senx+ %xe"‘ senx
Problema 2.39 Considerar la ecuacién

(¥ +2x)y" + (x* =2)y =2(x+1)y =0

1. Con la sustitucién y = ¢** hallar una solucién de la ecuacién. Resp. y; = e~

2. Encuentre la segunda solucién de la ecuacién. Resp. y» = x°

Problema 2.40 Dada la ecuacion diferencial xy” + 2y’ —xy = x
1. Muestre que y = x~'¢* es una solucién de la homogénea asociada.
2. Encuentre la otra solucién de la homogénea.
3. Encuentre la solucién particular.
4. Resuelva el problema de valor inicial formado con la ecuacién diferencial dada y las condiciones
iniciales y(1) =1, y'(1) = 1.






(3. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Existen muchos situaciones en que se necesita modelar fendmenos que tienen mds de una variable
dependiente de un mismo pardmetro. Para resolver esto es necesario estudiar los sistemas de ecuaciones
diferenciales.

Definicion 3.0.1 Un sistema de ecuaciones diferenciales es un conjunto de una o mds ecuaciones en
las que aparecen una o més funciones incognita, pero todas ellas dependiendo de una sola variable
independiente.

La forma mds general que tiene un sistema de ecuaciones diferenciales es la siguiente

/ / /
Fl(tax17x17x27x27”',xnaxn) =0

/ / /
Fl(tv-xl)xlv-xZ)va”' ’xl’lﬂ'xn) =0

/ / /
Fn(t7x17x17x27x27“' 7xrl7xn) =0

siendo ¢ la variable independiente

x1(2),x2(2), -+ , x4 ()
son las n funciones incégnitas a determinar. Las F; son funciones reales de varias variables F; : A C
R?"*! 5 R, con 1 < i < n. Se suele suponer que hay igual niimero de ecuaciones que de incégnitas de
manera que todas las ecuaciones son independientes, es decir, ninguna puede deducirse de las demas.
Si es posible despejar la primera derivada de cada una de las funciones incdgnita, se tiene el sistema en
la forma normal

(x/l(t) = fl (t7x17-x27”' ,Xn)
x5(t) = folt,x,x, - ,x

2(1) ( n) o)
\x:’l(t) = fn(tvxlrx%"' axn)

donde f;: A C R!™" = R, 1 <i < n, son funciones reales.
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Reduccion de un sistema a primer érden
El siguiente resultado permite dedicarse a estudiar solamente sistemas de primer 6rden.

Proposicion 3.0.2 Todo sistema de orden superior a dos puede transformarse en uno de primer orden
mediante la simple redefiniciéon y agregado de variables.

Para que esto se pueda realizar, en el sistema se debe poder despejar las derivadas de médximo orden.
Actividad 8 Escribir el sistema dado como uno de primer érden
X'+3x—y =0
y'—2x+2y =0
Se despejan las derivadas de 6rden mds alto
X' =-3x+y
y' =2x—2y

Se introducen nuevas funciones z; = x, zo =X/, z3 =y, z4 = y'. Se tiene que

Zl =22
7 =-3u+zn
B =2

74 =2z71—2z

Actividad 9 Escribir el sistema
x" =2x+43y

y// — 6x2 +y’+3x’t2
en uno equivalente de primer 6rden
Es claro que el sistema es de segundo 6rden y las maximas derivadas estin despejadas. Si hacemos

/

X = X1
Yo o =m
xX; =2x+y

Y =6x%+y; +3x 12

tenemos un sistema de primer 6rden equivalente al dado.
Por tanto, consideraremos en lo sucesivo sistemas de ecuaciones de primer orden, Ademads, asumimos
que es posible despejar las derivadas y que el nimero de ecuaciones es igual al nimero de incognitas.

Sistemas lineales de primer orden

A partir de ahora nos concentraremos en los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden
lineales, es decir, sistemas cuya forma normal (las derivadas de primer 6rden estdn despejadas) del tipo

Xy =an(t)x+tan(t)x, + fi(7)
Xy, =ay(t)xi+ - +ao(t)x,+ fo(t)

X, =an (1)x1+ -+ ap ()X, + fu(2)
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El sistema anterior se dice homogéneo si f;(t) =0 parai=1,---,n, y no homogéneo en caso contrario.
Este sistema puede escribirse en forma matricial

x) ap(t)+---+a(t)\ [x fi(t)

| e+ tan) | | x . f(t)

x;, anl(t)+"‘+ann(t) Xn fn(t)

o, en forma compacta,

X' =A()X+F(r) (3.2)
El correspondiente problema de condiciones iniciales se escribe en la forma
X' =AOX+F(), X(to)=2Xo

Teorema 3.0.3 (Existencia y unicidad de soluciones)
Si las componentes de A(¢) y F(¢) son funciones continuas en un intervalo comin / que contiene al
punto 7, entonces existe una tnica solucién del problema de valor inicial.

Actividad 10 Escribir en forma matricial los sistemas:

/

L X =2x1-3x 5 x] =2x1—3x0+3¢
X5 = x| —2xp — 12

/
X, =Xx1—2x

Definicion 3.0.4 El vector

x1(2)
o (1)
X = (x(t),x(0), - x) = | .
(1)
es solucién de (3.2) en un intervalo / si sus elementos son funciones diferenciables que la satisfacen en

dicho intervalo

Ejemplo 3.0.5 Para el sistema X' (1) = G f) X

Son soluciones:

Por otra parte
S 1 2 e’ —e !
(1 3) () ()
Se verifica entonces la igualdad. de modo que es solucién.

En el caso en que la matriz A sea constante, llamaremos a este sistema, sistema de ecuaciones diferen-
ciales lineal con coeficientes constantes. Este es el caso que estudiamos a continuacién.
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Sistemas lineales homogéneos

Estudiamos ahora como resolver sistemas diferenciales lineales homogéneos
X' =A@)X (3.3)

La solucién nula X (t) =0Vt € I es obviamente una solucién posible para cualquier sistema homogéneo
y se denomina solucion trivial.

Muchos resultados para los sistemas de ecuaciones lineales son andlogos al de las ecuaciones lineales
de orden n.

Teorema 3.0.6 El conjunto de todas las soluciones del sistema lineal homogéneo X' = A(t))? , donde
A(r) es continua en el intervalo abierto /, es un espacio vectorial de dimension n, siendo n el nimero de
ecuaciones e incognitas del sistema.

De este teorema se deduce que cualquier solucién del sistema lineal homogéneo puede expresarse
como combinacién lineal de las funciones de una base de soluciones.

Definicion 3.0.7 El conjunto

{Xi(0).Xa(t), - K1)}

de soluciones del sistema homogéneo se denomina sistema fundamental de soluciones.
De esta forma, la solucién general del sistema lineal homogéneo es

X(1)=C X\ (t)+---+CX, (1)

donde C,C;,--- ,C, € R.

Otra forma més breve de escribir la solucion general, consiste en considerar el vector C= (C1,Cay--+,C)T
y la matriz
Q@) = (Xi(t) |X2(1) |-+ |Xu(r))

cuyas columnas son las soluciones del sistema fundamental. De esta forma la solucién general puede
escribirse en la forma

=

X@t)=d@)-C
La matriz ® se llama matriz fundamental del sistema.

Proposicion 3.0.8 Sea ®(r) una matriz fundamental de un sistema de primer orden lineal homogéneo.
Entonces
» La matriz fundamental es invertible, det ®(z) # 0, Vz.
= La derivada de la matriz fundamental (que se realiza derivando individualmente las componentes
de la matriz) cumple
D'(t) = AD(t)

2t t eZt

Actividad 11 Verificar que ®(t) = <_e€2t P

()=Coe)

2,) es una matriz fundamental del sistema
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Se debe verificar que ®'(t) = A®(¢), siendo

Veamos si ello ocurre. Para ®'(¢) tenemos

2% & 421
q)l(t) = <_262t 2 Dot

3 1 e te*
Aq)(t)_<_1 1> (_eZt eZt_teZt)

202 ¥ 4216
= <—2€2[ o2 — D102t = d)'(t)

Para A®(r) se tiene:

En consecuencia ®(¢) es matriz fundamental del sistema dado.

Actividad 12 Dado el sistema de ecuaciones diferenciales

X 4 0 =2 X
y]=10 4 -4y
7 -2 —4 5 Z

verificar si las siguientes funciones vectoriales son solucién

1 -2 1
}?1 =12 s )?2 = 1 €4t, )?3 == 2 €9t
2 0 -3

Observacion. Para el célculo de la solucién general de un sistema lineal homogéneo necesitamos no
s6lo encontrar n soluciones, sino que éstas deben formar base.

Método de eliminacion

El método de eliminacién para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales consiste, como en el
caso de ecuaciones algebraicas, en ir eliminando de manera sucesiva las incognitas hasta llegar a una
ecuacion diferencial, generalmente de orden superior, con una tnica incégnita que habrd que revolver
empleando los métodos vistos.

Actividad 13 Resolver el sistema
x'—x+2y =0
3x+y’ =0

Se deriva la primera ecuacién
i / /
X —x+2y =0

Se despeja y’ de la segunda ecuacion y se reemplaza en la dltima ecuacién
X=X +2(-3x)=0=x"—x'—6x=0
En operadores esta ecuacion tiene la forma

(D*~D—6)[x] =0= (D—3)(D+2)[x] =0
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La solucion de esta es
x(t) =Cie¥ + Cre™?

Para hallar el y(¢) despejamos, en la primera ecuacion del sistema, la variable y

1
y= E(x—x’)

Se reemplaza aqui el x(¢) hallado y su derivada.

1 1
y(t) = 3 (C1e¥ +Cre ™ —3C 6% +2Cre™ %) = 3 (=2C1e* +3Cye™ )

Se concluye que la solucién general es

)_('(;) B Cl e3t —|—C2€72[ B eSt eth C]
TG+ 3G ) T\ Je ) \G
Actividad 14 Resolver el siguiente problema de valores iniciales

/ :_5 _
! Y x()=0,y01)=1
Yy =dx—y

Al derivar la primera ecuacién

"n_

x"=-5x"—y' = x" = —5x" — (4x —y)
De la primera ecuacién y = —5x — x’. Reemplazando se llega a la ecuacién
x"4+6x"+9x=0

Al pasar a operadores
(D+3)*[x] =0

Tenemos una raiz doble, siendo la solucion

x(t) = cre” 3 + +cyte™

Para hallar la funcién y del sistema, la x(¢) recién encontrada se reemplaza en la primera ecuacion, y se

encuentra que

3t 3t 3t

y(t) = —2cie” " = 2cote™™ —cre”

Aplicando condiciones iniciales, el resultado final es

y(t) — _63—3t + 2te3—3t

Este procedimiento de resolucion de sistemas lineales es til si el sistema es sencillo. Para sistemas
mds complicados hay otros métodos que resultan mds adecuados.
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3.0.4 Método de valores y vectores propios

Considerando que la ecuacién X' = ax, en donde a es una constante, tiene por solucién
x = Ce”

por analogia con el sistema

—

X'=AX (3.4)
suponemos que tal sistema admite soluciones de tipo exponencial de la forma
X(t) =My

donde A es un nimero real y ¥ = (vi,va,---,v,)7

de (3.4) se debe tener que:

es un vector de R". Si esta exponencial es solucién
LM =A(MV) =AM
Al simplificar se obtiene la ecuacién
AV=AV (3.5)

Es decir, X = e*¥ es solucién de (3.4) si y solo si A y V satisfacen (3.5).

Definicion 3.0.9 (Vector y valor propio)
Un vector ¥ # 0 que satisface (3.5) se llama vector propio de A con valor propio A

Observacion. A es un valor propio de la matriz A si y solo si
AV=AV=AV-AV=0
La dltima ecuacién se escribe
(A=AL)¥=0 (3.6)

Con I, 1a matriz identidad n x n. Esta ecuacién (3.6) tiene una solucién ¥ # 0si y solo si det(A — A1) =0.
Luego los valores propios de A son las raices de la ecuacion.

aijn—A  anp - an
a  an—A - a
0 =det(A — Al,) = !
agl an2 st A — A

El polinomio que aparece al resolver el determinante se llama polinomio caracteristico de A, y la
ecuacion misma se llama ecuacion caracteristica.

Actividad 15 Hallar la matriz A del sistema y sus valores y vectores propios.

X} = x1+3x
xXh = x1—x
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Escrito matricialmente, el sistema tiene la forma

X1 . 1 3 X1
x) \1 -1 X2
Para tener la ecuacidn caracteristica formamos el determinante

12 3
’ oo1-a =0

del cual obtenemos
M =2, =2

tenemos valores propios distintos. Sus vectores propios asociados (ecuacion 3.5) son:

rerm (13 () =2 (2)

lo que equivale a resolver el sistema
x1+3x% = 2x
! 2 ! —x1 =3x
X1 — X2 = 2X2

considerando x; = 3, entonces x, = 1, con lo cual, el vector propio asociado es

()

Con un poco de paciencia, debieras poder calcular v, y tener que

w= ()

Supongamos que se han calculado ya los valores y vectores propios de A, podemos encontrar las
siguientes situaciones:

3.0.5 vectores propios reales distintos

Se considera el sistema lineal homogéneo de coeficientes constantes
5, 5
X' =AX

Teorema 3.0.10 Si la matriz A tiene n valores propios A;, A, - - - A,, reales y distintos y si ¥y, v, -+,
vy, son los vectores propios correspondientes a los valores propios, entonces el conjunto de funciones

A

el 2t‘—}'2, e aelnt‘_;n

lt171 ,€
es un conjunto fundamental de soluciones del sistema X' = AX.

La funciones son linealmente independientes, ya que al evaluarlas en el punto t = 0 los vectores
obtenidos son linealmente independientes. Por tanto, en este caso, toda solucion del sistema se puede
expresar en la forma

X(1)=C MV +CreP 4 -+ C e, (3.7)

donde C,Cy,---,C, € R.
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Ejemplo 3.0.11 Escribir la solucién general del sistema:

/
xX; = X +3x
X, = X|—X2

Hemos obtenido para A; = 2 el vector propio

y para A, = —2 el vector propio

Con esto tenemos la solucién general

X(l‘) =0 171 €2t +C2V2€_2[

t-a () () e

= 3C, e + () e
X(t) = (Cl &2 — G e~

O bien,

Y también

Actividad 16 Hallar las soluciones linealmente independientes, una matriz fundamental y la solucién
general del siguiente sistema:

1 -1 4
X'=|3 2 -1]X
2 1 -1
El polinomio caracteristico de A es
1-2 -1 4
p(A) =det(A—AI) = 3 2-14 -1 =0
2 1 —1-2

de lo cual p(A) = (1 —A4)(A —3)(A +2), de modo que los valores propios de Ason A; =1, A, =3y
A3z = —2. Hallemos los vectores propios asociados a A1, A, A3:

= Valor propio A = 1

1-2 -1 4 Vi 0 -1 4 21 0
(A—]I)Vlz 3 2—& —1 V2 =13 1 —1 1% =10
2 1 —1-2 V3 2 1 =2 V3 0

La matriz se puede escalonar (sumar la primera fila a la segunda y a la tercera fila)
0 -1 4 0 -
31 —-1|~1(3 O
2 -2 2 0

1 4
3
2
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La segunda fila se divide por 3, y la tercera por 2. Luego se resta a la tercera fila la segunda.

0 -1 4

0 —1 4
1 0 1]~11 0 1
1 0 1 0 0 O
Queda por resolver
0 -1 4 Vi 0
1 0 1 V) 0
0O 0 O V3 0
Escribiendo lo anterior en forma de sistema
vi+v3 =0 Vi = —V3
-
—vy +4v3 0 Vo =4y
Si se considera v3 = 1, se obtiene vi = —1, v, = 4. Con lo cual el vector propio asociado a A =1 es
—1
Vi 4
1
Con esto, la primera solucién tiene la forma
-1 e
Xi()=¢| 4 = | 4¢
1 e
= Valor propio A =3
De forma andloga se obtiene:
1 1 e
A=3=h=[2|=X0)="[2] =|2¢¥
1 1 e¥
= Valor propio A = -2
1 e—2[
=1 =X0)=e?| -2
-1 —2t

Las tres soluciones son linealmente independientes, esto significa que la matriz fundamental es

—é eth 3t

e
CD(Z‘) = [)?1,)?2,)?3] = | 4¢¢ —e 2 2
e _eth e3t

La solucidén general es

X(t) =1 X1 + 2 Xo +c3X3
—cre +credt —cpe
— t 3t -2t
= | 4ci1€ +2cre”" +c3e
cre +cre +cpe 2
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Actividad 17 Considerar el sistema
x' =x+2y

y' =3x+2y

1. Resolver el sistema por eliminacién
2. Calcular los valores y vectores propios

La respuesta a la primera pregunta es
4t —t 3 4t —t
x=Cie" +Ce ", yzicle —Cre
Veamos ahora los valores y vectores propios:

La matriz
1 2
=5 3)

Los valores propios son A; = —1 y A, = 4. Sus vectores propios son
- —1 - 1
v?q = g 9 vlz = 1
3

Multiplicidad algebraica y geométrica
Definicion 3.0.12

Las soluciones coinciden.

= El nimero de veces que un valor propio A se repite como raiz en el polinomio caracteristico de
A, se llama multiplicidad algebraica de A.
» El nimero méximo de vectores propios linealmente independientes que tiene asociado un valor
propio A, es decir, la dimensién del subespacio propio de A, se llama multiplicidad geométrica
de 1.
La dimensién de este subespacio (esto es, el nimero de soluciones linealmente independientes del
sistema caracteristico) es n — rang(A — Apl,). A este nimero se le llama multiplicidad geométrica de
Ao como valor propio de A. Hay tantos vectores propios lincalmente independientes asociados a A
como su multiplicidad geométrica.
Las dos multiplicidades estén relacionadas por

1< M,(A) < Ma(2)

Observacion. Si un valor propio es simple, entonces su multiplicidad algebraica es 1 y su multiplicidad
geométrica es 1. Es decir,
A simple = My(A) =M,(A) =1

Ejemplo 3.0.13 se considera la matriz <411 _12>

Los valores propios son
4—1 =2
1 1-2
se obtienen A; =2y A, = 3. Es claro que su multiplicidad algebraica es 1 (aparecen con exponente 1
en el polinomio caracteristico).

‘—0:%2—5&%—0
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Hallemos una base de R? formada con vectores propios de A.
_ L= 2 =2\ (vt _ (O
11—2:>(A 212)V—0:><1 _1> <V2>_<0>

2vi—2vp, =0
—— V] =V
Vi —WV2 =

se forma el sistema

Al trabajar la matriz A se observa que su rango es 1, de modo que su multiplicidad geométrica es
n—rang(A—AL)=2—-1=1

El vector propio asociado a este valor propio es

. 1
V7L1: 1

Veamos que sucede con el otro valor propio.

—

A =3=>(A-31)F=0

se forma el sistema

vi—2v, =0
== v =2
V1—2V2 =0

Al trabajar la matriz A se observa que su rango es 1, de manera que su multiplicidad geométrica es
2 —1 = 1. El vector propio asociado al valor propio es

. 2
V}Lz: 1

Asi, V| y ¥, son linealmente independientes, y forman una base de R? formada con vectores propios de

A.
Actividad 18 En el sistema
%/ 3 —18)\ =
2 -9
3—14 —18

2 —-9-1

e

La ecuacion caracteristica es

det(A—?LI):’ ‘:0

de lo cual
(A4+3P2=0=—=A1=-3

valor propio de multiplicidad 2. Veamos el rango del subespacio propio de este valor propio

-6
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De este modo, el rango de esta matriz es 1. Se sigue que la multiplicidad geométrica es
mg(A)=2—-1=1

Asi que este valor propio tiene asociado SOLO UN vector propio. Hallemos este vector propio

(A-30)7=0— (S jg) <:;) N <8>

Al resolver vi = 3v,. Si vo = 1, entonces v = 3. Se tiene que el vector propio asociado es

V= G) = F(t)=e" G)

Debemos hallar la segunda solucién linealmente independiente. De acuerdo a lo establecido,

=) v e ()
wcmm=i— (5 75) ()= ()

Al resolver se obtiene el sistema

Resolvemos la ecuacion

6W1 — 18W2 =3
2wi — 6wy =1

Como una ecuacidn es multiplo escalar de la otra, existen infinitas soluciones. En particular, si wp = 0,

entonces wy = % Luego 1
X, (1) = <?> te 3+ (8) e 3!

es la segunda solucién del sistema lineal dado. En consecuencia, la solucién general es

to-a (e[ ()

Actividad 19 Considerar el sistema
{x’ =Tx+y
!/

y' = —4x+3y

1. Resolver el sistema por eliminacion
2. Calcular los valores y vectores propios

Al resolver por eliminacién se halla que
X = (Cl —i—Czl‘)eSt, y= (C2—2C1 —2C2l‘)€5t

Ahora, para hallar los valores y vectores propios se considera la matriz

=)
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Los valores propios son A; = A, = 5. Un vector propio es

_1

Un posible segundo vector propio es

La solucidén general debe ser la misma.

IMath
Pasas con 100 %.

: . x' =2x+3y | .
1. La matriz del sistema tiene por valores propios:
yo=2x+y
(a)ly4 (b)—ly4 (©)1ly—4 (d) -1y —4
2. Un vector propio para el valor propio A = —1 es:

@ () o (2) © () @ ()

3. Un vector propio para el valor propio A = 4 es:

(@ @ (b) @ © @ @ G)

4. La solucién del sistema es:
= . Cie '+ 3C2€4t
(@) X(r) = <Cle_’ 12056
>, Cie™" = 3C,e™
(C) X(t> B (—Cle_t + 2C2€4t

[ End Test | | | | Correctas |

= . Cie '+ 3C2€4t
(b) X(r) = <—Cle_’ +2C,e*
Cie™" 4 3Cre™
r—Cre™ —2Ce%

(d) X(r)

ScoreField PointsField

| | Correctas |

3.0.7 Valores propios repetidos

Si la matriz A tiene valores propios repetidos con multiplicidad m (raices repetidas de la ecuacién
caracteristica) entonces hay que buscar m soluciones fundamentales asociadas a dicho valor propio.
Pueden ocurrir dos casos

= Si la ecuacién (A — AI)V = 0 entrega m vectores propios, jNO hay problemas! Esto siempre
ocurre cuando la matriz A tenga coeficientes reales y sea simétrica.

= Silaecuacién (A — AI)V = 0 entrega menos de m vectores propios distintos asociados a un mismo
valor propio de multiplicidad m, entonces hay que calcular lo que se conocen como vectores
propios generalizados. Vamos a considerar los casos de la raiz doble y triple repetidas.
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Caso una raiz doble

Supongamos un sistema de dos ecuaciones diferenciales cuya ecuacidn caracteristica tiene una raiz
doble. Sea A; un valor propio de multiplicidad dos y que solo hay un vector propio V asociado con él,
entonces X; (t) = C1eM! es una solucién. La segunda solucién es de la forma

X, = vteM! 4 ypeht

G %1 W= w1
A A

siendo w un vector a determinar de la ecuacion

en donde

A-MDw=V
Veamos de donde proviene esto. Como X, (1) es solucion de la parte homogénea, debe satisfacer
X} (1) = AX, (1)
Se tiene
AvteM +veM 4 AweM = A(FreM +wet)
Agrupando términos en el lado izquierdo

(AV— VA )t eM + (AW — T — Aw)e™ =0

Esto genera el par de ecuaciones
A=AV =
A-ADw =

<l ol

Siendo la primer ecuacién la definicién del primer vector principal y la segunda ecuacién la que genera
a un vector linealmente independiente con respecto al primero.

oo (3 —18\ o
e )

det(A — AT) = (3? _;1_81) ~0

Actividad 20 En el sistema

La ecuacion caracteristica es

de lo cual
(A+3P2=0=A1=-3

valor propio de multiplicidad 2. Hallemos su vector propio

(A-30)F=0— (S :g) (:;) N <8>

Al resolver vi = 3v;. Si vy = 1, entonces v; = 3. Se tiene que el vector propio asociado es

7= G) — () = G’)
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Debemos hallar la segunda solucién linealmente independiente. De acuerdo a lo establecido,

() 5=

(A— MD)W =7

G 5) (0 5)]E)-0)

Al resolver se obtiene el sistema

Resolvemos la ecuacion

Tenemos:

6W1 — 18W2 =3
2wy —6wr, =1

Como una ecuacidén es multiplo escalar de la otra, existen infinitas soluciones. En particular, si wp, = 0,
entonces w| = % Luego

es la segunda solucién del sistema lineal dado. En consecuencia, la solucién general es

X(t)=0C G) e+ G [G) te ¥ + (é) e—ﬂ

Actividad 21 Para el sistema

1 -2 2
X'=|-2 1 =2
2 =2 1
Los valores propios son A; =5, A, = —1 y A3 = —1 (calcular). El vector propio de A; es
1
M=|-1
1
De lo cual se tiene
1
Xl(l)zcl —1 65[
1
Para A, = —1 se debe resolver
2 =2 2 Vi 0
-2 2 =2 v | =10
2 =2 2 V3 0

Al hacer operaciones por filas se obtiene que el rango de la matriz es 1 (sumar primera fila a la segunda
y se anula, luego, a la tercera fila restar la primera y se anula). Como la matriz de coeficiente es
de 3 x 3 y la matriz reducida del valor propio tiene rango 1 (nimero de filas distintas de cero), la
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multiplidad geométrica de este valor propio es 2, lo que nos dice que tiene asociados dos vectores
propios linealmente independientes, en efecto, quedando una dnica ecuacién a resolver

2vi —2vp+2v3 =0
podemos obtener dos vectores L.I. Si v3 = 0, entonces v, = v; = 1. Con esto, el vector propio es:

1
A=
0

Con v, = 0 se halla un segundo vector propio linealmente independiente al obtenido

1
A3=10
-1
La solucidén general es
1 1 1
Xt)=C -1+ |1 ]e"+C| 0 |
1 0 —1

Actividad 22 Hallar valores y vectores propios, y la solucién general del sistema

x' =3x—y—z
y =x+y—z
7 =x—y+z

Del determinante
3-14 -1 —1
1 1-A —11]=0
1 -1 1-2
se obtienen los valores propios
M=1L4L=2 =2

Con el valor propio A; = 1 se obtiene el vector propio

1
1
1
Para A, = 2 tenemos la matriz:
1 -1 -1 1 -1 -1
1 -1 —-1]~10 0 O
1 -1 -1 0O 0 O

Queda una sola ecuacion, por tanto, tenemos los dos vectores propios

1
V3:O:>V1:V2:>1_)’M: 1
0
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1
VzZO:>V1:V3:>\7;k3: 0
1
De esta forma, la solucién generL es:
1 1
X)=C [1]e+C[1]|&+C[0]e
1 0 1

Valores propios de multiplicidad tres
Cuando una matriz A sélo tiene un vector propio asociado con un valor A; de multiplicidad tres, una
tercera solucién es de la forma

2

o - - o
X; = Evellf +wteM +zeM! (3.8)
en donde
Vi w1 21
V= s w = N Z fry
Vn Wn Zn

Ahora, el tercer vector propio se halla al resolver
A-ML)7Z=w

Actividad 23 Resolver el sistema

La ecuacion caracteristica

2—-2 1 6
0 2-12 5 |=0=(1-2)%=0
0 0 2-4

Asi, A1 =2 es un valor propio de multiplicidad tres. Al resolver

2 16 Vi 0
02 5)=2I||w]=10
00 2 V3 0
se halla que
vy +6v3 =0
S5v3=0
2v3 =0

de lo cual, v; =v3 =0y v; =v;. Con v; = 1 se tiene el vector propio

<i
I
ER=1
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Vamos por el segundo vector propio resolviendo

A-MDw=V
Se tiene:
2 1 6 wi 1
0 2 5]=2I| |w2] =10
00 2 w3 0
de lo cual
wy + 6wz =1
5W3 =0
se sigue que w3 = 0,wp = 1, w; = wy. Asi, el segundo vector propio (con w; = 0) es
0
1
0

Ahora calculamos el tercer valor propio resolviendo

(A—MI)Z=W

Se tiene:
2 1 6 21
0 2 5)-2I 2|=11
0 0 2 23
de lo cual
2 +6z3=0
523 =1
se sigue que z3 = %,Zz = —g,zl = 7. Asi, el tercer vector propio (con z; = 0) es
0
_6
5
1
5
En consecuencia la solucién general es
1 1 0 1 1 0 0
X=Ci(0])e+Co |0 fre?+ (1] e | +Cs| |0 ) ot + (1 )re? 4| =]
0 0 0 0 0 %

Valores propios complejos
Si A = a+ bi es un valor propio o caracteristico de A con vector propio asociado ¥ = V| + iV, entonces

X(@t)=eMv

es una solucién vectorial complejade X' =AX.
Esta solucién vectorial compleja da lugar a dos soluciones vectoriales reales; en efecto:
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Proposicion 3.0.14 Sea X (1) = X, (t) + i X»(¢) una solucién vectorial compleja de X’ = A X, entonces
X1 () y X,(¢) son soluciones vectoriales reales de X' = AX.

Demostracién. Como X (1) es solucién de X’ = AX, entonces
X('(0)+iXa (1) = AKX (1) +iXa(1)) =AX, (1) +iAXx(1)

igualando parte Real y parte Imaginaria:

X l(t) :AX] (t) y le(l‘) :AXQ(I)

Esto prueba que X, (r) y X» son soluciones.

Solucion real
Si A = a+ bi es un valor propio complejo y vV = V| + iV, es un vector propio complejo asociado a A,
entonces la solucion es de la forma

=

X(t) = elatbit (V) +ivh) = e (cosbt +isenbt) (V| + i)
= ¢ [V cosbt — V, senbt + i (V| senbt + V), cos bt )]

de lo cual se halla que

X, = e [ cosbt — vy senbt] X, = ¢ [ sen bt + v, cos bt

son dos soluciones vectoriales reales de X’ (1) = AX y son linealmente independientes.

- , x' =6x—y
Actividad 24 Resolver el sistema:
v =5x+4y

Formamos el determinante

5 4—A
M =5+2i, A=5-2i

‘6_’1 -1 ’:)LZ—IOJL~|—29:0

El vector propio asociado a A; se obtiene a partir de

(5 ) ()= (0)

y es

Con lo cual, la solucién compleja es

o ()

X, = €[V cos2t — v sen2i]

La solucion real es:

X, = € [ sen2t + v, cos 21]
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Al reemplazar V| y V; se tiene

X = & [G) cos2t — <_02> sen2t]
Xo= e [G) sen2t + <_02> cosZt]

2 5 cos 2t
Xi=e (cos 2t +2sen 2t>

% = sen 2t
27 \sen2t — 2cos2t

X = Cl)?l —I-CQXZ

Simplificando escritura

La solucidén general es

que una vez simplificada corresponde a

=

7_ > [C1 cos2t + C sen2t]
~ \ & [Cy(cos2t+2sen2t) + Cy(sen2t —2cos2t)]

Actividad 25 Resolver usando valores y vectores propios el sistema

X =-y
Yy =x
Se escribe el sistema en forma matricial
X\ (0 -1\ [x
y) \1 0 y

-1 -1
1 -2

de donde A = +i, y de lo cual a = 0, b = £1. Buscamos los vectores propios asociados:

e —i —1 Vi o 0
o= (020
lo que equivale a resolver el sistema

—iV]—Vz =0 .
) —v=1,v=i
Vi —ivy =0

con ecuacion caracteristica
‘ B 0

entonces el vector propio asociado es

Separamos este vector en su parte real y conjugada

(1)=0) (o)
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Con esto, las soluciones linealmente independientes del sistema son:

5 0 1 sent
Xi(r) = <1> cost + <0> sent = (cost>
> 1 0 cost
Xo(t) = <0> cost — <1> sent = <—sent>

Por tanto, la solucién general la podemos escribir en la forma

() = O % (1) 1+ CoFalt) = G (sent> ‘G (cost > _ (C1 sent  Chcost )

cost —sent Cjcost —C sent

Actividad 26 Resolver el sistema X/ = (142 __147> X
Hallemos el polinomio caracteristico

p(A) = <12;A _;1_7)L> =22 -84 4+20=0

Al resolver, los valores propios son Ay =4 +2iy A =4 —2i.
L 8—2i —17 \ (v _ (0
l‘_4+2’:>< 4 —8—2i) <v2>_(0>

(8=2i)vi —17v;=0 y 4vi+(—8—=2i)», =0

Al resolver se halla que

como estas dos ecuaciones son linealmente dependientes, se toma una cualquiera de las dos, por
ejemplo la primera

1
17

L 1

V= (117(8 - 2i)> Vi
L 1 (17 L 0
Y=As—2i) T8 )T 2
(17 . (0
—\8 ) 27 \=2
Por lo tanto las dos soluciones vectoriales reales son:

X1 (t) = e (V) cosbt —Vasenbt) = ¥ <<187> cos2t + (_02> sen 2t>

4 17 cos 2t
=e
8cos2t +2sen2t

vy (8 =2i)vy, vi=w

de esto,

Considerando vi = 17 se tiene

Elegimos

V

[y
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y también

X (t) = e (V) senbt + 7V, cosbr) = ¥ <<187> sen 2t + <_02> cos 2t>

4 17sen2t
=e
8sen2t —2cos2t

Nota: si se utiliza el otro valor propio A, = 4 — 2i y se sigue el mismo procedimiento se llega a que

%(f) = o 17 cos?2t % (f) = g 17sen2t
! 8cos2t —2sen2t 2 8sen2t + 2cos2t

que también son dos soluciones linealmente independientes de la EDO, es decir, que de acuerdo a la
seleccion que hagamos ya sea en los valores propios o en las ecuaciones lineales cuando escalonemos
la matriz de coeficientes, tendremos respuestas diferentes, esto se debe a que escogemos vectores base
V1, Vo diferentes.

Actividad 27 Resolver el sistema X' = (_21 _82> X

Valores propios A = £2i. Los vectores propios REALES son
2 2
-1} 7 \o

%=c <2cos2t —2sen2t> LG (200s2t+256n2t>

La solucioén final es

—cos?2t —sen2t
|Math
Pasas con 100 %.
4 —1 0 X1
1. La matriz del sistema X’ = |3 1 —1]-| x| no es simétrica. Tiene como valor propio
1 0 1 X3
A =2 de multiplicidad 3. Un vector propio asociado es
1 1 1
L1]1 [1]2 L11o []
0 1 1
2. Un segundo vector propio asociado a A =2 es:
1 1 1
L1}t iy [1}o L]
1 0 1
3. El tercer vector propio de A = 2 es:
1 1 1
LI}t [1}o [1}o L]
1 0 1

[End Test| |Puntos: [ correctas | |
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| Math
M"“"" Pasas con 100 %.
x’1+x1—5xz:0
dx; +x" +5x% =0

-1 5 -1 5 -1 5 -1 -5
(a)A_<_4 5) (b)A_<_4 _5> (c)A_(4 5) (d)A_<_4 5)
2. Un valor propio es A = —3 4 4i. El vector propio asociado es

o(2a) o(e) oL el

. [ -554\ . :
3. La matriz (—8 7 6) tiene por valores propios:
100

1. Para el sistema { , la matriz de coeficientes es:

(a)2, i, —i (b) =2, i, —i (©1,i, —i (d)—1,1i, —i
4. Un vector propio para A =i es:
0 i i i
(a) | —i (b) | 1—i (c) | 1+i (d | -1+
1 1 1 1
-3 2 2
S5.Lamatriz [ 2 —3 2| tienea A = —5 como valor propio de multiplicidad 2. Un vector propio
2 2 3
asociado es
1 0 0 1
(@) | -1 (b) | -1 ()10 (d 10
0 0 1 0
6. Un segundo vector propio asociado a A = —5 es:
1 2 1
(a) | -1 (b) | -1 ()10 @i 1
2 0 1 —1
7. El valor propio A = 1 tiene un vector propio asociado:
0 1 1 0
(@) |0 () |0 (|1 @1
1 0 1 -1
[ End Test| |Puntos: | correctas | |

Sistema no homogéneos
Los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales no homogoéneos son de la forma
X' =A(X+F(r) (3.9)

donde, para cada 7 1a matriz A(z) es n x n, X es un vector columna de funciones incégnita y F(¢) es un
vector columna de funciones conocidas.
El siguiente resultado es la base para encontrar todas las soluciones del sistema (3.11)
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Teorema 3.1.1 Sea X, (¢) la soluci6n general del sistema homogéneo X'(r) = A()X y sea X,,(t) una
solucién particular del sistema no homogéneo (3.11), entonces la solucién general del sistema (3.11) es
de la forma

X(t) = X,(t) + X, (1)

Demostracién. Si X (1) = X,,(t) + X, (), entonces X (¢) es solucién de (11), en efecto

Esto prueba que X (¢) = Xj,(¢) + X,,(t) es solucién del sistema no homogéneo.

Variacion de pardmetros o de constantes
Al igual que para las ecuaciones lineales utilizaremos el método de variacién de las constantes para
obtener una solucion particular de los sistemas no homogéneos.

Para resolver el sistema lineal no homogéneo
v/

X'(1)=A0)X+F(r) (3.10)

se halla primero la solucién del sistema homogéneo

=

X'(1) =AX (1) (3.11)

que resulta ser

X, =®()C (3.12)

donde ®(r) es una matriz fundamental y C un vector arbitrario de constantes (niimeros reales).
En analogia con la ecuacion diferencial lineal de orden n, en el método de variaciéon de parametros se
supone que la solucién particular, X),, es de la forma

X, = o(1)C(r) (3.13)
donde ahora el vector C (1) es variable. Derivando la expresion (3.13) se tiene:
X! =®'(t)C(t) +P(t)C'(1)
Al reemplazar esto en (3.11)
@' (1)C(t) +@(1)C' (1) =A()X + F (1) (3.14)
como () es una matriz fundamental de soluciones, satisface la ecuacion

D'(1) = A(t)2(1)
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sustituyendo en la ecuacion (3.14)

Una vez cancelado

\ ®(1)C' (1) =F(t) \ (3.15)

Esta ecuacién es mds sencilla para el cdlculo de la solucioén particular. No obstante, como la matriz
fundamental es invertible, de la ecuacion (3.15) se obtiene

C'(1)=d '(t)F(r)

al integrar se halla que
¢) = / & (1) F(t)dt

Por lo tanto, la solucién general del problema no homogéneo es

X(t) = ®(t)C(t)+ () [D (1) F(t)dt (3.16)

Se debe tener presente que la solucién particular es
X, (1) = (1) / & (1) E(t)dt
Actividad 28 Hallar la solucién general del sistema no homogéneo

o (=3 1) (3
X‘(z ) X e

Primero se resuelve el sistema homogéneo

La ecuacion caracteristica de la matriz de coeficientes es

-3-2 1

det(A—)LIz):' s

‘=(7L+2)(/1+5):0

de modo que los valores propios son A; = —2 y A, = —5. Los vectores propios que corresponden son,

respectivamente,
1 1
1) ¥ (=2
Los vectores solucidn del sistema son:

N 1 B 8721 . 1 B €75t
()= () B ()er = (o)
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Los elementos en X; forman la primera columna de ®(1) y los elementos de X,, la segunda; por
consiguiente, la matriz fundamental es

8721,‘ e*5t
e—2t —26_5t

Para hallar su inversa usamos la férmula para la inversa de una matriz dos por dos

a b _ (ab 1 (4 b
c d c d " ad—bc\—c a
De esto se obtiene que la inversa de la fundamental es
. % 2t % €2t
P (t) <é65t —;65’>

Abhora calculamos la solucién particular

0 [o”

_ e—2t e—St / %62’ %em 3¢ i
eth —2675' %651 _%651 e !

e e / 2te2t —|— dt

- e—21 _26—51 te é 4t

Integrando término a término y multiplicando las matrices se llega a que

6 27 1 ,—t
gt'i‘_%"‘ze

X,

3 1 e!
-+ e

En consecuencia, la solucion general del sistema dado es

(e

que puede desarrollarse y tener que

() sa (D ()

Actividad 29 Resolver por variacion de pardmetros el sistema

6 1 et
ot gf +— +

-2t

=

X =
—t——+1 —t

X

>_t

D= =

-2 4 1 e
X()=|-1 3 1| X+ |t
-1 00 e
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Los valores propios de la matriz son A; = 1,A, = 1 y A3 = —1. Sus vectores propios son los siguientes:

Vector propio de A = 1

-3 4 1 Vi 0
-1 2 1 vw|l=10
-1 0 -1 V3 0
Resolviendo este sistema se tiene que
1
V=11
—1
Asi, tenemos la solucién
1
X1 (I) = ell[\_fll = 1

-1
Como la multiplicidad del valor propio A; = 1 es dos, buscamos un segundo vector propio en la forma
A-MD)w=V
en donde W es por determinar y v =V, . Se tiene:
-3 4 1 w1

-1 2 1 wo = 1
-1 0 -1 w3 -1

Al resolver se halla w; = wy, w3 =1 —wy. Luego, si se considera w; = 1 resultaw, =1y w3 =0. El
segundo vector propio asociado al valor propio 4; es

Luego, tenemos la solucién

Vector propio de A = —1 ‘

Se sigue la misma rutina del primer valor propio. Se obtiene

—

1
v3=10
1

Con esto se tiene la tercera solucion
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De esta manera, una matriz fundamental es

é' el +te e!
(1) = [X1(1), X (1), X: (1)) = | ¢ e +te 0
—e! —teé e!

Hemos logrado, con mucho trabajo, llegar a la solucién del sistema homogéneo, esto es

e e +te e’ C e'C+Cye +re)+Cse™!
X(t)=®(t)C=| ¢ e +re 0 G| = e'Ci +Cy(e +1e')
—é —te' e’ C; —e'C1 — Cote! +Cze™!

En este momento hacemos variacién de pardmetros considerando la ecuacion (15), esto es CID(t)E" (1) =
F(1). Esto significa debemos resolver el sistema

eCi(t) +Ci(t) (e +1e)+Ci(t)e™ =€
e'Ci(t) +Ch(t)(e" +te') =te
—e'Ci(t) = Ch(t)te' + Cy(t)e ™! =é

Observar que aparecen sélo derivadas del vector C(¢). Tomando la diferencia entre la primera ecuacién
y la segunda se encuentra

3 t
Ci(t) = e —te”, C3(1) = Ze% — 562’

Sumando la primera con la tercera y reemplazando el Cz(z):

o=t omotil
2Ty YT T
Reemplazando C,(¢) y Cs(¢) en la ecuacién 2
1 ¢ t 2
t)=—5—=— 2, Ct)=—%——— -
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Método de la Transformada de Laplace

Al igual que en ecuaciones lineales con condicidn inicial, la Transformada de Laplace vuelve a ser una
excelente herramienta, tanto en sistemas homogéneos como no homogéneos.

Actividad 30 Resolver, con condiciones x(0) = 8, y(0) = 3 el sistema

X =2x-3y
y =y—2x

Definimos previamente .Z[x(t)] = F(s) y Z[y(t)] = G(s). Se aplica transformada a cada ecuacién del
sistema
L] =22} -32L)]]
2] 22

§
I

Desarrollando se llega a

{sF(s) —x(0)  =2F(s)—3G(s)
sG(S) —y(0) = G(s)—2F(s)

Agrupando
(s—2)F(s)+3G(s) =8
2F(s)+(s—1)G(S) =3

Multiplicando por 2 la primera ecuacién y por (s —2) la segunda, se resta para hallar que

3s—22

A [

Por fracciones parciales
5 2

G(s) = —
)= 77574

de los cual
y(t) =5e" —2e*

Para F (s) se halla que
8s—17 5 3

(s+1)(s—4) T s+l +s74

F(s) =

de manera que
x(t) = Se7 4 3¢¥

Actividad 31 Resolver, con condiciones x(0) = 1, y(0) = % el sistema:

X =6x+y+6r
y =4x+3y—10t+4

Se aplica Transformada de Laplace a cada ecuacion del sistema
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Esto equivale a

{x(s) [s— 6] = ¥(s) =§+1
(s)ls—3] —dx(s) = 3y(s) =—-04441
de lo cual

x(s)[s — 6] = ¥(s) = 4y

V(s)[s — 3] —4x(s) = 3y(s) = T2

Multiplicamos por (s — 3) la primera ecuacién y sumando ambas ecuaciones:

12452 3 +s2—50+20s

x(s)[sz—9s—|—14]:?[s— ] 52

Factorizando y expandiendo el lado derecho se llega a
23] 1 107 | 1 411 1
= —_ _ Izl 22l=
) =755 [s—z] 175 [s—7] 7 M Ll}

Sacando transformada inversa obtenemos:

107 ;4 %
Ho) = 7ge” — 5~ 2+ e

Sustituyendo lo que vale x(s) se halla que

107 5, 10 46 o
t 6t —
(1) = Zgel 46— e

M +h Pasas con 100 %.

— _ —t
1. Considerar el sistema X' = < 13 14> . Cl) + (2% > El valor propio A = —1 tiene multipli-
2

cidad 2. Un primer vector propio es:
-2 2
o) o)
2. Un segundo vector propio asociado a A = —1 es:

0 a()

3. Una matriz fundamental es:
] —2¢7t (2t 43)e!
et (t—1)e!

o )

[ End Test| |Puntos: | Correctas | |
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| Math
Pasas con 100 %.

_ _ —t
1. El sistema X' = ( 13 14> . <i1> + <2eo > tiene matriz fundamental:
2

oo (@)

Usando la férmula

a by _ (a b o fd -
c d c d ad—bc\—c a
La matriz inversa ®(¢) ! es:
(1—1t)e" (—2t+3)e! (I—=t)e™ (=2t+3)¢
@) ( e’ (t—1)e ! ) ®) < e e >
et (=2t+3)e! (t—1e™ (2t+3)e!
© (—e‘t (t—1)e! > @ e’ e )

2. el valor de la integral

1 et B
/cp (t)~<0>dt—...

72 _ 42 _ 2 _ 42
@) <2t2tt > b) (2 ztt > © <t 2; ) @ <2tt t )

3. La solucidn general del sistema es:

@ (=262 4+2(1 = Cp)t —2C +3Cy)e™!
(2 +Cot +C1 — Cy)e!

) (=22 42(1 = Cy)t — Cy +3Cy)e ™!
(l‘2 + Gt +C —Cz)e_t

© (262 4-2(1 — Cy)t —2C1 +3C,)e™!
(1> +Cot +C1 — Cy)e™!

@ (=262 42(1 —Cy)t —2C) +3Cy)e!
(> +Cot +C — Cr)e™

[End Test| |Puntos: | Correctas |
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| Math
Pasas con 100 %.

!
—y 42
1. Al usar Laplace el sistema yl, e ,cony;(0)=1,y,(0) =0es:
y2' = =2y1+y2
@) (s+1)F(s) 2G(s) =1 b) (s—1)F(s)—2G(s) =1
a
2F(s)+ (s—1)G(s) =0 2F(s)+ (s+1)G(s) =0
© (s—1)F(s)+2G(s) =1 @ (s—1F(s)—2G(s) =1
c
2F(s)+ (s—1)G(s) =0 2F(s)+(s—1)G(s) =0
2. Al resolver se tiene que
s—1 s—1
Fls)= ——— b)F(s)= ———
@F) =42 O F) = 52
s
F(s)=——5— d) F
©F®) = 51773 @ Fls) =15
3. Al resolver, para G(s) se tiene que
2 2
G§)=———= b) G(s) =
(@) G(s) (—17+2 Ul P 1w
s
G(s)= ——— d) G
(c) G(s) (s—1)2+4 (d) G(s) (s—1)2+4
4. La inversa de F(s) es
(a) y; = €' cost (b) y1 = ¥ cos2t (c) y1 = e* cost (d) y; = €' cos2t
5. La inversa de G(s) es
(a) y, = e'sen2t (b) y» = ¥ sen2t (c) yp = —e'sen2t (d) y, = e 'sen2t
| [ | Correctas |
Scor;I:ield PointsField
| | Correctas |
3.3 Problemas Resueltos
. X =2x+y
Problema 3.1 Resolver el sistema ¢ ,
Yy =x+2y
Los valores propios son; A; = 1 y A, = 3. La solucién general es
Xh(t) = 1MV + c26M'P) = ¢! <_11> + cre™ G)
/ — _2
Problema 3.2 Resolver el sistema * Xy
Yy =x=2
Los valores y vectores propios son; A; = —3, vy = (—1,1), A2 = —1,¥, = (1,1). La solucién general

€S

= _ —1 (1
Xh(t) =cCie 3t< 1 >+6‘2€ ! <1>
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/! _ 4 / — O
Problema 3.3 Resolver el sistema * Y
X// +XI +y” — 0

La solucidén general es

X(l) =C+ Czefzt + C3l€72t
y(t) = —%Czefzt — %C3l‘€72t + %C3€72[ +Cy

Observar que la solucién general contiene cuatro constantes ya que se resolvié un sistema de dos
ecuaciones diferenciales de segundo orden.
Problema 3.4 Resolver el sistema

x] =-2x1—4x+1
Xy =—xi4+x—2+4 31

La solucién general es
xl(t) :C1€2t+4C2€73t+t+t2
X2 (l‘) =—-C e +C2€73t — %12

Problema 3.5 Resolver, por valores propios el sistema

1 -2 2

La solucion es

X=ci[1]e "+ |1 e+ =1]¢

D+2 D—1 = —sent
Problema 3.6 Resolver por eliminacién el sistema (D+2)x1+ ( Jx2 e
(D—=3)x1(D+2)x; =4cost

La solucion del sistema es 1
{xl =3Ce 8 —cost + 2sent

1
xy =Ce 8 4cost—+sent

/! / / — O
Problema 3.7 Resolver XXy Aty
x/// +y//+y :0

La solucién es
x(t) =Ci+GCe!
1) =3Ce

La solucién general solamente tiene dos constantes atin cuando el sistema de ecuaciones diferenciales
cuenta con una ecuacion de tercer orden. En estos casos cuando el nimero de constantes que tendrd la
solucién general no es evidente, es posible recurrir al determinante de la matriz operacional del sistema,
ya que el grado del polinomio diferencial del sistema indica el nimero de constantes de la solucién
general.
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Problema 3.8 Resolver, (1__2D 5 E D> <)Z} ) = <8>, por método de valores y vectores propios

Lo primero es desarmar la forma matricial, escribir el sistema con las derivadas despejasdas, y utilizar
valores y vectores propios. La solucién general es

t-a (e (2 (3]

X =—dx+y+z
Problema 3.9 Resolver { y =x+5y—z

/
7 =y—3z
Los valores propios son A; = —4, A, = —3, A3 = 5. La soluci6n es
10 1 1
x)=C | -1 ]e*+C 8] +C3 (0] e
1 1 1
X=y+z
Problema 3.10 Resolver { y =3x+z
7 =3x+y
2 1
X(t):C1 3 €3I+C1 —1 6_2[—|—C3 1 e’
3 —1 —1
'=2y—-9z
Problema 3.11 Resolver y/ Y
7 =y+8z

La solucidén general es
y(t) = (=3C) + C, — 3Cat)e™

Z(l) = (Cl —Czt)eSt

Problema 3.12 Resolver el siguiente problema de valores iniciales

/ :_5 _
* Y x( =01 =1
Yy =dx—y

La solucidén general es
x(t) =Cre 3 +Cote™™
y(t) =—-2C1e 3 —2Cyte 3 — Cre™™

La solucidn particular es

x(t) — 373 433
y(t) =37 £ 2te3 ¥

Problema 3.13 Utilizar el método de variacion de las constantes para resolver el sistema:

Yy +y+2z =cosx+senx
7+2y+z =senx—cosx
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La solucién de la homogénea es:

> 1 1\ _
Xn(x) =C <_1> e +C <1> e

Por lo tanto la solucién general del sistema es:

1 1
y(x) = Cre* +Cre > + E(senx —cosx) + E(f& senx — cosx) = 10 SEn% — 7 0%
1 1 2 2
2(x) = —Cre* + Cre ¥ + 5 (—senx+cosx) + 0 (3senx —cosx) = ~ 10 Senx + 5 cosx

Problema 3.14 Utilizar el método de la transformada de Laplace para resolver el sistema

¥ = y// — l‘2
x// +y/l — 4t
con condiciones iniciales x(0) = 8, x'(0) = 0, y(0) =0, y'(0) = 0.
La solucién es . X
x(t) =5H+%+8
28

yt) =—m+37
Problema 3.15 Resolver el sistema

El valor propio es A; = 4 de multiplicidad 3. En este caso se deben hallar los vectores propios
generalizados, La solucion general es

1 1 1 N . (1 1
Xoy=ci |0+ | [0+ |1] ]| +G| [0 SH{1]+a|1 e
0 0 0 0 0 1

Problema 3.16 Resolver, usando la expresion

X(1) = (1)C+ D) / & (1)F(¢)dt

%(1) = (_01 g) )+ (_11> ¢

Los valores propios son A; = 1y A, = 2. Los vectores propios

2 1
1) ¥
La matriz fundamental y su inversa son

2¢f 1e% 1 1 e e
q)(t>_<let 162t>:>q) <t)_e3’<—et 2¢!

SN 2\ 1\ o  [4te +3¢
Xin)=a <1) ¢+ <1) <t (2te’+3ef

el sistema

La solucidén general es
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Problema 3.17 Transformar cada sistema a ecuacién diferencial y resolver:

X = 3x-2y
y = 2x-y
Elegimos la segunda ecuacién
dy d?y dx dy
—=%-y=—F5=2———=
a7 dr? dt dt

hacemos los reemplazos pertinentes para tener

dzy—2(3 2y) — (2x—y) =4x—3
T2 = 23x =2y x—y)=4x—3y

Escribiendo en operadores esta ecuacion,
(D*—2D+1)[y] =0 <= (D—1)*[y] =0
de donde,
y=Cieé +Coté

Reemplazamos esto en la segunda ecuacidén del sistema original.
1
x=3 (C1 e +Cote +Cié +Cre' +Cr e —I—Czte’)

de donde |
X = Eet (2C1 +Cs +2C21)

En consecuencia, la familia solucién es

1
X = Eet (2C1+C2+2C2t)

y=(Ci+1tG)¢€

2Dx; — (D*>—4)x; = 0

(D> ~1)x;+5Dx; = ¢

Este sistema no es de primer 6rden. Se puede transformar en uno de primer 6rden y luego resolver, o
bien, aplicar proceso de eliminacién. Veamos esto tltimo. Al multiplicar la primera ecuacién por — % D
y sumarla con la segunda, se tiene el siguiente sistema equivalente

Actividad 32 Resolver el sistema {

2Dx; — (D*—4)x, = 0

D
—D’x| + 5 (D* —4)x; |+ (D* —1)x; +5Dx, ¢
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en una caja estd indicada la cantidad que se suma. Al simplificar queda

2Dx; — (D*—4)x, = 0
D3
—x1+(7+3D)x2 = ¢

Abhora se multiplica la segunda ecuacién por 2D, y sumamos con la primera.

2Dx; — (D> —4)x, = 0

D3
2D (2 + 3D> Xy —2Dx| |[+2Dx; — (D* —4)x; = 2¢

O bien,

2Dx; — (D> —4)x, = 0
(D*+5D* +4)x, e

que también se puede mejorar, escribiendo como producto de operadores

2Dx; — (D*—4)x; = 0
(D*+4)(D*+1)x, = 2¢

Con la segunda ecuacion se calcula x;. Se tiene
(x2),(t) =C) cost+Cy sent + Cs sen 2t + Cy cos 2t
es la solucién de la homogénea, y usando aniquiladores se tiene que
(D—1)(D*+4)(D*+1)[x2] =0

como la solucién de (D — 1)[x;] es x, = Cs €', entonces
1
(D?+4)(D*+1)[Cs ] =2¢' = C5 = ¢

En consecuencia,

1
x2(t) = Cy cost +C, sen t + Cs sen 2t + Cy cos 2t + ge’
En el dltimo sistema, con la primera ecuacién, determinamos el x;
1
2Dx; — (D2 —4)(Cy cost+C; sent + Cj sen 2t + Cy cos 2t + ge’) =0
de donde,

5 5 3
x1(t) = _ECI sent—i—i cost +2C3 cos 2t —2C, sen2t—ﬁet

Ejemplo 3.3.1 Resolver el sistema

x//_4y/:0
x//+x/+y//:0
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Se deriva la primera ecuacion para tener y” = 1x”. Con esto nos vamos a la segunda ecuacion y se

obtiene
(D? +4D*4+4D)[x] = 0 <= D(D +2)*[x] =0
cuya solucién es

x(t) =C1+Cre 2 +1Cze™ ¥

Para hallar y(¢), en la primera ecuacién hallaremos la segunda derivada y luego, por integracion,
hallaremos y(z).

x(t) =C) + Cre ™ +1C3e ™2 =x'(t) = —2Cre 2 + C3e 2 —21Cze™*
x"(1) =4Cre % —2C3e ™2 —2C3¢ 2 +41Cze™*
x"(t) = 4Cre™ ¥ —4Cse ¥ +41Cze ™
Ahora,
xX"(1) =4y =0=y' = Cre ¥ —C3¢ X +1C3e
Al integrar
1 1
1)=—=Cre 4 =
Wi)=—5Ce " +5

con integracion por partes se encuentra que

Cge_2’ + /tC3e_2tdt

y(t) = —%Cze_Z’ + %C3€_2t — %C3l‘€_21 +Cy

x'—x+2y=0

3x+y'=0
Se tiene méas de una opcién para resolver. Se despejan las derivadas y se usan valores y vectores propios,
o se aplica eliminacion. Haré esto ultimo.
Se deriva la primera ecuacién

Problema 3.18 Resolver

i !/ !
x"=x"4+2y"=0
pero, de la segunda ecuacién y’ = —3x, al reemplazar en la ecuacion anterior

x"—x"—6x=0

En operadores
(D*~D—6)[x] =0= (D—3)(D+2)[x] =0

la solucion es
x(t) =Cie¥ +Cre

Para encontrar a y(7) usamos la segunda ecuacion del sistema para tener
x4y =0=y' = —3(C1e¥ + Cre™*)

al integrar

3
y= —C1e3t + §C26_2t +Cs
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Problema 3.19 Considere dos recipientes A, B como el de la figura. Suponga que el recipiente A
contiene 50 litros de agua en los que hay disueltos 25 kilogramos de sal y que en el recipiente B hay
50 litros de agua pura. A los recipientes ingresan liquidos como se indica la figura, se supone que los
liquidos estdn bien mezclazdos en todo instante. Determine el nimero de kilogramos x; (7) y x2(¢) en
los recipientes en todo instante.

agua, 3L /min l mezcla, 1L/ min
el
A B
i
mezela, AL/ min mezeln, 3L min

Y

Figura 3.1: tanques

Se observa que el volumen neto en cada recipiente es constante. De esta forma:

dx; l-xy 4xp  x  4x

@ V7T 50 750 T 50 50

dXZ 74-)61 1-x 3-x 74)61 4x,

dt 50 50 50 50 50

Hay que resolver el sistema

50 50
Lo 4o
2750 50

Queda verificar que la solucién general es

t 3t
x1(t) =Cre 5 +Cre 5
x2(f) = 2C1e 5 —2Ce 2

Problema 3.20 Un tanque A contiene 100 galones de salmuera en la que se han disuelto 100 libras de
sal, y un tanque B contiene 100 galones de agua. Al tanque A empieza a entrar agua a razén de 2 galones
por minuto, la mezcla que se produce con la salmuera, sale del tanque A al tanque B a razén de 3
galones por minuto. Desde el tanque B se bombea un galén por minuto al tanque A (retroalimentacion),
y de éste se expulsan fuera 2 galones por minuto. Hallar la cantidad de sal en ambos tanques al cabo de
una hora cuarenta minutos.
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Te puedes hacer un esquema grafico de la situacion. El agua que entra al tanque A proviene de una llave,
no del tanque B. Después de leer el problema, de seguro, tienes claro que, si x e y son las cantidades de
sal en tanque A y B, respectivamente, entonces las condiciones iniciales son x(0) = 100 e y(0) = 0. El
sistema de ecuaciones que se establece es

dx _ _3x Y
dt 100 100
dy _ 3x 3y
dt 100 100

En forma matricial esto toma la forma
X /_ L -3 1 X
y/ 100\ 3 -3)\y
Para los valores propios

22461 +6=0=2A =-3+V3, Lh=-3-V3

Para los vectores propios asociados usamos el siguiente truco. Reemplaza el A en el determinante

I B vl

al resolver se deduce que, si x = v/3, entonces y = 3. De igual manera hallas el otro vector propio. Por
tanto /3 /3
3 3

X(t)=C (f) e(*3+‘/§)/100+cz <\/3§> e(—3-V3)/100

De esta forma,

de donde,
x(t) = C V3e(F3+V3)/100 G V3 e(-3-V3)/100

y(t) = 3C V3e(73+V3)/100 _ 3C, V3 e(73-V3)/100

Con las condiciones iniciales determinamos las constantes.

x(0) =100 = 100 =x(¢)C; V3 +C>V/3 = C; +C, = 100V/3

y(0)=0 = 0=3C;—-3C,=0

De esto,
C=50V3, G=50V3

En consecuencia,

x(r) = 50 [e(_3+\/§)/100+e(_3_\/§)/loo} ~ 14,5

W) = 50V3 [e(**ﬁ)/ 100 _ ,(=3-V3)/ 100] ~13,62
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Problema 3.21 Un recipiente contiene 100 litros de salmuera en la que hay disueltos 10 kilos de sal.
En el recipiente entra agua con velocidad de 3 litros por minuto, produciéndose una mezcla, que a su
vez, se traspasa, con la misma velocidad a un segundo recipiente de 100 litros de capacidad, y que se
encuentra lleno de agua limpia, pura y cristalina. De este segundo recipiente sale el exceso de liquido.
1. Hallar la cantidad de sal que contiene el segundo recipiente al cabo de una hora.
2. Determinar la cantidad maxima de sal en el segundo recipiente, y el tiempo ¢ en que se alcanza

esa maxima cantidad de sal.

Este problema da origen a un lindo y hermoso sistema de ecuaciones. Sea x la cantidad de sal en el
primer recipiente, e y la cantidad de sal en el segundo, entonces

dx g 3%
dt 100
dy  3x 3y
dt 100 100
De la primera ecuacién se obtiene
3t (~3t/100)
1 = —— 1 =
nx 100—1— nC=x(t)=Ce
como x(0) = 10, entonces C = 10, con lo cual
x(t) = 10"

es la cantidad de sal en todo tiempo ¢ que hay en el primer recipiente.

Para resolver en y, miramos la segunda ecuacion,

reemplazarlo.
dy 3
dr 100
O bien,
dy 3 _
dr 1007

jhermosa lineal! Su solucién tiene la forma

(—3t/100) (3t/100)
e e .

como y(0) = 0, entonces C = 0, con lo cual,

3t

3

10

y

y

(=3t/100) (=3t/100)
e dt + C} =e {

y como ya encontramos x(¢), lo llevamos para

(=3r/100) 3y
100
3 (“31/100)
—e
10

3t
10

+]

(—3t/100)

_Toe

Al cabo de una hora (60 minutos) se tiene que la cantidad de sal en el segundo tanque es

180
=—ce

¥(60) 10

(—180/100)

=2,9753

Para determinar la mdxima cantidad de sal en el segundo recipiente, se recurre a la derivada.

3t (=31/100)
= _—¢
"= 10

[

3¢ 9

10 1000

(~31/100)
te
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al igualar la derivada a cero se halla que

1
t= ? = 33,33 minutos

es el tiempo en que se alcanza la midxima cantidad de sal, siendo ésta de

100

j_ 3100 10
377703 ¢ T

¥( — =3,6787944
e

eZt X eZt

Problema 3.22 Verificar que ®(t) = ( w te2’> es una matriz fundamental del sistema

—e e

@) - <—31 1) (ﬁ)

Se debe verificar que ®'(t) = Ad(r), siendo

Veamos si ello ocurre. Para ®'(¢) tenemos

202 ¥ 421
(I)/(t) = (_zezt 2 — et

3 1 e te¥
ACD(I) - (_1 1) <_62t eZt_te2t>
207 & 42t
T\ 26 Q¥ 2
En consecuencia ®(¢) es matriz fundamental del sistema dado.

;o
Problema 3.23 Resolver el sistema {;, B i

Para A®(z) se tiene:

=)

En la segunda ecuacién
y/:x:>y//:x/:>y//_y:0

En operadores
(D>~ 1)y =0=y=Cie' +Cre”’

Para hallar x derivamos esta tltima ecuacién

y=Cieé+Ce ' =y =x=Ce —-Ce’

en consecuencia,
x = Cé—Ce!

y = Cié+Ce?

es la familia de soluciones.
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X—x+2y =0

Problema 3.24 Resolver el sistema
3x+y =0

Se deriva la primera ecuacién
xll 7x/+2y/ — 0

Se despeja y’ de la segunda ecuacion y se reemplaza en la dltima ecuacién
X=X +2(-3x)=0=x"—x—-6x=0
En operadores esta ecuacion tiene la forma
(D*~D—-6)[x] =0= (D—-3)(D+2)=0
La solucidn de esta es
x(t) =Cie¥ + Cre™?
Para hallar el y(¢) despejamos, en la primera ecuacion del sistema, la variable y

1

y= E(x—x’)

Se reemplaza aqui el x(¢) hallado y su derivada.

1 1
y(t) = 3 (C1e% + Cre™ —3C16% +2Cre™ %) = 3 (=2C1e* +3Cye™

Se concluye que la solucién general es
)_(’(t) _ Cl e3t + Cze—Zt _ 631 6—21‘ Cl
—Cle3’ 4 %Cze—Zt p %e—Zt G,

_ X =-5x—y
Problema 3.25 Resolver el sistema , x(1)=0,y(1)=1
Yy o=dx—y

Al eliminar y(r) de llega a la ecuacion auxiliar
A4+3P2=0=L1=3=1

de lo cual

x(t) =cre” 3 + +cyte™

Se despeja y(¢) del sistema y se halla que

3t 3t

y(t) = —2c1e” ¥ —2cote ™ — cre”
Aplicando condiciones iniciales se obtiene

x(t) = Q373 433 y(t) = S WS

/
. S . X = 3x-2
Problema 3.26 transformar el sistema a ecuacidn diferencial y resolver. {y' Y
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Elegimos la segunda ecuacién

hacemos los reemplazos pertinentes para tener

d2y

dr? 2 dt

Escribiendo en operadores esta ecuacion,
(D*—2D+1)[y]=0<= (D—1)*[y] =0

de donde,
y=Cie +Coté

Reemplazamos esto en la segunda ecuacidn del sistema original.

1
(C] et-i-Czl‘et-i-Clet+C2€t+clet+C2tet)

X =

N |

de donde |
X = Eet (2C1 +Cs +2C2[)

En consecuencia, la familia solucidn es

1
X = Eet(2C1+C2+2C2t) y:(CH—tCZ)et
) X, = x14+3x%
Problema 3.27 Resolvemos el sistema { )
X, = X1—X2

Escrito matricialmente tiene la forma

() = (0 2) (%)

Para tener la ecuacidn caracteristica formamos el determinante

1—2 3
’ 1 —1—1‘20

del cual obtenemos
M =2, Ap=—-2

tenemos entonces, valores propios distintos. Sus vectores propios asociados son:

a=2= (13 ) (M) =2 ("
1 —1)\x b))
lo que equivale a resolver el sistema

{xl +3x = 2x =30

X1—Xxp = 2x

dy

1 d
7:2(3x—2y)—(2x—y):4x—3y:4.7 <y+y) —3y=2=2_y

dt
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considerando x; = 3, entonces x, = 1, con lo cual, el vector propio asociado es

-0

Con un poco de paciencia, debieras poder calcular ¥, y tener que
5 1
27\~

}?(l‘) =C; 171 €2t +C2V2€_21

X)) =¢q G) 4G, (1_1> o

S 3C, e + ) e
X(t) = (Cl &2 — G e

Con esto tenemos la solucién general

lo que equivale a

O bien,

Problema 3.28 Hallar tres soluciones linealmente independientes, una matriz fundamental y la solu-
cion general del siguiente sistema:

El polinomio caracteristico de A es

1-4 -1 4
p(A)=detA—AD=| 3 2-12 -1 |=0
2 1 —-1-2

de lo cual p(A) = (1 —A)(A —3)(A +2), de modo que los valores propiosde Ason A; =1, A, =3y

A3z = —2. Hallemos los vectores propios asociados a A1, A5, A3:
= Valor propio A = 1
) Iy A— | 4 Vi 0O -1 4 Vi 0
(A—]I)Vlz 3 Z—A —1 V2 =13 1 —1 1% =10
2 1 —1-2 V3 2 -2 V3 0

La matriz se puede escalonar y llevar a

0 -1 4 0 -1 4
31 —-1]~{10 0 O
2 1 =2 1 0 1
Resolviendo
0 -1 4 Vi 0
0O 0 O vwl]l=10
1 0 1 V3 0
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Se obtiene:
-1 -1 —e
vi=| 4 =X |(t)=¢€|[ 4 = | 4¢
1 1 e
= Valor propio A =3
De forma andloga se obtiene:
1 1 e
A=3=h=|2|=X0)="[2] =|2¢¥
1 1 e
= Valor propio A = —2
1 e
V= —-1| = )?3 (l‘) = eizt —e
-1 _eth

Las tres soluciones son linealmente independientes, esto significa que la matriz fundamental es

—é eth e3t
Cb(l‘) = [)_('1,)_(’2,)_(’3] = | 4e¢ —e% 2
¢! _eth e3t

La solucion general es

—

X(l) =1 X1+ X +c3X3
—cre +cred —cre™

=14 t 3t -2t

= | 4c1€' +2cre”" +c3e
crel +cre +cpe

2t

Problema 3.29 Resolver el sistema X’ = <§ __198> X

La ecuacion caracteristica es

det(A— A1) = (3;7“ _;1_8}L> =0

de lo cual
(A+3P2=0=—=A1=-3

valor propio de multiplicidad 2. Hallemos su vector propio

(A—30)7=0— (S i}i) (:i) - (8>

Al resolver vi = 3v,. Si v, = 1, entonces v = 3. Se tiene que el vector propio asociado es

V= G) =X ()= G)

Debemos hallar la segunda solucion linealmente independiente. De acuerdo a lo establecido,

RORERG
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Resolvemos la ecuacion
A-MDw=V

G 5) (0 5)]E)-0)

Al resolver se obtiene el sistema

Tenemos:

6W1 — 18W2 =3
2wi—6wy, =1

Como una ecuacidn es multiplo escalar de la otra, existen infinitas soluciones. En particular, si w, = 0,

entonces wy = % Luego
1
X (1) = (?) te 3+ <(2)) e

es la segunda solucién del sistema lineal dado. En consecuencia, la solucién general es

X(1)=C G) e +C {G) te ¥ 4 <é> eﬂ

/ — 6 _
Problema 3.30 Resolver el sistema o =Y
Yy =5x+4y

Se buscan los valores propios

‘61 —1

_ a2 _
5 4_1'_/1 104 +29=0

M =5+2i, M=5-2i

3 _ 1 (5420 1 (5-2i)
x=al (1—2i>e e i42)°

/
_ X
Problema 3.31 Resolver, usando valores y vectores propios. { ,

la solucion es

==y
=x
Se escribe el sistema en forma matricial

)= ") )

-4 -1
1 -2

de donde A = +i, y de lo cual @ = 0, b = +1. Buscamos los vectores propios asociados:

A=i= (}l :ll) CD - <g)

lo que equivale a resolver el sistema

—iV]—Vz =0 .
) —v=1,v=i
Vi —ivy =0

con ecuacion caracteristica
‘ - O
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entonces el vector propio asociado es

El otro vector propio asociado lo hallamos de

(1)=6) (o)

Con esto, las soluciones linealmente independientes del sistema son:

5 0 1 sent
X (t) = <1) cost + <0> sent = (cost>
X)) = <(1)> cost — <(1)> sent = <C_0:etm>

Por tanto, la solucién general la podemos escribir en la forma

() = C 5 (1) 1+ CoFalt) = G (sent> LG (cost > _ (C1 sent  Cpcost )

cost —sent Cjcost —Cy sent

Problema 3.32 Resolver por valores y vectores propios. X' = (1 42 11 47> X

Hallemos el polinomio caracteristico

p(A) = <12;A —;1—7)L> =A?—81+20=0

Al resolver, los valores propios son Ay =4+2iy Ay =4 —2i.
. . 8—2i —17 viy (0O
al_4+zl:»< . _g_zl.) (Vz)_<0)

(8 — 2i)V1 — 17V2 =0 y 4V1 + (—8 —2i)V2 =0

Al resolver se halla que

como estas dos ecuaciones son linealmente dependientes, se toma una cualquiera de las dos, por
ejemplo la primera
1

17(8—2i)v1, Vi =V

V2

de esto,

Considerando v; = 17 se tiene

<l
Il
N\
o
([
A
~__
Il
7N
p—
O
N~
+
/|\
NO
~_
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At /0
V1= g )’ Va = 9

Por lo tanto las dos soluciones vectoriales reales son:
= at (= o a (17 0
X1(t) = e (Vi cosbt — Vysenbt) = ¢ g cos 2t + s sen2t

4t 17 cos2t
=e
8cos2t + 2sen2t

Elegimos

y también

X (t) = e (V) senbt + v, cosbt) = ¥ ((187) sen 2t + (_02> cos Zt)

4 17sen2t
=e
8sen2t —2cos2t

Nota: si se utiliza el otro valor propio A, = 4 — 2i y se sigue el mismo procedimiento se llega a que

%1 (t) = o 17 cos2t %o (t) = g 17sen?2t
8cos2t —2sen2t 8sen2t + 2cos2t

que también son dos soluciones linealmente independientes de la EDO, es decir, que de acuerdo a la
seleccion que hagamos ya sea en los valores propios o en las ecuaciones lineales cuando escalonemos
la matriz de coeficientes, tendremos respuestas diferentes, esto se debe a que escogemos vectores base
V1, ¥, diferentes.

" 2 8\
Problema 3.33 Resolver por valores y vectores propios X' = < | 2) X
Valores propios A = 4-2i. Los vectores propios REALES son

)y @

> 2cos2t —2sen2t 2cos2t +2sen2t
X=a < —cos?2t > +G ( —sen?2t >

La solucion final es

Problema 3.34 Determinar la solucién general del sistema no homogéneo

S, (=3 1\ (3
X_<2 —4) X e

Primero se resuelve el sistema homogéneo

o, (-3 1) g
- (5 )x

La ecuacion caracteristica de la matriz de coeficientes es

-3-2 1

det(A—AI):‘ s g

‘ = (A+2)(A+5)=0
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de modo que los valores propios son A; = —2 y A, = —5. Los vectores propios que corresponden son,

respectivamente,
1 1
1) ¥ (=2
Los vectores solucion del sistema son:

N 1 B 8721 N 1 B €75t
=)= () B ()= (o)

Los elementos en X; forman la primera columna de ®(¢) y los elementos de X5, la segunda; por
consiguiente, la matriz fundamental es

—2t -5t
e e
CI)(t) = (e—Zt _26—51>

Para hallar su inversa usamos la férmula para la inversa de una matriz dos por dos

(a b>:><a b>_1: I (d b)
c d c d ad—bc \—c a
De esto se obtiene que la inversa de la fundamental es
o= (1% )
se t _%651

Ahora calculamos la solucién particular

B e—2t e—Sz / % 2t %eZI 3¢ ot
e—2t _26—5t %651 _%651 et

(e e / 2tezr —|— dr

- e—Zt —26_5’ te é 4z

Integrando término a término y multiplicando las matrices se llega a que
S+ —H+ie
X, =
t— 21 + Lot
En consecuencia, la solucién general del sistema dado es
6 1o
e et c Et +- + !
X = )+
(eZt _2651‘) <CZ> ' -
t — % ‘|‘

que puede desarrollarse y tener que

o) sa (o () ()
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Problema 3.35 Resolver por variacién de pardmetros el sistema

-2 4 1 e
Xt)=[-1 3 1| X+ |z
-1 00 e

Los valores propios de la matriz son A} = 1,4, = 1 y A3 = —1. Sus vectores propios son los siguientes:

Vector propio de A; = 1

-3 4 1 Vi 0
-1 2 1 vw|l=10

-1 0 -1 V3 0
Resolviendo este sistema se tiene que

Asi, tenemos la solucién

-1

Como la multiplicidad del valor propio A; = 1 es dos, buscamos un segundo vector propio en la forma

(A— MD)W =7

en donde W es por determinar y v = v, . Se tiene:

-3 4 1 Wi

1
-1 2 1 Wa 1
1 0 -1/ \w; ~1

Al resolver se halla w; = wy, w3 =1 —wy. Luego, si se considera w; = 1 resultaw, =1y w3 =0. El
segundo vector propio asociado al valor propio 4 es

=11
0
Luego, tenemos la solucién
1
X(1) =M 4] =€ | 1| 41
0 -1

Vector propio de A; = —1

Se sigue la misma rutina del primer valor propio. Se obtiene

—

1
v3=10
1
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Con esto se tiene la tercera solucion

e el +te e!
() = [X (1), %2(1),X3(1)]T = | ¢ e +re 0
—e! —teé e!

Hemos logrado, con mucho trabajo, llegar a la solucién del sistema homogéneo, esto es

e el +te' e! C eCI+Cye +te')+Cze™!
X()=d(t)C=| ¢ e +re 0 G| = e'C1+Cy(€ +1eé)
—e —te' e’ C; —e!'Cy — Cote! +Cze™!

En este momento hacemos variacién de parametros considerando la ecuacién (12), esto es @(1)C' (1) =
F(t). Esto significa debemos resolver el sistema

éCi(t)+Co(t) (e +1e') +Ci(r)e™ =¢
e'Ci(t) +Ch(t) (e +1te') =tel =
—e'Ci(1) = Cy(1)te' + C5(t)e™” =¢

Observar que aparecen sélo derivadas del vector C(¢). Tomando la diferencia entre la primera ecuacién
y la segunda se encuentra

3 t
Cé(l) — e2t _te2t’ C3( ) 4 2t 2€2t

Sumando la primera con la tercera y reemplazando el Cz(z):

o=t om=til
2T T
Reemplazando C»(¢) y Cs(t) en la ecuacion 2

1+t , t 2

(t)=——=— 7, Cit)=—%——— =
Ahora nos vamos a reemplazar en la ecuacién
X, = ®(1)C(r)
Después de simplificar se llega a algo como (favor calcular)
(5+5+1)¢
= 3 3 2
Xp= Gt %) ¢
(25 43)0

La solucidén general es (no la vamos a escribir)

— — —

X =X,0)+X,



168 Capitulo 3. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Problema 3.36 Resolver, sujeto a las condiciones x(0) = 8, y(0) = 3, el sistema

X =2x-3y

y =y—2x
Definimos previamente .Z[x(t)] = F(s) y Z[y(t)] = G(s). Se aplica transformada a cada ecuacion del
sistema

{z[x'] =2.2[x] - 3.2]]
L) =222

Desarrollando se llega a
{sF(s) —x(0)  =2F(s)—3G(s)
sG(S)—y(0) =G(s)—2F(s)
Agrupando

(s—2)F(s)+3G(s) =8
2F(s)+(s—1)G(S) =3

Multiplicando por 2 la primera ecuacién y por (s —2) la segunda, se resta para hallar que

3s—22

= -8

Por fracciones parciales
5 2

G(s) = .
)= 77574

de los cual
y(t) = 5¢7" —2¢"

Para F (s) se halla que
8s—17 5 3

GH)(—4) s+l s—4

F(s) =

de manera que
x(t) = 5S¢ 4+ 3¢

Problema 3.37 Resolver, sujeto a las condiciones: x(0) = 1, y(0) = 1, el sistema

X =6x+y-+6t
Yy =4x+3y—10r+4

Se aplica Transformada de Laplace a cada ecuacion del sistema

Esto equivale a
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de lo cual

x(s)[s — 6] — y(s) = 1zte

V(s)ls — 3] —4x(s) —3y(s) = £=3020s

Multiplicamos por (s — 3) la primera ecuacién y sumando ambas ecuaciones:

12452 3 +s2—50+20s

x(s)[s? —9s + 14] = T[s— ] 52

Factorizando y expandiendo el lado derecho se llega a

0=5 2]+ 5 =) -7 5[]

Sacando transformada inversa obtenemos:

107 ,, 4 23
D=t oy 22
Ho) = 75e” — 5~ 2+ e

Sustituyendo lo que vale x(s) se halla que

107 5, 10 46 .,
= — — 6 — —
(1) = Zget o 60— oge

Problema 3.38 Resolver el sistema

x"+3y' —dx+6y = 0
x4y —2x+4y = 0

No podemos usar valores y vectores propios. Se puede aplicar el método de eliminacién, pero primero

lo paso a operadores

(D*> —4)[x] +3(D+2)[y] =0 (D?> —4)[x] +3(D+2)]y]
{ {—(D—Z)(D+2)[x]—(D—|—2)(D2+4)[y] =0

(D=2)x] +(D* +4)p] =0 ~

=0

Se multiplicé la segunda ecuacion del sistema por —(D +2). Al sumar queda el sistema equivalente

{ (D*—4)[x] +3(D+2)]y]
3(D+2)] - (D+2)(D*+4)y] = 0

Ahora resolvemos la ecuacion solitaria (que tiene y)

(D+2)(D*+1)[y] =0 = y(t) = c1 e ¥ +cycost + c3 sent

LLevamos esto a la primera ecuacién (en el dltimo sistema) para tener

(DZ —4)[x] = =3(D+2)(cy e 2 ¢y cost+c3 sent)

0 _ {(1)2 —4)[x]+3(D+2)[y]
(D+2)(D*+1)]y]

0
0

aqui tienes que sacar lapiz y papel, por que después de trabajar el lado derecho de la igualdad, debes

obtener
(D* —4)[x] = (2c3 — ¢2) sent + (2¢2 + ¢3) cost
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Aplicamos el aniquilador (D? + 1). Se tiene
X, =C1 e + ¢ cost +c3 sent
eso como solucién de la homogénea. Ahora,
(D* —4)[A cost + B sent] = (2c3 — ¢2) sent + (2¢5 + ¢3) cost

se obtiene | |
A:—g(2C2+C3), B:—g(ZCg,—Cz)

En consecuencia,
—2t 2t 1 1
x(t) =cse " +cse —§(2CQ+C3)cost—§(ZC3—cz) sent

Como x(¢) e y(¢) deben satisfacer ambas ecuaciones, hay que comprobar. Para ello usemos la segunda

ecuacion.
!

x'+y" —2x+4y =0= (8¢ —4C4)€72t +4c3 sent +4c¢p cost =0

de donde
co=c3=0, c4=2

En consecuencia, la solucién general del sistema es

x(t) = 2cre ¥ +cse
y(t) = cre ¥

x" = 1+4y—rtcotgr csct
y = —x-tcsct

X\ [0 1\ /(x n 1 —rcotgtcsct
y') \—-1 0/ \y tcsct

La homogénea asociada

tiene valores propios

Al resolver
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De esta manera, las soluciones L.I. son de la forma

Xy = 0 cost + N sent = sent
L 0 ~ \ —cost

X, = -1 cost — 0 sent = [ 0%
2 = 0 -1 ~\ sent

de modo que la solucién de la homogénea es
X —sent —cost —Cj sent — C, cost
y —cost sent —Cj cost + C; sent
Con variacién de pardmetros vamos en busca de la solucién general del sistema.

—C)'sent —Cy' cost = 1—1cotgt csct
—Cy'cost+C,' sent = tcsct

si multiplicas la primera ecuacién por sent y la segunda por cost, tienes que
—C,' = sent = C; =cost+C
al reemplazar esto en la segunda ecuacién
sent cost +C,’ sent =t csct => Cy =1 csc’t — cost

al integrar, por partes,
C, = —t cotgt +In(sent) +sent +C,

En consecuencia, la solucién general del sistema es
x(t) = —(Cy+cost)sent— (In(sent) —t cotgt +sent +C,) cost
y(t) = —(Cj+cost)cost+ (In(sent) —t cotgt +sent +C5) sent
Problema 3.40 Escribir como un sistema la ecuacién diferencial x” +¢x" —x =0

Hacemos x' =y, z=y’ =x", conlo cual, x/ =z = —tx’ + x = —t y + x. En consecuencia, el sistema
equivalente a la ecuacién es

Problema 3.41 Resolver el sistema

x"+Ay =B
{ " y/ , A, B constantes
y'—Ax" =0
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Derivemos la segunda ecuacién del sistema
y"—Ax"=0=y" =(B—Ay')A=y"" + A’y = AB
pasando esto a operadores,
D(D*+A?)[y] =AB = D*(D* +A%)[y] =0
no olvidar que D “aniquila” cualquier constante. Se sigue que,
Y = 1 + ¢ cosAt + c3 senAt + ¢yt

Luego,
B
D(D*+A?)[c4t) = AB = D(A%c4t) =AB =—= A’cy = AB —> ¢4 = T

Con esto,

B
y(t) = c1 4 ¢z cosAt +c3 sen At + Xt

No olvidar que la segunda ecuacién del sistema es y” — Ax’ = 0. Derivando el y(r) obtenido dos veces,
y despejando x’ vamos a calcular x(7).

y" —Ax' =0= Ax’ = —A’¢; cosAr — A® ¢35 senAt
al dividir por A # 0 e integrar,

x(t) = —cp senAr + ¢3 cosAt + ¢4

Problema 3.42 Resolver el sistema de ecuaciones

xl’ = X2 1
le = X3 s f(o) — 0
x3' = —6x;—11x; —6x3 0
Vamos a utilizar matrices
x1! 0 1 0 X1
x'l=10 0 1 X
x3/ -6 —11 -6 X3
Valores propios
—A 1 0
0 -2 1 —0=A+6A%+1I14+6=0= (A +1)(A+2)(A+3)=0
-6 —11 —-6-—-4

de lo cual, los valores propios son:
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Vectores propios

Saco el primero y te doy a conocer los dos restantes.

0 1 0 Vi -V 1
0 0 1 Wil =1|—Vv|— v=| -1
-6 —11 —6— V3 —V3 1

De igual modo tienes que sacar

1 1
w=-2], z=|-3
4 9

Con esto, la solucién general es

1 1 1
y=Ci | -1|e"+C | 2]e?+C | -3
1 4 9

Q

de donde, la solucién particular se halla aplicando las condiciones iniciales

1 Ci+Cy+GCs
0] =1]-Ci—2C,—3GC; :>C1=3,C2:—3,C3=1
0 C14+4C,+9C;5
con lo cual,
3 -3 1
y=|-3]e'+| 6 |+ |3
3 —12 9

Problema 3.43 Resolver el sistema

{ D*=Dpf+y = ¢
D+ D] —(D+1)p] = 3¢

|
a

La segunda ecuacion se multiplica por (D — 1) y se suma con la primera, teniéndose

{(Dz—l)[xHy -
=

De inmediato se obtiene que
y=C+Cit+é

con esto nos vamos a la primera ecuacién
(D>~ D] +Co+Crt+e =e = (D* —1)[x] = —c» — Cy ¢
Un buen aniquilador sabe hacer su trabajo

D*(D*— )| =0=xy =k +hot +hkse' + ke’
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Abhora,
(Dz— Dxg|=—-C—Cit = =k —kpt = —C, —Ci1t = k1 =Ca, kp =C

Por tanto,
x=0C +C1t+k3et+k4eit

Si uno se da el trabajo de verificar estas soluciones se observa que x e y satisfacen la ecuacién 1, y que
x satisface la 2 a condicién de que k3 = % En consecuencia, la solucién general es

5
x(t) = C2—|-C1t+§€t+k4€_t

y(t) = C+Cir+e
Problema 3.44 Resolver el sistema
iy o
dr T
dy
t— =0
ar +x
Se deriva la segunda ecuacién
dy d° d
Dy A
dt  dr* dt
Es obvio que — “molesta”. Se cambia por lo que dice la primera ecuacién
d*>y d
Ly dv_y_
dt> dt ¢t

si multiplicas por ¢, tienes una hermosa ecuacién de ... jEuler!

d*y dy

2 2.1 /
t-—=+t—=——y=0<=1t¢ ty —y=0
dr2+ 7Y y oty —y

Tienes dos alternativas; usas y = xf o bien x = ¢’ (La decisién es tuya). Si eliges la primera opcién,

y = xk, entonces y' = kt*=!, y” = k(k — 1) t*~2. Se reemplaza en la ecuacién

Ph(k—1)2 4kt —F = 0= k= +1
En consecuencia,
y=Cit+Cot™!

Reemplazando este y en la segunda ecuacién se obtiene
t(Cy —Czl‘fz) +x=0=—=x= —Cﬂ-l—Cztil

Problema 3.45 Dado el sistema
x' = 3x+3y+¢
y = —x—y+1
1. Escribirlo en términos de operadores
2. Escribirlo en la forma matricial X' = AX + B
3. Hallar los valores propios y vectores propios asociados
4. Hallar la ecuacién diferencial asociada al sistema
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5. Resolver el sistema libre y democraticamente.
Respuesta

1. Mads facil que esto imposible
(D—=3)x—3y =t
x+(D+1)y = 1

2. En forma matricial, el sistema queda como

(= 2)0)+0)

3. Para valores y vectores propios se tiene

3—-1 3
-1 —1-2

(1) a3

4. Hallemos la ecuacién diferencial asociada

x"=3x"+3y'+1

‘:0:>7L()L—2):0:>).0:O, =2

de donde,

x"=3x"—1=3(1-x—y)
x"=3x"+3x—4+3y=0
x"=3x"+3x—4+3(x"—1—-3x) =0
x"=2"—4—1r=0

LEEY

si la quieres en operadores, entonces
(D> —2D)[x] =4 +1

5. Si hay que resolver el sistema, que mejor que hacerlo a partir de la ecuacién asociada, y con mis
mejores “amigos” los operadores.

(D> —2D)[x] =4+t

la homogénea tiene solucién
xh(t) =Ci1+C 62[
El aniquilador de ¢ 44 es D?, por tanto,

Xn
D*(D—2)[x] =0 = x(t) =(C) + C2e*) +C31 +Cy1*

Calculemos las constantes

D(D-2)[C3t+Cyi*) =1 +4 = Cy = —i, Cs = _g
Por tanto,
x(t) =C)+Cre* — %t— %tz
Si tienes la amabilidad de calcular y(z), debieras encontrar
W =—c— 224 T e
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Problema 3.46 Un tanque A contiene 100 galones de salmuera en la que se han disuelto 100 libras de
sal, y un tanque B contiene 100 galones de agua. Al tanque A empieza a entrar agua a razén de 2 galones
por minuto, la mezcla que se produce con la salmuera, sale del tanque A al tanque B a razén de 3
galones por minuto. Desde el tanque B se bombea un galén por minuto al tanque A (retroalimentacién),
y de éste se expulsan fuera 2 galones por minuto. Hallar la cantidad de sal en ambos tanques al cabo de
una hora cuarenta minutos.
Te puedes hacer un esquema grafico de la situacion. El agua que entra al tanque A proviene de una llave,
no del tanque B. Después de leer el problema, de seguro, tienes claro que, si x e y son las cantidades de
sal en tanque A y B, respectivamente, entonces las condiciones iniciales son x(0) = 100 e y(0) = 0. El
sistema de ecuaciones que se establece es

dx  3x y

dr 100 ' 100

dy  3x 3y

dt 100 100

En forma matricial esto toma la forma

Para los valores propios
A246A+6=0=1 =-3+V3, Lh=-3-+3
Para los vectores propios asociados usamos el siguiente truco. Reemplaza el A en el determinante
—3-2 1 X 0 —V3x+y=0
= —
3 —3—-A\y 0 3x—+/3y=0

al resolver se deduce que, si x = /3, entonces y = 3. De igual manera hallas el otro vector propio. Por

tanto
() me()

X(t) =G <§/§> o(—31V3)/100 +G <\/3§> o(—3-V/3)/100

De esta forma,

de donde,
x(t) = C V3 e(3tV3)/100 G V3 e(-3-V3)/100

y(t) = 3C V3 el=3+V3)/100 _ 3¢, V3 e(-3-V3)/100

Con las condiciones iniciales determinamos las constantes.

x(0)=100 = 100 =x(t)C1 V3 +Co /3 = C +C> = 100v/3

y(0)=0 = 0=3C;—-3C,=0
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De esto,
C,=50V3, G, =50V3

En consecuencia,
() =50 [e(—3+ﬁ)/100+e(—3—x/§)/100} ~ 14,5

yt) = 50V3 [6(7“‘/5)/100 — 6(737\/’5‘)/100} ~ 13,62

Actividad 33 Resolver el sistema

%) = <__140 ;‘)2 %(0) = (;)

Haremos uso de valores y vectores propios.

'—4—z

4 2 _
10 8—/1‘:>l —42+8=0

Al resolver se hallan dos complejos
A =242, A=2-2i

Hallemos valor propio de A; =2+ 2i

—4—-2-2i 4 viy\ _ (—6-2i 4 vi) _ (0O
-10 8—2-2i/\v) \ =10 6-2i/\v) \O
Se llega al sistema

—(642i)vi+4v, =0
—10v; + (6 — 2i)V2 =0

Si se multiplica la primera ecuacién por (6 —2i) y la segunda por 4 se tiene que las ecuaciones son L.D.
De modo que tenemos una sola ecuacion:

—40v; + 4(6 — 2i)vz =0

. 3—1i ) 5 ; .
Despejando, v; = ?vz. Si se toma vy = 3 entonces vi = 1. Asi, un vector propio es

(5)-()-62)

En cual, con el fin de usarlo para hallar una solucién real, escribimos en la forma

2N ()i (O 2o
34i) " \3) Tt T

Por tanto, una solucién compleja del sistema es

; . /2 0
_ S22 (2+2i) .
X(t)=e V=e [<3>+1<1>]
= ¢*(cos2t +isen2t) [(g) +i <(1))]
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Dos soluciones reales linealmente independientes son la parte real y la parte imaginaria de esta solucion.
Las calculamos usando ¥ = v| + ivs.

X (1) = e” (cos2t + isen2t) (V) + i)

= [cos 2tV — sen2tV,] + i [sen 2tV + cos 2t ]

=¥ [(cos 2t <§) — sen?2t (?) ) +i(sen2t <§) + cos 2t <?> )}

simplificando escritura

X(f):f«’2t< 2cos )+ie2’< 2sent >=??1(f)+f(2(f)

3cos2t — sen2t 3sen2t + cos2t

Una matriz fundamental del sistema es

. 2e? cos 2t ] 2% sen2t
X(t)=2(1) = (eZt(3 cos2t —sen2t) | e*(3sen2t +C0$2t)>

Por tanto, la solucién general tiene la forma

S A > 2¢% cos 2t | 2¢% sen2t Ci
X(r)C =) = < 2(3cos2t —sen2t) | (3 sen21—|—cos2t)> (Cz
Ahora hallemos las constantes

®(0)C = <§ (1)) (g> B G)

de lo cual se obtiene; C; = C, = % iProblema resuelto!
Problema 3.47 Resolver el sistema

-2 -1 3
X't)=(5 0o —-5|X
0 0 1
Hallemos los valores propios
-2—-2 -1 3
5 A 5(=0=>A-1A*+22+5)=0
0 0 1-24

Luego, los valores propios son:
M=1, L=-14+2i, =-1-2i

= Vector propio de A4

-3 -1 3 Vi 0

—3v; — 3 =0
5 1 5| |wm|=(0]={ 72t
0 0 0 V3 0 5V1 — V) — 5V3 - 0

se deduce que v; = v3. Si hacemos v; = v3 = 1 y v, = 0, entonces

1 1
vi=10 :>)_('1(l‘):et\_/‘1:€t 0
1 1
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= Vector propio de A, = —1+2i

—1-2i -1 3 Vi 0 —(1+2)vi—v2+3v3 =0
5 1-2i -5 n]l=10]={5vi+(1=2))v,—5v3 =0
0 0 2—2i V3 0 (2 *21')\/3 =0

Se deduce que vz = 0. Las dos ecuaciones restantes son la misma (multiplicar por 5 la primera y
—(1+2i) la segunda). De la primera de estas ecuaciones

V) = —(1 +2i)v1
Con vy = —(1+2i) es v; = 1. Luego,

1 1
h=|-1-2i =X =12 12
0 0
= Vector propiode A, = —1 —2i

No es necesario hacer célculos, el tercer vector propio linealmente independiente es el conjugado, es
decir,

1 1
Vi= | =142 | =X =172 [ —142i
0 0
En consecuencia, una base de soluciones complejas del sistema es
1 _ 1 _ 1
Xi()=¢ 0|, Xo=eT120 | _1-2i|, Xy=e'720 | —142i
1 0 0

Para hallar soluciones reales basta tomar X, como sigue:

1
Xy = e '(cos2t +isen2t) [ —1—2i
0
[ /1 0
=e '(cos2t+isen2t) | [ =1 | +i| =2
[\ O 0
cos 2t 0 sen 2t 0
=e¢ || —cos2t | +i| —2cos2t | +i| —sen2t | — [ —2sen2t
0 0 0 0
Separando parte real e imaginaria
cos 2t sen 2t
Xo(t)=e' | —cos2t+2sen2r | +ie”" | —2sen2t —2cos 2t
0 0
De modo que la solucién general es
1 cos 2t sen2¢

X(t)=Cie' | 0| +Cre™ | —cos2t+2sen2s | + | —2sen2s —2cos2t
1 0 0
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Problema 3.48 Resolver el sistema

4 1 X e
yl=1-13 1] |y]|+]|¢t
7 -1 0 0/ \z e
Hallemos los valores propios
—2—-2 4
1 3-2 1[=0=A-1*A+1)=0
-1 0 -2

Luego, los valores propios son:

= Vector propio de 44

3 4 1 v 0 —3vi+4v+vy; =0
-1 2 1 m|l=|0]=<¢-—vi+2m+v; =0
-1 0 -1 V3 0 —v) — s -0
Al sumar la segunda y tercera ecuacién se halla que —2v; +2vy =0,delocualvi =v, =1y v3 = —1.
De esta manera
V= 1 :>)_(:1(t):€t1_/'1:€l

—1 —1
= Vector propio repetido A, = 1
Se sabe que la solucién es de la forma

l]t

)?2 =V te +v_&el‘t

Hay que hallar w a partir de
(A — l]l ) w=V

Esto es,
-3 4 1 wi 1 3w +4wr+wz =1
-1 2 1 wr | =1 1 = ¢ —wi+2wr+wz =1
-1 0 -1 w3 —1 Wy — ws -1

Al resolver se halla w; = wy =0y w3 = 1. Por tanto,

1 0 te! t
W)=t 1 |+ [0] = te' = | t
-1 1 —te' +e' 11—t



3.3 Problemas Resueltos

181

= Vector propio A3 = —1

-1 4 1 Vi 0 —vi+4vm+vy =0
-1 4 1 vo|l=1[0)]=<—vi+4v,+v3 =0
-1 0 -1 V3 0 Vi +v3 =0
Al resolver se halla vi =v3 =1y vy = 0. Por tanto,
1
v3=10
1
y la tercera solucién LI es
1
)?3 (l‘) =e |0
1
De esta forma, la matriz fundamental es
e | re' | e’
e | tel | 0
- | (1-t)e | e
de manera que la solucién general del sistema es
e ‘ te' ‘ e! Ci Ciée +Cote' + C3€7t
X(t)=d(t)C=| ¢ | te' | 0 G| = Cie' +Cate
— | (1—-1)e | e') \GCs —C1e +Co(1 —t)e +Cse™!
Ahora, a contar de la expresion
P(t)C=F(t)
hacemos variacién de pardmetros. Tenemos:
C(t)e +Ch(t)te' +Ch(t)e”! = (1)
C'(r)e' +Ch(t)te =teé (2)

—Ci(1)e +Ch(t)(1—1)e' +Ch(t)e" =¢ (3)
Restando la ecuacion (2) de la (1) se halla
Ci(t) = & —te*

Al integrar por partes

1 1 3 ¢
C3(t) = 5(1 —t)€2t—|— 1621 = <4 — 2> ezt

Al sumar (2) y (3) tenemos
Ch(t)e +e 'Ch(t) =€ +1e

Como C4(t) = (1 —t)e*, entonces

Ch(t) =2t = Cy(t) =1*
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Si se reemplaza C)(t) en la ecuacién (2) se encuentra que

223
a=3"7%

Ast, la solucién particular del sistema es

2 3 _
(%—% )€’+I3e’+(%—§)€2te '
2 3 2 3
= (%*%) e+ =¢ e
2 3 22 2 3,3 1
—(%—%)ef+t2(1—t)e’+(%—%)e%" L A S

La solucidén general del sistema es
X=X,+X,

Problemas Propuestos

Problema 3.49 Utilizar el método de valores y vectores propios para resolver el sistema de dos
ecuaciones con dos incégnitas. Escriba la matriz fundamental.

y =2y-9z
7 =y+8

Resp. z(t) = (C; +Cat)e™
Problema 3.50 Usar el método de valores y vectores propios resolver el sistema

!/

X =y+z
y =x+z
i =x+y
Resp. Los vectores propios son
1 1 1
-1, 01, 1
0 —1 1

Problema 3.51 Usar variacion de parametros para resolver el sistema. Indicar en forma clara X, y X,,.

y' +y+2z=senx+cosx
7/ 4+ 2y+z=senx—cosx

Problema 3.52 Utilizando la transformada de Laplace encontrar la solucién particular del sistema
/
y =3y-z
¥(0)=1, 2(0) =2
{z’ =y+z

Resp. y(t) = (1 —1)e*
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Problema 3.53 Usar variacién de pardmetros para resolver el sistema. Indicar en forma clara Xj, y X,,.

y'+y+2z=senx+cosx
7' +2y+z7=senx—cosx

Problema 3.54 Dado el sistema de ecuaciones diferenciales

X 4 0 =2\ [x
Yyi=10 4 -4y
7 -2 -4 -5) \z

comprobar si las siguientes funciones vectoriales son solucién

1 -2 1
21: 2 y )?2: 1 e4’, 23: 2 eQz
2 bl
2
: o . x" =3x
Problema 3.55 transformar el sistema a ecuacion diferencial y resolver. ¢
Yy o =x+2y+t
_ 3 _ 3 1
Resp.x=e™, y=e*—3—;
x" — 4y’ =0
Problema 3.56 Resolver
xll +xl +yll — 0
Los valores propios son A; = 0,4, = A3 = —2. La solucién general

x(t) =ci+cre X +cte™
1

1 1
y(t) = —Ecze_% — 503[6_2[ + ZC3€_2[ +c4

4 2x  _ ,—3x ) )
Problema 3.57 Comprobar que ® = ( :ZX :,3)( ) es una matriz fundamental del sistema

(1)=G 56
Y5 L =2/ \»
x"—d4x+y' =0

Problema 3.58 Resolver el sistema
—4x"+y"+2y =0

Resp.

y(t) = c1cos2t +cpsen2s + 03e_tﬂ + C4etﬂ

! 1
x(t) = —ch Sen2t+ZC20082t— %eﬁﬂ_’_%et\@
.x, :2x+y

Problema 3.59 Resolver ,
y =x+2

Resp.
M=1, A =3

> o - 1 1
Xy = 1MV + 265, = ¢ ¢! (_1) +cre™ <1)
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x' =-=2x+y

Problema 3.60 Resolver
y. o=x—=2y

Resp.

x" —4y' =0
x// +xl +yll — 0
Resp. La solucién general es

Problema 3.61 Resolver {

x(t) =C1+ Czeizt + C3l‘€72t
yt) = —%Cze_Z’ — %C3te_2t + %C3e_2’ +Cy

Observar que la solucién general contiene cuatro constantes ya que se resolvié un sistema de dos
ecuaciones diferenciales de segundo orden.
Problema 3.62 Resolver el sistema

x] =-2x;—4x+1
xh o=—xp4x—24 31

Resp. La solucién general es

X](l) :C1€2t+4C2€73t+t+t2
x(t) = —Cre? +Cre™ 3 — %tz

3t—4
—5t+6

o (1 3\ g (12011
x_<5 Nx (P

Problema 3.64 Resolver, por valores propios el sistema

Problema 3.63 Probar que el vector )?p = ( > es una solucién particular del sistema no

homogéneo

Los valores propios son

La solucién es

1 1
X=ci|1]le"+e 1] et+es|-1]¢e"
1 1
D+2 D—1 = —sent
Problema 3.65 Resolver por eliminacion el sistema (D+2)x + Jx2 sen
(D—3)x1(D+2)x2 = 4cost



3.4 Problemas Propuestos

185

Resp. La solucién del sistema es

1
x;1 =23Ce 8 —cost+2sent
1
xp = Ce 8 +cost+sent

x//+x/+yl+y :0

Problema 3.66 Resolver por eliminacién el sistema ¢ =~
x4yt +y =0

Resp. La solucién es

Problema 3.67 Resolver por método de valores y vectores propios

1-D 2 y\ _ (O
-2 5-D)\z) \0
Resp. La solucién general es

-0 () e (e ()]

x'=—dx+y+z
Problema 3.68 Resolver por método de valores y vectores propios { y' =x+5y—z

!
7'=y-3z
Los valores propios son A; = —4,A;, = —3,A3 = 5. La solucio6n es
10 1 1
xt)=C | -1 ]e¥+C[8]|e+C 0™
1 1 1
x'=y+z
Problema 3.69 Resolver por método de valores y vectores propios { y' = 3x+z
7 =3x+y
Resp. La solucién general es
2 1 0
Xy=cC |3+ | -1|e?+C[ 1 |e!
3 —1 -1
P ) y =2y—9z
Problema 3.70 Resolver por método de valores y vectores propios ¢ 48
7 =y+38z

La solucion general es
y(t) = (—3C) +Cy — 3Cat)e™
2(1) = (C1 — Cat)e™
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Problema 3.71 Resolver el siguiente problema de valores iniciales

/ :_5 _
* Y xy=0,y(1)=1
y' o=dx—y

La solucidén general es
x(t) = C16_3t + Czl‘e_3t
{ya) = 2C1e™ 3 —2Cyte™ — Cre™
La solucidn particular es
e3f3t _ te373t
— 3 e

—N—
Dl
—~~

~ T~
~— —
I

Problema 3.72 Utilizar el método de variacion de las constantes para resolver el sistema:

y'+y+2z =cosx+senx
7/ +2y+z =senx—cosx

La solucién de la homogénea es:

- 1 1
Xh(x) = C] (_1> ex+C2 <1> ein

Por lo tanto la solucién general del sistema es:

1 1
y(x) = Cre* + Cre ™ + E(senx— cosx) + E(?» senx — cosx) = 1o 560% ~ 7g <O8*

1 1 2 2
2(x) = —Cie* + Cre > + 5(— senx -+ cosx) + E(3 senx — cosx) = — o Senx + 5 cosx

Problema 3.73 Utilizar el método de la transformada de Laplace para resolver el sistema

¥ _y// — tz
{x” +y// — 4t
con condiciones iniciales x(0) = 8, x'(0) = 0, y(0) =0, y'(0) = 0.
La solucién es
() =5+2 48
{y(t) =-5+%

Problema 3.74 Obtener, mediante la transformada de Laplace, la solucién del sistema

X1 ”+10x1 :4)62
—4x1+x" =—4x,

sujeta a las condiciones iniciales x; (0) = 0, x; (0) = 1, x2(0) = 0, x5, (0) = —1



3.4 Problemas Propuestos 187

Problema 3.75 Utilizar el método por eliminacion para resolver el sistema de dos ecuaciones con dos

incégnitas
yo=2y-92
7 =y+8
Resp. z(t) = (C; +Cat)e
Problema 3.76 Usando valores y vectores propios resolver el sistema

!/

x' =y+z
y =x+z
7 =x+y
Ayuda. Los vectores propios son
1 1
-1 ) 9
0 -1

Problema 3.77 Utilizando la transformada de Laplace encontrar la solucién particular del sistema

y' =3y—z
7 =y+z

que verifica que y(0) = 1, z(0) = 2. Resp. y(¢) = (1 —t)e*
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(4. Elementos de teoria cualitativa

La teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales intenta obtener propiedades de las soluciones de
una ecuacion diferencial sin conocerlas explicitamente, es decir, Unicamente a través del hecho de que
son soluciones de una ecuacién diferencial.

En esta unidad se estudian las ecuaciones diferenciales ordinarias desde una perspectiva cualitativa y
geométrica. De igual manera se estudian las propiedades cualitativas de los sistemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden.

Ecuaciones de primer érden

Se considera una ecuacién diferencial de primer orden de la forma y’ = f(x,y). Esta funcién asocia a
cada punto del plano (x,y) donde estd definida la funcién f(x,y) el valor de y’, que es la pendiente de
la tangente a la curva integral en ese punto. Por tanto, la ecuacién diferencial y’ = f(x,y) determina un
campo de direcciones. El campo de direcciones definido por la terna (x,y,y’) se representa como un
conjunto de segmentos; cada uno de ellos pasa por el punto (x,y) y tiene y’ como pendiente.

Desde este punto de vista, resolver una ecuacion diferencial es calcular una curva cuya tangente en
cada punto tenga la misma direccion que el campo de direcciones en ese punto. Una técnica util
para visualizar (graficar) las soluciones de una ecuacién diferencial consiste en trazar el campo de
direcciones de la ecuacion.

Ejemplo 4.1.1 Considerar la ecuacion % =F(x,y)=x+y—1

En el plano se eligen algunos puntos (x;,y;), X |y [ Floy) =xty—1
y sobre cada uno de ellos se construye un 0 0] f0,00=—1=m
pequeilo segmento con pendiente F(x;,y;) = T 1 /L) =1=m

x; +y; — 1, que corresponde a una porcién de A1 (L) =—1=m
la recta tangente a la curva solucién que pasa 0 [ 2] f(0 2’) B —
dicho punto. Este esquema gréfico el campo >0 f(2’ 0O)=1=m

de direcciones de la ecuacion diferencial. :
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Se han considerado los puntos (0,0), (1,1), (—1,1), (0,2) y (2,0), y sus respectivos vectores. Pue-
des visitar la pagina https://www.geogebra.org/m/kpp3F jBh, y escribir el campo que estamos
tratando.

| \ \ \ N /
A e L I Wl AR
\ \ \ N Y / [ S S N N /
& L W A NG /]
VN e N\
- A < U N /o
VN / / AN AN
N N — /A Y Y

Figura 4.1: campo de vectores y campo de direcciones

Isoclinas

El método anterior de considerar algunos puntos y luego trazar segmentos de recta es muy laborioso.
Existe un método que permite dibujar elementos lineales de forma eficiente sin necesidad de ir evaluando
punto a punto, este método es conocido como el método de las isoclinas.

Definicion 4.1.2 Una isoclina para la ecuacién diferencial y’ = F(x,y) es un conjunto de puntos en el
plano xy donde todas las soluciones tienen la misma pendiente m = y'.

En lenguaje més simple, una iséclina es una curva de nivel de la funcion F(x,y), es decir
F(x,y)=k

Con este método sdlo hay que encontrar las isoclinas de la ecuacién diferencial y sobre ellas dibujar
elementos lineales que tengan la misma pendiente, obteniendo asi el campo de pendientes y por tanto
las curvas solucion.
Para usar el método de las Isoclinas hay que seguir los siguientes pasos:
1. Trazar algunas de las curvas F(x,y) = k (isoclinas o curvas de nivel).
2. Tomar algunos puntos y dibujar, a través de ellos, un segmento de recta que tenga pendiente
k=F(x,y).
3. Trazar la curva solucién de manera que pase por los ptos y respetando que los segmentos de recta
sean tangentes a la curva solucion.

Ejemplo 4.1.3 Hallar is6clinas y el campo de pendientes de la ecuacion diferencial y’ =y — x
Se considera la ecuacién
y—x=k

Esta es la ecuacion de una recta, para cada valor arbitrario de k se obtiene una recta distinta, lo
interesante, importante y genial es que a lo largo de toda esa recta hay segmentos lineales con la
misma pendiente, sélo basta evaluar un punto de cada iséclina en la funcién y se obtiene el valor de la
pendiente para toda la isdclina.
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Para k = 0 la recta es y = x, como las restantes son paralelas. Se consideran los puntos k =0, k = 1,
k= —1,k=2, k= —2. Se tiene una situacién como muestra la figura

[ Y | k=2, k=0

Figura 4.2: Isoclinas y campo de direcciones

Ejemplo 4.1.4 Trazar las isclinas de la ecuacién diferencial y’ = x> +2x —y.

Para hallar las ecuaciones de las isoclinas, resolvemos
PH2Ud—y=k<=y=x>+2x—k

al completar cuadrados
y=@+1)>-1-k

Se observa que las isoclinas son pardbolas con el eje vertical de simetria x = —1. Algunas isoclinas son:
" k=0=y=x>+2
s k=—1l=y=x"+2x+1
m k=1 :>y:x2+2x—l
s k=2=—=y=x"42x—-2
En el plano la situacion es la siguiente

g

T TN

y=x2+2x

Figura 4.3: Isoclinas
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En el caso k = 0 las curvas integrales tienen tangentes horizontales en los puntos de interseccién con la
isoclina y = x* + 2x. La pardbola y = x> + 2x tiene derivada y’ = 2x +2, de lo cual x = —1 es un punto
critico. Esto hace que la pardbola divida al plano xy en dos partes:

= En una de ellas es y’ < 0 (las soluciones decrecen)

» Enlaotray’ > 0 (las soluciones crecen).
Como esta isoclina y = x> 4+ 2 no es una curva integral, en ella estdn situados los puntos de extremos
relativos de las curvas integrales: Los puntos de mdximo se encuentran en la parte de la pardbola
y =x?+2x, en que x < —1, y los puntos de minimo, en la otra parte de la misma, en que x > —1 (esto
se ve con la derivada).
Para analizar la concavidad de las curvas integrales, se usa la segunda derivada.

Y=t 2—y=y" =242y

pero
y’:x2+2x—y:>y":—x2+2+y

Con la segunda derivada igualada a cero tenemos
y/'=0=0= —x2+2+y:>y:x2—2

esto significa que s6lo en los puntos situados en la pardbola y = x> — 2 es y" = 0.

En base a lo anterior, los puntos del plano cuyas coordenadas satisfacen la condicién y” < 0, es decir,
paray < x> — 2, las curvas integrales tienen sus concavidades hacia abajo. Los puntos del plano cuyas
coordenadas satisfacen la condicién y” > 0, esto es, donde y > x* — 2, las curvas integrales tienen
concavidad hacia arriba.

Los puntos de interseccién de las curvas integrales con la pardbola y = x*> — 2, son los puntos de
inflexién de éstas.

Figura 4.4: campo de direcciones y’ = x> +2x—y

Ejemplo 4.1.5 Considerar la siguiente ecuacion diferencial y’ = x3.

Haremos uso de nuestros conocimientos de cdlculo diferencial e integral para estudiar el comporta-
miento de sus soluciones. En primer lugar, de x> = 0 se obtiene que x = 0 es el tnico punto critico. Se
hace el estudio de la solucién en (—eo, o), considerando valores a izquierda y derecha del punto critico
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intervalo —0 < x<0 | 0<x<oo
valor de prueba x=-2 x=3
signode f'(x) | f'(-2)<0 | f’(3)>0
conclusion decreciente | creciente

Otro elemento a considerar es la concavidad (segunda derivada)
y/:x3:>y//:3x2
al igualar la segunda derivada a cero se encuentra que x = (. Por tanto,
f"(x) >0,

para todo x

esto significa que la curva es céncava hacia arriba en todo su dominio, y como no cambia su concavidad,
no tiene puntos de inflexién.

Para construir el campo de pendientes de y’ = x> se consideran puntos de la funcién f(x) = x*, con
ellos se obtiene el valor de la pendiente en esos puntos.

3

x |y ] f&xy)

0|0 /f(0,00=0=m
1 1 f0,)=1=m
A1 /=1, )=—1=m
0 |2 f(02)=0=m
0 |y|f(Oy)=0=m

De esta forma, en el punto (0,0) trazamos un pequefio segmento de recta de pendiente cero. En el punto
(1,1) un pequefio segmento de pendiente 1, y asi sucesivamente. La figura muestra “muchos” valores.

- 4 : !
i A | |
L) | |
L | |
||k | |
i N WA W | |
n=-| *Tn;o (0= i j ! i
R el b=

Figura 4.5: campo de vectores y de pendientes

Veamos ahora el calculo de la solucién

4

y/:_x3:>y:xz+c

La constante C genera un nimero infinito de soluciones (familia), esto es una solucién diferente para
cada valor asignado a la constante arbitraria. (https://www.geogebra.org/m/kpp3F jBh).
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= De acuerdo con la figura, las soluciones de la ecuacién diferencial estan definidas para todo valor
de x € (—oo,00).
» Las soluciones crecen en el intervalo (0,0) y decrecen en (—co,0) .
= Las soluciones tienen concavidad hacia arriba en todo momento.
= Las curvas solucién presentan simetria respecto del eje y. Esto se puede ver cambiando x por —x
para tener
dy 3 dy _ 3
= (—x)” = "

= Como la funcién f(x) = x> esté definida para todo x, no existen singularidades

4.2 Ecuaciones autonomas

Una ecuacién diferencial ordinaria en la que la variable independiente (x) no aparece explicitamente se
llama autéonoma. Estas ecuaciones auténoma de primer orden se escriben como

o en la forma normal como

donde la funcién f es real de variable real. Ademds, f y su derivada f’ son funciones continuas de y en
algtn intervalo I C R.

Se llama punto de equilibrio o punto criticos de la ecuacién a los valores de y, tales que f(y) =0, es
decir los valores de y tales que y’ = 0. Geométricamente, todas las marcas de pendiente son horizontales
para estos puntos.

Otra idea interesante a considerar es la llamada linea de fase, que es una recta que resume el campo
de direcciones, y en cual se ubican los puntos de equilibrio y los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de f(y).

Una linea de fase es un diagrama que muestra el comportamiento cualitativo de una ecuacion diferencial
ordinaria auténoma en una sola variable. La linea de fase es la forma unidimensional del espacio de fase
bidimensional general y se puede analizar con facilidad. Para ello se puede utlizar una recta vertical o
una horizontal.

Una recta, generalmente vertical, representa un intervalo del dominio de la derivada. En ella se indican
los puntos criticos y los intervalos entre los puntos criticos, los cuales tienen sus signos indicados con
flechas: un intervalo sobre el cual la derivada es positiva tiene una flecha que apunta en la direccién
positiva a lo largo de la linea (hacia arriba o hacia la derecha), y un intervalo en el que la derivada es
negativa tiene una flecha que apunta en la direccién negativa a lo largo de la linea (hacia abajo o hacia
la izquierda).

Un punto critico se puede clasificar como estable, inestable o semiestable (equivalentemente, sumidero,
fuente o nodo), mediante la inspeccién de sus flechas vecinas.

Si ambas flechas apuntan hacia el punto critico, es estable (un sumidero): las soluciones cercanas
convergerdn asintéticamente al punto critico, y la solucidn es estable bajo pequeiias perturbaciones, lo
que significa que si la solucién se altera, volverd a (converger a) la solucién.

Ejemplo 4.2.1 Determinar el campo de pendientes de la ecuacién auténoma
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En este caso, los puntos de equilibrio son:

fO)=0=y=0ey=1

Un primer andlisis que se puede hacer es el siguiente:

= Si0 < y<1,entonces y’ es positiva y las tangentes establecen que una solucién con 0 < y < 1
es creciente.

» Siy< —1o0biensiy> 1, entonces y’ es negativa y cualquier soluciéon cony < —1 oy > 1es
decreciente.

= Siy=y(l1—y), entoncesy” =0siy= 4 jpunto de inflexi6n!

Podemos dibujar la linea de fase colocando los puntos de equilibrio y =0 e y = 1, y los intervalos de
crecimiento y de decrecimiento con una flecha.

I \ 1 1 1 3 1 \ 1 1 ] 1 ]
S R S N Y o L L W R W A
. \ \ \ Ao\ \ \ \ \ \ y'<0
N N NN N NN NN N
——— e —— y=1
AT T o

_ y=0
AN PN PN N T N 2 N N NS i

y'<o0
v \ \ \ LWL BN \ \ \ \ \
i \ \ \ \ O\ \ \ \ \ \ )
! linea de fase

Figura 4.6

El campo de pendientes es horizontal a lo largo de esas dos lineas horizontales (isoclinas) y por tanto
sabemos que ambas corresponden a las graficas de soluciones.

Yo Yo Yo
EEm— e o< <o > —
Fuente Sumidero Nodo

Figura 4.7: linea de fase: estabilidad

Definicion 4.2.2 (Clasificacién de los puntos de equilibrio) (fig. 4.7)

Si yg es un punto de equilibrio de la ecuacién diferencial auténoma % = f(v), tenemos:

= Sumidero asintéticamente estable si cualquier solucién cercana a yg se acerca a yy en forma
asintética cuando t — oo,

= Fuente si cualquier solucién cercana a yq se aleja de yg cuando ¢ — oo,

= Nodo si yg no es sumidero ni fuente.

Ejemplo 4.2.3 Clasificar los puntos de equilibrio como sumideros, fuentes o nodos, a partir de la linea
de fase de
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dy 2
A —6
di Yy +y

Para llegar a la linea de fase lo primero es hallar los puntos de equilibrio

—_—l—— = i ——
y=-3 y=2
Figura 4.8
Hemos hecho la linea de fase en forma horizontal. Se concluye que y = —3 es un sumidero y que y = 2

una fuente.

Y 4+y—6=0<= (y+3)(y—2)=0
de lo cual,y=2e y= —3. Como

p .
y>0 siy>-3
Y=0+3)y-2)=1", .
y<0 siy<-3Vy<-=-2

Estabilidad

Se considera la ecuacion diferencial 4
x

= fx
A
con x( un equilibrio de ella. Siendo asi, f(xo) = 0. Por otra parte, la ecuacién de la recta tangente
establece que, si x estd cerca de xp, entonces

dx

o =) = fx0) + (x—x0) +f'(x0)

como f(xp) = 0, se tiene la ecuacién

dx

o = @=x0)-f'(x0)

[

x(t) =x0+ el I (xo)dr

al integrar

al resolver

se tienen las siguientes conclusiones:

» Si f/(x0) > 0, las soluciones se alejan del equilibrio exponencialmente, cuando ¢ — oo y se tiene
que xp es inestable.

» Si f'(xp) < 0, las soluciones decaen exponencialmente hacia el equilibrio, cuando 1 — oy
se dice que el equilibrio xp es estable. Ademds, como x(r) — xg, se dice que el equilibrio es
asintéticamente estable.

= Si f'(xy =0,y f"(x0) # 0, el punto xo es semiestable.
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d
Ejemplo 4.3.1 Se considera la ecuacién d—: = x —x°. Determinar su estabilidad
En primer lugar, los puntos criticos
x—x=0=x(1—-x)(1+x)=0

de manera que, los puntos criticos son; x =0, x = 1 y x = — 1. Ademds, como f(x) = x — x>, su derivada
en el punto de equilibrio satisface:

s f'(x) =1-3x* = f'(—1) = —2 < 0 asintSticamente estable.
» f'(x)=1-3x> = f'(0) = 1 > 0 inestable

= f'(x) =1-3x* = f'(1) = —2 < 0 asintéticamente estable.
La linea de fase y el campo de direcciones es el siguiente

Figura 4.9

Ejemplo 4.3.2 Analizar la ecuacién auténoma, cuya grafica de f(y) viene dada.

dy

ai )
Conociendo la posicién de los puntos de equilibrio se puede )
dibujar la linea de fase de la ecuacién diferencial. La figura

nos dice que los puntos de equilibrio son

y=a, y=b, y=c

En estos puntos f(y) = 0, asi que se deben hallar los inter- , , v
valos en donde f(y) > 0y en donde f(y) < 0.
» En (—o,a)es f(y) > 0.
» En (a,b)es f(y) <O0.
» En (b,c)es f(y) >0
» En (c,0)es f(y) <0

Como los puntos de equilibrio estdn sobre las rectas horixontales, el comportamiento cualitativo lo
muestra la siguiente figura.
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\>—__ : .
4

'—/ ¢ v=>b
Y

R 4 y=a
/ y

Figura 4.10: comportamiento de la solucién

4.4 Teoria cuadlitativa en sistemas

La teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales intenta obtener propiedades de las soluciones de
una ecuacién diferencial sin conocerlas explicitamente, es decir, inicamente a través del hecho de que
son soluciones de una ecuacién diferencial.

Restringimos el estudio a las propiedades cualitativas de los sistemas lineales auténomos compuestos
por dos ecuaciones diferenciales de primer orden homogéneas con coeficientes constantes. Un sistema
de este tipo lo podemos escribir de la siguiente forma.

dx

= _F

dy

—~ =G

dt (xﬂy)

Si F, Gy sus derivadas parciales son continuas en todo el plano, entonces existe una tnica solucién del
sistema que satisface los datos iniciales x(zp) = xo, y(to) = yo.
En los sistemas auténomos la variable independiente ¢ no aparece explicitamente en ellas.

Interesa determinar las siguientes propiedades de las soluciones del sistema:

= ;Existen valores de equilibrio x e yo, para los cuales el vector (xo,yo) es solucién del sistema.

= Si @() es una solucion del sistema y D(z) es otra solucion con ¢ (0) muy cerca de ®(0), ;estard
®(r) cercana a ¢ (r) para todo tiempo ¢ — oo, 0 serdn divergentes? Este problema se conoce como
de estabilidad.

= ;Qué ocurre con las soluciones del sistema cuando ¢ tiende al infinito? ; Tienden todas las
soluciones a valores de equilibrio? Si no tienden a valores de equilibrio, ;se aproximardn a una
solucion periddica?

Definicion 4.4.1 Punto Critico
Un punto critico o de equilibrio del sistema auténomo, es un punto (xg,yo), tal que

F(x07y0) = G(x07y0) =0

Ejemplo 4.4.2 Es sencillo ver que (—1,1) es el dnico punto de equilibrio del sistema
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dx_
a7
dy_3
" Y

Definicion 4.4.3 Solucion de equilibrio
Si (x0,y0) es un punto critico del sistema, entonces las funciones constantes

x(1) =x0,  ¥(t) =0
satisface las ecuaciones del sistema. A esta solucién se le llama solucién de equilibrio del sistema.

Ejemplo 4.4.4 Hallar las soluciones de equilibrio del sistema

dx
(-1 1)
Y~ D+

Se debe resolver el sistema
(x—=1)(y—1) =0
{(X+1)(y+1) =0
se encuentra que
(x(1),y(1)) = (=1,1), 'y (x(2),y(t)) = (=1,-1)

son las soluciones de equilibrio.

Un primer resultado interesante es el siguiente

Teorema 4.4.5

SiX(t) = (x(t)> es solucion del sistema y k € R, entonces X(t + k) = (x(t + k)> es también solucion
y(0) y(t+k)

del sistema.

Ejemplo 4.4.6 Hallar los puntos criticos del sistema

d

d—: = 6Ox—3x2—4xy
dy 2

— =42y—3y" -2
di y— 2y Xy

Este proceso es similar a lo realizado con campos escalares y sus puntos criticos.
60x — 3x* —dxy =0 x(60—3x—4y) =0

—
42y —3y* —2xy=0 y(42—=3y—2x) =0

Se observa que (0,0) es punto critico, ademads:
= x = 0 en la primera ecuacién implica y = 14 en la segunda.
= y =0 en la segunda ecuacién implica x = 20 en la primera.
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La cuarta alternativa es que

3x+4y =60
2x+3y =42

Al resolver, se halla el punto (12,6). En consecuencia los puntos criticos son; (0,0), (0, 14), (20,0) y
(12,6).

Orbita y plano fase

En muchas ocasiones se tiene en cuenta la curva definida por la solucién del sistema en el plano xy. Es
decir, se considera la curva (x(r),y()). Dicha curva se conoce como érbita, trayectoria, o linea de
flujo de la solucién. El plano xy se denomina plano fase de las soluciones del sistema. De manera que
se puede considerar la 6rbita (x(),y(¢)) como la trayectoria que describe la solucién en el plano xy.
Una de las ventajas de considerar la érbita de la solucién y no la solucién misma es que, con frecuencia,
es posible obtener la drbita de una solucién sin conocimiento previo de la solucién. De hecho, las
Orbitas del sistema de ecuaciones diferenciales

dx

T _F

dt ('x7y>
dy

2 -G

son las curvas solucion de la ecuacion escalar

dy _G(xy)
dx  F(x,y)

Esta ecuacién también permite la construccion del plano de fase. Ademads, una informacién parecida a
la que nos proporciona el campo de direcciones del sistema se obtiene tratando el campo vectorial Vv
dado en cada punto del plano por

¥(x,y) = (F(x,),G(x,y)) = (",y")

Por tanto, las 6rbitas del sistema serdn curvas tangentes a (y recorridas en el sentido que indican) los
vectores del campo V (como se ve, este campo sé6lo se anula en los puntos criticos). Generalmente
usaremos el dibujo de algunos vectores del campo ¥ hacernos una idea del retrato de fases.

Ejemplo 4.4.7 Para el sistema

dx 5
Z_y
dx
E—x

la ecuacion de las orbitas es
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dy Gy x
dx  F(xyy)

ecuacioén de variables separables, que al resol-

ver entrega la solucién f;
)’(X):(X3+C)1/3 2 1 J 2 S

Por tanto, las orbitas del sistema dado son el
conjunto de todas las curvas

y=@40)3
Ejemplo 4.4.8 Se considera el sistema

dx
ik
@ 2
dar
El origen es el tinico punto critico. Algunos vectores del campo ¥ = (x,y?) se muestran en la figura
(con un mismo moédulo pues interesa su direccién y sentido). Por ejemplo:

» En el punto (1,1) se dibuja el vector (1,1).
» En el punto (0,0) se dibuja el vector (0,0).
= En el punto (1 ,O) se dibuja el vectores (1,0)
» En el punto (2,0) se dibuja el vectores (2,0)
» En el punto (—1,0) se dibuja el vectores (—1,0)
= En el punto (0, 1) se dibuja el vectores (0, 1)
» En el punto (0,2) se dibuja el vectores (0,4)
Para ver las 6rbitas en el plano fase se resuelve

)

d 2 1
QY o —lax+InC
dx x y

al despejar la variable x
x=Ce /¥
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R B

Figura 4.11: campo de vectores y plano de fase

Definicion 4.4.9 Retrato de fase o diagrama de fase

Un retrato de fase es una representacion geométrica, en el plano de fase, de todas las trayectorias de
un sistema dindmico en el plano. Cada curva representa una condicién inicial diferente.

Para confeccionar el retrato de fase es requisito que el sistema sea auténomo, es decir la derivada de las
variables x e y con respecto al tiempo no dependen explicitamente del tiempo. Ambas funciones, F' y
G, pueden o no ser lineales.

Para poder graficarlo en el plano cartesiano se analiza un sistema con dos variables. Lo que interesa
analizar de este sistema es el comportamiento de las dos variables con respecto al tiempo. Para esto
vamos a determinar el o los puntos de equilibrio y luego determinar el sentido de movimiento de las
variables x e y en el plano y asi inferir como se mueven a medida que transcurre el tiempo.

Para determinar la posicién de una particula en un instante t debemos conocer también su posicién en
algiin instante #y ya que en un instante dado habra particulas en diferentes puntos y por lo tanto sus
trayectorias no son iguales.

Teorema 4.4.10 Por cada punto del plano de fase pasa una tnica 6rbita del sistema auténomo. Si una
Orbita se corta a si misma corresponde a una solucién periddica y dicha drbita es una curva cerrada
simple.

Ejemplo 4.4.11 Hallar puntos criticos y bosquejar el campo de direcciones de

v _
dr
dy _
dr

Se observa que (0,0) es el dnico punto critico. El campo de direcciones se obtiene de la ecuacion

dy _ 2y

dx x

Esta es una ecuacién de variables separables, su solucién es y = Cx? y es una familia de parabolas.
grafica obtenidade https://www.wolframalpha.com/widgets/view. jsp?id=9ad78alce61d0cfe43bccl3e48aech


https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=9ad78a1ce61d0cfe43bcc13e48aec583
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Figura 4.12: plano fase

Isoclinas

Sea (x(t),y(t)) una solucién del sistema plano

dx

Z—F

dt ('x7y)
dy

2 =G

dt (x7y)

El vector V (x,y) = (F(x,y), G(x,y)) define un campo vectorial en una regién del plano, y una solucién
del sistema puede interpretarse como la trayectoria resultante de una particula a medida que se desplaza
por la region. El vector velocidad de la curva plana, determinado por la solucién, es

V'(0) = (x'(1),y'(t) = (F(x,),G(x,))

Ejemplo 4.4.12
1. Graficar el campo estacionario V (x,y) = (—X,x).

2
2. Visualizar la linea de flujo de una particula que se suelta en el punto (1,1).

3. Determinar la ecuacién de la familia de lineas de flujo y describirlas geométricamente.

En la pagina https://aeb019.hosted.uark.edu/pplane.html se obtiene la siguiente representa-
cién del campo vectorial y de la linea de flujo que pasa por (1,1).
Si la trayectoria es 7(t) = (x(¢),y(t)), entonces el vector velocidad es

ro=s0= (2.2 = (2

Esto se puede escribir en la forma

Al eliminar la dependencia de ¢


https://aeb019.hosted.uark.edu/pplane.html
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& e e e | A e, T R R
R R o e
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e e B il

Figura 4.13: campo vectorial

al integrar
Y 2 2 Y
—=- C<+—= —=C
2 X"+ X7+ )
una familia de elipses. Para la solucion que pasa por (1,1) se tiene
1 3
1+ 5= C—C=~

Definicion 4.4.13 Las lineas en donde x’ = y’ = 0 son conjuntos de puntos en los que las variables
x(t), y(t) no cambian con respecto a la variable independiente 7. Estas lineas se llaman isoclinas del
sistema, y corresponden con los puntos de equilibrio de cada una de las ecuaciones del sistema.
Asi,
» laisoclina x’ = 0 contiene los puntos para los cuales las curvas solucién tienen pendiente vertical.
Se determina por la ecuacién G(x,y) =0
» Laisoclina y’ = 0 estd formada por los puntos para los cuales las soluciones tienen pendiente
horizontaL. Esta isoclina se determina por F(x,y) = 0.
En general las isoclinas dividen el plano en diferentes regiones donde el vector tangente tiene la misma
direccién y sentido.
Las isoclinas son ttiles para obtener la direccidn de los vectores del campo de direccién y por lo tanto
sirven para esbozar las curvas solucion.
» Enlaisoclinax’ =0es F(x,y) = 0y contiene todos los puntos de equilibrio para x. La isoclina
x" = 0 divide al plano en dos regiones, una con x’ > 0y la otra con x” < 0.
» Enlaisoclinay’ =0, en la cual G(x,y) = 0 estén todos los puntos de equilibrio para y. La isoclina
y" = 0 divide al plano en dos regiones, una con y’ > 0y la otra con y’ < 0.
Al graficar ambas isoclinas, el plano queda dividido en cuatro tipos de regiones, y es posible dar el
flujo de x e y en cada uno.

Ejemplo 4.4.14 Hallar las isoclinas horizontal y vertical para el sistema
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dx .
A
dt 4
dy

— =X —
di Y

El tnico punto critico del sistema es el (0,0). La isoclina horizontal viene dada por
Gx,y)=0—=x—y=0=y=x

La isoclina vertical por
Fx,y)=0=x+y=0=y=—x

Para encontrar las direcciones de los vectores velocidad se analiza los signos de x’ e y’ cerca del punto
critico sobre las isoclinas horizontal y vertical.

= [soclina horizontal y = x
Se toman dos puntos sobre la isoclina (uno a la izquierda y uno a la derecha del punto critico) y se

sustituyen en el sistema
x' =x+ y
yo=x—y

Si se elige el punto (1, 1) (debes mirar la recta y = x para tu eleccion), entonces
X 1 1+1 2

y 1 1-1 0

Como el signo de la componente x es positivo el vector velocidad lleva direccion hacia la derecha.
Un segundo punto, sobre la recta y = x y a la izquierda del (0,0), puede ser (—1,—1). Se tiene

X -1 —1-1 -2

I

y —1 —1+41 0
Como el signo de la componente x es negativo el vector velocidad lleva direccién hacia la izquierda.

= [soclina vertical y = —x
Se toman dos puntos sobre la isoclina (uno a la izquierda y otro a la derecha del punto critico) y se

sustituyen en el sistema
x' =x+y
y'o=x-y

Si se elige el punto (—1, 1) (debes mirar la recta y = —x para tu eleccion), entonces
X —1 —1+1 0
= e =
y 1 —1—(=1) -2

Como el signo de la componente y es negativo el vector velocidad lleva direccion hacia abajo.

Un segundo punto, sobre la recta y = —x y a la derecha del (0,0), puede ser (1,—1). Se tiene
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X 1 1-1 0
= f— =
y ~1 1—(~1) 2

Como el signo de la componente y es positivo el vector velocidad lleva direccién hacia arriba.

Con estos datos se puede bosquejar una primera aproximacién al campo de velocidades (figura), donde
hay que poner especial atencion en las direcciones y sentidos de los vectores velocidad.

y
4 ¥

Figura 4.14: campo de velocidades

Fuente: https://www.i-ciencias.com/pregunta/102245/trazado-de-diagramas-de-fase-de-ecuaciones-
diferenciales

Ejemplo 4.4.15 Obtener el diagrama de fase del sistema

!
x' =uxy

Y=

En primer lugar, se determinan las isoclinas horizontal y vertical del sistema.
xy=0=x=0Vy=0

Si x =0 en la primera ecuacién, entonces satisface también la segunda, y luego el (0,y) son puntos
criticos, es decir, el eje y esta lleno de puntos criticos. Esto significa que no hay isoclina vertical ni
horizontal en el sistema. Por tanto, para obtener las direcciones de los vectores velocidad se toman
algunos puntos del plano y se analizan en el sistema. Se consideran los siguientes puntos; (1,1),
(=1,—1), (—=1,1) y (1,—1), para los cuales se tiene:

X 1 X 1

y 1 y' 1

De esta manera, el vector velocidad se mueve una unidad hacia la derecha y una unidad hacia arriba.
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y —1 y' 1

X 1 X —1

y -1 y' 1

X -1 x’ —1

y 1 y 1

De esta manera, el vector velocidad se mueve una unidad hacia la izquierda y una unidad hacia arriba.
Para el célculo de las integrales primera debe resolverse la ecuacién de variables separables

dy , XX
_— = X)) = — = -
2, =V @) oy
cuya solucién es
Y =x+C

Esta es una hipérbola para C # 0, pues C = 0 implica
V=22 = (y=x)(y+x) =0

un par de rectas. Con esta informacion se puede hacer el esbozo del diagrama de fase, que se muestra
en la figura.

Figura 4.15: diagrama de fase
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Estabilidad

Ahora veremos, en el caso de los sistemas auténomos lineales, que la naturaleza y estabilidad del punto
critico queda caracterizada por los autovalores de la matriz del sistema.

Definicion 4.4.16

1. El punto critico (0,0) del sistema lineal auténomo es estable si para todo nimero R > 0, existe

algtin r > 0, con r < R, tal que cada trayectoria que estd dentro del circulo x> 4y = r? en algiin
momento ¢ = f, permanezca dentro del circulo x*> +y> = R? para todos los ¢ > f,. Esto signfica
que, si una trayectoria estd cerca del punto de equilibrio, se mantendrd cerca a lo largo del tiempo
(t — o0).

. El punto critico (0,0) del sistema lineal auténomo es asintéticamente estable, cuando es estable

y existe algtin niimero o > 0, tal que toda trayectoria que est4 dentro del circulo x> + y* = r% en

algiin momento ¢ = fy, se aproxima al origen cuando r — oo, Esto significa que las trayectorias
cercanas no sélo se mantienen cerca, sino que se aproximan al punto de equilibrio a lo largo del
tiempo.

. El punto critico (0,0) del sistema lineal auténomo es inestable cuando no es estable. Esto es,

las trayectorias que empiezan cerca del punto de equilibrio se alejan de este punto a lo largo del
tiempo.

4.4.4 Naturaleza de los puntos criticos

Consideremos un sistema auténomo lineal

d
d—); =ax+by
d
di)t] =cx+dy

Para que (0,0) sea su dnico punto critico, la matriz del sistema

A=
c d

debe tener determinante no nulo, y por ello los autovalores A;, A, deben ser diferentes de cero. En
funcién del comportamiento de las trayectorias en relacién con el punto critico aislado (0,0), el punto
critico se denominara: nodo, punto de silla, centro, o foco:

Los valores propios de la matriz A, se obtienen de

pA)=|A—I|=0= (a—A)(d—A)—bc=0

al desarrollar

A? —(a+d)A + (ad —bc) =0

de lo cual

p(A) =A% —traza(A) +|A| =0

cuya solucién es

= traza(A) £ +/(traza(A))? — 4/A]
2
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en donde traza(A) = a+d, |A| = ad — bc.

A partir de lo anterior se tiene la siguiente clasificacion del punto critico (0,0)
Definicion 4.4.17 El punto critico (0,0) es:

1. punto de silla si |[A| < 0.
. nodo estable si |A| > 0, (traza(A))? —4|A| > 0, y traza(A) < 0.
. nodo inestable si |A| > 0, (traza(A))?> —4|A| > 0,y traza(A) > 0.

2

3

4. foco estable si |A| > 0, (traza(A))* —4|A| < 0y traza(A) < 0.
5. foco inestable si |A| > 0, (traza(A))? —4|A| < 0y traza(A) > 0.
6

. centro si |A| >0y traza(A) = 0.

El siguiente resultado resume los diferentes comportamientos de las trayectorias desde el punto de vista
de la estabilidad.

Teorema 4.4.18 El punto critico (0,0) del sistema lineal auténomo es estable si y s6lo los autovalores
tienen parte real no positiva; si existe un autovalor con parte real positiva, entonces el punto critico
(0,0) del sistema es inestable; el punto critico (0,0) del sistema lineal es asintéticamente estable si 'y
s6lo si los autovalores tienen parte real negativa.

Estudio caso a caso

Caso I : Valores propios reales y distintos
Sabemos que la solucién general es

)?(t) = le/’lekll —I—Czl_/"zekzt

se presentan tres situaciones:
(a) Ambos valores propios son negativos (nodo estable o atractor).
SiA; <0y A <0, entonces
lim X (1) = 0

t—ro0

=
=

1

nodo estable nodo inestable
(b) Ambos valores propios son positivos (nodo inestable o repulsor).
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SiA; >0y A; > 0, entonces

X =
(c) Ambos valores propios tienen signos opuestos (silla).

Si A < 0 < Ay, entonces la solucién
)?(Z) =C1V ellt —|—C2\726)«2t — €7th (Clvl _i_Cz‘jze(lzfll)t)

Cuando C; = 0, la solucién X (t) se aproxima a 0 a lo largo de la recta determinada por el vector propio
v cuando t — oo, Si la solucién no esta sobre esa recta, la marcada por ¥; hace de asintota para la
solucién. El punto critico es inestable.

™M

I

% Uz

Punto silla Nodo estable degenerado

Caso II : Valor propio real repetido

En este caso, si el unico valor propio de A es A} = 4, = A = 0, el carécter del punto critico (0,0)
depende de si la matriz A de coeficientes tiene dos vectores propios linealmente independientes V| y v,
0 no.

(a) A tiene dos vectores propios linealmente independientes.

En este caso la solucién general es

X (1) = Ci¥eM + Gy = M (C17) + Coa)

Si A < 0, entonces X (1) tiende a Oalo largo de la recta determinada por C,v| + C>v, = 0y el punto
critico (0,0) se denomina nodo estable degenerado, y cuando A > 0 se llama nodo inestable degenerado.
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Y .
M
Y
U1
£T
T
Nodo impropios: estable degenerado Nodo impropios inestable
degenerado

(a) A tiene s6lo un vector propio linealmente independiente.
Sea A # 0 el valor propio miiltiple con sélo un vector propio ¥; entonces existe un vector generalizado
V, tal que
A=AV, =V

con lo cual el sistema X '(f) = AX (¢) tiene dos soluciones linealmente independientes

v At
)]

X](t)zvle At

y X(1) = @it +h)e

Asi que, la solucién general es
S ¢ C
X(t)=Cimet + G (m + vz)e“) — 1M <czv1 + :@)

Si A < 0, entonces X (1) — 0 cuando 7 — =-co, en una direccién determinada por el vector ;. El punto
critico (0,0) se llama nodo impropio estable degenerado y si A > 0 el punto critico (0,0) se llama nodo
impropio inestable degenerado.

Caso III : Valores propios complejos.
Existen dos situaciones:

(a) A tiene raices imaginarias puras.
Para que esto ocurra se debe tener que;

traza’(A) —4|A| <0 y traza(A) =0

En este caso el punto critico (0,0) se llama centro.
(b) A tiene parte real del complejo no nula.
Para que esto ocurra se debe tener que;

traza’(A) —4|A| <0 y traza(A) #0

Si la parte real es mayor que 0, el punto critico es inestable y la grafica es una espiral que se aleja del
punto critico. Si la parte real es negativa, el punto critico es estable y la curva solucién es una espiral
que se aproxima al punto critico.
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@R // L \\\ //:\\T
N SN AN

Centro puntos espiral estable punto espiral inestable

/

Figura 4.16: centro y espirales

Ejemplo 4.4.19 Esbozar el retrato de fase del sistema

x' =d4x—y
' =2x+y

En forma matricial este sistema tiene la forma

- )0

Los valores propios de la matriz A se determinan a partir de

4—1 -1

|A—M|:‘ S

o

Al resolver
(4—2)1=A1)=2(=1)=A%-51+6=0
Las raices del polinomio caracteristico son

M=2 A=3

Abhora hay que encontrar los vectores propios correspondientes a cada valor propio, para luego formar
el vector solucién del sistema de ecuaciones.

= Vector propio para A; =2

(A—2D)7=0=— (4;2 1__12> (2) - <8>

al simplificar

al reducir por filas
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Nos queda la ecuacién
2vi—va =0= vy, =21,

Al tomar v; =1 se tiene v, = 2. Luego, el vector propio asociado es
- 1
y =
2

= Vector propio para A, =3

== (170 ) ()= )
(2 ()= ()
(0 ) () =)

vi—vm=0=—=vi=wn

al simplificar
al reducir por filas

Nos queda la ecuacién

Al tomar v; =1 se tiene v, = 1. Luego, el vector propio asociado es

G 1
1
Con esto, la solucién general es

@8) =G @) e G) 3

Para esbozar el diagrama de fase se da algunos valores a las constantes.

=3t

-C1—0,C2—1:>{x:e3 = y=x
y=e
x=e 2
n C1=1,0=0—= 2—2t :>y:2x
y=2e

A partir de esto se deduce que las rectas de valores propios son y = x e y = 2x. Ademas, el Gnico punto

critico es (0,0).

Para las direcciones de los vectores velocidad se analiza el signo de x” e y’ tomando puntos sobre las

rectas isoclinas. Las isoclinas horizontal, vertical y las direcciones se obtienen del sistema

x' =dx—y
Y =2x+y
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= [Isoclina horizontal
En este caso
2x+y=0=y=—-2x

Sobre esta isoclina horizontal las direcciones son:
X -1 x! -6

y 2 y' 0

El vector lleva direccién hacia la derecha.
= [soclina vertical
En este caso
dx—y=0=—=y=4x

Sobre esta isoclina vertical las direcciones son:

y —4 y' —6
El vector lleva direccion hacia abajo.
x 1 x’ 0
y 4 y' 6

El vector lleva direccion hacia arriba.

SIS
..-’.// £ J[

. 4 ? n 7 4
Isoclinas del sistema diagrama de fase

Figura 4.17: diagrama de fase
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La figura 4.17 muestra las isoclinas horizontal y vertical, del cual se obtiene las direcciones de los
vectores velocidad. Toda esta informacién permite esbozar el diagrama de fase del sistema dado y se
muestra en la figura (se usé wolfram). Como los autovalores son ambos positivos se trata de un nodo

inestable.

Ejemplo 4.4.20 Esbozar el retrato de fase del sistema

x' ==2
Y=g

La matriz A del sistema es

P = I

\

e

5\

_ — = = =

P S,

—_— =

/

!

P A L NN

s

! s

ifr s
[V SR

NN NN ==

PR A A R N

/

0 —2
Sy
19

sus valores propios son A; = =+i.

_ = = =

!

R A A ] T Y

e e T e

o e e m — — = —

Hallemos la integral primera, o las érbitas resolviendo la ecuacién

dy _x/2 _ _1x
dx =2y 4y
al integrar
d 1 2
dr__lx_ 2 0 ¢

dx 4y 4

se trata de un centro (una familia de elipses).

_ — - - -

R e

\!

- e -

Ejemplo 4.4.21 Determinar la trayectoria que seguird una particula que se suelta en el punto P(2,0)
quedando sujeta al campo de velocidad estacionario o auténomo (estable en el tiempo) V = (4y, —x).

Como el campo de velocidades es vV = (x’,y’) = (4y, —x), establecemos el sistema

N (X/> ( X 4) (x>
P — , =
y =-—x y -1 0/ \y
con condiciones iniciales; x(0) = 2, y(0) = 0.
Determinemos los valores propios

0 4
(G o)

Al resolver, los valores propios son complejos A = £2i. Veamos sus vectores propios

(2 2)()-6)

Al multiplicar la segunda fila por 2i y sumar a ésta la primera fila se halla que

(6 0)(2)=()

4
-2

Para A; = 2i se tiene.

L Y VA

_ e = = e e e e -
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Esto conlleva que
2ivi +4vy = 0= ivi = =2,

al tomar v; = 2i, entonces v, = 1, con lo cual el vector propio es

Vi V)

~(2)-0) )

Se separd el vector propio en su parte real e imaginaria. Por tanto, la solucién del sistema es

x(t) = ((1)) cos2t — <g> sen2t

y(t) = 0 sen2t + 2 cos2t
1 0
La solucién general es

X(1)=C [(?) cos 2t — (g) sen 24 +C, K?) sen 2t + (3) cos 2z}
0= (5)) o (aa") e (o)

Ahora aplicamos las condiciones iniciales x(0) = 2, y(0) = 0, que en forma vectorial es

al reducir

i

La aplicamos

2w (2 (2C _ B
X(O)—(O>—<C1>Z>C1—O,C2—l

Se concluye que la solucién que satisface las condiciones iniciales es

(1) = {x(t) = 2cos2t

y(t) = sen2t

Como los valores propios son complejos, ya sabiamos que se trataba de un centro. Al eliminar el
pardmetro ¢ de las curvas solucidn se encuentra que las Orbitas son una familia de elipses. https:
//aeb019 .hosted.uark.edu/pplane.html

2
X 2
il =1
T


https://aeb019.hosted.uark.edu/pplane.html
https://aeb019.hosted.uark.edu/pplane.html

4.5

4.5 Sistemas no lineales 217

R R SN
A et e = SO

A At B NN AN

{<<<1K\\\>>
AT R S I A A

\\’\\\&;—%////

A T gl
\.Y\\T\q\v\\ﬁf\ s —

Figura 4.18: curvas integrales y plano de fase

Ejemplo 4.4.22 Bosquejar el retrato de fase para la ecuacién diferencial y” =y —y?

Esta es una ecuacion de 6rden 2. Para analizar sus soluciones es necesario transformar la ecuacion
diferencial en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.

yi=x A=y
, 3 <~ ,
X' =y—y Y =x

Los puntos de equilibrio del sistema son; (0,0), (1,0) y (—1,0). Para hallar las 6rbitas se resuelve la

ecuacion diferencial

dy x—x° y 5 X

= = =y =x"—-—+4+C
dx y Y 2
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retrato de fase

trayectorias solucién

Figura 4.19: retrato de fase y” = x — x>

La trayectorias solucion y un retrato de fase se hicieron en la pagina https://www.geogebra.org/
m/vabxytnc

Sistemass no lineales

Los sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales generalmente no tienen solucién, salvo en contadas
situaciones, sin embargo, si estos sistemas son auténomos y de dimensién dos, se puede obtener
propiedades de sus soluciones en base al plano de fase.


https://www.geogebra.org/m/vabxytnc
https://www.geogebra.org/m/vabxytnc

4.5.1

218 Capitulo 4. Elementos de teoria cualitativa

Como el sistema de ecuaciones no es lineal las isoclinas dejan de ser rectas y se convierten en curvas;
eso depende de la relacion que resulte de hacer x’ =0 e y’ = 0. También, el diagrama de fase deja de
tener relacion con valores propios, ya que el sistema no lineal no tiene representacién matricial.

Ademads de la tabulacion, hay otro procedimiento para determinar el signo a cada lado de las isoclinas
x"=0ey’ =0. Calculando el signo de % se determina la relacion en el cruce de la isoclina x’ con el

eje x. Si % > 0, entonces x’ = 0 pasa de menos (—) a mas (+) al aumentar x.
Ejemplo 4.5.1 Para el sistema
X =y—x*+3
{ y =y—x+1
se tiene lo siguiente:

Las isoclinas, que se obtienen haciendo x’ =y’ = 0, son

= Six’ =0, entonces y = x> — 3. juna parébola!

» Siy’ =0, entonces y = x — . juna recta!
Al igualar esta ecuaciones, los puntos de equilibrio estdn en (—1,—2) y (2,1). Observar que las
isoclinas dividen al plano de fase en 5 regiones
Tabulando en (0,0) se tiene que x’ =3 >0y que y' = 1 > 0. Luego, en la regi6n en la cual est4 el
(0,0) hay que poner x’ como y’ positivos.
Los puntos criticos salen de resolver el sistema

— 2
{y : ’ :>(x’y):(271)}’(%)’):(*1,*2)
y =x—1

En las figuras puedes ver como coincide el trabajo manual de hallar isoclinas y las direcciones con la
construccién del plano fase por software.
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Figura 4.20: Isoclinas y plano fase
A continuacién veremos un procedimiento mas preciso para obtener el plano de fase.

Linealizacién
Para analizar el comportamiento de las soluciones de un sistema no lineal que estén cerca de los puntos

de equilibrio, se debe “linealizar” este sistema en los puntos de equilibro, puesto que con ellos es
posible caracterizar el comportamiento de las soluciones de un sistema lineal.
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De nuestros estudios de calculo, una aproximacion lineal local (linealizacién, de una funcién diferen-
ciable f en un punto (x, f(x;)) es la ecuacidén de la recta tangente a la gréfica de f en el punto, esto
es

y=fx)+f(x1)(x—x1)

Geométricamente, para de x cercano a xp, los puntos sobre la grafica de f estdn cerca de los puntos de
la recta tangente, por lo que los valores y(x) que se obtienen a partir de esta ecuacion pueden utilizarse
para aproximar los correspondientes valores de f en x.
Consideremos el sistema auténomo

{X’ =F(x,)

y' =G(x,y)

con punto critico en (xo,yo), y las funciones F(x,y) y G(x,y) de clase C'. Aproximando F(x,y) y
G(x,y) (cerca del punto (xp,y0)) por sus respectivos planos tangentes en dicho punto

JoF JoF
F(x,y) ~ g(xmyo) (x—x0) + jy(xoyyo) “(y—0)

G G
G(x,y) ~ E(xo,)’o) “(x—x0) + (Ty(xov)’o) “(y—=y0)

Se puede escribir

(F(x,y)) N <fx(xo,y0) fy(x07y0)> <x_x°>, (x,¥) ~ (x0,¥0)

gx(x0,y0)  &y(x0,50) /) \y—o

La matriz

([ fx(x0,50)  fy(x0,¥0)
J%0,30) = (gx(xo,yo) gy(xo,yo)>

es la matriz jacobiana del campo (F (x,y),G(x,y))" en el punto (xg,yo).
De esta manera, se puede pensar que el sistema lineal auténomo se encuentra proximo al sistema lineal

<X/> _ <fx(Xan0) fy(XOaYO)> <x—xo>
y' 8x(x0,0)  gy(x0,¥0)) \— o
cuando (x,y) estd cerca de (xo,y0), y por consiguiente, se espera que el comportamiento de las

trayectorias del sistema lineal auténomo cerca del punto critico (xo,yo) sea similar al de las trayectorias
del sistema linealizado.

Teorema 4.5.2 La solucion x(¢) = xo, y(¢) = yo:
= es asintéticamente estable si la parte real de las soluciones de la ecuacién caracteristica de
J(xo0,y0) son negativas.
= es inestable si al menos una solucién de la ecuacién caracteristica de J(xp,yo) tienen parte real
positiva.

Si las soluciones de la ecuacién caracteristica de J(xo,yo) tiene parte real cero no podemos asegurar la
estabilidad. En el caso particular en que J(xo,yo) sea una matriz de 2 x 2, si todos sus valores propios
tienen parte real cero, entonces el punto de equilibrio es estable.
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Ejemplo 4.5.3 Determinar la estabilidad del punto critico (0,0) en el sistema

x'= —x—y—3x2y
y' = —2x—4y+ysenx

El sistema linealizado correspondiente es
!
X' =—x—y
{ y' = —2x—4dy
Hallemos la traza y el determinante de la matriz de coeficientes:

-1 —1
A<_2 _4>:>T—5, A] =2

con esto se tiene que el origen, para el sistema linealizado, es asintéticamente estable (7 < 0, |A| > 0).
Por tanto, el punto (0,0) es, para el sistema no lineal, asintéticamente estable. Los diagramas de fase
para ambos sistemas se muestran en las Figuras siguientes
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Figura 4.21: plano fase lineal y no lineal

Ejemplo 4.5.4 Determinar estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema

{x’ = flxy)=1-xy
Y =gxy)=x—y
Primero los puntos de equilibrio

1—xy=0

{ x—y3 =0

se obtienen P(1,1) y Q(—1,—1). Vamos por la Jacobiana

_ ( fx(x0,0)  fy(x0,0) [y —x
J(x0,y0) = <gx(XO,yo) gﬁ(mma)) = J(x0,¥0) = < 1 —3y2>

» En el punto P(1,1)
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La Jacobiana es

-1 =1\ __[(-1-2 -1 0
1 -3 1 —3-A)|
al resolver este determinante se encuentra que
A 4d4d+4=0= (A+4)*=0

de lo cual A = —2 jdoble! Por el teorema anterior, el punto P es asintGticamente estable.
= Enel punto Q(—1,-1)

La Jacobiana es \\ \ // /

ANANAR I

Loy L |(1-2 0 O ) e
1 -3 1 =3-2)|

al resolver este determinante se encuentra que ;J) ‘ iy s
AP42—4=0=2A=—-1%5 c=u NN 7t/ / /

Por el teorema anterior, el punto Q es asintoti- \ \ \ /

camente inestable. \ /

El plano de fase se obtuvo de la pagina https://aeb019.hosted.uark.edu/pplane.html

Problemas propuestos

2100 —3x

EJERCICIO 2. Considerar la ecuacién x’(t) = 00

(a) Indicar los puntos de equilibrio

(b) Usa un software para graficar el campo de pendientes.

(c) Sit — oo ;hacia donde tienden las soluciones?

(d) Escribe la solucién para que puedas comparar la situacidn gréifica y la analitica.

EJERCICIO 3. Se considera la ecuacion diferencial

CZ):<1—;))3<§—1>-P, P(0) =8

(a) Indicar los puntos de equilibrio.

(b) Indica el tipo de monotonia a cada lado de los puntos criticos.

(c) Grafica una linea de fase para este problema.

(d) Con los datos anteriores haz una grafica de la curva solucién que satisface P(0) = 8.
(e) Sit — oo ;hacia donde tiende la solucién?

EJERCICIO 4. Se considera la ecuacion diferencial
dx 3
dt


https://aeb019.hosted.uark.edu/pplane.html
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(a) Indicar los puntos de equilibrio.

(b) Indica si los puntos de equilibrio son es estables o inestables.
(c) Grafica una linea de fase

(d) En geogebra haz el campo de direcciones

EJERCICIO 5. Se considera el sistema

x'(1) = 60x — 3x* — 4xy
y'(r) =42y =3y* —2xy

(a) Determinar los puntos criticos

EJERCICIO 6. Se considera la ecuacion diferencial y’ = xy

(a) Anota la ecuacién de las isoclinas y graficalas.

(b) Estudia la monotonia de las soluciones

(c) Estudia la concavidad de las soluciones.

(d) Verifica tus resultados con el campo de direcciones en Geogebra.

EJERCICIO 7. Se considera la ecuacion diferencial y’ = x+y

(a) Anota la ecuacién de las isoclinas y graficalas.

(b) Estudia la monotonia de las soluciones

(c) Estudia la concavidad de las soluciones.

(d) Verifica tus resultados con el campo de direcciones en Geogebra.

EJERCICIO 8. Se considera la ecuacién diferencial y’ = x> —y.

(a) Anota la ecuacién de las isoclinas y graficalas.

(b) Estudia la monotonia de las soluciones

(c) Estudia la concavidad de las soluciones.

(d) Verifica tus resultados con el campo de direcciones en Geogebra.

EJERCICIO 9. Dados los siguientes sistemas planos, calcular los puntos criticos de los mismos.

] x'=3x+2y 5 x' =x+2y
Sy =5x-Ty =2y

EJERCICIO 10. Usar integrales primeras para esbozar el diagrama de fase de los siguientes sistemas:

x'=xy x'=y(2-y)
t { > {y'=<x—2><y—2>

EJERCICIO 11. Esbozar los diagramas de fase de los siguientes sistemas lineales, e indicar el tipo de
punto de equilibrio.
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x' =2x+3 x'=x+
1. { 4 2. Y

y’:—3x—2y y':—x—l—y

EJERCICIO 12. Considerar el sistema

x' =2x+4y
y =—x+6y’

1. Escribe la matriz asociada al sistema.
2. Determina los valores y vectores propios.
3. la solucién del sistema es

x(t) =2C1e* 4+ 2Cte™ — Cre
y(t) =Ce* + Cyte™

Verifica que de las condiciones iniciales es; C; =6y C; = 13.

Halla las isoclinas horizontales y verticales. Grafica estas isoclinas.

En la isoclina 2x + 4y = 0 considera el punto (2, —1). Indica la direccién del vector en ese punto.
En la isoclina 2x + 4y = 0 considera el punto (—2, 1). Indica la direccién del vector en ese punto.
En la isoclina —x + 6y = 0 considera el punto (6, 1). Indica la direccion del vector en ese punto.
En la isoclina —x + 6y = 0 considera el punto (—12,—2). Indica la direccién del vector en ese
punto.

10. Traza el retrato de fase. Identifica el tipo de punto de equilibrio.

O XA

EJERCICIO 13. En los sistemas siguientes hallar los puntos criticos, verificar los valores propios,
determinar la solucidn general y determinar el tipo de punto de equilibrio. Dibujar el diagrama de fase:

! —_—
1. xl N x—l—y’ valores propios A = +2, punto de silla, inestable.
y =3x+y
x! = —4x . L
2. ) 4’ valor propio A = —4 doble; nodo degenerado, punto estrella asintéticamente
y =-4y
estable

/

y =x—-y
EJERCICIO 14. Considerar el sistema

"' =3x—4
3. {x * y’ valor propio A = 1 doble, nodo degenerado iniestable.

x' =y

/

y =2y—x

1. Hallar los puntos de equilibrio del sistema

2. La solucién del sistema es
x(t) =Cie™" +Cate™ + Cre™
y(t) =—Cie" —Cyte™

3. Usa geogebra u otro software para graficar las soluciones
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a) C1=C2:1 b) C1=C2=2 C) C1=C2=—1 d) C1=C2=—2
4. clasifica el punto critico.
5. Utiliza un software para hacer el retrato de fase https://aeb019.hosted.uark.edu/pplane.

html

EJERCICIO 15. Considerar el sistema

LNk WD =

H
e

x' =3x+y

y' =5x—y

Determina los valores propios y sus respectivos vectores propios.
Anota la solucién del sistema

Indica el punto critico del sistema.

Anota las isoclinas vertical y horizontal.
En la isoclina 3x 4y = 0 considera el punto ). Indica la direccién del vector en ese punto.
En la isoclina 3x +y = 0 considera el punto (1, —3). Indica la direccién del vector en ese punto.
En la isoclina 5x — y = 0 considera el punto (—1,—5). Indica la direccién del vector en ese punto.
En la isoclina 5x — y = 0 considera el punto (1,5). Indica la direccién del vector en ese punto.
En el plano xy graficar las isoclinas y esbozar el retrato de fase

Bosquejar el retrato de fase con un software.

(—1,3
(1,-3

EJERCICIO 16. Considerar el sistema

1.
2.
3.
4.

x' =-3x

y' =-3y

Escribe la matriz asociada al sistema.

Determina los valores y vectores propios.

Anota la solucién del sistema.

Traza el retrato de fase. Identifica el tipo de punto de equilibrio.

EJERCICIO 17. Considerar el sistema

LN kW

x' =2x-2y
y' =d4x—2y

Determina los valores propios y sus respectivos vectores propios.

. La solucién del sistema es el siguiente

x(t) =Cy cos2t +Csen2t
y(t) =(C; — C3)cos2t 4 (Cy + C;) sen 2t

Indica el punto critico del sistema.

Anota las isoclinas vertical y horizontal.

En la isoclina x —y = 0 considera el punto (—1,—1). Indica la direccion del vector en ese punto.
En la isoclina x —y = 0 considera el punto (1, 1). Indica la direccion del vector en ese punto.
En la isoclina 2x — y = 0 considera el punto (1,2). Indica la direccién del vector en ese punto.
En la isoclina 2x — y = 0 considera el punto (—1, —2). Indica la direccion del vector en ese punto.
En el plano xy graficar las isoclinas.


https://aeb019.hosted.uark.edu/pplane.html
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10. Bosquejar el retrato de fase con un software.

EJERCICIO 18. Considerar el sistema

. x(0)=—1,y(0)=6
Y =2 2yi4 (0) ¥(0)

{x’ = 10x + 14y — 100
1. Determina el punto de equilibrio.
2. Halla las isoclinas horizontales y verticales. Grafica estas isoclinas.
3. Indica que puntos tomas en cada isoclina para tener la direccién de la trayectorias que sefiala el
gréfico.

Figura 4.22: gréfica de isoclinas

4. Con un software traza el retrato de fase. Identifica el tipo de punto de equilibrio.

x' =—x+y
y' =-x-3y

1. Determina los valores propios y sus respectivos vectores propios.
2. Anota la solucién del sistema.

3. Anota y dibuja las isoclinas vertical y horizontal.

4. Bosquejar el retrato de fase con un software.

EJERCICIO 19. Considerar el sistema

EJERCICIO 20. Determinar un valor de a para que tenga un centro el sistema

x' =ax+2y
y' =x+3y
/ — _2 2
EJERCICIO 21. Considerar el sistema no lineal { XY+ 2xy
yoo=x+y

1. Anota la matriz del sistema lineal
2. Halla sus valores propios.
3. Verifica que el punto critico es silla inestable.
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EJERCICIO 22. En los sistemas lineales siguientes, comprobar si los valores y vectores propios son los
indicados, dibujar las rectas que determinan dichos vectores. Determinar la solucién general y dibujar
el diagrama de fase.

x' =2 _ . o T
Lq, , valores propios A =1, A =2,v=(0,1)" yw=(1,1)".
Yy =x+y

! = —
2. x/ - ,Valorpropiol:2doble;\7:(1,_1)T
y =x+3y



(5. Pruebas en formato

Estas son algunas pruebas y/o talleres que se han aplicado en cursos de ingenieria en las cuales he
formado parte. Espero que sean un aporte a la hora de estudiar.

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Taller Preparacion Prueba # 1
segundo semestre 2015 Ingenierias civiles

Actividad 1 Resolver las siguientes dos ecuaciones diferenciales:
1. (x> —y»)dx+3xydy=0

2. (3x2+2xy?) dx+ (3y* +2x%y)dy =0
Actividad 2 Un tanque contiene 450 It de liquido en el que se disuelven 30 gr de sal: Una salmuera
que contiene 3 gr/lt se bombea al tanque con una intensidad de 6 It/min, la soluciéon adecuadamente
mezclada se bombea hacia fuera con una intensidad de 8 1t/min. Encuentre el niimero de gramos de sal
y la concentracién de sal, que hay en el tanque en un instante cualquiera. Resp.

225 —t
225

)4, ity =3—690. 251

x(t) = 6(225 —1) — 1320 < o

Actividad 3 Se sabe que un material radioactivo se desintegra con una rapidez proporcional a la
cantidad presente en cualquier instante. Si inicialmente hay 100 mg de material y, después de dos afios,
se observa que el 5% de la masa original se desintegrd, determinar:

1. Una expresién para la masa al momento 7. Resp. M(t) = 100e~0:0025641

2. El tiempo necesario para que se desintegre el 10 % de la masa original. Resp. t = 4,1076 afios

Actividad 4 Una taza de café se calienta a 200°F y luego se coloca en una habitaciéon donde la
temperatura es de 70°F. Si transcurrido un minuto, el café llega a una temperatura de 190°F, hallar el
tiempo que hay que esperar para que su temperatura sea de 150°F.

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Preparacion Prueba # 1 : Ecuaciones Diferenciales
primer semestre 2016

Este trabajo es grupal y aporta 10 puntos al actitudinal.

Actividad 1 Un tanque de 400 galones de capacidad, contiene inicialmente 100 galones de solucién
salina en la que se han disuelto 8 libras de sal. Se agrega solucion salina que contiene 2 libras por
galén a razén de 5 galones por minuto, y la mezcla sale del tanque a razén de 3 galones por minuto.
Determine cuanta sal hay en el tanque al momento que éste se empieza a desbordar. Resp ¢ = 150,
x(t) =776

Actividad 2 El isétopo radiactivo Torio 234 se desintegra a una rapidez proporcional a la cantidad
presente. Si 100 miligramos de este material se reducen a 82.04 mg. en una semana, encontrar una
expresion para la cantidad presente en cualquier instante. Encuentre también el intervalo de debe
transcurrir para que la masa caiga a la mitad de su valor original. Resp. Q(t) = 100e?92828'mg_ La
mitad en 24,5 dias.

Actividad 3 En un gran tanque con 1000 litros de agua pura se comienza a vaciar un solucién salina
con una velocidad constante de 6 litros por minuto. La solucién dentro del tanque se mantiene revuelta
y sale del tanque a la misma razén. Si la concentracién de sal en la solucidn que entra en el tanque es
de 0,1 kg/l, determinar el momento en que la concentracién de sal en el tanque llegue a 0,05 Kg/L.
Resp 115,52 min.

Actividad 4 Resolver las siguientes ecuaciones:

x—y 21
1‘ ylzi /:'xy
x—y—1 3.y 1—x2y
2. y'—ycosx = $y*sen2x

Actividad 5
1. Hallar un factor integrante de la forma u = x™y" de la ecuacién (xy +y?)dx — x>dy = 0 y resolver.
2. Considere la ecuacién diferencial (3y* + 10xy?)dx + (6x* "1y — 2 +10x%y)dy = 0.
a) (Para cudles valores de k esta ecuacidon es exacta?
b) Para tales valores resuelva la ecuacién diferencial

] nothing is impossible . .. |
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Taller # 1 - Ecuaciones Diferenciales
primer semestre 2016
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién del taller es clara y precisa. Sus respuestas deben ser bien redac-
tadas y sin borrones. Por favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es sorprendido
con su celular conectado tiene nota 1,0.

Actividad 1 2 3 4 Total
Puntaje 5+5 | 5+1 3+3 5 27 puntos
Logro

= Resultado de Aprendizaje: Resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
= Competencia genérica: Pensamiento critico

Actividad 1 Considere la ecuacion diferencial
(x* +y Y dx —xy’dy =0

1. Resolver la ecuacién como homogénea
2. Resolver la ecuacion mediante un factor integrante
Actividad 2 Dada la ecuacion diferencial

(x+y)dx+ (3x+3y—4)dy=0

1. Resolver la ecuacién diferencial
2. Hallar la solucion que satisface y(0) = 1.
Actividad 3 Considere la ecuacion diferencial

(2x% +3y* — T)xdx — (3x* +2y* — 8)ydy = 0

1. Use u = x*> y v =y para transformar la ecuacién.
2. Transforme esta nueva ecuacién a homogénea NO RESOLVER
Actividad 4 Resolver la ecuacion diferencial

ﬂ:X+ff—f
X

sabiendo que y = x es una solucién particular.

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 1 - Ecuaciones Diferenciales
primer semestre 2016
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién del taller es clara y precisa. Sus respuestas deben ser bien redac-
tadas y sin borrones. Por favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es sorprendido
con su celular conectado tiene nota 1,0.

Actividad 1 2 3 4 Total
Puntaje 10 10 10 10 10 10 60 puntos
Logro

= Resultado de Aprendizaje: Resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
= Competencia genérica: Pensamiento critico

Actividad 1 Indicar dos formas de resolver la ecuacién (3y? + 4x)dx +2xydy = 0. Usar una de ellas
para hallar la solucion.

Actividad 2  Hallar la solucién general de la ecuacién y' = xy* + 3y — x]7 usando el cambio de variable
1
u=y + X

Actividad 3 Resolver la ecuacién yIlnydx + xdy = 0 usando un factor integrante adecuado.

Actividad 4 Considerar la ecuacion ,
dy _ —%y—%
dx  x+2y

1. Verificar que la ecuacién no es exacta
2. Determinar el valor de k para que x* sea un factor integrante de la ecuacién.
3. resolver la ecuacion diferencial con ese factor integrante encontrado.

Actividad 5 A un tanque que contiene inicialmente 400 litros de agua pura se le incorpora salmuera,
la cual contiene 1/8 kg de sal por litro, a razén de 8 1t/min. Simultineamente, la mezcla (que es
mantenida uniforme por agitacién) abandona el tanque a razén de 4 It/min. Determine la cantidad de
sal presente en el tanque cuando este contiene 500 litros de salmuera. Resp. X (25) = 22,5 grs

] nothing is impossible . .. ]



231

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Preparacion Prueba # 1 - Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2016
Ingenierias civiles

Actividad 1

1.

. Reducir a homogénea la ecuacién y' =

la ecuacién (3x° tg y —2y3)dx + (x® sec? y +4x3y? + 3xy?)dy = 0 no es exacta, pero tiene un factor
integrante que depende solo de x. Hallar ese factor y resolver la ecuacién. Resp. p(x,y) = x>

4x+3y+15

—— . Resp. (h,k) = (—3,—1

pTS—— esp. (h,k) = (=3,—1)
3

. Identificar y resolver la ecuacién 3xy’ — 2y = x—z Resp. y° = Cx? 4+ x°
Y

Identificar y resolver la ecuacién y — 2x* — Y +2y? = 0 sabiendo que y = x es una solucién
X

1
particular. Resp. —— = <C62x2 -3

Actividad 2 Un tanque contiene originalmente 100 galones de agua fresca. Se vierte dentro del tanque,
agua que contiene % libra de sal por galén a una velocidad de 2 gal/min y se permite que salga la mezcla
con la misma rapidez. Después de 10 min se para el proceso y se vierte agua fresca dentro del tanque a
la velocidad de 2 gal/min, dejando salir la mezcla a la misma velocidad. Encontrar la cantidad de sal en
el tanque al final de los 20 min. Res. 7,37 libras

Actividad 3 Un tanque con capacidad de 500 galones contiene inicialmente 200 galones de agua con
100 1b de sal en solucién. Se inyecta al tanque agua que cuya concentracion de sal es de 1 1b/gal, a razon
de 3 gal/min. La mezcla debidamente agitada y homogeneizada sale del tanque a razén de 2 gal/min.

1.

2.

Encuentre la cantidad de sal y la concentracién de sal en el tanque para cualquier tiempo. Resp.
. 6

c—1_ >0

(200+1)3

Determine la concentracion de sal en el instante justo en que la solucién alcanza el volumen total

del tanque. Resp. cantidad de sal = 484 Ib y concentracion = 0,98 1b/gal
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Taller # 1 - Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2016
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién del taller es clara y precisa. Sus respuestas deben ser bien redac-
tadas y sin borrones. Por favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es sorprendido
con su celular conectado tiene nota 1,0.

Actividad 1 2 3 4 Total
Puntaje 10 10 10 10 10 10 60 puntos
Logro

= Resultado de Aprendizaje: Resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
= Competencia genérica: Pensamiento critico

Actividad 1 Usando factor integrante encuentre la solucioén general de la ecuacion

2[3y+2y° + 3x*sen(x)] dx — 3x[x* + 1 4-2y*]dy = 0

d
Actividad 2 Para x # 0 considere la ecuacién diferencial xd—y =2-¥+ (2x+1)y— y? Usar el
X
cambio de variables z = x — y + 1 para calcular la solucién general de la ecuacién.

d
Actividad 3 Para y # 0 considere la ecuacién diferencial 2yd—y =54+2x—2y°
X

1. Encontrar la solucién general usando factores integrantes.
2. Hallar la solucién particular que pasa por el punto (0, V5).

Actividad 4 Para x > —1, encuentre la solucién general de la ecuacién
(¥ +3* + 1)dx — (xy +y)dy =0
sabiendo que tiene factor integrante de la forma p(x,y) = (x+1)7".

Actividad 5 Usando la ley de enfriamiento de Newton, determinar la temperatura exterior si un
termometro se saca de un recinto donde habia 68° y marca 53° y 42°, medio minuto y un minuto
después, respectivamente.

Actividad 6 Un tanque de 100 litros contiene agua pura hasta la mitad de su capacidad. Se agrega
salmuera que contiene 0,1 kilogramos por litro de sal a una tasa de 4 litros por minuto. Luego la
solucién adecuadamente mezclada se bombea hacia afuera a una tasa de 2 litros por minuto. Hallar la
cantidad y la concentracién de sal en el tanque en un instante ¢ cualquiera. ;Cudl es el valor limite de
cantidad de sal en el tanque?

| nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 1 - Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2016
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién del taller es clara y precisa. Sus respuestas deben ser bien redac-
tadas y sin borrones. Por favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es sorprendido
con su celular conectado tiene nota 1.0.

Actividad 1 2 3 4 Total
Puntaje 10 10 10 10 10 10 60 puntos
Logro

Actividad 1 Determinar & para que la siguiente EDO sea exacta y luego resolver
(7 4 kxy* — 2x)dx + (3xy? +20x2y*)dy = 0
Actividad 2 Considerar la ecuacién diferencial
(—xysenx+2ycosx)dx+ 2xcosxdy =0

Hallar un factor integrante del tipo u(x,y) = x"y™ para resolverla
Actividad 3 La difusién de una epidemia es modelada por la ecuacion logistica:

% = kx(m —x)
donde k > 0, la poblacion total del pueblo es m y x(t) representa la cantidad de infectados pasados ¢
dias. Para ¢t = 0 un décimo de la poblacién estd infectada. Después de 5 dias, un quinto de la poblacién
estd infectada.

1. Hallar cantidad de la poblacién estd infectada al cabo de 10 dia.

2. Hallar Para que valor de ¢ la mitad de la poblacion esta infectada.

3. Encontrar e interpretar lo que ocurre para tiempo infinito con la poblacién (t11_>n;1° x(1))

Actividad 4 Un termémetro se saca de un recinto donde la temperatura del aire es de 70° y se lleva
al exterior, donde la temperatura es de 10°. Después de medio minuto, el termémetro indica 50°.

1. Hallar la lectura del termémetro al cabo de 1 minuto.

2. Determinar cudnto tiempo se necesita para que el termdémetro llegue a 15°.
Actividad 5 Un tanque tiene 500 galones de agua pura y le entra salmuera con 2 libras de sal por
galén a razén de 5 gal/min. El tanque se mezcla bien por agitacién y de él sale la mezcla con la misma
rapidez.

1. Determinar la cantidad x(¢) de libras de sal que hay en el tanque en cualquier instante .

2. Hallar la concentracién de la solucion del tanque cuando ¢ = 5 min.

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba Global: Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2016
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién de la prueba es clara y precisa. Sus respuestas deben ser
bien redactadas y sin borrones. Por favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es
sorprendido con su celular conectado tiene nota 1,0

Actividad 1 2 3 4 5 Total
Puntaje 20 15 25 60 puntos
Logro

Actividad 1 Estudios han demostrado que la rapidez de propagacién del virus de la gripe es directamente
proporcional no solo a la cantidad de infectados, sino tambidn a la cantidad de no infectados. Suponga
que un estudinate es portador de esa cepa de virus y regresa a su colegio de 1000 alumnos. Determinarla
cantidad de estudinates infectados a los 30 dias si se sabe que al cuarto dia hay 50 portadores del virus.
Resp. 1000

Actividad 2 Usar Transformada de Laplace para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

x' =3x-y
{ , , x(0)=1,y(0)=2
Y o=x+ty

Resp. x(t) = (1 —t)e*, y(t)=(2—1)e*

Actividad 3 En un estanque de 144 litros ingresan 6 litros/seg de salmuera con una concentracion de
sal de 3 grs/litro. Desde el estanque salen 2 litros/seg de solucién homogénea.

1. Si inicialmente en el estanque hay 100 litros de agua pura, determine la cantidad de sal en el
estanque en el instante en que éste se llena.

2. Suponiendo que a partir del momento en que el estanque se llena, el exceso de solucién (homo-
génea) se rebalsa, determine el valor limite de la concentracion de sal en el estanque cuando ¢
tiende a infinito.

Actividad 4 Resolver el sistema

x' =3x—y—z
y =x+y—z+t
/. =x—y+z+2¢

Los valores propios son A; = 1, A, =2 doble

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 1 - Ecuaciones Diferenciales
primer semestre 2017
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién de la prueba es clara y precisa. Sus respuestas deben ser
bien redactadas y sin borrones. Por favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es
sorprendido con su celular conectado tiene nota 1.0.

Actividad 1 2 3 4 5 Total
Puntaje 12 12 12 12 12 60 puntos
Logro

= Resultado de Aprendizaje:

1. Resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.

2. Modelar procesos de cambio mediante ecuaciones diferenciales.
= Competencia genérica: Pensamiento critico

Actividad 1 Resolver la ecuacién diferencial x2y’ = 1 —x? + y* — x%y?

10
Actividad 2 Considere la ecuacion diferencial 6xydx + <4x2 + — | dy = 0. Hallar:
X

1. la solucidn general, si admite un factor integrante de la forma p(x,y) =y f(x)
2. la solucién particular y(0) = 1.

Actividad 3 Para x > 0 considere la ecuacion de Ricatti

2x
y +e Py —% (I+4x+24%) y = —% (1+x+2x% +x°)

1. Hallar una solucién particular de la forma y; (x) = e*(Ax+ B)
2. Hallar la solucion general de la ecuacion de Ricatti usando la particular y (x).

Actividad 4 Una pequeiia barra de metal, cuya temperatura inicial es de 20° C, se deja caer en un
recipiente de agua hirviendo (100°C)

1. Calcule el tiempo que dicha barra demorara en alcanzar los 90° C si se sabe que su temperatura

aumenta 2° en 1 seg.

2. (Cudl serd la temperatura de la barra al cabo de 45 seg?

3. (Cuanto demorard la barra en alcanzar los 98°C?
Actividad 5 Un tanque contiene 100 galones de salmuera. Por una llave entran al tanque 3 galones
de salmuera por minuto, que contienen 2 libras de sal por galén. La mezcla que se mantiene uniforme
sale a una velocidad de 2 gal/min. Si al cabo de una hora la concentracién es de 1,8 1b/gal, calcular las
libras de sal que habia inicialmente en el tanque.

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 1 - Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2017
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién del taller es clara y precisa. Sus respuestas deben ser bien redac-
tadas y sin borrones. Por favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es sorprendido
con su celular conectado tiene nota 1,0.

Actividad 1 2 3 4 Total
Puntaje 10 10 10 10 10 10 60 puntos
Logro

= Resultado de Aprendizaje: Resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
= Competencia genérica: Pensamiento critico

Actividad 1 Considerar la ecuacién

dy —2y—ﬁ

X
dx x+2y
1. Verificar que la ecuacion no es exacta
2. Determinar el valor de k para que x* sea un factor integrante de la ecuacién.
3. resolver la ecuacién diferencial con ese factor integrante encontrado.
Actividad 2 Usando factor integrante encuentre la solucién general de la ecuacién

2[3y+2y° + 3x*sen(x)] dx — 3x[x* + 1 4-2y*]dy = 0

Actividad 3 Una pileta contiene 50 litros de agua bien mezclados con 40 gramos de un contaminante.
Entra a la pileta contaminante a una velocidad de 8lt/min con una concentracion de 0,5 grs/It. Si por
otra llave se permite la salida de la mezcla a una velocidad de SIt/min

1. Determinar el volumen de la pileta si esta se empieza a derramar a los 12 minutos.

2. Determinar la cantidad de contaminante y la concentracién antes que se derrame la mezcla

(r<12).

3. Hallar la cantidad de contaminante en el instante t = 20 (r > 12 min)

Actividad 4 Para x # 0 considere la ecuacion diferencial

Usar el cambio de variables z = x —y+ 1 para calcular la solucién general de la ecuacion.

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba Global: Ecuaciones Diferenciales
primer semestre 2017
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién de la prueba es clara y precisa. Sus respuestas deben ser
bien redactadas y sin borrones. Por favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es
sorprendido con su celular conectado, durante el examen, tiene nota 1,0

Actividad 1 2 3 4 5 Total
Puntaje 15 15 15 15 60 puntos
Logro

= Resultado de Aprendizaje:

1. Resolver ecuaciones diferenciales y sistemas.

2. Modelar procesos de cambio mediante ecuaciones diferenciales.
= Competencia genérica: Pensamiento critico

Actividad 1 Considere la ecuacién diferencial x?ydx + (y> 4 x> p(x))dy = 0. Hallar la funcién p(x)
para que la ecuacidn sea exacta y resolver luego la ecuacion.

Actividad 2 Usar Transformada de Laplace para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

x'=x—y+eé cost

y =x+y-+eé sent

Actividad 3 En un estanque de 144 litros ingresan 6 litros/seg de salmuera con una concentracion de
sal de 3 grs/litro. Desde el estanque salen 2 litros/seg de solucién homogénea.
1. Si inicialmente en el estanque hay 100 litros de agua pura, determine la cantidad de sal en el
estanque en el instante en que éste se llena.
2. Suponiendo que a partir del momento en que el estanque se llena, el exceso de solucién (homo-
génea) se rebalsa, determine el valor limite de la concentracién de sal en el estanque cuando ¢
tiende a infinito.

Actividad 4 Resolver la ecuacién y"”' —y’ = ¢* sen’t

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Examen: Ecuaciones Diferenciales
primer semestre 2017
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién de la prueba es clara y precisa. Sus respuestas deben ser
bien redactadas y sin borrones. Por favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es
sorprendido con su celular conectado, durante el examen, tiene nota 1,0

Actividad 1 2 3 4 5 Total
Puntaje 12 12 12 12 12 60 puntos
Logro

= Resultado de Aprendizaje:

1. Resolver ecuaciones diferenciales y sistemas.

2. Modelar procesos de cambio mediante ecuaciones diferenciales.
= Competencia genérica: Pensamiento critico

Actividad 1 Considere la ecuacion diferencial

dy —2y—+
dx  x+2y

1. Determinar un valor de r de modo que g(x) = x” sea un factor integrante.
2. Resolver la ecuacién exacta.

Actividad 2 Resolver la ecuacién diferencial x*(xy” —3y') = x(x+5y) +2Inx, x>0
Actividad 3 Resolver la ecuacién y”’ +2y +y=¢ *lnx, x>0

Actividad 4 En un tanque hay 50 litros de agua bien mezclados con 40 grs de un contaminante. A una
velocidad de 8 It/min entra agua al tanque con una concentracién de 0,5 grs/It del contaminante. Si por
una llave sale mezcla a una tasa de 5 1t/min:

1. Determinar el volumen del tanque si éste se empieza a derramar a los 12 minutos.

2. Determinar la cantidad de contaminante y la concentracién antes que se derrame la mezcla.

3. Determinar la cantidad de contaminante para t = 20 minutos.

Actividad 5 Resolver usando valores y vectores propios el sistema
2 1 3 1
X'=102 —-1|, X0)=|2
00 2 1

] nothing is impossible . .. ]
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Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 1: Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2018
Ingenierias civiles

Actividad 1 Resolver las siguientes ecuaciones:
1. (x+ye*)dx—xe?*dy=0,y(1)=0
2. 2y +y—x*+y*=0

Actividad 2 Determinar la solucién general de la ecuacién diferencial
(2xy* —2y)dx + (3x*y — 4x)dy = 0
Actividad 3 Hallar el factor integrante, que convierte en exacta la ecuacion
(y+3y+2x%) dx+ (x +4xy* +8y*)dy =0

Actividad 4 Se tiene un estanque con capacidad de 1600 litros, en el que inicialmente se tienen 200
litros de solucién salina. A dicho estanque ingresa una nueva solucién salina a través de dos llaves A y
B. La llave A tiene un flujo de entrada de 16 litros por minuto con una concentracion de 0,5 kg/litro.
Por otra parte, por la llave B ingresan 12 litros por minuto con una concentracién de 0,25 kg/litros.

1. Si la concentracién de mezcla al completar la capacidad del estanque es de 0,35 kg/litros, hallar
la cantidad inicial de sal en el estanque.

2. En el momento de llenarse el tanque un sistema automadtico cierra la llave A y abre una llave C
de salida por la cual se expele flujo a razén de 20 litros por minuto. Determinar la cantidad de sal
en el estanque cuando el nivel de solucidn salina desciende a la mitad de su capacidad.

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 1 - Ecuaciones Diferenciales
primer semestre 2019
Ingenierias civiles

Actividad 1 Resolver los siguientes problemas:

dy 2
1. —==(-5 —4.
o (=5x+y) 1
2. y' +cotg(t)y+ 7sen(t)y2 =0,y (%) = —\lﬁ Con solucién particular y; (¢) = 0.

3. (2x — 2y —x% +2xy) dx + (2x> — 4xy — 2x) dy = 0, sabiendo que tiene un factor integrante de la

forma py = e+

Actividad 2 Una sustancia es retirada de un horno y llevada a un area de enfriamiento que mantiene
una temperatura estable de 43°, a los 15 y 30 minutos después de haberse iniciado el enfriamiento se
realizaron dos registros de temperatura, que arrojaron como resultado 285° y 252°, respectivamente.
Determinar:

1. La temperatura inicial de la sustancia.

2. En que instante la temperatura del cuerpo es de 80°.

Actividad 3 Un tanque de 100 galones (gal) de capacidad, se encuentra inicialmente lleno con una
solucién colorante al 40%. Una solucién colorante al 20% fluye hacia el tanque a una tasa de 5
gal/min. La mezcla sale del tanque a la misma tasa y pasa a otro tanque de 100 gal de capacidad que
se habfia llenado inicialmente con agua pura. La mezcla resultante sale del segundo tanque a una tasa
de 5 gal/min. Obtener una expresion para la cantidad de colorante en el segundo tanque. ;Cudl es la
concentracion de colorante en el segundo tanque después de 30 min?

| nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Est.

Prueba # 1 - Ecuaciones Diferenciales
Primer semestre 2019- ICons

Escriba lo mds claro posible sus respuestas y sin borrones. Puede usar calculadora que no grafique. Debe
apagar celular y dejarlo lejos de su alcance. ;Por favor, no insista!

NO HAY CONSULTAS
Pregunta 1 2 3 Total
Puntaje 15 15 10+10+10 60
Logro

Actividad 1 Considerar que inicialmente hay 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Después
de 6 horas su masa disminuy6 en un 3 %. Si en un instante cualquiera la rapidez de desintegracion es
proporcional a la cantidad de sustancia presente, determinar la cantidad que queda después de 24 horas.
Resp. 88,5mg

Actividad 2 Un tanque esta lleno de 100 litros de agua en los que se ha disuelto 20 kilogramos de sal.
Otra mezcla que contiene 1 kilogramo de sal por litro es bombeada al tanque a razén de 7 litros por
minuto. La solucién mezclada es bombeada hacia el exterior a razén de 8 litros por minuto.

1. Determinar la funcién que da la cantidad de sal en cada instante.
Resp. x(r) = (100 —7) —80 (1 — I’W)S
2. El tiempo en el cual se vacia totalmente el tanque. Resp. 100 min

Actividad 3 Resolver las siguientes ecuaciones, sabiendo que una de ellas necesita un factor integrante
que depende de una sola variable:

dy  xy+3x—y-3
“dx  xy—2x+4y-—38

2. (x® +xy)dy = 2y%dx
|
3, (2+ %) dx+ - (1+Inxy)dy =0
X X

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica
Preparacion Prueba # 2 : Ecuaciones Diferenciales

Actividad 1 Resolver las siguientes ecuaciones homogéneas:
1. y"—4y"+5y =0. Resp. y = C + Cre** senx + C3e* cosx
2. " +3y"+3y +y=0. Resp y = Cie ™ + Coxe ™ + C3x’e™
Actividad 2 Resolver el problema de valor inicial

Y12y 436y =0, y(0) =0, y/(0) = 1, y"(0) = -7

Resp.y=c; +ere fosxe oy =cp = 35—6, 3= %

Actividad 3 Resolver las siguientes ecuaciones no homogéneas:
1. y'+y=cos’x Resp.y=y,+y,=cicosx+casenx+ 13cosdx+sen2x— 13sendx
2. y"+y +y=xsenx Resp.y,=senx+2cosx—xcosx
3. y'+2y —8y=2¢e" > —e* Resp.y=cieX+cre ¥ —1de > +19¢7*

Actividad 4 Resolver x>y — xy’ — 3y = _me’ x>0 como sigue:

1. Hallar la solucién de la homogénea (Euler) Resp. y;, = Cix° +C2£

2. Normalizar la ecuacién dividiendo por x?

o Inx
3. Usar variacién de pardmetros con g(x) = ——-
x

Preparacion Taller # 2 : Ecuaciones Lineales

Este trabajo es grupal y aporta 12 puntos al actitudinal.

Actividad 1 Resolver las ecuaciones:

1. x"(t) —6x'(t) +9x(t) = 1> 3. 3y — 6y’ + 6y = " secx
2. " 4+3y +2y=e F 4% 4. x2y" +xy' —4y=1

2

Sabiendo que; y;(x) = x~ es una solucién de la ecuacion (4) homogénea asociada. Se sabe ademds que

las soluciones se encuentran entre las siguientes:

Yy, =—Xxe T+ - — X+ X

1 1
» y(x) =Cie*cosx+Cre' senx + gex cosxIn|cosx|+ gxex senx

1
. y(x):Cle—i—sz*z—Z

4 1 70
w Y1) =Cre +Coted + —t + 17+ —
y(t) =Cie” +Cate +3+9 +81

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 2 - Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2016  Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccion del taller es clara y precisa. Sus respuestas deben ser bien redac-
tadas y sin borrones. Por favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es sorprendido
con su celular conectado tiene nota 1,0.

Actividad 1 2 3 4 Total
Puntaje 15 15 15 15 60 puntos
Logro

Actividad 1 Resolver, sabiendo que A = 1 — 2i es una solucién del polinomio caracteristico, la
ecuacion diferencial
Y 4y £ 10y" —12y" +5y = x> +x+1

Actividad 2 Dada la ecuacién diferencial x*y” — x(x +4)y’ +2(x+3)y = x°:
1. Hallar n € R de tal forma que y = x" sea solucién de la ecuacién diferencial homogénea. Resp.
n=2
2. Hallar la solucién general de la ecuacion homogénea utilizando la solucién encontrada en el item
anterior.
Resp. y, = x2et. v = C1x%2 + Cox?e”.
3. Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial no homogénea.

2
Resp. <C1 — x2> X+ (c2—xe ™ —e™) x2e*

Actividad 3 Resolver el problema de valor inicial

t+1, 0<r<l1
Y +2y'+2y=43—-1, 1<t<2, y0)=y'(0)=0
1, t>2

Actividad 4 Resolver la ecuacién diferencial

20+ DY 43+ DY -+ 1Dy =1, t>—1

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 2 - Ecuaciones Diferenciales
primer semestre 2017  Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccion del taller es clara y precisa. Sus respuestas deben ser bien redac-
tadas y sin borrones. Por favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es sorprendido
con su celular conectado tiene nota 1,0.

Actividad 1 2 3 4 Total
Puntaje 3+3+4 | 2+3+5 | 6+7 3+3+3 42 puntos
Logro

Actividad 1 Se sabe que y = x es una solucion de la ecuacién homogénea asociada:
(= 1)y —2xy —ay = (" —1)?

1. Determine el valor de la constante a.
2. Obtenga la segunda solucién, yj, de la ecuaciéon homogénea asociada.
3. Determine la solucién particular y,, de la ecuacién no homogénea.

Actividad 2 Dada la ecuacion diferencial 4y’ 433y’ — 37y =0 con y(0) =0, y'(0) = —1, y"(0) = 3:
1. Escribir la ecuacion factorizada en operadores
2. Escribir la solucién general de la ecuacién homogénea.
3. Escribir la solucién que satisface las condiciones indicadas.

Resp. %ex —e/2( cos3x+ % sen3x)

35
Actividad 3 5
. s4+2s+5
1. Si f[f([)} = m, hallar f(f)

2. Resolver usando Transformada de Laplace la ecuacién y” +9y = 3 sen2t, y(0) = 0, ' (0) = 0.
Resp y(t) = % sen2t — é sen 3t

Actividad 4
1. Considerar la ecuacién y” —y" — 4y’ + 4y = 2x* — 4x — 1 + 2x%> + 5xe* + &>
a) Hallar la solucién de la homogénea yj,.
b) Escribir el aniquilador de la parte no homogénea de la ecuacion.

2. Las raices de la ecuacién caracteristica de cierta ecuacion diferencial homogénea de orden 10,
con coeficientes constantes, son: 4,4,4.4 2 +3i,2 —3i,2 + 3i,2 — 3i,2 4+ 3i,2 — 3i. Escriba la
solucién general.

y(x) = ¥ (Cy + Cox + C3x% + Cyx) + e c0s(3x) (Cs + Cox + C7x?) + e* sen(3x) (Cg + Cox + Cpox?)

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Preparacion Taller # 2 : Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2018

Actividad 1 Resolver las siguientes ecuaciones:
1. X>y" +2x%y" —4xy+4y = 0. Resp. y = Cix + Cox> + C3x 2.
2. x>y" —xy’ + 2y = 0, sabiendo que y; = xsen(Inx) es una solucién de la homogénea. Resp.
y = Cixsen(Inx) 4+ Cy(xcos(Inx))
3. y"+y' +y=uxsenx.
Respy = Cre /% cos gx +Cre /2 sen ?x —Xxcosx—+2cosx+senx

1 9 7
4. y" —y' = > sen’x. Resp. y, = € (12 + %coszx— 520 sen2x>

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 2 : Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2018

Actividad 1 Resolver las ecuaciones diferenciales:

L. ¥y +xy —y=0 2.y =2y +y=x*>—1

Actividad 2 Si ¢; (x) = x+ 1, es solucién de la ecuacion diferencial
(1—2x—x%)y" +2(1+x)y —2y=0,

encuentre su solucién general.

1
Actividad 3 Siy; =x “cosxyy, =x 2 senx forman un conjunto linealmente independiente y son

soluciones de

=

1
2y +xy + <x2 - 4> y=0

Hallar una solucién particular para

1 3
x2y//+xy/+< 2_4>y:x2

| nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Taller # 2 : Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2018

Actividad 1 Hallar la solucién general de la ecuacion

y'—=y' =2y=(2+x)e"

7 1
Resp. y(x) = Cie¥ +Cre™ — §xe_x — gx e "

Actividad 2 Hallar la solucién general de la ecuacion

" 2 / 2
Y=yt Sy=x
X X

1
Resp. y(x) = C1x> + Cox + §x3

Actividad 3 Considerar la ecuacién (x*> — 1)y” —2xy’ —ay = (x* — 1)2.

1. Hallar el valor de la constante a, si y = x es solucién de la homogénea asociada. Resp. a = —2

2. Hallar la solucién general de la ecuaciéon homogénea asociada.

3. Hallar la solucién particular de la ecuacién no homogénea.

Resp. y, = C1x+Cr (x> +1)

Resp. y, = (
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba Global: Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2018
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién de la prueba es clara y precisa. Sus respuestas deben ser
bien redactadas y sin borrones. Por favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es
sorprendido con su celular conectado tiene nota 1,0

Actividad 1 2 3 4 5 Total
Puntaje 15 15 15 15 60 puntos
Logro

= Resultado de Aprendizaje:

1. Resolver ecuaciones diferenciales y sistemas.

2. Modelar procesos de cambio mediante ecuaciones diferenciales.
= Competencia genérica: Pensamiento critico

Actividad 1 Considere un estanque con 200 litros de solucién salina al 5%, y con dos llaves: Una
de entrada A y una de salida B. Por la llave A ingresan 8 litros por minuto de solucién salina con
una concentracién de 0,25 kg/litros. Al mismo tiempo, por la llave B salen fluido homogeneamente
mezclado a razén de 12 litros por minuto. Hallar la concentracion en el estanque 5 minutos antes que
se vacie.

Actividad 2 Considerar la ecuacién x>y” + 2xy’ — 6y =0, con x > 0

1. Hallar una solucion particular de la forma y, = ax’>+bx+ccona,b,c €R.
2. Usando Abel encontrar la solucidn general de la ecuacion.

Actividad 3 Hallar la solucién general de la ecuacion x>y” — xy’ +2y = x Inx

Actividad 4 Aplicando transformada de Laplace resolver el sistema
s, (1 4\ ¢ e S (0 (2
X‘<11X+ef’xo_1

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Examen: Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2018
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién de la prueba es clara y precisa. Sus respuestas deben ser
bien redactadas y sin borrones. Por favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es
sorprendido con su celular conectado tiene nota 1,0

Actividad 1 2 3 4 5 Total
Puntaje 15 15 15 15 60 puntos
Logro

= Resultado de Aprendizaje:

1. Resolver ecuaciones diferenciales y sistemas.

2. Modelar procesos de cambio mediante ecuaciones diferenciales.
= Competencia genérica: Pensamiento critico

Actividad 1 Considere la ecuacién diferencial
x?y” —2xy’ +2y = 10sen(Inx), x>0

1. Hallar la solucién general. y(x) = Cyx + Cox* + 3 cos(Inx) +sen(Inx)
2. Hallar la solucién particular que satisface y(1) =3, y’(1) = 0.

Actividad 2 Encontrar la solucion general de la ecuacion diferencial
x(x+1)y"+(x+2)y' —y=0

1 2
sabiendo que y; (x) = (et 1) es una solucién. Resp. y = C) (Caa)ig Gl
x

X X

Actividad 3 Aplicar transformada de Laplace para resolver
ty"+1y'—y=0, y(0)=0,y'(0)=3
Resp. y(r) =3¢

Actividad 4 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

o (6 =3\ g [
2= (5 D)xe (g

> 2e7 — 1
Resp.%,(0) = (%)

| nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Est.

Taller Individual # 2 - Ecuaciones IC
Primer semestre 2019

Actividad 1 Resolver las siguientes ecuaciones:
L y"+5y' +6y=e>
2. 4" +y'=0

Actividad 2 Resolver la ecuacién de Euler
Ay —xy Fy=/x

Actividad 3 Hallar la ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes de menor orden cuya
solucidén general es
y(x) = e_3x(C1 cos2x+ Cysen2x) + C3 + Cax + 564

Puntaje: (15+15) + (15) + (15) = 60 puntos

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Est.

Prueba Catedra # 2 - Ecuaciones IC
Primer semestre 2019

Actividad 1 Resolver las siguientes ecuaciones:
1. y"+8y=2¢*+5x
2. y" —y' =senx

3. xzy”+2xy’ =x!

Actividad 2 Considerar la ecuacion diferencial de coeficientes constantes

de la que se conoce una solucién particular y, y la solucion de la ecuacion diferencial homogénea
asociada yy,

3
= —_— 2
Yp 4x Ccos2x
vy = C1cos2x+ Cy sen2x

1. Hallar los valores de las constantes a 'y b
2. Hallar la funcion g(x)

Puntaje: (10+10+10) + (10) = 40 puntos

| nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Taller # 3 : Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2016

Actividad 1 Utilizar el método de valores y vectores propios para resolver el sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas. Escriba la matriz fundamental.

y =2y—-9z
7 =y+8
Resp. z(t) = (C; +Cyt)e™
Actividad 2 Resolver el problema de valor inicial
X =x+2
Y =—x+dy’
Resp. x(t) = 4e* —3e¥, y(t) = 2e* —3¢*
Actividad 3 Usar variacion de pardmetros para resolver el sistema. Indicar en forma clara Xj, y X,,.

y' +y+2z=senx+cosx
7/ 42y +z=senx—cosx

Actividad 4 Hallar la solucion del sistema

()=G )05

Resp. x(t) = Cie¥ +Coe ™'+, y(t) =Cre¥ —Cre™ =%

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 3 - Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2016
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién de la Prueba es clara y precisa. jjAtencién!! DEBE redactar sus
respuestas. Use un rectangulo para encerrar cada parte de la respuesta que considere importante. Por
favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es sorprendido con su celular conectado,
tiene nota 1,0.

Actividad 1 2 3 Total
Puntaje 20 20 20 60 puntos
Logro

= Resultado de Aprendizaje: Resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
= Competencia genérica: Pensamiento critico

Actividad 1 Considere el sistema de ecuaciones diferenciales
1 1 =1

X'=10 0 2|X

0O -2 0

1. Hallar el polinomio caracteristico asociado.
2. Hallar los valores y vectores propios asociados.
3. Hallar la solucién general del sistema.

Actividad 2 Usar Transformada de Laplace para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

' —x42
T ) =1, y(0) =0
Y =-2x+y

Resp. x(t) = €' cos2t, y(t) = —e'sen2s

Actividad 3 Considerar el sistema de ecuaciones diferenciales

10 4 13 t
X'=[5 3 7 |X+]|o0
9 4 12 0

Hallar la solucién general, si se sabe que el polinomio caracteristico asociado es p(A) =A% —A%2 -1 +1

| nothing is impossible ... ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Preparacion Taller # 3 : Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2018

Este trabajo es grupal y aporta 12 puntos al actitudinal.

Actividad 1 Utilizar el método por eliminacién para resolver el sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas

y =2y-9z

7 =y+8&

Resp. z(t) = (C; + Cat)e™
Actividad 2 Usando valores y vectores propios resolver el sistema

/

X =y+z
Yy =x+z
7 =x+y
Ayuda. Los vectores propios son
1 1
-1 ) y
0 —1

Actividad 3 Utilizando la transformada de Laplace encontrar la solucién particular del sistema

Yy =3y-z
7 =y+z
que verifica que y(0) = 1, z(0) = 2. Resp. y(¢) = (1 —t)e*

Actividad 4 Usar variacién de parametros para resolver el sistema

10 0 0
X'=[21 —2|X+ 0
3 2 1 e cos2t

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Taller # 3 : Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
primer semestre 2017

Actividad 1 Utilizar el método de valores y vectores propios para resolver el sistema

10 4 13 t

X'=|s5 3 7 |X+][o0

-9 —4 -12 0
-2 -1 —1 —1

Resp. X(1)=Ci | =1 | e "+ Co | =1 |4+Cse [t | 1]+ | 2
2 1 1 0

Actividad 2 Utilizando la transformada de Laplace para hallar la solucién del sistema

x"+y' +3x =157
y'—4x"+3y =15t

que verifica que x(0) = x'(0) = y(0) = y’(0) = 0. Resp.
B G
y(t) =15 A+Bt+Ce +Dcost+Esent+Fcos3t+Esen3t

F
x(r) =15 (A+Be’ +Ccost+ Dsent + E cos3t + 3sen3t>

Actividad 4 La matriz fundamental de un sistema de ecuaciones homogéneo es
t 5t
e e
d(r) =
( ) <_ e 3 eSt)

Hallar tal sistema. Resp. X/ = <§ i) X

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 3 - Ecuaciones Diferenciales
primer semestre 2017
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién de la Prueba es clara y precisa. jjAtencién!! DEBE redactar sus
respuestas. Use un rectangulo para encerrar cada parte de la respuesta que considere importante. Por
favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es sorprendido con su celular conectado,
durante el taller, tiene nota 1.0.

Actividad 1 2 3 Total
Puntaje 10 10 10 30 puntos
Logro

= Resultado de Aprendizaje: Resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
= Competencia genérica: Pensamiento critico

Actividad 1 Resolver, por cualquier método, el sistema de ecuaciones diferenciales

x// +y[[ — ezt
{2x’ e o MO=O)= Y (0)=x(0)=0

Actividad 2 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

1 0 1 e
X'=-1 2 5|X+|¢
0 0 1 0

Actividad 3 Resolver el sistema de cuaciones diferenciales

X =-3x—-4z
y =-x-y-z
7 =x+z

| nothing is impossible . .. |
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Prueba # 3 - Ecuaciones Diferenciales
primer semestre 2017
Ingenierias civiles

NO se aceptan consultas, la redaccién de la Prueba es clara y precisa. jjAtencién!! DEBE redactar sus
respuestas. Use un rectangulo para encerrar cada parte de la respuesta que considere importante. Por
favor apague su CELULAR y déjelo fuera de su alcance, si es sorprendido con su celular conectado,
tiene nota 1,0.

Actividad 1 2 3 Total
Puntaje 12 12 12 36 puntos
Logro

= Resultado de Aprendizaje: Resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
= Competencia genérica: Pensamiento critico

Actividad 1 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

(& ) (5). 70 ()

Actividad 2 Usar Transformada de Laplace para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

, x(0) =(0) =0

X =x—y-+eécost
Yy =x+y-+eé'sent

Actividad 3 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

1 -3 3
X'=[3 -5 3|X
6 —6 4

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Est.

Prueba # 3 - Ecuaciones Diferenciales
segundo semestre 2018

Escriba lo mds claro posible sus respuestas y sin borrones. Puede usar calculadora que no grafique. Debe
apagar celular y dejarlo lejos de su alcance. ;Por favor, no insista!

NO HAY CONSULTAS
Pregunta 1 2 3 Total
Puntaje 20 20 20 60
Logro

Actividad 1 Usar Transformada de Laplace para resolver

y' =6y +9y=1%" y(0)=0, »'(0)=6

Actividad 2 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

10 0
X' =121 —2|X
32 1

Actividad 3 Hallar la solucién general del sistema

2 4 1 ¢
X'=|-1 3 1|X+ [z
10 0 ¢

] nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Preparacion Taller # 3- Sistemas de Ecuaciones
segundo semestre 2018

Actividad 1 Resuelva por valores propios,

Resp.

X(t) =C @) G G) A+ @) e

Actividad 2 Resuelva por valores propios,
Resp.

Actividad 3 Resolver, con condiciones iniciales y(0) = 0, x(0) = 0, el sistema de ecuaciones diferen-
ciales

y' =y+2x+-cost
x' =2y+x+sent

7 1 1 1
x(t) = ——cos(t) — —sen(r) + - + ¢!
Resp. 10 10 5 2
(1) > cos(t) ! sen(t) + L 1,
= - —el——e
=0 10 5¢ 72

Actividad 4 Encuentre la solucion general del sistema:

x' =x+3y+1°
y =3x+y—2e %

Resp.
7 2 5t 1
N=C 4t C =2t , e f4 = —2t
x(t) =Cre” +Cae teats 16+<+6>e
9 3t 3t 1
=C 4t_C I =2 (-2 —2t
yt)=Cret =G T = 15T ( 6)6

| nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Est.

Taller grupal # 3 - Ecuaciones Diferenciales
Primer semestre 2019

Actividad 1 Resolver, usando transformada de Laplace, la ecuacién y” +9y = cos(3t), y(0) =

Resp. ét sen 3¢

Actividad 2 Utilice la transformada de Laplace para resolver el sistema

X" _y// — t2
x// _|_y// — 4t
sujeto a las condiciones iniciales x(0) = 8, x’(0) = 0, y(0) =0, y'(0) = 0.

Actividad 3 El sistema lineal homogéneo de ecuaciones diferenciales

2 2 -1
Xn=(o 1 1 |X
0 —1 1

tiene valores propios A =2, L, =1+i, A3 =1—1i
1. Hallar cada uno de los vectores propios.
2. Escribir la solucién general

Universidad de la Frontera

Facultad de Ingenieria y Ciencias
Departamento de Matematica y Est.

Prueba # 3 - Ecuaciones Diferenciales
Primer semestre 2019 - Icons

Actividad 1 Resolver, usando transformada de Laplace, la ecuacién y” — 4y’ + 4y = 3¢*

0; y'(0)=0

i

¥(0)

Actividad 2 Resolver, usando valores y vectores propios, el sistema lineal homogéneo de ecuaciones

diferenciales

X')=[0 -1 4 |X@)

Actividad 3 Utilizar la transformada de Laplace para resolver el sistema con condiciones iniciales

x(0)=0,x'(0)=1,y(0)=0,y'(0) = —1.

x"+10x =4y
y'—dx = —4y

[ nothing is impossible . ..
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Est.

Taller Individual # 3 - Ecuaciones Diferenciales
Primer semestre 2019 - Icons

Actividad 1 Resolver, usando transformada de Laplace, la ecuacion x” 4 4x” + 5x’ + 2x = 10cost, si
x(0) =x’(0) =0,x”(0) = 3 Si existen fracciones parciales, no calcular las constantes, pero indicar la
sefial de entrada.

Actividad 2 Utilizar la transformada de Laplace para resolver el sistema
x"=2x+y
y" =2x+3y

con condiciones iniciales x(0) =0, x’(0) = 1, y(0) = 0, y'(0) = 3. Si existen fracciones parciales, no
calcular las constantes, pero expresar la sefial de entrada.

Actividad 3 Resolver, usando valores y vectores propios, el sistema lineal homogéneo de ecuaciones
diferenciales

1 00
X't)=(0 2 0| X
1 0 3
] nothing is impossible . .. |

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matemadtica y Est.

Prueba Global - Ecuaciones Diferenciales
Primer semestre 2019 - Icons

Actividad 1 La poblacién de una comunidad de bacterias crece a razén proporcional a su poblacién en
cualquier momento ¢. Al cabo de 3 horas se observa que hay 400 individuos. Pasadas 10 horas, hay
2000 bacterias. ;Cudl era la cantidad inicial de bacterias? Resp. 200 inicialmente

Actividad 2 Resolver, usando transformada de Laplace, la ecuacién diferencial y” +y = cos(z), y(0) =
0;y'(0) = 1 Resp. y(r) = sen(r) + 5 sen(r).

Actividad 3 Resolver y”’ 4 2y” — 4y’ — 8y = xe**

Actividad 4 Resolver, usando valores y vectores propios, el sistema lineal homogéneo de ecuaciones
diferenciales

Puntos: (12) + (12) + (12) + (12) = 48 puntos

| nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Est.

Examen - Ecuaciones Diferenciales
Primer semestre 2019 - Icons

Actividad 1 Un termémetro se encuentra guardado en una habitacién cuya temperatura es de 75°, a los
5 minutos de sacarlo de la habitacién marca 65° y a los 10 minutos marca 60°. Calcular la temperatura
exterior, sabiendo que ésta es constante. Resp. 55°

Actividad 2 Resolver la ecuacién y”” — 2y” +y = cos(3t) Resp. y,(t) = 155 cos(3t).
Actividad 3 Resolver, usando transformada de Laplace, el sistema

{3x’—|—2x—y =1

 x(0) = 0:y(0) =0
4y' +3y+x" =0 *0) »(0)

Actividad 4 Resolver, usando valores y vectores propios, el sistema lineal homogéneo de ecuaciones
diferenciales

-, 2 4\ o
20= (7 L) %0, x0=30-1
Puntos: (12) + (12) + (12) + (12) = 48 puntos

Universidad de la Frontera

Facultad de Ingenieria y Ciencias
Departamento de Matematica y Est.

Prueba # 3 - Ecuaciones Diferenciales
primer semestre 2019

Actividad 1 Usar Transformada de Laplace para resolver

y'+2ty' —4y=1, y(0)=0, y'(0)=0

Actividad 2 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
s, (0 —1\g o, (1
X' = < L 0 X, X(0)= 1

Actividad 3 Hallar la solucién general del sistema

1 0 O e
X'=|11 0|X+][¢
3 2 —1 e

Puntaje: (20)+(20)+(20)=60 puntos

| nothing is impossible . .. ]
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Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Pauta - Prueba 2 EDO (IME188)
Carrera: Ingenierias Civiles - primer semestre 2023

Pregunta 1 2 3 4 puntos
Puntaje 18 20 8 14 60

Actividad 1 Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial

xy" —2xy’ +2y =Inx

Solucién

El proceso mas sencillo es usar x = ¢'. Se tiene
(D*~D—-2D+2)[y] =t
que es equivalente a
(D*-3D+2)y| =t <= (D—-1)(D-2)}y] =1

La solucidén de 1la homogénea es
yp =C e+ Czezt

Entre variacién de pardmetros y aniquiladores no hay donde perderse. El aniquilador de g(t) =t es D?,
de manera que se obtiene
D(D-1)(D-2))] =0

cuya solucién es
Yh Vp

2 2t
y=Cie +Ce” +C3+1Cy
Asi, nuestra candidata a solucién particular es
Vp=C+1Cy

La usamos en la ecuacién que corresponde

(D=1)(D=2)[y,] =1

Se tiene
(D— 1)(D—2)[C3 —l—l‘C4] = (D— 1)[C4—2C3 —2l‘C4]
= —2C4 —C4+2C3+2tCy
= —3C4+2C5 4 2tCy

Se iguala este resultado a g(¢) = ¢ para tener un sistema

263 -3C4 =0
2Cy =1
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Se deduce que

1 3
Ci=—. Ci=">
4 7’ 3 4
Se concluye que la solucién general es
Yh )AYP
. > 3t
y =Cle’+CzeQ’+Z+ 3

Estamos con variable ¢, volviendo a la variable x la solucién general es
Yp
Yh
- > 3 Inx
y:C1x+C2x +1+7

Actividad 2 Considerar la ecuacién diferencial de coeficientes constantes
" /
y'+Ay' +By=g(t)
de la que se conoce una solucion particular y la solucién de la ecuacién diferencial homogénea asociada:

"y, = _Zt cos 2t

= y, =C)cos2t+ Cpsen2t
1. Hallar los valores de las constantes A y B.
2. Encontrar la funcién g(7)

Solucién

1) La soluciéon homogénea es
yp = Ccos2t + Crsen2t

Esto significa que la ecuacién diferencial asociada es
(D*+4)p] =0
Al comparar con
y'+Ay +By=g(t) <= (D*+AD+B)[y] =0

se halla que
A=0, B=4

2) Para hallar la funcién g(t) tenemos que y, = — %t cos2¢, entonces

3
(D* +4)[y,] = (D? +4)[—Zt cos 2t]
= DD[—%I cos2t] — 3rcos2t
3 3
= D[_Z cos2t + 5! sen2t] — 3t cos 2t

= % sen2t+% sen2t + 3t cos2t — 3t cos 2t

=3sen2t = g(1)
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Actividad 3 Evaluar .Z[(t —2)3u(t —2)]

Solucién

Tenemos un desplazamiento en el tiempo. Se debe hacer uso de

Desplazamiento en el tiempo Seaa > 0y Z[f(t)] = F(s), entonces

Lft —a)ult —a)l = e ZL[f(1)]

La funcién y el escaldn estan desplazados, entonces
Ll =20 u(-2)] = > 2L
pero esta transformada es conocida

— g — 26*25
st st

27

Actividad 4 Resolver, usando Transformada de Laplace, la ecuacién
Y'=6y'+9y=r**, y(0)=2,y('(0)=6
Se aplica la transformada a toda la ecuacién
L") =62 | +9.L]] = ZPe¥]

Se aplican las condiciones iniciales

sPF (s) = 5y(0) =y'(0) —6(sF (s) = (0)) +9F (5) = g _23)3
Al reducir 2
(s> —65+9)F(s) = W+2s—6
Se escribe en fracciones ) 5 3
F(s) = (s=3)

al simplificar
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Se observa que existe desplazamiento en la frecuencia
3t cp—1 1 3t
y(t)=2e"L"" | 5| +2e
S

de esto, la solucion de la ecuacion es

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Pauta - Examen EDO (IME188)
Carrera: Ingenierias Civiles - segundo semestre 2022

Pregunta 1 2 3 puntos
Puntaje 20 20 20 60

Actividad 1 Hallar la solucién general de la ecuacion diferencial

¥y —xy' =3y =x*+Inx

Solucién

La ecuacién es Euler - Cauchy. El logaritmo que aparece sugiere la sustitucion x = ¢', de la cual se
halla que
Ky —xy' =3y=x>+Inx < (D> ~D—D —3)[y| =¥ +1

Al reducir, queda la ecuacién en operadores
(D> —2D —3)[y| =¥ +1 <= (D-3)(D+1)[y] =¥ +1

La solucidén de 1la homogénea es
Vi (l) = C1 e3’ + Cze_t

Para hallar la solucion particular usaremos aniquiladores.
g(t) =t +e* = L = D?(D —2) aniquilador
Al aplicar este aniquilador en la ecuacion
(D=3)(D+1)[y] = &* +1

se obtiene
D*(D-2)(D-3)(D+1)[y] =0
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de la cual se halla que
% L

¥(1) = C1e¥ +Cre™ +C3 + Cyt +Cse™

Ahora se aplica el operador (D —3)(D+1) enlay,. Se tiene
(D=3)(D+1D)[yp] = (D=3)(D+1)[C3 + Cat + Cse™| =1 +
Se tiene lo siguiente:

(D —3)(D+1)[C3 4 C4t + Cse*] = (D —3)[Cy + C3 + Cyt +3Cse”
= -2C4— 3C5€[ —3C3 —3Cyt

Al igualar
—2C4—3C3=0 . 5
—3C4=1 :C4=—§:C5, C3:§
—3Cs=1

La solucién particular es

En términos de x:

La solucidén general es
Y(x) = yu(x) +yp(x)

Actividad 2 Aplicando transformada de Laplace determine la solucién del sistema

-G 2)r-(4). 10-()
Es mds amigable escribir el sistema en sus dos ecuaciones. Sea X = (x,y)?, entonces
x'=2x—y+eé
{y’ =3x+2y—¢
Se aplica transformada a todo el sistema.

L =22 - Ly + Z]e]
LY =32N+22]] - 2]

Se considera que .Z[x] = F(s) y que .Z[y] = G(s). . Se aplica la transformada de la derivada y las
condiciones iniciales
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Se escribe ordenando variables

(s=2)F(s) +Gls) = —
_3F(s)+ (s—2)G(s) = i:f

La primera ecuacion se multiplica por 3 y la segunda por s — 2

3(s—2)F(s)+3G(s) = S37s1

—2)2
35— 2)F(s) + (s— 2)2G(s) = 1>
S J—
Al sumar ambas ecuaciones se obtiene
—2)2  3s
—272G(s)+3G(s) =
(s—2PG(5) +3G(s) = =+ =
Al factorizar y reducir
2 2
2 sc—Ts+4 s—s+4
—4s+7)G(s) = —— = G(s) =
(5" =45 +7)Gls) s—1 (s) (s—1)(s2—4s+7)
Hacemos fracciones parciales
s —s+4 A Bs+C

G — =
(s) (s—1)(s2—4s+7) s—1 +s2—4s—|—7

Lo que es equivalente con

A n Bs n C
s—1 (s—2)2+43 (s—2)2+3

Sin calcular estas constantes, aplicamos inversa de Laplace

G(s) =

(1] I s 1
—1 o -1 —1 —1
L G(s)] =A% = +BY _7(s72)2+3_ +CZ =253
Esto es lo mismo que
-1 o] 1] [ (5=2)+2] ] 1
ZLG(s)] =A% = +BY 5=27+3) +CZ G-2753)

Se tiene un desplazamiento en el tiempo

La solucién de y(z) es

2B C
t) = Ae' + Be* costV3+ e “—sentv/3+ —e¥ sentV3
) V3 V3

Para hallar x(¢) se reemplaza en la segunda ecuacion
y' =3x+2y—¢

se obtiene:
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» 2y(t) = 2Ae' +2Be* cost/3 + 2e* \z/lisent\f—l— 2€ o2 sent/3

4B 2C
2y(t) = 2Ae' +2Be* costV/3 + ( + ) ¢’ sent\/3
f \/>

w y/(r) =Ae — BV3e* sent\/3+2Be* costy/3+ e %sent\/g—i—ZBez’ cost\/3+Ce? cost/3+
\2; e senty/3

B+2C
y' =Ae + <+> ¢? sentv/3 + (4B+C)e? costV/3

V3
w y —2y=—Ae — fﬁem sentV/3 4 (2B+C)e? costV/3
Se concluye que .
3x(t) =€ — Ae' — \Z/I;e% sentV/3 + (2B+C)e* cost/3

de lo cual | B |
X 1—-A)e — e?sentV3 + = (2B +C)e* costV3
() =304~ L(2B+C)

Actividad 3 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales

I -1 -1
X'(n=11 -1 0 |X
1 0 -1
Al resolver
1-2 -1 -1
1 —1-2 0 |=0
1 0 —1-2
quedan determinados los valores propios
—1-2 0 —1 —1 -1 -1
(1_’1)’ 0 —1—1‘_‘0 —1—x+‘—1—x 0’_0

Se llega a la ecuacion
A+DHA>+1)=0=A=—1, A=i

Vector propio de A = —1

Hay que resolver

2 -1 -1 \7 0
1 O 0 wl=10
1 0 0 V3 0
Hacemos escalonamiento de la matriz
2 -1 -1 0 -1 -1
1 0 O]~[1 O 0
1 0 0 0 O 0
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El rango de la escalonada es 2, luego tiene asociado sélo un vector propio. Se deduce, de la matriz
escalonada, que vi =0y que
—Vy — V3 :02\/2:—\/3

considerando v3 = —1 se obtiene v, = 1, con lo cual el vector propio asociado es
0
v=1 1
-1
La primera solucién es
0
Xi (l ) =y= 1 e’
-1
Vector propiode A =i
Hay que resolver
1—1 —1 —1 Vi 0
1 —1—i 0 v|=10
0 —1—i V3 0
Hacemos escalonamiento de la matriz
1—i -1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1
1 —1—i 0 ~1 —1—i 0 ~1 -1 —i ~10 -1 1
0 —1—i 1 0 —1—i I 0 —1-i 1 0 —-1-i

La segunda fila por —(1 — i) se suma a la primera fila. La primera fila por i se suma a la segunda. A la
segunda fila se resta la tercera. Finalmente, a la primera fila se le suma la segunda y se halla que la
matriz tiene rango 2.

0 O 0 Vi 0
0 -1 1 vw]l=10
1 0 —-1-—i V3 0

En términos de ecuaciones esto es

v +v3=0 (14+1)
>V = V3, vV = 132%
vi—(1+i)v3=0 S :

Tomando v =1 es vy =1, vi = 1 +1i. Asi, el vector propio es

141 1 1
V= 1 =\|1]+i
1 1 0
La solucion real es
1 1
Xo(t)=|1] cost— [ 0] sent

1 0
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1 1
X3(t)=[1] sent+ | 0| cost
1 0

La solucidn del sistema es
X(1) =CiXi(1) + CoXa (1) + C3X3(1)

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Pauta - Prueba Global EDO (IME188)

Carrera: Ingenierias Civiles - segundo semestre 2022

Pregunta 1 2 3 4

puntos

Puntaje 15 15 15 15

60

Actividad 1 Encuentre la solucion general de la ecuacion diferencial
y" —5y" + 6y’ =8+ 2senx

Solucién

= Solucién de la homogénea
La ecuacion en operadores es

(D* —5D* +6D)[y] = 0 <= D(D* —=5D +6)[y] =0 <= D(D —3)(D—2)[y] =0

Se deduce que en el espacio nulo estan las funciones

y1 =Cy, y2=€3x, Y3 =™

La solucidén de 1la homogénea es
Yn (x) = C] + C2€3x + C3€2x

= Solucién de la no homogénea

El aniquilador de g(x) = 8 +2senx es D(D? +1). Al aplicarlo en toda la ecuaci6n se tiene

D(D*+1)D(D~3)(D~2)y] = 0= D*(D*+1)(D~-3)(D~2)] =0

La solucién de esta ecuacion es

Yh Yh

y(x)=Ci+ C2€3x + C362x + Cyx+Cscosx+Cgsenx

Ahora se aplica la candidata y, en la ecuacion original

D(D—3)(D—2)[y,] =8+ 2senx
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Desarrollamos la parte que contiene los operadores
D(D—3)(D—2)[Csx+ Cscosx+ Cgsenx] = (D —3)(D —2)[C4 — Cssenx + Cg cos x|
Al aplicar D — 2 se tiene
(D —3)[—Cscosx — Cgsenx — 2Cy4 4 2Cs senx — 2Cg cos x]
El dltimo paso es aplicar el operador (D — 3). Se tiene
Cssenx — Cgcosx + 2Cscosx + 2Cg senx + 3Cs cosx 4 3Cg senx + 6C4 — 6Cs senx + 6Cg cOS x

Al reducir queda
—5Cs5senx+ 5Cgcosx+ 5Cs5cosx + 5Cgsenx + 6Cy

Factorizando
(—=5Cs +5C¢) senx+ (5C¢ + 5Cs) cosx+ 6C4 = 8 + 2 senx
Al igualar
—5C5+5Cc =2
5Cs5+5Cs =0
6Cs =38
Se deduce que
C 4 Cs = ! Ce = !
4 = 37 5= 57 6 — 5
La y, ha sido encontrada
4 1 1
Yp = gx— 5 cosx+ 5 senx
La solucién general de la ecuacion es
y(x) =yn+yp

Actividad 2 Utilizando transformadas de Laplace, resolver:

ty" —y =% y(0)=0

Solucién

Se aplica la transformada a toda la ecuacién
Lly") -2l = L[]
La primera transformada requiere del uso de la propiedad de multiplicacién por ¢. Es decir,

d

Ll = - (L1

en donde f(r) =y”. Se tiene

Ly = = (2" =~ (2P (5) = s3(0) ' (0)) = = (5F(5)+ °F ()
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Por otra parte

La ecuacion resulta en

Al reducir y adecuar
dividiendo por s?

iQué linda y hermosa lineal
Lop(s) = %, q(s) = —257°. Aplicando la férmula maravillosa

F(s) = e/ P0)ds [efms)ds -q(s)ds+ c]

Reemplazando
F(s) = e J6/5)0s { JE (—2s5)ds+C}

al integrar
F(s) = e 3" {/emns : (—2s_5)ds—|—C}

Esto equivale a
F(s)=s57 [/ —szds-l-C]
integrando lo que falta
F(s)=s" [s_l +C]

que se puede escribir
F(s)=s"*+s7C

Aplicando la transformada inversa
32
t t

t)=—+=C
) =¢+3
La constante se calcula con la condicién y(1) = 0. Asi que
1 C 1
1 = — — = 0 > C = ——
Y=g+ 3
La respuesta final es
1
1)=———
W=e¢-¢

Actividad 2 Hallar la solucidn del sistema

S [0 2\ 0
X'(1) = (—1 3) X+ <e3’ cos2t>
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= Solucidn del sistema homogéneo
Valores propios

B 3_/1‘:o:>(3/1).(/1)+2:0

Multiplicando
A2—314+2=0= (A-2)(A—-1)=0

Tenemos dos valores propios, reales y distinto.

vector propiode A =1

Se trabaja la matriz
-1 2 -1 2
-1 2 0 O

La matriz reducida tiene rango 1, por tanto, tiene asociado solo un vector propio, que se obtiene de
-1 2 Vi . 0
0 0/\wn/) \O

V1 4+2v,=0= v, =2

Esto signfica que

Con v, = 1 se tiene el vector propio

Asi, una primera solucioén tiene la forma

vector propio de A =2

Se trabaja la matriz

SR

La matriz reducida tiene rango 1, por tanto, tiene asociado solo un vector propio, que se obtiene de
-1 1 Vi . 0
0 0)\»wn/ \O

—Vi+rm=0=vi=n

Esto signfica que

Con v; =1 se tiene el vector propio

<l
I
N
—_—
~__
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Asi, una segunda solucién tiene la forma

S 1
Xz = C2 (1) 62’
Por tanto la solucién de la homogénea es

> 2 1
Xh(t) =C (1> e +C <1> e

Matriz Fundamental

La matriz fundamental inversa es

1 eZt 7621
—1 o
‘/) (I)_e3’<—et 2¢! >

El producto de esta inversa con la parte no homogénea es

. 1 eZt _ 621 0 1 eZt _ eZt 0
~1 _ . _ L . 3t
() F() = et <—e’ 2¢ ) <e3’ cos2t> et (—e’ 2¢ cos2t) ¢
Esto se reduce a ) ) )
iy By (€ e\ [ 0\ _ [—e'cos2t

0 (1) Flr) = <—et 2¢! ) <cos2t> N < 2¢' cos2t

Esto se debe integrar
/ —e? cos2t gt
2¢' cos2t

Hay que hacer integracion por partes

. /—eZ’COStht

En este caso
u=—e* — du= -2

1
dv =cos2tdt — v = 3 sen 2t

Con esto
2t 1 2t 2t
—e” cos2tdt = —Ee sen2t + [ e“ sen2t

Se aplica de nuevo integracién por parte
u=e? = du=2e"

1
dv =sen2tdt — v = —ECOSZZ‘

Nos queda
1 1
/—ezr cos2tdt = —Eezt sen2t + [—Zezt cos2t + /62’ cos 2t dt}
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La integral del primer miembro es la misma que estd en el segundo miembro. Se suman
2t 1 2t 1 2t
—2 [ e cos2tdt = —Ee sen2t — Ee cos 2t
Al dividir por —2 se encuentra que

1 1 1
/ez’ cos2tdt = Zem sen 2t + ZeZt cos2t = Ze”(sen 2t + cos2t)

= Cilculo de / 2¢' cos2tdt

Se tiene que
u=2¢ = du=2¢
1
dv =cos2tdt — v = 2 sen 2t

Con esto
/Zet cos2tdt = ' sen2t — /e’ sen2t

Se aplica de nuevo integracién por parte
_ _
u=e —=du=e

1
dv=sen2tdt — v = —ECOSZZ‘

Nos queda
1 1
/Ze’ cos2tdt = e’ sen2t — [—26’ cos2t + 3 /et cos 2t dt]

La integral del primer miembro es la misma que estd en el segundo miembro. Se suman
5 2 2 1 t
3 /e cos2tdt = e' sen2t + ¢ cos 2t
Al multiplicar por % tenemos
! 2 2 1
€' cos2tdt = ¢ sen2t + 3 cos 2t

Con todo la anterior se tiene

12t
/2 cos Dt z¢” (sen2t +cos2t)
/ 2¢e' cos2t di =
Ze' [sen2t + § cos 2t]
La solucién particular es
1% (sen2t + cos2t)

%e’ [sen 2t + % cos Zt]
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Esto es
<2€z 2:) 1% (sen2t + cos2t)

%e’ [sen 2t + % cos 2t}

cuyo resultado es
% sen?2t + 17—0 cos 2t
v 3t
X, = e
B sen2s 4 2 cos2t
20 20

La solucidén general es la suma de la homogénea mads la particular

>

(1) = Xu(1) + X, (1)

Actividad 3 Hallar la solucidn del sistema

-3 0 -4
X')=-1 -1 -1|X
1 0 1
Valores propios
-3-2 0 —4
-1 —-1-12 -11]=0
1 0 1-2
Al resolver
—-1-1 -1 0 -4 0 —4
(_3_’1)‘ 0 1—A‘+'0 1-1‘*‘—1—/1 —1’_0

Resolviendo
BHA) (1 -2 +0-4(1+A)=0= A+ 1)[3+21)(1-1)—4]=0
Al desarrollar
A+DB-31-A24A—-4]=0= A+ 1)[-A* 24— 1]=0= (A + 1)[A’+24+1] =0

De lo cual se tiene la ecuacién
A+1)P=0=21=-1

Tenemos un valor propio de multiplicidad 3. Trabajemos la matriz asociada escalonando por filas

-2 0 —4 0 00
-1 0 -1]~10 0 1
1 0 2 1 00

Esto signfica que
vi=0, v3=0
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Con v, = 1 se tiene el vector propio

0
V=11
0
Asi, una primera solucion tiene la forma
0
Xl =C |1 e’
segundo vector propio de A = —1
Se debe hallar un vector w = (wy,wz,ws) tal que
(A—AL)w=V
Reemplazando se tiene
-2 0 -4 wi 0 0 0 O wi
-1 0 -1 wl=[1]=[-1 0 -1 wr | =11
1 0 2 w3 0 1 0 2 w3 0
Sumando la tercera fila a la segunda
0 00 wi
0 01 wy | =11
1 0 2 w3
Se deduce que w3 = 1. Reemplazando esto en la tercera fila w; = —2. Con wp = 0 se forma el vector
propio
-2
w=| 0
1
La segunda solucién tiene la forma
0 -2
)?2 =G 1] te””! + 0 e’
0 1

tercer vector propio de A = —1
Se debe hallar un vector 7 = (z;,z2,z3) tal que

(A= AL)Z ="
Reemplazando se tiene

-2 0 —4 Z1 -2 0O 0 O 2 0
-1 0 -1 2| = 0 £ -1 0 -1 | = 1
1 0 2 23 1 1 0 2 23 0



277

Se multiplicé la tercera fila por dos y se sumé a la primera. Ahora se suma la tercera fila a la segunda
para tener

000 2
0 01 2n]=11
1 0 2 23
Es claro que z3 = 1. Reemplazando esto en la tercera fila z; = —2. Con z = 1 se forma el vector propio
-2
=11
La tercera solucién tiene la forma
0 2 -2 -2
X}, =C3 1] =e"+| 0 |te'+ 1 |e?!
0) ? 1

Con todo esto, la solucién general tiene la forma

X(l‘) :)?1 +)?2 +Xg

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento-de Matematica y Estadistica

Pauta - Prueba 2 EDO (IME188)
Carrera: Ingenierias Civiles - segundo semestre 2023

Pregunta 1 2 3 4 puntos
Puntaje 15 15 15 15 60

Actividad 1 Determine solucién general de la ecuacion y” —2y" +y' = 1 +xe*

Solucién

En operadores la ecuacién queda
(D> —2D* +D)[y] = 1 +xe"

al factorizar
D(D* 2D+ 1)[y] = 1 +x¢* = D(D—1)*[y] = 1 +xe*

La solucidn de la ecuacién homogénea es
yn = C1 + Cre* + Cxe*
El aniquilador de 1+ xe* es D(D — 1)2. Al aplicarlo en la ecuacién original (no homogénea) se halla

DD~ 1)) =0
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En esta ecuacién homogénea la solucion es
y = C| + Cre* + Caxe* + Cax’e* + Csx>e* + Cox
se observa que la candidata a solucidn particular es
Vp = Cax’e* + Csx’e* + Cox
Ahora se resuelve
D(D—1)*[y,] = 1 +xe*
Se tiene
D(D —1)(D — 1)[C4x*e" + Csx>e" + Cex] = D(D — 1)[2xCye* + Cyx’e™ + 3x*Cse” + Csx’e* —
Cyx?e — CsxPe* + Co — Cex]
= D(D —1)[2xCye* + 3x*Cse* + C — Cox]
= D[2Cy¢" + 2xCye* + 6xCse* + 3x°Cse™ — 2xChe—
3)62C5e)C — C6 - C(, + Cﬁx]

= D[2C4e* + 6xCse* — 2C¢ + Cgx]
= 2C4e" + 6Cse* + 6xCse* + Cg

Se obtiene
Ce =1
2C4e" +6Cse* +6xCse* +Co =1 +xe* = { 2C4 +12C5 =
6Cs =1
de lo cual
Ce=1, GCs5= | Cy = !
6— 1, 5= 6’ 4 = )
Asi, la solucién particular es
1
Vp= —Exzex + 8x3ex +x
La solucidén general es
Yy=Yntyp
—2x

Actividad 2 Resolver y’ + 4y +4y = €

Solucién

La homogénea en operadores es

(D*+4D+4)[y] =0 = (D+2)*[y] =0

La solucién es
yp=Cre ¥+ Coxe >
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Como no tenemos aniquilador para el lado derecho de la no homogénea, se usa variaciéon de parametros.
Se supone solucién particular de la forma

yp = C1(x)e > +Ca(x)xe >
se resuelve el sistema

C'(x)e ™™ +C/ (x)xe > =0
e—2x

—2C, ' (x)e " F+ Gy (x)[e > — 2xe P =
x

Al multiplicar la primera ecuacién por 2 y sumar a la segunda ecuacién se obtiene

e—Zx

c,’ —2x _
' (x)e .

de lo cual |
Czl(x) = - = Cz(X) =lnx+GC
X

A continuacion se reemplaza el C,’(x) en la primera ecuacién
/ —2x —2x _ / —
Ci'(x)e 7 +e ™ =0=0C"(x)—1=0

de lo cual
Ci(x) = —x+C;

Con esto, la solucién general es

y(x) = (—x4C))e > + (Inx+Cy)xe >

al desarrollar
Yh Yp

y(x) =Cre ¥+ Coxe ¥+ —xe > + ¢ xlnx

Actividad 3 Determine solucién general de la ecuacién diferencial xy” +y’ = 16x>

Solucién

Si se multiplica por x la ecuacién es de Euler-Cauhy

xzy“ —|—xy' = 16x*

Se usa x = €' para tener
(D* =D+ D)[y(r)] = 16

Se busca la solucién de la homogénea
(D*)y(1)] = 0= yy=C1+Cat

Para hallar la particular usamos aniquilador. El aniquilador de 16¢* es D —4. Se multiplica la ecuacién
original por este aniquilador. Se tiene

D*(D—4)[y(1)] =0
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cuya solucién es
y=C) +Cat +C3e*

Asi, la candidata a y, es
4
yp =Cze”

Ahora se aplica el operador D? en la yp- Se tiene:

D’ yp] = 16¢"

al desarrollar
D?[C3¢"] = 16" = D[4C3¢"] = 16¢"

Aplicando, de nuevo, el operador D
D[4C3¢"] = 16" — 16C3¢™ = 166" — C; = 1

Por tanto, la solucién particular es

yp(t) = e

Volviendo a la variable x, la particular es
yp(x) =x

La solucidén general es
y(x) = Ci + Gy Inx 4 x*

Actividad 4 Aplicando transformada de Laplace resuelva el problema de valor inicial
Y46y +13y=10e"¥, y(0)=3, y'(0)=-13

Solucién

Se aplica transformada a toda la ecuacién
L +6LY+13.L] = 10L[e ]

se aplica la transformada de la derivada y las condiciones iniciales

10
(s*F (s) — 35+ 13) +6(sF (s) — 3) + 13F (s) = 2
s
al reducir 10
(s2+6s+13)F(s):3s+5+s+2
de lo cual
3s(s+2)+5(s+2)+10 352+ 115420

F(s)=

(s+2)(s2+654+13)  (s+2)(s2+6s+13)

Por fracciones parciales

_ A B+C A B C
Cos+2 s246s+13  s+2 0 (s+3)24+4  (s+3)2+4

F(s)

Veamos el calculo de la inversa de cada fraccion parcial
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- A j371 A :AeiZI
s+2 s+2

Bs _ B(s+3) 3B i . 3B )
" (5+3)2+4  (s+372+4 s+32+4:>$ []=Bcos2t-e — 5 sen2i-e
(s+3)

B(s+3) | B(s+3)
. — .,E/ﬂ o\ 7
(43744 {@+3y+4

Sin determinar las constantes de la fraccién parcial, la solucién es

3t

] = Bcos2t-e !

3B
y(t) =Ae * +Bcos2t-e ¥ — > sen2s-e > + Bcos2t-e

Al reducir

3B
y(t) =Ae ¥ +2Bcos2t-e 3 — - sen 2-e

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Pauta - Prueba 3 EDO (IME188)
Carrera: Ingenierias Civiles - segundo semestre 2022

Pregunta 1 2 3 puntos
Puntaje 20 (15+5) (949+2) 60

Actividad 1 Utilizando transformada de Laplace, resolver el siguiente sistema:

2/ //:l
{'x+x+y ) x(0) =1,y(0) =2,y'(0) = -2

2x+y’ =0

Se aplica la transformada a toda la ecuacién
Fgm+zm+gw]_gw
2L x|+ 2] =0
Aplicando las condiciones iniciales, y considerando .Z[x] = F (s), Z[y] = G(s), se tiene

1
25F (s) —2+F(s) +s*G(s) —25+2 = 7
s_

2F (s5)+5G(s) =2

Al reducir

(2s+1)F(s) +5°G(s) =25+
2F (s) +sG(s) =2

s—1
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Multiplicando la segunda por s y sumando a la primera se tiene

Fls)= —— —x() =2 {1}

s—1 s—1

de lo cual
x(t)=¢

Con este dato se puede ir a la segunda ecuacién original 2x 4y’ = 0, reemplazar y tener
y=-2x=y =2 = y=-2¢+C
Para hallar el valor de C se usa la condici6n y(0) = 2 para tener
y0)=2=2=-24C=C=4

Con esto la solucién es
x(t)=¢, y(t)=4-2¢

Actividad 2 Dado el sistema de ecuaciones diferenciales lineales:

21
X')=1[0 1 X
00

—_ W O

1. Encuentre los valores y vectores propios asociados a la matriz del sistema.
2. Escriba la solucién del sistema en términos de la matriz fundamental.

Solucién

Los valores propios se encuentran al resolver el siguiente determinante

2—-4 1 0
0 1-4 3 |=0=(1-1)*(2-1)=0
0 0 1-2

Los valores propios son
M=2, L=1 =1

Tenemos un valor propio simple y otro de multiplicidad 2.
Vector propio de A =2

Se hace reduccién por filas a la matriz del sistema

0 1 0 01 O
0 -1 3 ]~10 0 O
0o 0 -1 00 -1
Se debe hallar la solucién de la ecuacion
01 O Vi 0
0 0 O wl=10
0 0 -1 V3 0
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se observa que deben ser v, = v3 =0, y que con v; = 1 es suficiente. Por tanto el vector propio asociado
y la solucién son;

1 1
Vvi=10 s Xl(t): 0 eZt
0 0
Vector propio asociado a A = 1
Se considera la matriz
1 10
0 0 3
0 00
se observa que deben ser vi +v, =0,y que v3 = 0. Con v, = —1, es v; = 1. Asi, el vector propio, y la
solucién son:
1 1
171 =1|-1 R )?2 (l‘ ) =1-1 et
0 0

Vector propio de A3 = 1

Por tener multiplicidad 2, se debe resolver la ecuaciéon

1 10 w1 1
00 3|-Iw]=1-1
0 0 0 w3 0
Observando la ecuacion, debe ser w3 = —% y w1 +wy = 1. Siw; =0, entonces w, = 1. El vector propio
asociado es
0
wy=| 1

1
3

La segunda solucidn (seria tercera) tiene la forma

Con esto, la solucién general es de la forma

X(1) = Ci1 X1 (1) + C:Xx (1) + C3X3 (1)

La matriz fundamental la forman las soluciones como vector columna
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Actividad 3 Considere el siguiente sistema:

> 2 =5\ ¢ 4t

X' = X
1. Usando el método de valores y vectores propios encuentre la solucién del sistema homogéne.
2. Usando el método de variacion de pardmetros determine la solucién particular del sistema no

homogéneo.
3. Escriba la solucion general del sistema.

Solucién

= Valores propios

‘2_’1 -3 =0=A>+1=0= A=

1 —2-2

A partir de esto, como el imaginario es de la forma a+ ib, es a =0, b = 1. Con el valor propio A =i se

tiene:
2—1 =5 2—1 —5 2—i1 -5
1 —2—1 2—i =5 0 0

(2—i)V1 =5v) —v; 25, v)=2—1

A partir de esto

de manera que el vector propio es

Otro vector que sirve es

Asi, las soluciones son

> 2 1 2cost —sent
X (1) = <1> cost — <0> sent = < cost >
> 2 1 2sent +-cost
Xo(t) = <1> sent + <0> cost = < sent >

Con esto la solucién de la homogénea es

)?(l) = C])?l(l) +C2)?2(l)
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Solucién particular

La matriz fundamental es

2cost —sent 2sent +cost
()= ( cost l sent >

La matriz fundamental inversa
o~ (1) = sent | —2sent—cost\ (—sent | 2sent+cost
~ \—cost | 2cost—sent ) \ cost | —2cost+sent
A continuacién se forma el producto
1 - —sent | 2sent+cost 4t
¢ (1) F(t) = _ :
cost | —2cost+sent 1
cuyo resultado da
(1) = —4tsent +2sent + cost
~ \ 4tcost —2cost +sent

Esto se debe integrar

4tcost — 2cost + sent

/¢1(t)‘ﬁ(t)dt:/<—4tsent+256nt+cost> &

La primera fila necesita integracién por partes

= —4t = du = —4dt
{u " :>uv:4tcost—4/costdt

dv = sentdt —> v = —cost

En la segunda fila hay una integracién por partes

— uv = 4t sent —4/sentdt

u=4t — du =4dt
dv = costdt —> v = sent

El resto de las integrales es sencillo. La integral resulta ser
4tcost —4sent —2cost +sent\  [(4tcost —3sent —2cost
4fsent +cost —2sent —cost ) 4tsent — 2sent

Ahora estamos en condiciones de hallar la solucidn particular

S 2cost —sent | 2sent+cost 4t cost —3sent —2cost
Xp(1) = :
cost | sent 4tsent —2sent

Multiplicando ambas matrices

S 2cost —sent | 2sent—+cost 4t cost —3sent —2cost
Xp(1) = :
cost | sent 4tsent —2sent

El resultado, después de un arduo trabajo es
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> 8t — 6sent cost — 4+ 3sen?s
Xp(r) = < 4t —3sentcost —2 >

La solucion del sistema es
X(I) = Cth(l‘) —‘rCQXp(l‘)

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Estadistica

Pauta - Taller 3 EDO (IME188)
Carrera: Ingenierias Civiles - segundo semestre 2022

Pregunta 1 2 3 4 puntos
Puntaje 15 15 15 15 60

Actividad 1 Aplicando transformada de Laplace encuentre la solucién de y” + 1y’ —y = 0 tal que
¥(0)=0,y'(0) = 1.

Solucién

La ecuacion es de coeficientes variables. Se aplica la transformada a toda la ecuacién

L'+ Lty - L] =0

Usando propiedad
210 =~ (£ 0))
se tiene que
Ll-50)] = L (L) = =5 (ZD]) =~ 5 6F () =0) = —F(s) —5F(5)

Asi, la ecuacién original

se reduce a

arreglando

al dividir por s se obtiene

2 1
F’ ——)F(s)=—
(5)+ (5= )F(s) =
Una linda y hermosa ecuacidn lineal
, 2 1
Y +ps)y=aqls), pls)=s——, qls)=-
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cuya soluecién es
F(s) = e /PW)ds {efp(s)ds : q(s)ds+C]

en particular

Asi, la integral fuera del corhete es
2
[ ST S _ S
e [ p(s)ds — e 2Ins _ 5 p2ns Ly

Actividad 2 Aplicando transformada de Laplace determine la solucién de la ecuacién

0 si 0<r<3
y”+4y={ TOUSIET 0 flque y(0) = y'(0) =0
t si t>3

El segundo teorema de traslacién establece, bajo las hipdtesis apropiadas, que
LUt —a)ul —a) = e 2[f(1)]
de lo cual
27| 2110 = fli-amie-a)
Usamos la ecuacion escaldn para escribir la expresion dada en llaves
y'+4y=0+tu(t—3)
Para aplicar la propiedad de desplazamiento en el tiempo se escribe
V' dy = (1= 3)p(t - 3)+3u(t - 3)

Abhora se aplica transformada a toda la ecuacién

LY +4L] = 2Lt =3)u(t =3)]+3Lu(t - 3)]

Usando la transformada de derivadas y las condiciones iniciales
1 1
2 —3s —3s
F(s)+4F(s) == + -
s“F(s) (s) 2¢ ~e
Lo cual es equivalente a

1 1

2 3s —3s
LAF(s) = me B4 -

(s VF(s) 2 e P e

despejando

o= <s2 <s21+ ot 4)) = (%2114>> "

Las fracciones parciales permiten separar la fraccidn y calcular las transformadas inversas

A B Cs+D\ _4
Fis)= (242 42202 o3
(5) (s+s2+s2+4>e

Sin calcular las constantes las soluciones son:
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. 7! A} =1= 2!

LS

4 -eﬂ =Au(t—3)

E
|

[ B B ,
! sz] 1= 7! Sz-eﬂ =B(t—3)u(t-3)
7! S2C_i4} =Ccos2t = £ [SZC—'i4 '6_33'] =Ccos2(t—3) - u(t—3)

[ D C D D
| -1 = — -1 . —3s = — — . —
Z _52—1-4} 2 sen2t — & [S2+4 e ] 3 sen2(t—3)-u(t—3)

La solucioén final de la ecuacion es
D
y(t) = <A +B(t—3)+Ccos2(t—3) + 7 sen2(t — 3)) Su(t—3)

Actividad 3 Aplicando transformada de Laplace resuelva el problema de valor inicial

y'+6y +13y=10e"%, y(0)=3, y'(0)=-13

Solucién

Se aplica transformada a toda la ecuacion
LY +6.L' |+ 132y = 10.L]e ]

se aplica la transformada de la derivada y las condiciones iniciales

1
(s*F (s) — 35+ 13) +6(sF (s) — 3) + 13F (s) = 0
s+2

al reducir 0

2
6s+13)F(s)=3s4+5
(s°+6s+13)F(s) =3s+ +s—|—2
de lo cual

3s(s+2)+5(s+2)+10 352+ 115420

F(s) =

(s+2)(s2+654+13)  (s+2)(s2+6s+13)

Por fracciones parciales

_ A B+C A B C
Cos+2 s246s+13  s+2 0 (s+3)24+4  (s+3)2+4

F(s)

Veamos el célculo de la inversa de cada fraccién parcial

A A
. = ¢! = Ae ¥
s+2 542
Bs B(s+3) 3B 3

3B
] = i g*l :B 2t' —3[_7 2[‘- _
(137244 (5+32+4 (s432+4 []=Bcos2t-e 5 senlt-e



B(s+3) 1| B(s+3)
o= o

Sin determinar las constantes de la fraccién parcial, la solucidn es

] — Bcos2t-e

3B
y(t) =Ae * +Bcos2t-e ¥ — > sen2t-e > +Bcos2t-e !

Al reducir 1B
y(t) = Ae 2 1+ 2Bcos2t-e 3 — > sen2t-e !

Universidad de la Frontera
Facultad de Ingenieria y Ciencias

Departamento de Matematica y Est.

Pauta Taller 2 - EDO - Civiles
segundo semestre 2022

Escriba lo mds claro posible sus respuestas y sin borrones. Favor apagar celular y dejarlo lejos de su alcance.
jPor favor, no insista!

NO HAY CONSULTAS
Pregunta 1 2 3 4 puntos
Puntaje 15 15 10 20 60

Actividad 1 Inicialmente se tiene un estanque con 250 litros de agua pura, al cual se comienza a
verter una solucién salina a través de un ducto alimentador a razén de 4 litros por minuto, con una
concentracién de 0,125 kilogramos por litro. Paralelamente una bomba extractora saca del estanque la
solucién bien mezclada a razén de 2 litros por minuto. Sabiendo que la capacidad maxima del estanque
es de 600 litros, determine la cantidad de sal y la concentracién en el estanque 10 minutos antes del
rebalse del mismo.

Respuesta

La tabla con los datos del problema es

Ci Vi 1%) (6 Vo V(l‘) X(O)
t
0,125 4 2 SO PP V(r) =250+2 0
V(1)

La ecuacién diferencial que modela es

dx 1 X )
— =C1*Vi—Cr* V) —— — — .
dr VTR T S T o504+ 21

Se escribe como lineal para hallar su solucién

dx X 1

ar T 154 2
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Se tiene
x(t) — /5w [/eflfgﬂ -;dH—C]

Al calcular las integrales en las exponenciales

1
x(t) = (125 +1)"! [/(125 +1)- S dt +C}
Al calcular la integral
1
x(t) = (125 +1)"! [4 (125 +1)? +C]
Utilizando que x(0) = 0 se calcula la cosntante C

1 1252 56
= (125)7" = - (125)? —C=—-""=-=

Con esto, la cantidad de soluto en el estanque en todo tiempo ¢ es

x(t) = (125+1)7! [i (125+1)* - ﬂ

Por otra parte, el tiempo de rebalse del estanque se encuentra al resolver
V(t) = Vop+2t = 600 = 25042t = 600 = ¢ = 175min
Se pide 10 minutos antes del rebalse, por tanto, en t = 165. Se tiene
x(165) = 59kg

Para la concentracion se tiene:

x(165) 59

C(165) = V(165) 580

~0,1

Actividad 2 Un termémetro se lleva desde el interior de una habitacion aislada hacia el exterior, donde
la temperatura es de 5°. Luego de un minuto, el termémetro marca 15°, y luego de 5 minutos marca
10°. Determine la temperatura que habia al interior de la habitacién.

Respuesta

De la lectura del problema se deducen los siguientes datos:
» T(0) = temperatura inicial del termémetro » T(1)=15
o de la habitacién » 7(5)=10

» T4 =5 temperatura del medio

Establecemos la integral que modela el problema

—k/dt
T— TA
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poniendo los datos se tiene

10 47 5
/ o —k/ — In(5) — In(10)d = —4k
15 T—5 1

se obtiene |
k= —In2
4
Considerando las otras hip6tesis se conforma la siguiente integral

5 4T 1

1 T-5
L — " 1n(2) | dt =>In—" =1n2'/*
r T—5 4“”/0 — "0 7"

despejando el T
T-5=102"*—=T=5+10-2/*~ 16,89

Actividad 3 Determine la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea

y"'+2y"+2y" =0
Respuesta
Al escribirla en operadores

(D? 42D +2D)[y] = 0 = D(D* 42D +2)[y] =0

La cuadritica tiene raices complejas. Si se utiliza la expresion

D? —2aD + a* + b?

se halla que
—2a=2=a=-—1, b=1

de modo que en el espacio solucién de
D(D*+2D+2)[y] =0

se encuentran: C| para D y Cre *senx y Cze “cosx para el operador cuadratico irreductible. En
consecuencia, la solucion general es

y(x) =C) 4+ Cre *senx+ Cze “cosx
Actividad 4 Determine la solucién general de la ecuacién diferencial no homogénea
V" =9y =9xe >
Respuesta
La ecuacién en operadores tiene la forma

(D* —9)[y] = 9xe > = (D —3)(D+3)[y] = 9xe **

La solucién de la homogénea es
v =C1e* +Cre™*



Por otra parte, el aniquilador de 9xe™>* es
(D+2)?

al aplicar este operador anulador en la ecuacién no homogénea (original), ésta se transforma en una
homogénea
(D+2)*(D*~9)] =0

con solucién
Yh Yp

y=C1e* +Cre ¥ +Cie P+ Caxe ™
Esta candidata y,, se trabaja en la ecuacion original
(D = 9)[yp] = 9xe™™

se tiene
DD|[Cze > + Cyxe ] —9(Cze % + Caxe ) = 9xe >

que equivale a
D[—2C3e_2x +Cpe ¥ — 2C4xe_2x] — 9(C3€_2x + C4xe_2") = Oxe >
Derivando nuevamente
4C3e™ % —2Cye™ > —2C4e™ > +4Cyxe > — 9C3¢ > — 9Cyxe >*) = 9xe >
reuniendo términos semejantes
—5C3¢ > —4Cye > — 5C4xe_2x) = Oxe >
Para determinar las constantes se forma un sistema

—5C3—-4C4 =0
—5C4=9

Los valores son

9 36
Cy=—= C=—
4 5 37 55
Con esto, la solucién particular es
36 9
Yp ge—Zx_Sxe 2x
Claramente, la solucién general es
y(x) =yn+yp
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Escriba lo mds claro posible sus respuestas y sin borrones. Favor apagar celular y dejarlo lejos de su alcance.

jPor favor, no insista!
NO HAY CONSULTAS

Observacién: Use el reverso de las hojas para sus cdlculos

Pregunta [ 1 | 2 [ 3 Total
Puntaje | 18 | 22 | 20 [ 60 puntos

Actividad 1 Considerar el sistema
x' =—dxty+z
y' =x+5y—z
!/

77 =y-3z

1. (1 pt) Escriba el sistema en forma matricial

X x’ —4 1 1 x
yl=(y]=1 5 -1][»
z z/ 0 1 -3/ \z
2. (2 + 2 pts) Si un valor propio de A es A; = —3, anote los valores propios restantes
Mh=—-4 A3=5

3. (4+4+4 pts) Escriba los vectores propios asociados a cada valor propio.

1 1
n=[(o], m=|-1], %»=[8
1 1

4. (1 pt) Anote la matriz fundamental del sistema

106—41 eSt e—3t
O(t)=| —e 8 0

e—4t eSt e—3t
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Actividad 2 Considerar el siguiente sistema:

x' = —Sx+y+6e¥
y =4x—2y—é*

1. (1 pt) Escriba el sistema en forma matricial

() -(3 5)0)+(5)

2. (1 pt) Escriba el sistema homogéneo a resolver

(- 50)

3. (2 + 2 pt) Anote los valores propios del sistema homogéneo.

] AM=—1, A=-6

4. (3+3 pt) Escriba los vectores propios asociados

5. (1 pt) Anote la matriz fundamental

et —6e
20 (0 o)

6. (2 pt) Escriba la matriz inversa de la fundamental

8. (3 pt) Escriba el valor de [®(r)~" - F dt.

3t 1,3t
R Jeltdt \ [ ze
rou - Fa=( o) = (Ciw)
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9. (2 pt) Anota la solucién particular.

%= fo) Fa= (2

et —6e7 Y 1e¥ 2 (23
T\ 58 ) T 24\ 17

Actividad 3 Considerar el sistema
' +y =y =t
{”y Y £(0) = 1, y(0) =0

x/+y/ :t2’

y las notaciones; F(s) = Zx] y G(s) = ZL[y] 0 X(s) = L[x] y Y (s)
mas) Si aplica fracciones parciales debe calcular las constante
1. (1 pt) Aplique transformada de Laplace al sistema

Z[y]. (segun se le acomode

{ZX[X’HX[y’]—f[y

2
1
25F(s) +(s—1)G(s) =2+
s
2
sF(s) +5G(s) =1+
s
3. (4 pt) Anote el valor de F(s) o X(s).
4 5 4 2 5
Fls)=—+2—
(s) s s 8 st s+l
4. (4 pt) Anote el valor de G(s) o Y(s)
4—s
(s) (s+1)s?
5. (3 pt) Escriba la inversa de F(s) o X(s).
r 2 ~t
—4-+504 5~ 27+ Se

x(t) =

. (3 pt) Escriba la inversa de G(s) o Y (s)

(@)

y(t)=5—5t+2* — 5!

. (1 pt) Anote la solucion del sistema.
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3

t

x(t) = —4+5t+ 3 - 26 +5e”"
y(t) =55t +2* —5e!
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 1(a)

1
—sentV7
V7

O
Ejercicio 1(b)
Ae™" + Be' cos2t + Bt Cet sen2t
O
Ejercicio 1(c)
—2cos2t+3sen2t
O
Ejercicio 1(d) Fracciones parciales
f(t) =Ae™ +Be * +Ce™
O

Ejercicio 1(e) Observemos que esto significa que se pide determinar la transformada inversa de

2543 2543
m _Estoes, L~! [Sz_ith)] . Escribimos lo siguiente
25+3 2(s—2) 7

245420 (5-2°+16  (s—2) 116

Con ello nos damos cuenta que aparecen las transformadas de las funciones seno y coseno, desplazadas.
En consecuencia

25+3 7
L B 2 st g et =10
O
Ejercicio 1(f)
5 2
geQx _ ge—x
O

Ejercicio 1(g) Un primer método para resolver es usando fracciones parciales:

1 1 )

s(24+1) s 241

] - [
.

1
1
———— | =1—cost
L(S“r 1)] -
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Convolucion. Para usar la convolucion escribimos lo que sigue

1 1 1

s(s24+1) s $2+1 -

Ahora,
1
Fils) = = f(1) =1
1
Fy(s) = T g(t) = sent

En consecuencia

— 10580 = 2 |t

L1050 = 7 ey

s2+1)

Esto significa que la transformada inversa la podemos hallar por convolucion. Tenemos.

1! [s(s;—l—l)] — /Otl-sen(t—x)dx:COS(t_x)]B

= 1—cost

Ejercicio 1(h)

e X cos2x+ e Fsen2x

Ejercicio 2(a) Al igualar a cero obtienes
x; =700

el tnico
Ejercicio 2(b) te recomiendo https://www.wolframalpha.com/input/?i=StreamPlot

Ejercicio 2(c) al punto de equilibrio.

g
O
g

Ejercicio 2(d) te recomiendo https://es.symbolab.com/solver/ordinary-differential-equation-calculator

O

Ejercicio 3(a) Al igualar a cero aparecen tres puntos criticos o de equilibrio; P =20, P=0y P =5.

Ejercicio 3(b) Se analizan tres intervalos:
m Si0 < P <35, Pesdecreciente.
m SiP<0o0si5< P <20, P escreciente.
= Si P > 20, P es decreciente.

Ejercicio 3(c) Estd hecha horizontal

g
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O
Ejercicio 3(d)
» —<¢—=—p— ¢———
O
Ejercicio 3(e) Si r — oo, P tiende hacia el punto de equilibrio, P = 20. 0
Ejercicio 4(a) Al igualar a cero aparecen tres puntos de equilibrio; x =0, x=1yx = —1. g

Ejercicio 4(b) Recuerda que la derivada de f evaluada en el punto critico dice si es estable o inestable
fx)=x—x= f'(x) =1-3x* = f'(0) >0

se sigue que x = 0 es estable. Verifica que x = 1 y x = —1 son asintéticamente estables O

Ejercicio 4(c) Estd en forma horizontal

> L o = P T —
-1 0 1

O
Ejercicio 4(d) Mira los puntos criticos y la linea de fase 0
Ejercicio 5(a) Los puntos criticos son (0,0), (0, 14), (20,0) y(12,6). O
Ejercicio 6(a) Son hipérbolas; y = T, conx#0 O
X
Ejercicio 6(b)
= Las soluciones son crecientes si y’ > 0. Esto signfica primer y tercer cuadrante.
= Son decrecientes si y’ < 0. Esto es, segundo y cuarto cuadrante.
0
Ejercicio 6(c) La concavidad tiene que ver con la derivada segunda (y").
Y=y =" =yt =y+x(y) =y+y
al igualar a cero
Y422y =0=y(14+x*)=0=y=0
» Siy> 0 setiene y” > 0 céncava hacia arriba.
» Siy < 0setiene y” < 0 céncava hacia abajo.
O
Ejercicio 6(d) https://www.geogebra.org/ O
Ejercicio 7(a) Son una familia de rectas; y =m — x O

Ejercicio 7(b)
» Las soluciones son crecientes si y’ > 0 esto implica x+y > 0. Esto es y > —x.
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= Son decrecientes si y’ < 0. Esto es, x+y < 0, de donde y < —x.

O
Ejercicio 7(c) La concavidad tiene que ver con la derivada segunda (y").
Yi=xty=y"=1+y" =x+y+1
al igualar a cero, y=—1—x
s y”>0siy> —x—1 céncava hacia arriba.
» y”" < 0siy< —x— 1 céncava hacia abajo.
O
Ejercicio 7(d) https://www.geogebra.org/ O
Ejercicio 8(a) Son una familia de parabolas; y = x> — m O
Ejercicio 8(b)
= Las soluciones son crecientes si y’ > 0 esto implica x> —y > 0. Esto es, y < x%.
= Son decrecientes si y’ < 0. Esto es, x? —y <0, dedonde, y > X2
O
Ejercicio 8(c) La concavidad tiene que ver con la derivada segunda (y").
y’ :xz—y:>y” =2x—y' = 2x—x2—i—y
al igualar a cero, y = x> — 2x
= y” > 0siy>x?—2x céncava hacia arriba.
» y” < 0siy<x?—2xcéncava hacia abajo.
O

Ejercicio 8(d) https://www.geogebra.org/ O
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