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Introduccion

El Departamento de Matemdtica y Estadistica tiene una larga tradicién preparando textos de apoyo
para sus distintas asignaturas. El primer apunte de curso con contenidos bdsicos fue preparado por
docentes del departamento en el afio 1989. Desde entonces, distintos equipos han preparado, revisado
y actualizado el material, segln las necesidades y ajustes curriculares.

Es asi como este nuevo texto, el tercero de la serie 2023, recoge en buena medida el material
entregado en las versiones anteriores, y tiene como objetivo principal acompaiiarte en la revision de
los contenidos de las asignaturas correspondientes al segundo bimestre que cursards al iniciar tus
estudios en alguno de los programas de ingenieria civil de nuestra institucién.

Los contenidos que en este texto desarrollamos son los correspondientes a las asignaturas de Algebra
y Precdlculo II. En cada tema encontrards ejercicios resueltos. De seguro serd una fuente de
consulta a la que podras acceder rapidamente cuando tengas alguna duda o al preparar tus asignaturas
de matemdtica del segundo bimestre.

Estimada y estimado estudiante ponemos este texto a tu disposicidn con la intima esperanza de que
te sea de ayuda y orientacién en tu formacién inicial.

Te deseamos mucho éxito en esta nueva etapa de tu vida, pero también te recordamos que solo se
logra el éxito si hay trabajo, esfuerzo y dedicacién.

Elena Olivos H.
Directora Departamento
Matemadtica y Estadistica

Hernan Burgos V.
Director Académico CAMVIT
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Razones y funciones trigonométricas

1.1 Primeros conceptos

Un dngulo se define, generalmente, como la abertura que hay entre dos semirectas que parten de un
punto en comin Illamado vértice. La medida del dngulo corresponde a la magnitud de la rotacién
necesaria para llevar una de las semirectas a la otra. Esta medida puede ser positiva o negativa,
dependiendo del sentido de la rotacién. Si el sentido es antihorario, el dngulo se considera positivo.
Si el sentido es horario, el dngulo se considera negativo

10 Lado Inicial

Lado Inicial

Podemos medir la distancia que hay a lo largo de una linea recta con diferentes unidades de longitud
(centimetros, pulgadas, pie, etc). De la misma forma existen varias maneras de medir los dngulos,
los mas comunes son grados sexagesimales y radianes.

La medicién de los angulos en grados es la mas conocida, método heredado de los Babilonios,
quienes utilizaron un sistema de numeracién basado en grupos de 60, dividiendo el circulo en 360
partes iguales y a cada una de ellas la llamaron grado.

Definicién 1.1.1 (Radidn) r
Un radian (rad) es la medida de un dngulo del centro de un circulo N

cuyos lados intersectan un arco de circunferencia de longitud igual
al radio.



1.2 Razones trigonométricas en el plano cartesiano

Como la longitud de la circunferencia es L = 27rr, si v = 1 tenemos que 27 rad equivale a 360°, de
o

1
donde 1rad = 180 y 1° = T rad.

T
El lector demostrard sin dificultad que si s es un arco de circunferencia y « representa la medida en
radianes del dngulo del centro, entonces s = ar.

( Ejemplo 1.1.2 W

El extremo de un péndulo de 40 cm. describe un arco de 12 cm. En qué dngulo oscila
el péndulo?.

Solucion

En el diagrama vemos la oscilacién del péndulo.

Como r =40y s = 12, se tiene que

A 12 =6-40

12 3
4 40 =" ="
0 10 10

) : ) 3
Por lo tanto, el péndulo oscila con un dngulo de 10 rad.

12

1.2 Razones trigonométricas en el plano cartesiano

Y

Consideremos la circunferencia de radio 1 centrada en el ori- Y (@)
gen, cuya ecuacién estd dada por 22 + y> = 1, como se [
muestra en la figura 1.1. :
Diremos que el dngulo AOP estd en posicion candnica, si oo ;i Ay
su lado inicial O A coincide con el eje X positivo y su vértice [
estd en el origen. N
Designaremos con « el angulo AOP medido en radianes. Qz,~y)
Entonces, se tiene que s = .

Figura 1.1: Circunferencia z* + 3 = 1.

Para cualquier valor de « definimos la razén trigonométrica seno de oz como la segunda coordenada
del punto P(x,y) y la razén trigonométrica coseno de o como la primera coordenada del punto.

Asi,

sena =Yy y cosa=2c

2 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



1.2 Razones trigonométricas en el plano cartesiano

Existen otras cuatro razones trigonométricas, llamadas tangente, cotangente, secante y cosecan-

te, definidas como:

sen «

1. tga = Y _
T  coso
T cosa

2. ctga=—=
Yy  sena

1 1
3. seca=— =

T cos &

1 1
4. csca=— =

Yy  sen«

Como el punto P se mueve sobre la circunferencia y 2wrad es la medida del dangulo completo,

entonces:

sen(a + 27m) = sen(a + 2k7) = sen «,

ke Z.

Lo mismo ocurre para las otras razones trigonométricas.

Ademds, al observar el punto @ en la figura 1.1, se puede deducir que:

sen(—a) = —y = —sena y

cos(—a) = x = cos «

Asi, es facil ver que las otras razones trigonométricas, satisfacen:

1. tg(—a) = —tga

2. ctg(—a) = —ctga

3. sec(—a) = sec

4. csc(—a) = —csca

En la figura 1.2 consideramos una circunferencia unitaria y ademds, los tridngulos OQP y OAB

semejantesl,
asi
A _QP _ AB
OB OP OB
y
0A _0Q _ 04
OB OP OB

Esto prueba que las razones trigonométricas de-
penden solo del tamano del dngulo y no del ta-

mano del tridngulo.

Y B
= - = Sseno = ——
1 OB
Y OA
= = = COS(¥ = ——
1 OB

Figura 1.2: Tridngulos semejantes

Si consideramos el tridngulo rectdngulo OAB y « el dngulo agudo de dicho tridngulo de la figura
1.2, podemos definir las razones trigonométricas como el cuociente entre las longitudes de los

lados del triangulo:

!Los lados correspondientes de tridngulos semejantes son proporcionales

Matematica 2 3



1.2 Razones trigonométricas en el plano cartesiano

1. Seno del angulo «,

Cateto Opuesto
senqg = ———————————,
Hipotenusa

2. Coseno del angulo o,

cos « :
Hipotenusa

3. Tangente del angulo «,

Cateto Opuesto

tgo =

_ Cateto Adyacente

~ Cateto Adyacente’

4. Cotangente del angulo ¢,

_ Cateto Adyacente

ctga =

5. Secante del angulo o,

Hipotenusa

sec ¥ =

6. Cosecante del angulo «,

Hipotenusa

csca = ————.
Cateto Opuesto

Cateto Opuesto

Cateto Adyacente’

( Ejemplo 1.2.1

_/

. ) : . 3
El tridngulo ABC' es rectdngulo en C. Determinar sen g si tga = 3"

Soluciéon

3 :
Como tga = —, podemos decir que el cateto opuesto y el

cateto adyacente al dngulo o miden 3k y 2k, donde k£ € R, b
respectivamente. 8
Para calcular sen 5, necesitamos conocer la hipotenusa del
tridngulo rectangulo, para lo cual podemos utilizar el teorema c a=3k
de Pitdgoras.

A =9k*+4k* = =13k A c

asi,

2k 2413

senff = — =

V13k 13

De la definicién de las razones trigonométricas en un tridngulo rectdngulo, podemos conocer las
razones trigonométricas de algunos dngulos especiales.

Si consideramos un tridngulo equildtero de lado 2a (o simplemente 2, ya que todos los tridngulos
equildteros son semejantes) y se traza la altura desde uno de sus vértices podemos calcular el valor de

. o T T . . . y .
las razones trigonométricas de 3 y 3 radianes?. De igual forma, con un tridngulo isésceles rectangulo

. . . . ™ .
con catetos de longitud a determinamos el valor de las razones trigonométricas de 1 radianes.

2La altura trazada desde un vértice C' en un tridngulo equildtero dimidia al lado opuesto y bisecta al dngulo
que se encuentra en el vértice C

4 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



1.3 Identidades y Ecuaciones trigonométricas

Por otra parte, utilizando la circunferencia unitaria encontramos los valores de las razones trigo-

L. ™ s ..
nométricas para 0, —, m y —. Todo esto se resume en la siguiente tabla:

2 2
ngulo [ T [ om [x o] T3r
Razén e I i - I B
1 2 3
sen o 0 5 % % 110 -1
3 2 1
cos o 1 % % 5 0 |-1 0
tan a 0 @ 1 V3| AlO| A
cot Al V3] 1 @ 0| A] O
sec « 1 % V2| 2 Al-1| A
csc o A 2 V2 ¥ 110 1

1.3 Identidades y Ecuaciones trigonométricas

Una igualdad donde intervengan razones trigonométricas puede ser verdadera para todo valor del
angulo o sélo para algunos. En el primer caso tenemos una identidad trigonométrica la que debe
ser demostrada y en el segundo caso una ecuacion trigonométrica que debe ser resuelta, es decir,
encontrar todos los valores del dngulo que la satisfacen.

1.3.1 Identidades basicas

De la definicién de razones trigonométricas se deducen las siguientes identidades fundamentales:

(a) sena - csca = 1. (d) tga:sena.
cos a
(b) cosa-seca = 1. (e) ctgar = cosa
sen
(c) tgar-ctga = 1. (f) sen? a + cos?a = 1.

La expresién (a) indica que sena y csca son razones reciprocas, lo mismo ocurre con las parejas
cos «, seca y tg o, ctg a. De todo esto se deduce que basta con conocer el sen « y cos « para tener
el valor de las restantes razones trigonométricas.

Si la identidad (f) se divide por cos? a # 0, obtenemos

tg2a+1:sec2a

y nuevamente dividiendo la identidad (f) por sen? a # 0, resulta

1+ ctg2 a = csca.

Matematica 2 5



1.3 Identidades y Ecuaciones trigonométricas

Observacion 1.3.1

Para demostrar una identidad trigonométrica, se transforma uno de los miembros de la igualdad
(cualquiera de los dos) en el otro, utilizando propiedades algebraicas y las identidades bdsicas dadas
anteriormente. Generalmente, es mds facil comenzar por el lado mas complicado.

( Ejemplo 1.3.2

./

tg o tg o
Demostrar que & + &

= 2ctgaseca.
seca—1 seca+1 &

Soluciéon

En efecto tg o tg o . 1 1
seca—1 seca+1 &

seca — 1 + seca+ 1

[seca—l— 1+seca — 1]
= tga

sec?a —1
sec o
= 2t
B [tg2<1}
1
= 2. —— .secw

= 2ctgaseca.

Ejemplo 1.3.3

—

L Demostrar que  sec? ¢ csc? ¢ = (tg ¢ + ctg ¢)2 .

Soluciéon

En efecto

(tgp+ctgd)’ = tg”¢+2tgdctgd +ctg’ b
= tg°¢+2+ctg’ o
= tg2p+1+1+ctg?o
= sec? g+ csc? ¢
1 1
cos2p | senZg
sen ¢ + cos? ¢
cos? ¢sen? ¢
1
cos? ¢ sen? ¢
= sec?pesc? ¢

6 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



1.3 Identidades y Ecuaciones trigonométricas

De la figura adjunta, se tiene que o+ 8 = g de donde 8 = g — «, lo que satisface las siguientes

igualdades conocidas como cofunciones?.
Y
y - —_——
(a) sena:cos( ) (d) ctgoz-tg(E—oz) /B
(b) cosa =sen ( a) (e) seca = csc ( — a) X
T 7r
(c) tga = ctg (5 - > (f) csca =sec <§ - a)

De la definicién de razén trigonométrica, no es dificil ver que los signos de las razones trigonométricas
varian dependiendo del cuadrante en que se encuentre el lado terminal del dangulo considerado, en su
posicién candnica.

En la siguiente tabla se resume lo anterior.

/ Cuadrante 7 I 1 | v
Razén

Seno

Coseno

Tangente

Cotangente

Secante

e B

Cosecante

( Ejemplo 1.3.4

I

) 12 . . -
Sisena = 3 y tg a < 0, determine los valores de las razones trigonométricas restantes.

Solucién

Comosena >0ytga<0=ac (%,ﬂ'). Usando la identidad: sen? o + cos? a = 1 tenemos:

/ 12\ 2 [169 — 144 5
cosa =+v1—sen?a = £ 1—(1—3> =+ T:il—g,

5
pero la razén coseno es negativa en el segundo cuadrante, por lo cual, cosa = I3

3Esto se debe a que a las razones trigonométricas también se les considera como funciones trigonométricas

Matematica 2 7



1.3 Identidades y Ecuaciones trigonométricas

sen o 12
Por otro lado, sabemos que tga = = ——. Ahora las razones reciprocas:
cos « )
1 13 1 13 ) 1 5
seca = =——, csca= =—, cgla)=—=——.
oS o 5’ senav 12’ & tg a 12

Es posible conocer el valor de las razones trigonométrica de ciertos angulos escritos como suma o
resta de ciertos dngulos conocidos. Este proceso se llama reduccién y se resumen en la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.3.5

. L T 3T, , .
1. Las razones trigonométricas de — y — mds o menos un angulo agudo son iguales a la

cofuncién del angulo agudo, con el signo que le corresponde a la razén trigonométrica
en el cuadrante al que pertenece el angulo original.

2. Las razones trigonométricas de m y 2r mas o menos un dngulo agudo son iguales a
la misma razén del dngulo agudo, con el signo que le corresponde a la razén en el
cuadrante al que pertenece el angulo original.

El siguiente ejemplo ilustra como calcular razones trigonométricas usando la proposiciéon anterior.

( Ejemplo 1.3.6 W
Calcular el valor de se 2—7T t 4_7r cos 7_7r ct 7—7T
n 3 ) g 3 ) 6 ) g 4

Solucion

» Usando la parte 1 de la proposicién 1.3.5, se tiene

2 3
sen <§> = sen (g + %) = +cos (%) = g

Por otro lado, si usamos la parte 2 de la proposicién 1.3.5, tenemos

(%) = sen (n = T) = sen (3 = %
- (5) =l f) = () =
. cos (%) —cos (r+ 1) = —con (Z) = =22
() -ss (5 +5) =-e() =

8 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.
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1.3 Identidades y Ecuaciones trigonométricas

1.3.2 Otras identidades

Como ya conocemos las identidades basicas, en la proposicidn siguiente presentamos un listado de
otras identidades que son de uso frecuente en varias dreas de la matematica.

Proposicion 1.3.7
Tenemos las siguientes identidades trigonométricas,
1. sen (a + ) = senacos f + sen 3 cos a.

2. cos(a+ ) = cosacos B — sen B sen .

tga+tgf

4. sen (o — [3) = senacos 5 — sen 3 cos .

5. cos (a0 — ) = cos acos B + sen fsen .

tga —tg S
.t = = —
6. tg(a—§) 1+ tgatg B

DEMOSTRACION.

T T . .
Demostraremos solo para el caso 0 < a + 8 < 5 Sia+p> 5 se necesitan algunas herramientas

adicionales para la demostracién, las que se veran mas adelante.

De la figura se puede ver facilmente que los triangulos OBC'y P DC' son semejantes. Luego, utilizando
los lados de los tridngulos rectangulos, se obtiene

1. = =
sen(a + ) 5P oD P
BC DP \ i
p— :+:
OP OP i
_ BC 0C  DP TP :
~ OC OP CP OP !
= senacosf + cosasen 3 :
Do___.\C
- N J— 1
A OB-A4B - '
2 = == '
cos(a + f) or _ op ; !
_ 0B DO ] B
P OP “ : 1
OB OC DC CP 9 A B

OC OP CP OP
= cosacos 3 —senasenf

Matematica 2 9



1.3 Identidades y Ecuaciones trigonométricas

1

sen(a Sen o cos cosasen S  cosacosg
3 tg(a+ﬁ) _ ( +5) _ 5"1' 5 . Cosozlcosﬁ
cos(a + ) cos acos B — sen asen 3 cosacosd

senacos3  cosasen 3

cosacos 3 cosacosf
cosacos 3 senasen 3

cos acos f3  cos acos 3

_ tga+tgp

1 —tgatgp
Para demostrar las identidades 4, 5 y 6 escribimos o — 3 como « + (—/f3) y usamos las identidades
1, 2 y 3, segln corresponda. [

Si en la proposicién 1.3.7 reemplazamos 3 por «, obtenemos las siguientes identidades:

Proposicion 1.3.8

1. sen (2a)) = 2sen a cos a.

2. cos (2a) = cos?a —sen’a = 1 — 2sen®a = 2cos® a — 1.
2tg
3. tg(2a) = —————.

( Ejemplo 1.3.9

_

Demostrar que

sen(4a) cos(a) — sen(3ar) cos(2a) = sen acos(2a).
\-

Solucién

En efecto, observemos que:

sen(4a) cos(a) = sen(3a+ ) cos(a)
= [sen(3a) cos(a) + cos(3a) sen(a)] cos(a)

sen(3a) cos?(a) + cos(3a) sen(a) cos(av).

Por otro lado,
sen(3a) cos(2a) = sen(3a) [cos®(a) — sen®(a)]

= sen(3a) cos®(a) — sen(3a) sen’(a).
Reemplazando en la identidad tenemos:
sen(4a) cos(a) — sen(3a) cos(2a) = sen(3a) cos?(a) + cos(3a) sen(a )cos(a)
—[sen(3a) cos?(a) — sen(3a) sen®(a)]
= [cos(3a) cos a + sen(3a) sen(a)] sen(a)
)-

= cos(3a — a)sen(a) = cos(2a) sen(«

10 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



1.3 Identidades y Ecuaciones trigonométricas

1.3.3 Ecuaciones trigonométricas

Para resolver una ecuacién trigonométrica no existe un método general, pero siempre es convienente
expresar la igualdad en términos de una misma razdn trigonométrica y un solo tipo de dngulo, si es
posible. Dependiendo de la ecuacién serd necesario factorizar, extraer raiz o elevar a alguna potencia,
por lo cual, siempre debe verificarse las soluciones encontradas.

( Ejemplo 1.3.10 w

L En el intervalo [0, 27) resolver la ecuacién cosz — cos 2z = 0. J

Solucién.

Escribiendo la ecuacién en dngulos simples y en términos del coseno tenemos:

2

2cos“x—cosx—1=0

(2cosxz+1)(cosz—1)=0

cosT = > 6 cosz =

luego,

1
cosx:—§:>x:—,— cosr=1 = =027

21 Ar
Tenemos el conjunto solucién: S = {O, 5 —}

( Ejemplo 1.3.11

I

En el intervalo [0,27) resolver 2cos?z + senx = 1.

Solucién.

Usando identidades trigonométricas tenemos que:

2

2(1 —sen®z) +senz =1 = 2sen’z —senz — 1 = 0.

Usando el cambio de variables y = sen =z obtenemos la ecuacién cuadratica 2y> —y — 1 = 0, con lo

cual tenemos dos posibilidades que y =1 0 y = —%.
Luego, -
senx =1 = z= 5
senz = ! = x= fm Um
2 6’ 6
Es decir, tenemos por conjunto solucién: S = {g, %T, HTW}
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( Ejemplo 1.3.12

./

Encontrar todos los valores de x € [0, 27) para los cuales:

2 2

4sen“xcosx —3 =3cosx —4sen” .

Soluciéon

Notamos que
4sen’zcosx —3 =3cosz —4dsen’z, z€ [0, 27),

es equivalente a
4sen’ zcosx +4sen’x — 3 —3cosx =0, € [0,2m).

Factorizando obtenemos que
4sen2:1:<cosaz + 1) — 3(1 + cos:n) =0, x€]0,2m).
Volviendo a factorizar, obtenemos
<4sen2 x — 3) (cosx + 1) =0, z€]0,2m).

Por lo tanto
4sen’z — 3 =0, Vv cosz+1=0, ze€l0,2n)
Por una parte, tenemos:
4sen’z—3=0

Sen2 Tr =

] w

Esto implica que
3 -3
senng v senw:Tx/i, x € [0,27)

Nuevamente resolveremos cada ecuacién por separado, para luego unir las soluciones

N T v 2
senxy = — Tr=— r=—
2 3 3
—V3 47 v 5T
senxr = —— xr = — xr = —
2 3 3
Por otra parte,
cosxt+1=0
cosx = —1 = IT=T.

. ., ., . T 27 4 bmw
El conjunto solucién de la ecuacién original es S = —

o o 0 o
373 3 3
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1.4 Aplicaciones

1.4 Aplicaciones

Para resolver problemas relacionados con trigonometria debemos leer cuidadosamente e interpretar
los datos de manera adecuada, realizando una figura que concuerde con la informacién dada.

1.4.1 Aplicaciones en el triangulo rectangulo

Dentro de las aplicaciones importantes en un tridngulo rectdngulo, estan aquellas que tienen que ver
con el dngulo de elevacién y el dngulo de depresién.

El angulo de elevacion estad formado por la horizontal y la
linea de visién a un objeto ubicado en el punto B sobre la
horizontal.

Horizontal

Horizontal

El angulo de depresion estd determinado por la recta ho-
rizontal y la linea de visién a un objeto ubicado en el punto
A que estd por debajo de la horizontal.

( Ejemplo 1.4.1 W

El dngulo de elevacién de una rampa de 30 metros que lleva a un puente sobre una
autopista es de 15 grados. Determinar la altura del puente a la autopista.

Solucién

Llamaremos h a la medida de la altura del puente a

la autopista. Como se forma un tridangulo rectangu- Puente
lo cuya hipotenusa conocemos, se tiene que e’dos
Q™
, ) h
sen 15° = 30 = h=30sen15° = 7,76 15°

Luego la altura es aproximadamente 7,8 metros.

( Ejemplo 1.4.2 h

Desde la parte mds alta de un edificio de 10 mt de altura, se observan dos autos
. . , ., ™ T . .
estacionados en una misma calle, con dngulos de depresién de s y 3 Hallar la distancia

entre los autos.
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Solucion

Sean x : la distancia entre los dos autos e ¥ : la distancia de la base del edificio al auto mds cercano.

Del diagrama obtenemos que:

tan & = = z+y=10V3
6 x+vy
Ademas,
tanz— = —E
3 Y=

Reemplazando el valor de ¥, se tiene

10
r=10V3 - —
V3

Por lo tanto, la distancia entre los autos es metros.

1.4.2 Teoremas del seno y coseno

Para los siguientes resultados consideremos un triangulo ABC' cualquiera de lados AB = ¢, AC = b
y BC = a:

Figura 1.3: Tridngulo ABC cualquiera.

Teorema 1.4.3: Ley de los senos
En todo tridngulo los lados son proporcionales a los senos de los dngulos opuestos. Es decir,

a b @

sena  senfS senvy
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DEMOSTRACION.
En la Figura 1.3 sean C'D y BE alturas correspondientes a los vértices C' y B respectivamente.
Luego, tenemos:

sen o = CTD = CD = bsena,
y —

sen § = % = CD = asen f3,
de donde concluimos: . )

sena  senf’

Razonando de igual forma con la altura BE y los dngulos « y « obtenemos:
a c

sena  senvy’

y por tanto, se concluye la afirmacién del teorema.

]

( Ejemplo 1.4.4 h

De acuerdo a la figura y sabiendo que LABC = 15°, K BAC = 45°, {ECD = 30°,

AB=9yqueCD =4.

1. Calcule BC. 2. Calcule BE.
D
C
E
A B

\o J

Solucién

1. Sabiendo que £ AC'B = 120 usamos el teorema del seno:

9 BC
sen(120°) - sen(45°)
9 BC
3 V2
22

Despejando BC se obtiene que BC = 3v/6
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2. Sabiendo que LECD = 30 y que el tridangulo EC'D es rectangulo, se tiene que:

cos(30°) = % = ? = E%

. == . —  8V3 _
Despejando EC' se obtiene que EC' = T\/_ Finalmente

EE:EE_EGZaF—§§

Teorema 1.4.5: Ley de los cosenos

En todo tridngulo el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos
menos el doble producto de éstos por el coseno del dngulo comprendido por ellos. Es decir,

a> = b+ —2bccosa,
¥ = a®+ - 2accos B,
& = a®+b*—2abcosn.

DEMOSTRACION.

Mostremos la primera de las afirmaciones. De la Figura 1.3 tenemos que:
o> = CD'+BD’
¥ = CD +A4D".

Restando estas igualdades obtenemos:
o> -’ =DB —AD".

Pero, BD = ¢—AD, ademads, del AADC tenemos que AD = bcos a lo que sustituido en la igualdad
anterior resulta:

a’> - =c*—2-AD

a? =b>+ = 2bccosa

( Ejemplo 1.4.6 A

Dos automéviles A y B salen de la ciudad FMC' al mismo tiempo y circulan por
. 2. e s
carreteras rectas que difieren — radianes en direccién. Si viajan a 88 y 72 kilémetros

por hora respectivamente. j Cual es la distancia aproximada entre los automdviles A y
B al cabo de 45 minutos?
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Solucién

Sea z la distancia en kildmetro entre los automéviles Ay B.
Si el autémovil A viaja a 88 kilémetros por hora, entonces en 45 minutos ha recorrido 66 kilémetros
y si el autémovil B viaja a 72 kilémetros por hora, entonces en 45 minutos ha recorrido 54 kilémetros.

Usando el teorema del coseno tenemos que

22 = 662+542—2-66-54cos2§
= 62(112+92)—2-66-54~_—1
= 36202+ 66 - 54
= 36(202 + 99)
= 36-301
= 10836

Luego, la distancia entre los vehiculos Ay B es 64/301 ~ 103, 8 kilémetros.

1.5 Funciones trigonométricas
Funcién seno

Esta funcién estd definida por f () = senz. Su dominio es R y su recorrido el intervalo [—1, 1],
por tanto es una funcién acotada. Es periddica con periodo 27, es decir, Vk € Z,Vx € R se tiene

. . T
que sen (x + 2k7) = senx. Sus puntos maximos se obtienen con z = 5 + 2k, k € Z y sus puntos

T
minimos para x = —3 + 2km, k € Z. Tiene sus ceros en x = kmw, k € Z.

1YJV\
\4 \/

Figura 1.4: Gréfico de f (z) = senz.

Su gréfica es:

. T T ., . . . . .
En el intervalo [—5, 5] la funcién seno es biyectiva, por tanto, invertible. Su inversa es,

arcsen : [—1,1] — [ }

r = Y= arcsen:p < seny = .
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Y
Es evidente que, il R
T

arcsen (senz) = z, Vz € [—5,5] . :

sen (arcseny) = y, Yy e [—1,1]. : . ¥
La grafica de la funcién arcoseno se muestra en :
la figura adjunta. {....... _z

2

f(z) = arcsenz

Funcion coseno

La funcién coseno se define por f (z) = cosz, su dominio es todo R y su recorrido el intervalo
[—1,1]. Ademds es 27m-periddica, es decir, Yk € Z,Vz € R tenemos cos (x + 2km) = cosz. Sus
puntos maximos estan en x = 2km, k € Z y sus puntos minimos en z = (2k + 1) m, k € Z. Tiene
sus ceros en x = (2k + 1) 3,k € Z.

Su gréfica es:

-2 —Tr W 2 X
-1
Figura 1.5: Gréfico de f (z) = cosz.

En el intervalo [0, 7] la funcién coseno es biyectiva, su inversa es,

arccos : [—1,1] — [0,7]

X F» Y =arccosx < Cosy = .

YA

Es evidente que,

arccos (cosz) = z,Vz € [0,7]

cos (arccosy) = y,Vy € [-1,1].

La gréfica de la funcién arcocoseno se mues-
tra en la figura adjunta.

L X

f(z) = arccosz
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Funcién tangente

. , senx . T
La funcién tangente se define por tgx = ——, cuyo dominio es R \ {(2n — 1)5 | n € Z} ysu
cos
recorrido es R. Esta funcién tiene periodo 7, es decir,

VkeZNzeR = tg(z+km)=tguz.

La funcién no es acotada, por tanto, no tiene maximos ni minimos. Tiene asintotas verticales en
T ) ) ) .
x = (2k +1) =,k € Z. Sus ceros estan en x = km, k € Z. Es siempre creciente en cada subintervalo

comprendido entre las asintotas.

vl

—2T

Figura 1.6: Gréfico de f (z) = tg .

. T ., . .
En el intervalo (—5, 5) la funcién tangente es biyectiva, con inversa

T

tg: R — (——,—)

arctg 373
r — y=arctgr & tgy ==x.

Es evidente que, arctg(tgz) =z,Vz € (—%, g) tg (arctgy) =y, Yy € R.

Figura 1.7: Gréfico de f (z) = arctgz.
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Funcién cotangente
COS T

Esta funcién se define por ctgz = , su dominio es R\ {n7 | n € Z} y su recorrido es R.

e

Esta funcién es m-periddica, es decir, Vk € Z,Vx € R tenemos ctg (z + km) = ctgx, no es acotada,

por tanto, no tiene maximos ni minimos. Tiene asintotas verticales en x = kw,k € 7Z. Sus ceros
™ . . . .

estan en x = (2k + 1) 5 k € Z. Es siempre decreciente en cada subintervalo comprendido entre las

asintotas.

Funcién secante

., : 1 .. .
Esta funcién se define por secz = ——, su dominio es R\ {(2n — 1)5 | n € Z}, su recorrido es
cos

R—] —1,1[.

Esta funcién es 2m-periddica, luego Vk € Z, Vx € R tenemos sec (z + 2km) = secx, no es
acotada, por tanto, no tiene maximos ni minimos en su dominio. Tiene asintotas verticales en
r = (2k+1) 5,k € Z. Es creciente y decreciente en cada subintervalo comprendido entre las
asintotas.

Funcién cosecante

., : 1 .. .
Esta funcién se define por cosecx = , su dominio es R\ {n7 | n € Z} y su recorrido es
sen x
R—] —1,1[.
Esta funcién es 2m-periddica, es decir, Yk € Z,Vz € R tenemos cosec (x + 2km) = cosec x, no es
acotada, por tanto, no tiene mdximos ni minimos. Tiene asintotas verticales en x = kmw, k € Z. Es
creciente y decreciente en cada subintervalo comprendido entre las asintotas.

Para definir las funciones inversas de estas tres tltimas funciones trigonométricas, debemos restringir
el dominio en cada una de ellas, para que estas sean biyectivas.

1.5.1 Graficas de funciones trigonométricas

En esta seccidén consideraremos graficas de las funciones de la forma
y=asen(bxr+c) e y=acos(br+c) cona,bceR

Lo que queremos es trazar las graficas sin localizar muchos puntos. Para ello utilizaremos los datos
relativos a las gréficas de las funciones seno y coseno que estudiamos anteriormente.

Existen tres elementos indispensables para poder interpretar los fenédmenos que pueden ser modelados
a través de las funciones seno y coseno.

= |La amplitud corresponde a la maxima coordenada y, es decir, la mitad de la distancia entre
el valor maximo y el valor minimo. Se determina como |al.

= El periodo T es la longitud necesaria para que la funcién describa un ciclo (periodo) completo.

2
En este caso corresponde T' = W
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s El angulo de fase o desfase D es el desplazamiento horizontal de la funcién y estd dado por
c
D=—-.
b

Observacién 1.5.1
Se puede encontrar un intervalo que contenga exactamente un ciclo resolviendo la desigualdad

0<br+c<2m
El punto maximo, la interseccién con el eje horizontal y el punto minimo de la funcién
y = asen(bx + ¢), donde a y b son un nimeros reales positivo, se obtienen por

T —2¢ _m—c _371—20
2 0T Ty YT Ty

Tr1 =

respectivamente. En el caso de la funcién y = acos(bx + ¢) los puntos x1, x3 y xo corresponden a
las intersecciones con el eje horizontal y el punto minimo.

Observacién 1.5.2

1. Sia es negativo entonces la grdfica de la funcidn se invierte.

2. Si b es negativo se puede factorizar por —1 el argumento y utilizar la paridad o imparidad de
las funciones.

( Ejemplo 1.5.3 w

Hallar la amplitud, periodo y desfase de la funcién y = 3cos (2x+ g) Esboce la
gréfica.

Solucién

La amplitud es 3, el periodo T'= 7 y el desfase D = —%.

Graficando las funciones a partir de y = cos z, se tiene:

/’L \\\
// \\
7L .z N

El gréfico de y = cos(2x) es una comprensién ‘ i N ‘
./ ! 71 N |

de la funcién y = cos x. R N
—r == 2 . T

e
~ r’/ 1 - \\\~ -
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El grafico de y = cos <2:1: + g) es una tras-

lacién de la funcién y = cos(2x).

El grafico de y = 3 cos (2:13 + g) es un alar-

gamiento de la funcién y = cos (236 + g)

y = cos (2x)
LGN

/

1.6 Ejercicios resueltos

. 0
1. Slsenx:a>0y§<:p<7r.

Solucién

Determinar el valor de

7

sen(g — x)

4tg(6m + ) + 4 csc(r —

Usando las cofunciones, se tiene que

sen(

T
— -z

2

)= —cosz, tg(bm+x)="tguz,

Reemplazando en la expresion, tenemos

-

sen(

)
cse(x — ;) = —secx

— COST

4tg(6m + ) + 4 csc(

_ 5m
)

)

4tgx —4secx

- COS2 T

4senx — 4

2

sen“z — 1

4(a—1)

a’?—1
4(a —1)
a+1
4

22
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2. Sea o un dngulo en intervalo [0, 7] tal que sen(a) = 2. Calcule el valor de

Cos (a +

N——

T
3
Usando la identidad de suma de dngulos, tenemos que

cos(a+ m/3) = cos(a) cos(%) —sen(a) sen(g) = %cos(a) —sen(a) - @

5) .
Como sabemos que sen(a) = G s tiene que

25 11
36 + cos?(a) = 1 = cos?(a) = Tt

a) Si « estd en el primer cuadrante, entonces cos(a) = g y por tanto

1 Vi1 V3 5 11—5V3
coslat T/ =g S TS T 1
b) Si « estd en el segundo cuadrante, entonces cos(a) = —g y por tanto
cos(a + 7/3) —_l._\/ﬁ_ﬁ 5_ —VI1-5v3
2 6 2 6 12

3. Demostrar que

Solucién

2

1 —4sen*z — 2sen®x - cos 2z = cos 2z

1 —4sen*z — 2sen®r-cos2z = 1—4sen*z —2sen?z - (1 —2sen?z)
= 1—4sen's —2sen?z +4sentz
= 1-2sen’x
= cos2x

4. Demostrar que: cos?(2a) = 4sen o — 4sen? o + 1.

Solucion

4senta —4sena +1 = (2sen o — 1)?
= (—cos(20))?

= cos?(2a)
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5. Resolver la ecuacién: cos?(2a) + 4sen®(a) = 2sen(a) — 2sen?(a) + 1 para a € [0,27)

Solucién

Utilizando la igualdad demostrada anteriormente se obtiene la siguiente ecuacién:

4sen’(a) — 4sen?(a) + 1 + 4sen®(a) — 2sen(a) + 2sen?(a) —1 =0
4sen’(a) — 2sen®(a) + 4sen®(a) — 2sen(a) =0
2sen(a) — sen?(a) + 2sen®(a) — sen(a) =0
sen?(a)(2sen?(a) — 1) + sen(a)(2sen?(a) —1) =0
(2sen?(a) — 1) - (sen?(a) + sen(a)) = 0
sen(a) - (2sen?(a) — 1) - (sen(a) +1) =0
Luego
. sen(a)zO—)Oz:O,g
(@) i\/5 . w 3m bw Tm
s sen(a) =t— s a=—, —,—, —
2 4’4747 4
. SGH(O&)Z—l—)Oé:g
Finalmente las soluciones son <4 0, - st 5m 3w Im
i uciones son < 0, —, —, —, —, —
47474727 4
6. Demostrar
(seca — 1) — (tga —sena)? = (1 — cos a)?
(seca —1)2 — (tga —sena)? = sec?a —2seca+ 1 —tg2a —sen’a + 2tgasena
= 1+4cos’a—2seca+2tgasena
1— 2
— treota2 (10
Ccos «v
2
= l+cosa—222 ¢
cos «
= 1+cos’a—2cosa

= (1 —cosa)?

7. Resolver en [0, 27) la ecuacién

2tgrsens — 2v3senz +tgx —v3 =0
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Solucion

2tgrsenx — 2\/§sen$—|—tg:p —V3
2senz(tgr — v/3) +tgr — /3
(tgz —V3)(2senz+1) = 0

Por lo tanto tgxz =+v3 o 2senz = —1.

T 4w
1 tg o \/_ T 3 3
7 11
lSiQSenaj:—1:0:>sen:L':__:>x:_7T; 7T.
6 6
A7 7w 11w
Por lo tanto | luci 0.2 Tzt .
or lo tanto las soluciones en [0, w)son{3, = T 6 }

8. Encontrar las soluciones entre [0, 27) de la ecuacién
sen 4o + V3 sen 200 = 0
Usaremos las identidades de angulo doble.

senda + v3sen2a = 0
2sen2a cos2a + V3sen2a = 0
sen 2a(2cos 2a +1/3) =

m sen2a =0= 200 =0+ 2kw o bien, 2o =m+ 2km

° 20=04+2kr=a=kr=>a=0,7

3
L4 2a:7r+2k77:>a:g+/m:>a:g7 _27T
3
] 2(3082044—\/§:O:>(3052a:_§
o 5m 57 14r
1 o 6 + 26T = « 12+ T= T
m T 7 197
° Q= TR = a 12—|-k77rz>a 3 To

9. Resolver en z € [0,27) la ecuacién trigonométrica:

4sen’(x) tan(x) — tan(z) = 0.
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Solucién

Factorizando por tan(z) se tiene:

4sen®(z) tan(z) — tan(z) = 0 < tan(z) (4sen’(z) — 1) =0.

. . . 1
De esta dltima igualdad se tiene que tanz = 0 o sen® z = T

m tan(z) =0 < z=0o0xz=m.

-sen(m):—§ & xzw—i—%:— x =2 —
T bm Tm 1w

Solucién final L S=<0 — = =, —— .
olucién final genera { T 6 6 6 }
10. Una construccién de base cuadrada ABC'D, tiene los lados AB y C'D paralelos a una ribera

de un rio. Un observador que estd en el punto P de la ribera contraria a la construccién y
en la recta que contiene al segmento de AD, observa que el lado AB subtiende un dngulo

de % Después de caminar de manera paralela al rio y alejandose de la construccién, llega al
punto () y observa que la distancia al punto A es de 15 metros y la distancia al punto D es
de v/512 metros, ademds seno del angulo AQD es % Encuentre la longitud de los lados de la
construccién y la distancia PA.

~ rio

Solucién

Sean: z la longitud de los lados de la construccién e y la distancia de P a A
Usando teorema del coseno se tiene:

2% =152 + 512 — 30512 cos o

1
Como seno = 3 entonces

1 2v2

cosa=4/1— = ——

9 3
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11.

Reemplazando en lo anterior

2/2
22 = 152+ 512 — 301/512 - Tf
— 225+ 512 — 640

= 97

Luego la construccién tiene lados de = /97 metros.
Por otro lado

T oz 1 V97
tan - =— = —=— = y=v291
6 y V3 oy

Por lo tanto la distancia PA = /291 metros.

Un arbol de 2 metros de altura esta situado en la cima de una montana; |la ladera de la montana
tiene una inclinacién de 15 grados con la horizontal. Desde la base de la montafia, la parte
superior de drbol se observa con un dngulo de elevacién de 30 grados. Determine la cantidad
de metros que se tienen que recorrer ladera arriba, para observar la parte mas alta del arbol
con un angulo de elevacién de 45 grados.

Observacion: En la figura siguiente el drbol es el segmento DC, la montaia es el tridngulo
ABC, la ladera es el segmento AC' vy la base de la montafia es el segmento AB.

D
C
A B
Sea P un punto en la ladera de la montafia. Como el D
tridngulo APD es isésceles, se tiene que z = AP es
igual a PD.
Aplicamos el teorema del seno al tridngulo PDC'y se 2
obtiene que
(@
sen(105°)  sen(30°)
T N 2 P
1 15°

Como sen(30°) = 3 entonces A

x = 4sen(105°) = 4sen(60° + 45°)
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1.6 Ejercicios resueltos

Aplicando la identidad de suma de dngulo tenemos que = = v/6 + /2
Entonces hay que recorrer v/6 + /2 metros ladera arriba para observar la parte mas alta del
arbol con un dngulo de elevacién de 45 grados.

12. Juan desea construir un canopy entre los drboles C'y D separados por un réo. Juan no puede
llegar al drbol D, por lo que a partir del drbol C' camina 40y/6 metros al punto B y 120 metros
desde el punto B hasta el punto A midiendo los dngulos:

/DAB =90°, ZABD = 30° y ZABC = 75°. Calcular la distancia CD.
D‘ C
En el triangulo ABD rectangulo en A se tie- Thy \
120 Yo \
ne que cos 30 = ——, obteniendo que BD Sog,
BD Sy 40v/6
es 80\/3 AN -
Usando el teorema del coseno en el tridngulo AN
BCD se tiene que: S
L] B
A »
120
CD? = 9600 + 19200 — 2 - 40v/6 - 80+/3 cos 45.
Obteniendo que CD = 40+/6.
13. Se construye un tunel bajo un cerro de 80 mt de altura, como muestra la figura
A e e e e e {}_TuneL TUNEL [ _B
D E
Para calcular el largo que tendrd el tiinel, un ingeniero mide la distancia AD y EB obteniendo
60 metros y 45 metros respectivamente. Ademds, desde A el dngulo de elevacién a la cima C'
del cerro es de 45°, desde B es de 15° jCudl es el largo del tinel?
Sabemos que:
80 S 80 80
45°) = —, | AC = ——— = — =80v2.
= sen(45°) e uego sen(45%) ~ L V2
V2
80 — 80 80
- 1 o) _ - I B — = = 2 1).
sen(15°) ETek uego BC sen(15°) ~ a1 80v2(vV/3 + 1)
2v2
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1.6 Ejercicios resueltos

14.

Para calcular sen(15°) hemos usado la férmula del seno de la suma de dngulos:

sen(15%) = sen(45° — 30°) = % <§ — %) .

Usando el teorema del coseno tenemos que

AB" = (80v2)% + (80v2(V3 4+ 1))% — 2- (80V2) - 80V2(V3 + 1) cos(60°)
= 12800(4 + V3).

AB \/12800(4 + v/3) = 801/8 + 2V/3 ~ 270,8

El tdnel mide aproximadamente 165.8 metros.

h S
™
I

Mi amigo y yo, estdbamos en los extremos opuestos de un puente. Observamos un OVNI a
una altura h, justo sobre el puente abduciendo una persona, formando un tridngulo como lo
muestra la figura.

OVNI

) amigo
Persona

. . . , ., U 7T . .
Mi amigo vio al OVNI con un dngulo de elevacién de 1 y yo con 5 de curiosidad me acerqué

15 metros y vi el OVNI con un dngulo de elevacién de 3 mi amigo se quedd paralizado del

susto y no se movid.
a) iCudl es la distancia entre el OVNI y mi amigo?

b) jCudl es el largo del puente?

De la informacién podemos realizar el siguiente
diagrama.

Siendo y la distancia que falta para completar el
puente y x la distancia entre el OVNI y mi amigo.

15 Y

a) Por una parte, para calcular x usaremos el teorema del seno

T T
x Z 3 2
sen3 :sen4 % _ %
T 15 x 15
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1.6 Ejercicios resueltos

15v/6

Despejando x, se tiene x = —

metros.

La distancia entre el OVNI y mi amigo es

b) Para calcular la longitud del puente debemos encontrar 15 + y. Usamos el teorema del

seno nuevamente

o T

senﬁ B senZ
57 Yo r 15
Sabemos que: sen = sen(6 + Z)

T T T T
=Sen—cos1 —Fsenzcos6
1V3 V3B

AR

2(\/§+1)

T4
5T T
Luego, reemplazando SGHE _ SGHZ

Y 15

g(\/g"F 1)

%I\D

y
V2(V3+1)

Ay 30

1
La longitud del puente es 15 + Do+l metros
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Limite y continuidad

Este capitulo trata sobre el concepto central del Célculo: el limite de una funcién real. En esencia,
aprenderemos a estimar el comportamiento de una funcién en torno a un punto fijo, y principalmente,
algunas técnicas que nos permitan hacer estos cdlculos de manera mas simple. El capitulo termina
con una aplicacién de los limites que conocemos como continuidad, que en términos coloquiales
podriamos explicar como la posibilidad de que una funcién se pueda dibujar a mano alzada en un
solo trazo o no.

2.1 Limite

2.1.1 Definiciones previas

Definicion 2.1.1
Sean a € R, € > 0. Se llama vecindad de a de radio € al siguiente intervalo abierto que contiene
al punto a:

V(gse)=(a—ec,at+e)={r eR:a—e<x<a-+e}

LV (1

Y=
~—
I
—~
(S
o
~—

2. V(0; €) = (—e, €). 3. V(-1; 1) = (-2, 0).

Definicion 2.1.2
Sea D C R. Se dice que a es un punto de acumulacién de D si y solo si toda vecindad de a
contiene al menos un punto de D diferente de a.

Notacién 2.1.3
Se denota por D' al conjunto de puntos de acumulacion del conjunto D. Es decir:

a € D' siysolosiVe € RT(V(ase) N (D\ {a}) #0
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2.1 Limite

1. D = N no tiene puntos de acumulacién, por lo tanto D’ = ().

2. D= {l

n

3. Los intervalos de la forma D = (a,b), D = (a,b], D = [a,b) o D = [a, ] tienen todos el
mismo conjunto de puntos de acumulacién, D' = [a, b].

,m € Z+} tiene solo al 0 como punto de acumulacién, D' = {0}.

4 Ejemplo 2.1.4 )
Determinar el conjunto de los puntos de acumulacién de los dominios de las funciones
reales definidas por:

22% — 2 222 — 5z + 2 r—4
S /(@) r—1 9(@) 52 — 8x — 4 (@) Vo —2 )

Soluciéon

1. Dom f =R\ {1}, luego su conjunto de puntos de acumulacién es R.
2. Dom g =R\ {—%,2} y el conjunto de puntos de acumulacién es R.

3. Dom h = [0,00) \ {4} y el conjunto de puntos de acumulacién es el intervalo [0, c0).

2.1.2 Limite de una funcion en un punto

Imaginemos un mundo sin computadoras y sin programas como Geogebra para ayudarnos a conocer
la grafica de una funcién real.

sen(arctan(x))

iCémo lograr una grafica aceptable de una funcién como f(z) = 7 Geogebra nos

arctan(z)
entrega la respuesta en menos de un segundo, pero para llegar a esa rapidez, fue necesario desarrollar

muchisima matemdtica previa.
222 — 2

Consideremos la funcién real f definida por f(z) = p—

, cuyo dominio es Dom f =R\ {1}.

i Como se comporta la funcién f cerca del 17 Es decir, si x estd en una vecindad de 1, jestaran sus
imagenes f(z) en la vecindad de algin nimero real L?

Nos interesa entonces el comportamiento de la funcién f en puntos del dominio “suficientemente
proximos” a 1.

Podemos especular calculando las imdgenes de algunos valores cercanos a 1, por ejemplo:

x 010,5[09]0,99(0,999 | 1,001 |1,01|1,1]1,5
fl) 2|3 [3,8]3,98]3,998 | 4,002 |4,02]4,2]5
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2.1 Limite

En la gréfica observamos que si = estd préximo a 1, resulta que f(z) estd
4 proximo a 4.
Por otro lado si = # 1,

222 -2 2z —1)(z+1)

A ——é——’ f(x): z_1 = z_1 :2(x+1)'

—2 |
Luego, considerando la funcién lineal g dada por g(x) = 2(x + 1), se tiene que

Ve # 1, g(x) = f(x),
y ademds, cuando x estd cercano a 1, las imagenes f(x) estdn cercanas a g(1) = 4.

En este caso, decimos que el limite de f en x = 1 es 4 y escribimos

lim f(z) = 4.

r—1

( Ejemplo 2.1.5 A
Encontrar h’r% g(x), donde g es la funcidn real definida por
T—r
=222 —x +2
g(x) = :
r—2
\o J
Claramente, Dom g = R\ {2}, luego 2 es un punto de acumulacién
de Dom g. Como para = # 2 se tiene Bhe oy
3 P O
(x—2)(a?—1) _ , :
= - = — 1 3—€ Fiiii. L.
9(z) — z® -1, : :

entonces si x estd préximo a 2, sus imagenes g(z) se aproximan
a 3.
Luego

a®—222 —x4+2

i1—>m2 x—2 3. /
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2.1 Limite

Definicién 2.1.6 (Limite de una funcién en un punto)

Sea f una funcién con dominio D y sea a € D’'. Decimos que f(x) tiende al limite L cuando x

tiende al punto a, y escribimos lim f(x) = L, si dado cualquier nimero real positivo € existe un
r—a

correspondiente nimero real positivo 0 tal que siz # a y x € V(a;0), entonces f(x) € V(L;e).
En simbolos:

limf(x):Lsiyso/osiVe>0,35>O<O< z—al <6 = |f(z)—L|< e).

r—a

Figura 2.1: Representacién gréfica de la definicién de limite

Observacién 2.1.7

La definicién nos permite determinar limites solo sobre puntos de acumulacion del dominio de la
funcién, para que en sus vecindades existan infinitos elementos del dominio.

Usualmente el dominio de una funcién real es un intervalo, o unién de intervalos, asi cada uno de
sus puntos es un punto de acumulacion.

( Ejemplo 2.1.8 W

N .1
Demostrar por definicién que lim —(5x — 6) = 7.
x—4 2

Solucion

1
Sea f la funcién dada por f(z) = 5(51‘ —6), consideremos a =4y L =7.

Debemos demostrar que para cualquier € > 0 dado, existe d > 0 tal que

1
siz#4 y |lr—4]<0 = ‘5(533—6)—7 < e.

Para hallar el nimero real § trabajamos hacia atrds a partir de la desigualdad en que interviene ¢

1 ) 2
5(51’—6)—7'<6 & §|:L'—4|<6 & |:L'—4|<5€.
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2.1 Limite

Por lo tanto, podemos elegir § = %e y asi se verifica que
2 1
0 < |z —4 <5:5€:> ‘5(5x—6)—7| <e.

Notemos que el valor de § obtenido no es tnico, ya que cualquier valor menor al encontrado también
satisface la desigualdad.

( Ejemplo 2.1.9 w

Sea f(x) =sen . jExiste lim f(z)?
z—0

Solucién

Como Dom f =R\ {0}, sabemos que 0 es un punto de acumulacién de Dom f.
Evaluemos la funcién para valores cercanos a 0:
fQ)=senmt=0,f (%) =sen3r =0, f (%) = sen(107) = 0.

Con estos resultados podriamos pensar que h’m0 f(x) =0, sin embargo observemos que si tomamos
Tr—r

Ty = T in con n € 7, entonces
f(z,) = sen % = Seng(l + 4n) = sen <g + 2mr> = seng = 1.
1+ 4n

Veamos la grafica de la funcién f:

Como los valores de f(z) no tienden a un ndmero fijo, concluimos que no existe el limite de la
funcién f cuando x se aproxima a cero.
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2.1 Limite

( Ejemplo 2.1.10

_

S5r —3
D t definicié If = -2
emostrar por definicién que xinjl Sy
Dado ¢ > 0, debemos determinar 6 > 0 tal que
S5x — 3
O<|z+1<d= ° +2| <e
2r+6

Trabajamos la expresidn del lado derecho, para obtener el valor de d:

(2.1)

2r+ 6 2x + 6

5_
< 3+2‘

5x—3+4x+12‘

9w+9'_2[w+1]
20+6 | 2 |r+3]°
Observemos que en (2.1) aparece |z + 1|, que es parte de lo que necesitamos, pero también aparece
m, que debemos acotar. Para esto consideraremos los nimeros reales x que estdn en una
vecindad de —1, digamos x € V(—1;1). Asi

<1

1 1
—1<a:+1<1<:>1<:1:+3<3<:>—<—3<1:>

3 x4+ |z + 3|

Usando esta desigualdad en (2.1), tendremos que

9
+2‘<6 si §]w+1]<e.

2r+6
_ , - 2¢ ) , 2¢ -
Por lo tanto, eligiendo 6 como el mds pequefio entre 1y 5 es decir, § = min< 1, 5[ se verifica
que:
502 — 3
O<le+1l<d= |22 Lol ce
2xr +6

( Ejemplo 2.1.11

_

) ) ) , 1
Estudiar la existencia de lim —5-
z—0 X

Solucion

Si x estd en una vecindad de 0 se observa que sus imdgenes crecen sin limite.
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2.2 Propiedades aritméticas de los limites

x f(=)
+1 1
+0,5 4

+0,01 10000

£0,001 | 1000000
1

+— 1027
10"

) , 1
Por lo tanto no existe lim —-
z—0 X

2.2 Propiedades aritméticas de los limites

Los siguientes teoremas nos permitiran calcular limites de funciones, usando ciertas propiedades
algebraicas, sin tener que recurrir a la demostracién por definicién cada vez.

Proposicion 2.2.1

Sean a y C constantes reales. Se tiene:

1. limz = a, 2. Iim C =2C.
T—a r—a
DEMOSTRACION.

1) Basta elegir § = e.
2) Como para z € R, f(x) = C, entonces f(z) — C =0 < ¢, independiente del valor de §.

Teorema 2.2.2

Si el limite de una funcidn real existe, este es tinico.

DEMOSTRACION.

La demostracién la haremos por contradiccién. Supongamos que f tiene dos limites distintos en
x = a, digamos Ly y Lo.

Sea e > 0. Como L; = h’l)n f(x), existe d1(e) > 0 tal que |f(z) — L1| < € para todo = # a en la
vecindad V' (a, 1 (€)).

Andlogamente, existe d2(€) > 0 tal que | f(x) — La| < € para todo = # a en la vecindad V' (a, d2(€)).
Sea d(€) = min{d (¢), d2(€)}.

Asisi 0 < |x —a| < d(e), entonces |f(x) — L] < ey |f(x) — Lo| < e.
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2.2 Propiedades aritméticas de los limites

Li—L
[ = L] y x € V(a, d(c)).

Como esto es cierto para cualquier €, tomemos ¢ =

Luego
3¢ =|L1 — Lo| = |L1 — f(z) + f(x) — La| <[f(2) — L] + [f(2) — L2| < 2e,

es decir, 3¢ < 2¢, como € > 0 se obtiene 3 < 2, una contradiccién.
Asi, nuestra suposicion es falsa y la funcién tiene limite tnico en el punto.

Teorema 2.2.3

Si el limite de una funcién f existe en a, entonces f estd acotada en alguna vecindad de a.

DEMOSTRACION.

Como la funcién tiene limite en a, digamos L, entonces dado ¢ > 0 , existe un nimero positivo
que depende de ¢, el que llamaremos d(¢) tal que si 0 < |z — a| < d(¢), entonces |f(z) — L| < e.
Tomemos e = 1, existe §(1) tal que si 0 < |z — a|] < 6(1) entonces |f(x) — L| < 1, es decir

L-1<f(z)<L+1

Luego, todos los valores de f en la vecindad V' (a; §(1)) se encuentran en el intervalo
(L—1,L+1)

excepto, posiblemente el valor de f(a), por lo tanto en el intervalo (L — 1, L + 1) la funcién f esta
acotada, a saber

min{f(a),L — 1} < f(z) < max{f(a), L + 1}.

Teorema 2.2.4

Sean fy g funciones reales, y sea a un punto de acumulacién del dominio de f y del dominio
de g (cuando corresponda), sea ademds C' € R una constante cualquiera.
Si lim f(x) = Ly limg(x) = M, donde L y M son nimeros reales, entonces

T—a T—a

1. 1 =CL. L
a:l—rgch(x) & 4. lim f(@) = —, siempre que M # 0.
, v=a g(x) M
2. hi)n(f(x) +g(z)) =L+ M.
3. h’l)n f(z)g(x) = LM. 5. H_I)Tl (f(x))" = L™  paracadan €N.
DEMOSTRACION.

Probaremos las afirmaciones usando la definicion de limite.
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2.2 Propiedades aritméticas de los limites

1. La demostracién es directa, la dejamos como ejercicio.

2. Demostraremos primero la propiedad para f(x) + g(x).
Sea € > 0. Debemos probar que existe un nimero real positivo ¢ tal que

0<|zr—a|l<d=|f(zx)+g(z)—L—-M|<e.

Ahora, por hipétesis, existen 1, do nliimeros reales positivos tales que
0<|z—a|l<d=|f(z)-L| < 3

)
N -

i) 0<|z—al <d=lglx)— M| <

Por lo tanto, si elegimos 6 = min{dy, d2}, tenemos que se cumple i) y ii). Luego,
0<|z—al <d=|f(x) +9(x) - L - M[<|[f(x) - L[ +[g(x) - M| <e.

Para probar la afirmacién para f(x) — g(z), basta usar 1) con C'= —1 y después el resultado
para la suma usando f(z)+ (—1)g(x).

3. Sea ¢ > 0. Debemos probar que existe un nimero real positivo ¢ tal que
0<|r—a|l<d=|f(x)g(x) — LM| <e.
Primero escribiremos la expresién f(x)g(x) — LM de la siguiente manera:

[f(@)g(z) = LM| = [f(z)g(z) — f(z)M + f(x)M — LM|
= [f@)(g(z) — M) + (f(z) — L) M|

< [f@llg(x) — M|+ |f(z) - L||M] (2.2)

Queremos encontrar ¢ que acote (2.2) por €. Para esto acotaremos cada uno de los sumandos
por separado.

Acotemos primero |f(x)||g(xz) — M]|. Por el Teorema 2.2.3, existe d; tal que f es acotada en
V(a; 61), digamos |f(x)| < K para = € V(a; §1) y como h’in g(x) = M, luego existe do > 0
r—a

tal que

€
0 — 0o = - M —.
<l|x —al <o = g(x) <3
Por otro lado, como lim f(z) = L, existe d3 > 0 tal que
r—a
€
0 — 03 = — L — .

Por lo tanto, si elegimos 6 = min{d;, d2, d3}, entonces obtenemos en (2.2)

€ € € €
—IM|<K——=+4++——|M|=-+-=¢
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2.2 Propiedades aritméticas de los limites

1 1 1
4. Basta probarquesi M #0, lim — = — ,yaque @ = f(x)—— y entonces aplicamos
avag(x) M 9(x) g(x)
3).
Podemos suponer M > 0 (si M < 0 multiplicamos por —1 y aplicamos la propiedad 1).

Dado € > 0, debemos encontrar un niimero positivo § tal que si 0 < |z — a| < 4, entonces

' 1 1 ‘ <
— — —| <e
gl) M
Ahora
‘ 1 _L'Z|M—g<x>| _lge) — M| 03
glz) M |g(z)M]| lg(z)| [M]
1
Por lo tanto, debemos acotar |g(z) — M|y —— .
lg()]|
Como lim g(z) = M, existe ; > 0 tal que
r—a
0<|z—a|l <& =|g(z) — M| < 2e.
M
Por otro lado, tomando ¢; = - existe d9 > 0 tal que
M
0<l|zr—al <o =lglxr) — M| < -
sd'M<()<3M I 0<2<1<2
es decir, — x) < ——, por lo que — << —.
2 =9 g ' Poried 3M " glz) T M
Eligiendo 6 = min{d;, d2} tenemos que si 0 < |z — a| < & entonces
' 1 1 ‘ |M — g(x)] 2e
_ — — | = =€
gl) M| |g@)M] ~ FM
como queriamos demostrar.
5. La demostracidén se hace por induccién y la dejamos como ejercicio.
|

Observacién 2.2.5
El caso 2 del teorema 2.2.4 se puede generalizar a n funciones, es decir,

1 (fy(2) + fola) + -+ fula)) = lim fi(x) + lim foz) + - + lim f,(2)
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2.2 Propiedades aritméticas de los limites

Corolario 2.2.6

Si f es una funcidén polinomial o racional y a € Dom f. Entonces

lim f(z) = f(a)

rT—ra

\
( Ejemplo 2.2.7
Calcular los siguientes limites aplicando las propiedades:
1. lim (3% + 223 — 522 + 4) L 22+ 1
T—>—2 4. lim
2—02z — 8
222 — 6 + 5 1
2. lim ——— i
253 3z + 1 > &}Elo (2w* — 2w + 3)3
3 3 1 2
3. 1 T2 6. 1 T ; S
\_ z—2 T4+ 5 w%l(w - w+3) )

Solucién

L. lim (3z* + 223 — 522 + 4) = 3(—2)* + 2(-2)% — 5(—2)? + 4 = 16.

r——2

o 222 —6z+5 2:9-6-34+5 5 1
2. lim = = =,
+—3 3z + 1 3-3+1 10 2
o34+ 2 +4 8+44+4 16
3. lim = = —.

r—2 :L'2—|-5 4+5 9
4o 2L 011

" 25022 —8 0-8 8§

) 1 1 1
5. lim = — = —

w0 (2wt — 2w +3)3 33 27
(w? +1)? 22 1

6. lim ——— == =
wol (Wl —2w+3)3 23 2

Teorema 2.2.8

Si lim f(x) = 0y g es una funcién acotada en una vecindad de a, entonces
r—a

lim  f(z)g(z) =0

r—a
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2.2 Propiedades aritméticas de los limites

DEMOSTRACION.

Dado € > 0, debemos encontrar § > 0 tal que si 0 < |x — a| < § entonces |f(z)g(z)| < e.
Como la funcién g es acotada en una vecindad de a, entonces existen M > 0y d; > 0 tal que
0<|z—al <& =|g(z)| < M.

Sabemos que h’in f(x) =0, entonces existe d, > 0 tal que si 0 < |z —a| < dz, entonces | f(z)| < %
r—a

€

M = € siempre que
T € siempre qu

Asi, escogiendo 0 = min{d1, 2}, se cumple que |f(z)g(z)| <

0<|z—al <o

( Ejemplo 2.2.9 W

Determinar lim z sen —.
x—0 x

Solucién

Sabemos que la funcidn seno estd acotada por 1, y que h’n%)x = 0, entonces por el teorema anterior
Tr—r

, 1
tenemos que lim xsen — = 0.
z—0 T

Teorema 2.2.10
Sean c € R, f y g funciones reales y V' una vecindad de ¢ con V'\ {¢} € Dom f N Dom g.
Supongamos que para cada x € V' \ {c}, se tiene f(z) < g(x).

Si glﬁl_)Hle(.CU) =Ly glﬁlg}:g(x) = M, entonces L < M.

DEMOSTRACION.

La demostracién la haremos por contradiccién. Supongamos que L > M.

Recordemos que por Teorema 2.2.4, se tiene que hin(g(:n) — f(z)) = M — L. Usando la definicién
xr C

de limite y escogiendo ¢ = L — M (que es positivo por hipétesis), existe § > 0 tal que si

0 < |z — c| < 4 entonces |g(x) — f(x) — (M — L)| < e.

Asi, si 0 < |z —c| < 9§, entonces —L + M < g(x) — f(r) — M+ L < L — M, con lo cual
g(z) — f(z) < 0. Por lo tanto, g(z) < f(z), lo que es una contradiccién. Por lo tanto, la hipétesis
de que L > M es falsa, es decir L < M.

|
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2.2 Propiedades aritméticas de los limites

Teorema 2.2.11: Teorema de la compresiéon o Teorema del Sandwich

Seace€ R ysean f, gy h funciones reales y V' una vecindad de ¢ con
V\ {c} € (Dom f N Dom g N Dom h).

Supongamos que para cada x € V' \ {c}, se tiene f(z) < g(z) < h(z).

Si lim f(x) = Ly lim h(x) = L, Entonces lim g(z) = L

Tr—cC Tr—cC T—C

DEMOSTRACION.

Notemos que el teorema asegura la existencia del limite de la funcién h en x = ¢. La demostracién
es una aplicacién directa del teorema anterior.

L =lim f(z) < lim g(x) < lim h(z) = L.

Tr—cC Tr—c Tr—cC

~
( Ejemplo 2.2.12

Hallar h’I%g(a:), si g es una funcién tal que para x € Dom g \ {0} se cumple que
T—

.%'2 .%'2
1—— < <1 —
1 <g(z) <1+ 1
\ Y,

Solucién

2 2
Se tiene que lim (1 — x_) =1y lim (1 + x_> =1, luego lim g(z) = 1.
z—0 4 4 z—0

z—0

( Ejemplo 2.2.13

_J

1
Mostrar que lim 22 sen <—> =0.
z—0 T

Solucién

1
Como para = # 0, se tiene —1 < sen <—> < 1, multiplicando por x? se obtiene
x

1
—x? < 2% sen <—> < 22
x
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2.2 Propiedades aritméticas de los limites

Como lim 22 = lim —z2 = 0, entonces usando el teorema 2.2.11, se tiene
z—0 z—0
, 1
limz%sen (= ) =0
z—0 X

La grafica de estas tres funciones nos ayuda a
visualizar la utilidad del Teorema del Sandwich.

Otra forma de resolver el ejemplo anterior es usar el teorema 2.2.8.

Como )
lma?=0 vy ‘sen(—)‘ﬁl
x

x—0
i 1
lim 2%sen | = | =
x—0 x

2.2.1 Forma indeterminada %.

entonces

Consideremos una funcién racional definida por fg )) con fy g polinomios.
g(x
. : . : . 0
Si tanto f(a) como g(a) son cero, decimos que la funcién racional tiene la forma g en ese punto, y
. . f(2)
no podemos evaluar directamente en a para encontrar lim —=.
z—a g(x)

Recordemos que si un polinomio se anula en a, entonces se factoriza por & — a. Por lo tanto en este
caso tendremos que tanto f como g se factorizan por x — a, luego simplicando por z — a, podremos

f(z)

dilucidar lim —=.
T—a g(gj)

[ . .0 . .
M3ds adelante veremos limites del tipo o donde las funciones que aparecen no son necesariamente

polinomios.
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2.3 Limites laterales

( Ejemplo 2.2.14 A
Calcular los siguientes limites:
4 _ —2x—4
, T 16 , T
1. lim R 4. Mim, x3 4 222
2 z +8 5. lm LAt
: min,lg T4+ 2 Crs—2 73 4 222
2 _ 3 2 2
3 LT 2 6. lm L T2
\ z—1 22 — 3 + 2 -2 2 +4x+4 )
4 2
— 16 4 2 -2
1. lfm 2 i EFVEEDE D) e ey 2) = 82
z—2 T — 2 T2 r—2 T2
3 2
8 2 —2x+4
2 dim T8 gy @@ 2D e iy — 12
z—=—2 r + 2 z——2 T+ 2 z——2
2
-2 —1 2 2
R Rl R PN C (U ) N e ) S
z—1 22 — 3z + 2 z—1 (l‘ — 1)(1’ — 2) z—1 (l‘ — 2)
—2x—4 -2 2 -2 1
4 lm 2P oA g, e 2L
z——2 23 + 222 z——2 xz(ac + 2) -2 12 2
24444 2)? 2
5 qm LAt d o0 (+2)° m T2 g
z——2 734 212 a—-2 22(x +2) z—--2 a2
) 23+ 22? . 22z +2) , x?
6. im ———— = lim ————- = lim )
es—2 22 +4r+4 o2 (x+2)2  z=-2 x+2
En este caso, nos encontramos con el problema de que al evaluar esta expresidn para x = —2, el

numerador es 4, pero el denominador es 0. Notemos que una funcién asi crece arbitrariamente
en valores cercanos mayores a —2 y decrece para valores cercanos menores a —2. Concluimos
que no existe un nimero real al cual se acerquen los valores de f(x), es decir, en este caso, el
limite no existe. Mds adelante estudiaremos este tipo de comportamiento de una funcién.

2.3 Limites laterales

Queremos ampliar el concepto de limite a puntos en los cuales no podemos aplicar de definicién de
limite, como por ejemplo si el dominio de la funcién contempla solo los niimeros mayores (o menores)
al punto en cuestion.
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2.3 Limites laterales

Definicién 2.3.1
Hablaremos de limite lateral izquierdo si nos aproximamos por los niimeros menores a a y limite
lateral derecho si nos aproximamos por los niimeros mayores a a.

Denotamos lim f(x) al limite lateral izquierdo y h’m+ f(z) al limite lateral derecho.
T—ra

z—a=
4 Ejemplo 2.3.2 A
Estudiar la existencia de los siguientes limites laterales:
b Ve 3 g Ve
| 2 v )

Solucién

1. lim z =1,

r—1— 2
2. lim z =1,
z—1+ 1 1

3. lim +/z, no existe,
z—0~

4. lim /z =0.

z—0t

Notar que no podemos obtener el limite lateral izquierdo lim +/z, ya que el dominio de la funcién
z—0~

raiz cuadrada es [0, 00).

(- Ejemplo 2.3.3 R
Considerar la funcién parte entera. Determinar los limites laterales:
1. lim [z] 3. lim [z] 5. lim [z]
z—0~ rz—1— z—1,57
2. lim [x] 4. lim [z] 6. lim [x].
\ z—0* r—1t z—1,51 )

Solucién

Graficaremos la funcién parte entera, para visualizar mejor los limites
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2.3 Limites laterales

2 e—oO
1. lim [z] = —1 4. lim [z] =1
z—0~ z—1+t
1 e—O
2. lim [z] =1 5. lim [z]=1
z—0t z—1,5—
PR 1 2 5 3. lim [z] =0 6. lim [z]=1.
T—1— z—1,51
o—1—~
——0 2

Definicion 2.3.4

Sea f una funcién con dominio D y sea a un punto de acumulacién de D. Decimos que el limite
lateral izquierdo de f cuando x tiende a a es L, y escribimos

lim f(z) =L,

r—a—
si dado cualquier niimero real positivo €, existe un correspondiente nidmero real positivo ¢ tal que si
a—0 <z <a, entonces f(x) € V(L;e).
En simbolos:

lim f(z)=L & Ve>0,36>0(@—0<z<a,= |f(x)—L|<e).

Tr—a—

Del mismo modo definimos el limite lateral derecho:

lim f(x)=L & Ve>0,30>0a<zx<a+d=|f(r)—L|<e).

z—a™t

Teorema 2.3.5

Una funcién f tiene limite cuando x tiende al punto de acumulacién a si y solo si tiene
limites por la derecha y por la izquierda en ese punto y estos son iguales.

lim f(z) = Lsiysolosi lim f(z) =Ly h’m+ f(z) =L

T—a r—a~ r—a
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2.3 Limites laterales

Corolario 2.3.6

Sea f una funcién y a un punto de acumulacién de su dominio.

Si lim f(z)# lim f(z) entonces no existe lim f(x).
T—a~ z—at z—a

Observacion 2.3.7
Las propiedades de los limites son también ciertas para los limites laterales, en particular es valido el
Teorema de Sandwich.

( Ejemplo 2.3.8 A
., - 2— si <1,
Sea f la funcién definida por f(x) = . ) *
22+1 si x> 1.
Encontrar lim f(z)y lim f(x).
z—1— z—1t
. J
Usando la definicién de f se tiene:
lim f(z) = lim (2—2z)=1,
z—1— z—1—
lim f(z) = lim (2 +1)=2.
z—1t f( ) x—>1+( )
Con esto tenemos por el Corolario anterior que no existe
1i : ‘ >
lim f(z) | M,
Esto lo podemos apreciar observando la grafica de la
funcién f.
( Ejemplo 2.3.9 A
Encontrar los limites laterales lim g(z)y lim g(z), donde la funcién g estd dada por:
T2~ z—2F
-1 siz<2
g(z) =<4 six =2
x+1 siz > 2
- J
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2.3 Limites laterales

Solucién

Usando la definicién de g se tiene:

lim g(x) = lim (2> —1) =3

T—2~ r—2~

y

lim g(z) = lim (zx+1) = 3.

z—21 z—21

Esto lo podemos observar en el grifico de g.

4 °
3 ] e
2 ]

Y

_2_&/12

~
( Ejemplo 2.3.10
Encontrar los limites laterales en —1,0 y 1, donde la funcién f estd dada por
x si x < —1,
2 .
T si —1<zxz<0,
xTr) =
/(@) -1 si x =0,
—x?2+1 i x> 0.
- J
Se tiene:
1. lim f(z)= lim z=-1
r——1" r——1"
2. l, = 1/ 2 = 1
)= e
3. lim f(z) = lim 22 =0
z—0— z—0—
4. I = lim (—22+1) =1
A T = i e
5. lim f(x)= lim (—22+1) =0
z—1— z—1—
6. i = lim (—2%+1) =0.
A 0= Jip o
De acuerdo al teorema anterior podemos decir que el limite de la funcién fenx=—-1yx =0 no

existen. Por otro lado, el limite de la funcién f en x = 0 existe y vale 0.
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2.4 Limites trigonométricos

2.4 Limites trigonométricos

El cdlculo de limites trigonométricos estd basado fundamentalmente en el siguiente teorema:

Teorema 2.4.1

DEMOSTRACION.

Para hacer la demostracién usaremos limites laterales y el Teorema del Sandwich.

Consideremos la circunferencia unitaria, es decir, 1 D
centrada en el origen y con radio 1. C
Sea x un dngulo tal que 0 < = < T

Comparemos las areas de los tridngulos AOAC,

AOBD vy del sector circular OCB. 5 = ——=>

Usando las definiciones de las funciones trigonométricas y considerando que el area del sector circular
2

rex }
es A= R se tiene:

drea AOAC < area del sector circular OCB < drea AOBD,

es decir,

8

1 1
§senxcosx < 5 < itanx.

Como estamos considerando x positivo, dividiendo por sen x, obtenemos

1 sen x 1
cosxt < < = cosx < <
sen x cos T x cos T
sen x

Como lim cosxz = 1 podemos usar el Teorema del Sandwich, asi lim =1.

z—0 r—0+t T

Ahora, recordemos que las funcién seno y y la funcién identidad son impares, por lo que la funcién
sen x
h dada por h(z) =

es par, es decir, simétrica respecto al eje Y.

, . o , nx
Concluimos que el limite lateral izquierdo 1im
rz—0— T

es igual al limite lateral derecho.
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2.4 Limites trigonométricos

Corolario 2.4.2

. 1 —cosx ., 1 —cosx 1
lim ——— =0, hmiQ:—
x—0 x z—0 Iz 2
DEMOSTRACION.
Esto es claro, ya que:
, l—cosx , 1 —coszx 1+ cosx
Iim — = lim
z—0 T z—0 €T 1+ cosx
1—cos?zx

lim ———
2—0 z(1 4 cosx)

sen2 x T

= lim —————
z—0 x2 14-coszx
3 senx\2 T
= lim ( > lim ——
z—0 X z—01 4+ cosz
= 1-0=0.
Del mismo modo 9
, 1—cosx 3 1 —cos“x
Im ——— = lim————
z—0 2 a—0 22(1 + cos 1)
B senx\2 1
= Ilim ( ) lim
z—0 €T z—01 4 cosx
1
= 35
|
\
( Ejemplo 2.4.3
Calcular los siguientes limites:
sen 3 sen d sen 4 cos2x — 1
1. lfm 22227 2. lfm 2% 3. lfm 2 4 lim 2T
\_ x—0 xT z—0 3z z—0 sen 7x x—0 xz )

Solucién

1 lim sen 3z ~ Ym 3 <S€H3ZL'> .

z—=0 ¥ z—0 3

Haciendo la sustitucion u = 3z, se tiene que si x+ — 0 entonces u — 0. Esta técnica se
denomina cambio de variable y la justificaremos cuando estudiemos continuidad.

Asi,
, sendx ., senu
lim =3 lim =3.
z—0 xT u—0 U

Matemética 2 51



2.4 Limites trigonométricos

,  senbx ., 5 [sendx 5., senu b
2. lim = lim — = — lim = -,
z—0 3x z—0 3 5 3u—=0 wu 3

Notar que, al igual que el ejercicio anterior, se hizo el cambio de variable u = 5zx.

3. En este caso debemos multiplicar por 1 adecuado para poder usar el teorema correspondiente.

4sendx T sen 4x i sen u
- im im
g S04 e dp % a0 dp 4 w0 w2
z0sen7x  x—0 7senTx 7 lim sen 7x 7 Ym senv 7
Tx z—=0 Tx v=0 v
Notar que se hizo el cambio de variable u = 4x y v = Tx.
2z — 1 2z — 1 1-— 1
4 m 22 T g (S5 ) 4 =S 42— o
z—0 x2 0 (22)? u—0  u? 2
Notar que se hizo el cambio de variable u = 2x.
( Ejemplo 2.4.4 w
. .. ,arcsen2x .
Determinar, si existe lim ———— . Justifique.
x—0 ‘$|

Solucién

En este caso debemos calcular limites laterales. Para ambos casos utilizaremos el siguiente cambio
de variable:

1
z=arcsen2r = senz=2r = I = isenz
luego, si
r—=0" = 220"y 220 = z-0
entonces
. . arcsen2x 3 z 3 2
i) lm ——— = lim +—— = lim gz =2
z—0t T z—0t 5 sen z z—0t 277
P
B ., arcsen2x 3 z 3 —2
it) lim ——— = lim —5—— = lim g7 = -2
z—0~ —X z—0~ ) sen z z—0~
z
, arcsen2x .
Luego, lim —————  no existe.
z—0 |:L'|
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2.5 Limites infinitos

2.5 Limites infinitos

Sea f la funcién real definida por f(x) = 5+ cuyo dominio es R\ {3}.

o
(z —3)

Si x se acerca a 3 (con x # 3) los valores de f(x) son cada vez mds grandes, como lo muestra la
grafica.

x 2.9 | 2,99 |2 999 6]
F(z) | 100 | 10000 | 106

x 3,1 ] 3,01 | 3,001
F(z) | 100 | 10000 | 106

Notacion 2.5.1
Para este tipo de comportamiento usamos la notacién

lim f(z) = oo.

r—a

Con esto indicamos que los valores de f(xz) se vuelven cada vez mds grandes cuando x tiende al
punto a. Cuidado, esto no significa que el limite de la funcién exista, de hecho, no existe.

Definicién 2.5.2
Sea f una funcién definida en una vecindad de a, excepto quizds en el mismo a.

lim f(z) =c0o VM >0,30 >0,YVz (0 < |z — a|] <d= f(x) > M)

rT—a

lim f(z) = —c0 & VR < 0,30 >0, V(0 < |z — a| <d = f(z) <R)

rT—ra

Se pueden dar definiciones andlogas para los limites laterales infinitos:

» lim f(z) =00 » lim f(z) = —o0
Tr—a— Tr—a—

» lim f(z) =00 » lim f(z) = —o0
z—a™t rz—a™t

Observacion 2.5.3

Sin es un entero positivo par, entonces lim ——— = o0.
z—a (x — a)?
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2.5 Limites infinitos

Sim es un entero positivo impar, entonces

Definicion 2.5.4
La recta x = a es una asintota vertical de la funcién f, si

lim f(z) =400 o lim f(z)=toc0.

z—a™t T—a~

( Ejemplo 2.5.5

_

Calcule lim g(x), con g dada por g(z) = @ —3p

A '
s rr 1
De acuerdo a la gréfica tenemos: 5 ] :
1 |
Im ——— = —© |
r—3~ (SL' — 3)3 1
1
1
y : >
it 3 6
m ——— =00
z—3+ (%’ — 3)3 X
1
Con esto la recta £ = 3 es una asintota vertical de la :
., — ] 1
funcién g. 3 :
1
1

( Ejemplo 2.5.6

2

= 9 22 Determinar las asintotas verticales de la
-

Sea f la funcién definida por f(x)

funcién.

Soluciéon

2 2
Como para cada = € R se tiene 222 > 0 y ademds f(z) = °

B-06T) tenemos f(z) > 0 para

x € (—3,3) y f(x) <0 en otro caso.
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2.5 Limites infinitos

Con esto se tiene

A i
lim f(x) = —o0,
T——3" 3 !
lim r) = o0
r——31 f( ) ’ H
;plifgl* f(..'L') = 0, —6 13 :;;r, 6
lim f(z) = -—o0. :
x—>3+f( ) —3
Con esto las rectas = -3 vy 6
x = —3 son asintotas verticales, tal como se aprecia en '

el grafico de la funcién.

Observacién 2.5.7
Las funciones racionales se comportan de forma distinta en los ceros del denominador, tal como
vimos en los ejemplos 2.2.1.

~
( Ejemplo 2.5.8
Para la funciones f, g, h y t determinar los limites laterales en —2 y 2. Escribir la
ecuacién de la asintota vertical si corresponde.
(r —2)? 2z — x?
1 = 3. h(z) = ——c———=
f@)=J—0 @) = T e =
(xr —2) x—4
2. g(z) = — 4. t(x) = 5
\ 4—x 4—x )
—2)2 —2)2 2 —
odm ETD gy, @27 g 2oe

r——2— 4 — LL’2 r——2" (2 — l’)(2 + l') z—-2- 2+

(x —2)2 i (x —2)2 . 22—z
lim 2 = lim ————————— = Iim =
r——2+ 4—x r——27F (2 — LL’)(2 + l') z——2+2+x

La recta © = —2 es asintota vertical de la funcién f.

(z-22 . (x—-2?% (x—22% . 2—z
52 4 — x? —i_rg 4 — g2 _i1—>m2(2—w)(2+x)_i1—>m22+x_0'

No hay asintota vertical en x = 2 para f.
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2.5 Limites infinitos

3 T —2 , T —2 3 T —2 , -1
2. 11m _— = hm _—F = 11m Y = hm
oo—2- 4 — 2 so—2- 4 — 22 r——2- (2 — ZL')(Q =+ 33‘) z——2-2+x

i T —2 i T —2 i T —2 i -1
fm ——= lim —== lim ——————— = lim
o2t 4d—a2 oot d—a? a2t (2—2)(2412) an—2t2+x

= —OQ.

La recta z = —2 es asintota vertical de la funcién g.

, T —2 , T —2 , -1 1
Iim = lim — = Ilim .
e—2-4 — 22 252 (2—2)(24x) 2o2- 24

3 T — 2 3 xr—2 3 -1 1
hm ) = llm — Y = hm = ——.
z—2+4 — x z—21 (2 — l’)(2 + ZL') z—2t 2+ x 4

Luego, no hay asintota vertical en x = 2 para g.

3y 2 — 2 i 2 — 22
. im —— = —o0, im —— = 0.
e—s—2- (x+2)(x —2)3 e—-2t (x +2)(x —2)3
La recta z = —2 es asintota vertical para h.
_ p2 _ _
T e Chut.) T

o2 (2 —2)3  ao2- (2 —2)% 252 (2 -2)

K 22 — 22 1 z(2 —x) i —x
m ———= lim ——<% = lim ——— = —oc.
a2t (x—2)3  aoot (x—2)3  aoot (v —2)2

Luego, la recta x = 2 es asintota vertical de la funcién h.

4. Notar que t(x) v -4 v—4 or lo tanto
: ue t(z) = = ,

q 122 2-02+2)"

, r—4 , r—4

lim —— = o0, lim —— =—-—

s——2— 4 — 22 r——2t+ 4 — 22

i r — 4 i r — 4

im = - im = o0.
c—2- 4 — 2 ’ s+ 4 — 22

Las asintotas verticales de ¢t son z = -2y z = 2.

Observaciéon 2.5.9
Hay asintotas verticales para funciones no polinomiales, por ejemplo:
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2.6 Limites al infinito

1. La recta x = 0 (eje y) es una asinto-
ta vertical de las funciones f, dadas
por fo(x) = log,x (a > 0). En par-
ticular x = 0 es asintota vertical para
la la funcion logaritmo natural, ya que

Im In z = —o0.
z—0t

2. Las rectas x = a, donde a = g + km E

con k € 7, son asintotas verticales de la

funcion tangente, pues —— —— —>

L =¥ -3 -2, —11 112 /3 4 |

1 1 1 1
lim tgx =00 y lim tgzx = —o0. ! ! ! !
z—a~ r—at X V-2 X X

1 1 1 1

1 1 _3 4 1 1

2.5.1 Forma indeterminada oo — oo.

Observacién 2.5.10

A veces nos encontramos con una sustraccion en que ambas componentes tienden a oo, por lo que
no podemos restar los limites. Es necesario realizar primero las operaciones algebraicas de manera
de eliminar la ambigiiedad como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5.11 w

1 2
E Ii — .
L ncontrar I1_>ml (w 1 2 1)

(@+h-2 w1 1 1

, 1 2
iﬂ<x—1_x2—1>_ibml PR L o R P

2.6 Limites al infinito

Analizaremos ahora funciones cuyos valores se “estabilizan” cuando x se hace muy grande, como
también aquellas que pueden tomar valores muy grandes en una vecindad de un punto.
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2.6 Limites al infinito

2 1
Consideremos la funcién f definida por f(z) = v .

Claramente Dom f = R\ {0}. Estudiaremos el comportamiento de f cuando z se hace arbitraria-
mente grande.

A
z f(x)
2 5 4
9

10 21

2 p
100 | 2,01 \
1000 | 2,001 ‘ ‘ >

—4 —2 2

10000 | 2,0001

Observamos que los valores de f(x) se acercan a 2 cuando z es grande, conjeturamos que |f(z) — 2|
es arbitrariamente pequefio si se escoge x suficientemente grande.
Si es asi escribimos

lim f(z) =2

T—r00

y diremos que el limite de f cuando x tiende a infinito es 2.

En general, anotamos lim f(z) = L para indicar que los valores de f(z) tienden a L cuando x se
T—r00

hace mds y mas grande.

Para la funcién de nuestro ejemplo, también podemos analizar su comportamiento cuando x toma

valores negativos cada vez mas pequefios.

x —2 | =10 | =100 | —1000 | —10000
f(x) % 1,9 | 1,99 | 1,999 | 1,9999
Conjeturamos que
lim f(z)=2.
Tr—r—0o0

Definicién 2.6.1
Sea f una funcién real.

1. Si f estd definida en algun intervalo de la forma (a,0), entonces

lim f(z) =L & Ve>0,ists M >0,Va(z > M = [f(z)— L| <e)

T—00

2. Si f estd definida en algtin intervalo de la forma (—oo, a), entonces

lim f(z) =L Ve>0,IN <0, Vz(z <N = |f(z) — L| <e).

T—r—00
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Observacién 2.6.2
Los teoremas de limites dados para x — a en Teorema 2.2.4 siguen siendo validos al reemplazar por
T — —00 0T — Q.

Algunas propiedades adicionales.

a) Si n es cualquier entero positivo, se tiene que: lim — =0,
r—+oo
b) lim z) = lim f(—x),
) lm f(z)= lm f(-z)

c) lim f(x)=L< lim f<l> =1L, lim f(z)=L< lim f<l> =1L
T — 00 2—0— x T—+00 z—07t z

Observacién 2.6.3

Se debe tener presente que los simbolos —oo e 0o no representan nimeros reales y no se puede usar la
aritmética de la forma usual. Los simbolos x — —oo o © — oo solamente indican el comportamiento
de la variable x.

( Ejemplo 2.6.4 h

Evaluar los siguentes limites de funciones racionales:
1. Numerador y denominador del mismo grado.

322 —x+4 , 1 — a3

T—00 2 +2

2. El grado del numerador es menor que el grado del denominador.

) dx 6% — 31 + 2
a) llm —5——— fim — ——~
L ) z—oo0 202 4+ br + 1 b) :rgrfnoo 1+ 213 )
322 -z 44 2 (3-14 4 3-14+4
b oa) tm BT 2 x2wﬁ — lim Szl g
T—00 xr2 +2 oo 2 (1 + P) z—oo ] 4 =
1 — 3 x3 4 _ 1 L 1 1
b) lim ——— — ml—L%—l: m 2 —
z——oo 1 + 23 z——o00 3 (F + 2) T——00 =3 +2 2
4 z? (4 4 0
2. a) lim 2—w = lim (59”) T~ = lim =5 =0,
w00 202 + 5r + 1 woooz? (2424 4) w2424 40 2
o6 —3er2 PR -n4E) L oot
b) lim ————— = lim T = lim T =0
T——00 1+ 223 T——00 3 (F + 2) T——00 =3 +2
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Observaciéon 2.6.5
Sean f y g dos funciones polinomiales.

; _ _ . @) an
1. Si grado (f) = grado (g) = n, entonces :EEI:II:IOO @) " b
2. Si grado (f) < grado (g), entonces lim J@) =0.
! r—~+o00 g(m)

Definicion 2.6.6
Diremos que f tiene como asintota horizontal a la rectay = L, si

lim f(x)=L o lim f(z)=1L

T—00 T——00

( Ejemplo 2.6.7

Estudiar la existencia de asintotas horizontales de las funciones dadas por:

o 1 zt+1
20 + 3 32
2. q1(2) = 5— 4 fole) = 5—

.

Soluciéon

Considerando lim (o lim ) tenemos en cada caso:
T—r00 T—r—00

1) y = 0 es asintota horizontal de , )
)v A f 2) y = —2 es asintota horizontal de ¢;
\

~10 -
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2.6 Limites al infinito

3) hi no tiene asintota horizontal 4) y = 3 es asintota horizontal de f,
A

4

12 —6 6

Y
|
=

Notacién 2.6.8

La notacién lim f(x) = oo se usa para indicar que los valores f(x) crecen indefinidamente cuando
T—00

x tiende a infinito.

Se asocian significados andlogos a

mh—>I£lof($) = %% :(:Egloo f(ﬂ?) = y xkgloof($) =%
EJEMPLO.

1. lim In 2 = oo,
Tr—r0o0

2. lim e* = oo,
Tr—r00

3. lim (2% — 2z) = oo,
T—00

5 1t 2t — 322 + 2
Do lim — ————— = —00,
z——oco  Hrd 4+ 2x

6 1 224 — 322 + 2z
. m —— =0
T——00 522 4 2z

Observacién 2.6.9
Sean f y g dos funciones polinomiales.

Si grado(f) > grado(g), entonces lim M = +oo dependiendo de la paridad de la diferencia de

T—$00 g(gj
los grados y de los coeficientes principales de f y de g.
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2.6.1 Limites de la forma lim f(:f::)g(x)

Tr—a

Proposicion 2.6.10

Sean f y g funciones reales.
1. Si lim f(z) = L, lim g(x) = M con L, M € R. Si LM € R, entonces
Tr—a Tr—a

lim f(z)9@ = LM,

T—a
2. Si lim f(x) = Ly lim g(z) = oo, se tiene que
T—a Tr—a

a) si |L| <1 entonces lim f(x)?®) =0,
r—a

b) si L >1entonces lim f(x)!®) = cc.
Tr—a

Observacion 2.6.11

Silim f(z) = L < —1 y lim g(z) = oo entonces lim f(x)9®) no existe,
Tr—a Tr—a Tr—a

yaque L*" > L? >0y Lt < L <0.

La siguiente proposicion es fundamental en lo que sigue, su demostracién requiere de herramientas
mdas avanzadas, por lo que la aceptaremos y utilizaremos sin ella.

Proposicion 2.6.12

1 xr
1. lim <1 4 —> =e.
r—r—+00 x

2. Si lim u(x) = 400, donde u(z) # 0 para todo x # a, entonces

T—a
) 1 u(x)
lim (1+ —— =e.
z—a u(z)

3. Si f(x) = 1+ u(z) donde u(z) - 0y lim g(x) = oo, entonces

T—ra

lim f(z)9®) = elim 9(@) u(@)

Tr—a

62 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



2.6 Limites al infinito

\
( Ejemplo 2.6.13
Calcular los siguientes limites:
; . Sx+2
L il—%(l + )= 5. lim ( )
T—>00
1
2. lm (1 + Vo —1) %1
r—1 6. lim
T—r00
n 22\ "}
3. lim (Se > — o1 , (290 + 9)w+3
x—0 x - z—>oo 2$+5
, r + 1 2+l 22— 2r+4 Zetl
4. lim > 3 8. lim R ——
r—00 €Tr — r—oo \ & x
\- 4
1. lim (1 + 3:2)?15 =e,
z—0
1
2. lim (1 + 3:E—l) Vo1 = ¢,
r—1
220\ " 2
3. lim <Sen ””) _ o1, m = 9y lima— 1 =1,
z—0 X z—0 X z—0
2
o (z+1\" [z + 1) 1 L
4:011)11()10(236_3) —O,puesgclgqgO 57 —3 _§<1yxll>nolow +1=00
2 5x+2 2
5. lim <3w+ > = 00, pues lim <3x+ >=3yh’m5x—|—2:oo
1 - (z—1)3
3\ 3\3 ‘
6. lim <x+ — lim <<1+—> > — 3,
T—00 €T T—00 X
2 9\ 2+3 9 z+3
7 h’m<$+> —im (142

4(xz+3)

— i 1 4 233# 2z+5_ 2
= a0 +2:E+5 -

224243 (2z+1)(—3z+1)

. —3r+1 —3z+1 a2 4a+3 _6
= lim 14+ 55— =e ".
zc+z+3
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( Ejemplo 2.6.14

\

Sean « y B nimeros reales que satisfacen la relaciéon ba + 28 = 7. Determine a y S tal
que se cumple que
N

9 1 2ax+Lx
h’m(x+ ) — lfme = — 1

z—oo \ 22 — 1 z—1

Solucion

20 + 1 2ax+Bx
lim ( > = lim

2z + 1 (2ot+B)e
z—oo \ 200 — 1 x—)oo<1 $—1_1>
9 (2a+8)x
= <1 o 1>
20 — 179, — 1 (2a+B)z
2
= i 1 + ;
o x1—>H<;lo 2¢—1
2
_ ((20+5)
Ahora calcularemos
Vo —1 x—1
lim (*) 1
lime v —1 ==l g —1 = e2
r—1
-1 1 -1 1
(i Y2 L vl @) 1
a=1 x—1 e+l a=1(x—1)z+1) 2
Luego,
208 — o3
1
2 = —
a+ 3 5
da+26 =1
Por lo tanto,
5) 26=17 23
a+2p3 = a=6= 24+28=1= B=-"
da+28=1 2
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2.7 Continuidad

En la definicién de lim f(z) consideramos siempre = # a. Hemos visto a través de los ejemplos que
T—a

este limite puede existir aunque f no esté definida en a; en otros casos, a € Dom f y puede ocurrir
que el limite sea distinto a f(a) o que sea igual a f(a). En este dltimo caso estamos frente a una
funcién que se dice continua en a.

Definicién 2.7.1
Diremos que una funcién f es continua en a € Dom f, si

lim f(z) = f(a).

r—a

En caso contrario, se dice que f es discontinua en a o que f tiene una discontinuidad en a.

Observacién 2.7.2
Notemos que la continuidad de f en a requiere de 3 condiciones:

i) f esta definida en a, es decir a € Dom f
i1) existe lim f(x)
Tr—a
iti) lim f(z) = f(a).
Tr—a
Si no se cumple una de estas condiciones la funcién f tiene una discontinuidad en a.

Analizaremos continuidad para distintas funciones:

1. Recordemos que la funcién valor absoluto estd definida por tramos, a saber:

z si x>0
2| = )
—x si x<0.

Claramente la funcién es continua para = < 0 y para z > 0, ya que son funciones lineales. Por

otro lado:
lim |z] = lim =0
z—0t z—0t
lim |z| = lim (—2)=0
z—0~ z—0~

Como |0| = 0, se tiene que la funcién valor absoluto es continua en 0. Por lo tanto la funcién
es continua para cada x € R.

2
. -3z +2 : :
2. La funcién dada por gi(x) = # es discontinua en 1.
,1: fe—

2
— 2
ﬂ = lim(x —2) = —1, pero 1 ¢ Dom f.

Notemos que lim
z—1 r—1 z—1

Matematica 2 65



2.7 Continuidad

z—-9
3. La funcién h; dada por hi(z) = { vz —3
6 siz=9

siz>0,z#9

es continua en z = 1, ya que h’m9 hi(x) =6y h1(9) =6.
z—

22 —3x+2 41

4. La funcién fo dada por fo(z) = r—1 ST

0 si x=1,

es discontinua en x = 1, ya que h’m1 falx)=—=1y f(1) =0.
T

1
5. La funcién g9 dada por go(x) = W es discontinua en —1, ya que:
x
lim go(x) = oc.
rz——1

20+ 3 six < —1,
22 +1si x> -1
es discontinua en —1. Notemos que

6. La funcién hy dada por ho(x) = {

lim ho(z) = lim (2z+3) = 1 = ha(-1),
r——1— r——1"

lim A = 1 241) = 2.
el = i D

Observacién 2.7.3
Hemos visto en los ejemplos anteriores que hay distintos tipos de situaciones respecto a la disconti-
nuidad de una funcién:

Continuidad: Las funciones del ejemplo 1) y del ejemplo 3) son continuas en todo niimero real.

Discontinuidad: En el ejemplo 2) y ejemplo 4), el limite existe en a, sin embargo, a ¢ Dom f
o este limite es distinto a f(a). En el caso 5) el limite es infinito, y en 6), los limites laterales son
distintos.

Definicién 2.7.4
i) Se dice que f tiene una discontinuidad evitable o removible en a, si es discontinua en
a, pero existe lim f(z) = L.
T—a . ., . , .
Notar que en este caso si se redefine la funcién asignando a f(a) el valor del limite L, se
obtiene una funcién continua en a, llamada la prolongacion continua de f.
i) Se dice que f tiene una discontinuidad (esencial) infinita en a si lim f(z) = co (0 —0)
Tr—a
o si alguno de sus limites laterales es infinito.
iii) Se dice que f tiene una discontinuidad (esencial) por salto en a, si los limites laterales

de f en a existen, pero son distintos. La diferencia entre los limites laterales se llama salto de
f ena.
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Definicién 2.7.5
Diremos que f es continua por la derecha en a, si

m_f(z) = f(a).

z—at

Del mismo modo diremos que f es continua por la izquierda en a si

lim_f(z) = (a).

r—a~

Una funcién f es continua en un intervalo, si lo es en cada punto del intervalo.

Si un intervalo incluye un extremo se tendrd continuidad por la derecha o continuidad por la izquierda
segtin corresponda.

Consideremos la funcién parte entera, f(z) = [z].
o A |
Tenemos que para cada entero n, f es continua por la
. . . . 1 —
derecha, y es discontinua por la izquierda, pues
i) 11'm+ f(x) = f(n) =n, P 1 2 3
r—n
—1—
i) lim f(z)=n—1%# f(n).
r—n—
o——o0 —2

Ejemplo 2.7.6

—

L Probar que la funcién f dada por f(x) = v/9 — 22, es continua en su dominio.

Solucién

La funcién f es continua en su dominio, [—3, 3], pues
i) si a € (—3,3) entonces h’_r)n f(x)=v9—a?= f(a),
i) lim f(z)= 0= f(-3),

r——31

i) lm f(z)=0= f(3).

r—3~
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( Ejemplo 2.7.7 A
Determinar los intervalos de continuidad de la funcién g definida por
1 —vz2-1
gla) =~
— X
. J

Soluciéon

Tenemos que el Dom g = (—oo, —1] U [1,2) U (2,00) y la funcién es continua en estos intervalos.

2.7.1 Propiedades de las funciones continuas

Teorema 2.7.8

Si las funciones f y g son continuas en a y C' es una constante, entonces las siguientes
funciones son continuas en a:

Fotg g OF fogy gsig(a);éo.

Observacién 2.7.9
Considerando las propiedades algebraicas de los limites, se verifica que las siguientes funciones son
continuas en todos los puntos de su dominio:

» Funciones algebraicas » Funciones trigonométricas
= Funciones exponenciales » Funciones trigonométricas inversas
= Funciones logaritmicas

El siguiente teorema justifica el cambio de variables para el calculo de limites:

Teorema 2.7.10

Si f es continua en b y lim g(x) = b, entonces
T—a

lim £ (g(x)) = f (1im g(x)) = £(0)

T—ra Tr—a

DEMOSTRACION.

Como f es continua en b, se cumple que, dado € > 0, existe d; > 0 tal que si |z — b|] < J; entonces

[f(z) = f(b)] <e
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Por otro lado, como lim g(x) = b, dado este J;, existe d2 tal que si |z — a| < d2 entonces
T—a

lg(z) —b] < 01

Por lo tanto, si |z — a| < d2 entonces |g(x) — b < &1, y asi |f(g(z) — f(b)| <e.

( Ejemplo 2.7.11

_J

h
_1
Calcular lim (2 —1)
h—0 h

Solucién

h

Para calcular lim ai—' haremos la sustitucion
h—0 h
ah—lzp:>ah:1—|—p,
entonces ) !
hina = In(p+1) = h= 2@+
Ina
Asi,
. (a"—1) ., plna Ina Ina
lim —— = lim = - = + =Ina.
h=0  h p=0In(p+1) gy In(p+1)» Inlim(p+1)»
p—0 p—0
\
( Ejemplo 2.7.12
Hallar los siguientes limites:
fm e’ 2_3r+2 1-
1. ilinl € 2. limIn R 3. lim arcsen \/E
z—2 xr—2 z—1 1—=x
G 4
, 2_ lim 22—z 0
1. lim e —% = ez—1 —e’ =1
r—1
2
-3 2 -2 -1
2 tmn (23242 C (i BT 2E DY g,
r—2 xr— 2 r—2 r—2
, — i — vz T
3. lim arcsen — arcsen lim ——— = arcsen — = —.
r—1 — X =1 1 —zx (§]
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( Ejemplo 2.7.13

Encontrar los valores de las constantes a y b para que la funcién

a(z® — ) < —1
3T 1) si x
[(z) = 2ax +b si —1<x<0
1-— 4
(1 — cosx)sendx G0<z<n

r2senz

sea continua en (—oo, ).

\

Solucién

Primero calcularemos el limite cuando x se aproxima a —1

5 — - ) 2
lm a(x® — ) — lim ax(x —1)(z + 1) _ 2a
e——1- 3(z+1) ao-1- 3(z+1) 3

Ademds, lim (2az +b) =—2a+b

r——11
Luego,

2
_2a+b:§a = —6a+3b=2a = a:%b

Por otro lado, cuando x se aproxima a 0, tenemos que

lim 2ax+b = b
z—0~
4sendx
, (1 —cosz)sendx ., (1 —cosz) A
lim 2 = lim 2 "Tsenz
z—0t r“senx z—0t x
4sen4x
. sen’z 1 Ar
= lim 2 " Tsenz
z—0t X 1+ cosx
x
= 2

3 3
Asi, b=2y como a = < entonces a = 1
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2.7.2 Teoremas importantes de continuidad

A continuacidn se enunciardn algunos teoremas referentes a la continuidad, la demostracién se escapa
de los contenidos de este libro, por lo que se ha omitido.

Teorema 2.7.14

Si f es continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces f alcanza su valor maximo y su
valor minimo en puntos del intervalo, es decir:

Ja € [a,b] tal que Vz € [a,b], f(a) =m < f(z).

38 € [a,b] tal que Vz € [a,b], f(z) < f(B) = M.

Los siguientes ejemplos ilustran el teorema anterior.

1. La funcién f : [~1,2] — R, dada por f(x) = 2z — 22 es continua. Entonces
tenemos que m = f(—1) = -3y M = f(1) = 1.

2. La funcién g con dominio R\ {—1,1} dada por g(z) =

su dominio (intervalo abierto) (—1,1).

es continua en
1— 22

Posee valor minimo m = f(0) = 1, pero no posee un valor maximo en el
intervalo (—1,1).

3. La funcién h : [0,2] — R dada por

h(m):{ 2 siz <1

1l—2z six>1

no es continua en 1, y la funcién no alcanza su valor mdximo en el intervalo.

Teorema 2.7.15: Teorema de Bolzano

Si f es continua en [a,b] y si ademds f(a) y f(b) tienen signos opuestos, entonces existe
por lo menos un punto z, €|a, [ tal que f(z,) = 0.

Observacion 2.7.16

Este teorema nos da una herramienta para identificar intervalos en los cuales se encuentran las
soluciones de una ecuacion dada.
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( Ejemplo 2.7.17 A
1. Mostrar que: f(z) = 2% + 2z — 1 tiene un cero en [0, 1].
3
2. Mostrar que la ecuacién v/z — 1+ v/ +1 = ——— tiene una raiz real.
z(r +1)
g J

Soluciéon

1.

Como f es un polinomio, es una funcién continua en R y como
fO)=-1y f(1)=2

son de signos distintos, el teorema de Bolzano nos dice que existe ¢ € (0,1) tal que f(c) =0.

Sea f la funcién definida por

3
xz(z+1).

fl@)=vVr—1+Vr+1-
Es claro que esta funcién es continua en [1,2] ya que los nimeros donde podriamos tener
discontinuidad son x = —1 y x = 0, ambos menores a 1.
Notemos que f(1) =0++v2—-3 <0y f(2) =14+V3—3>0.

Como fes continua en [1,2] y f(1) < 0 < f(2), por el teorema de Bolzano existe ¢ € [1, 2]
tal que f(c) =0.

. 3
Luego ve—1++Ve+1—
c

(c+1)

Ve—1++vVe+1= L,
c(c+1)

=0, por lo tanto

de donde se tiene que ¢ es una solucién real de la ecuacidn, esta solucién se encuentra entre
1ly2.

Teorema 2.7.18: Teorema del Valor Intermedio

Si f es continua en un intervalo cerrado [a,b] y K es cualquier nimero entre f(a)y f(b),
entonces existe ¢ €la,b| tal que f(c) = K.

Es decir, si f es una funcién continua en [a, b, entonces si = varia entre a y b, la funcién toma todos
los valores entre f(a) y f(b).
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( Ejemplo 2.7.19 W

Verifique el Teorema del Valor Intermedio para f(z) = v/2z — 1 en el intervalo [1, 5]
con K = 2.

Solucién

[ es continua en [1,5], pues [1,5] € Dom f = [3,00).

Como 1= f(1) <2< f(5) =3, existe c € (1,5) tal que f(c) = 2.

5
Enefectov/2c—1=2 & 2¢c—-1=4 <& 625'

2.8 Ejercicios Resueltos

1. Calcule los siguientes Imites si ellos existen:
) 1 2 — 2z
a mgnél \/7—2
In(2z% + 3z + 1
b) lim BT 3Tt

z—0t x

¢) lim sen(3z)
-1 1 —2cos(z)

Solucion

a) Multiplicamos la expresidn por un 1 conveniente.

Hm2—<’/ﬁ.\/§+2.4+2{*/ﬁ+mzﬁm (8 —2x) - (VT +2)
4 VT =2 VT 42 442920+ ViAa? o4 (- 4)(4 + 272 + Vda?)
oy @4 (Vz+2)
w4 (3 — 4)(4 + 2/27 + V4a?)

ol VT E2)
24 (4 + 232z + V4z2)
4
=—-92.
12
_ 2
3
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b) Escribiremos el cuociente como un producto.

In(2z% + 3z + 1)

1
lim = lim —- 111(21‘2 +3x+1)
z—0F X x—0+ T
1
= lim 111(2352 +3z+ 1)z
z—0t
=In| lim (21‘2 + 3x + 1)5
z—0t
—In | lm (14 (222 + 32))(22° +32) -2
z—01
lim (2 3
=In lim (1 + (23;2 + 3z)) (222 4 3x)
z—0+
=In (63) =3

. . . s
¢) Realizamos el cambio de variable a = x — 3 = cuando r — 5, a — 0

. sen(3(a+3)) lim sen(3a+m) sen(3a) cos(m) 4 sen(m) cos(3a)
a—01—2cos(a+%) a=01—2cos(a+%) a—01—2(cos(§)cos(a) — sen(z) sen(%))
—sen(3a)
= lim
a—0 1— 2(COS2([1) . \/gsgn(a))
— 3
~ lim sen(3a) R
a—0 1 — cos(a) + V3sen(a) =
__3sen(3a)
. 2 3a
- il—rf(l) 1—cos(a) + V3 sen(a)

-3
- _ —_\/3
0++V3
2. Encuentre el(los) valor(es) de ¢ € R de manera que el siguiente limite sea finito.

, cx? —4
Iim

2=25 — /322 + 13

Calcule los respectivos limites para dichos valores de c.

Solucién

Nétese que
5—4/3(2)2+13=0
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Por lo tanto para que el limite pueda ser finito necesitamos que

4c—4=0
4(c—=1)=0

Por lo tanto los posibles ¢ € R que buscamos que para el limite sea finito es solo ¢ = 1.

Si ¢ =1, calculemos

x2—4

225 — /322 + 13

Multiplicar por la expresién conjugada de 5 — /322 + 13

lm 22 —4 _y (22 — 4) (5 + V3z? + 13)

m
2525 — 322 1 13 ==2 (5 — /322 1 13) (5 + V322 + 13)
(x —2)(z +2)(5 + V322 + 13)

= lim
T—2 25 — 322 — 13
I (x —2)(z +2)(5 + V322 + 13)
= 11m
) 32—-2)(2+x)
_ —(5 4 v3z2 + 13)
= a5 3
10
3

3. Calcule el siguiente limite

Solucién

Notemos que

) 322 + zsen(x)
lim
2—0 23 4+ 3sen?(2x) + 22

3 2
x” + zsen (z) _ x v 40

x3 + 3sen? (2z) + 22 42 <$ N 3sen? (2x) N 1> ’

x? <3+M>
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Por lo tanto,
22 (54 5en (z)
" 322 + wsen(x) " x
fm = lim
20 23 + 3sen?(2z) + 12 250 12sen? (27)
2 + — 2 4+ 1
z? |z e

lim <3 + Sen(‘r)>

x—0 x
12sen? (2
i (o4 250 C2) Ly
x—0 4.%2
341 4
C0412+1 13

4. Sea k un real distinto de 0. Encontrar el valor de k tal que el siguiente limite sea €2,

) <1’ B 3> kx+k
Iim
z—+oo \ x — 4

Solucién

Escribiremos de una manera adecuada,

) r—3 kx+k ) 1 kx+k
lim =lim (14+ ——
z—oo \ xr — 4 T—00 r—4

kx+k
1 x—4 x—4
= lim (1 + > ]
T—00 x—4
. kx4 k
lim

_ erco x—4

. L. . kx+k
Como necesitamos que el valor del limites sea €2, entonces lim =2 - k=2.

r—00 I —

5. Calcule los valores de las constantes a y b de modo que la funcién sea continua en R:

202 —3x+5, si ox<-—1

flz) = ax + b, si —1<zx<2
(22 — x)7 ,
sen B st x> 2

Solucién

Se debe cumplir que

2 _
lim (222 —3z+5)= lim (ax+b) y lim (ax+0b) = lim sen &= T)T

z——1- r——171 T2~ z—2+
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Calculamos cada limite

lim (222 =3z +5) = lim (azx +b)
r——1- r——11
10 = —a+b
Por otro lado
2 _
lim sen @ —a)m = lim (ax +b)
r—21 4 T—2—
1 = 2a+b

Finalmente, se debe resolver el sistema

—a+b = 10
2 +b = 1

De donde

. Sean f y g funciones continuas en [a, b] tales que f(a) > g(a)y f(b) < g(b). Demuestre que
existe xg € (a,b) tal que f(xp) = g(zo)

Solucidon

Sea h(z) = f(x) — g(x), funcidn continua en [a,b] (diferencia de funciones continuas)
como f(a) > g(a) entonces h(a) = f(a) — g(a) >0
como f(b) < g(b) entonces h(b) = f(b) — g(b) <0

por lo tanto al ser h(x) continua en [a,b] y h(a) > 0y h(b) < 0 entonces existe zg € (a,b) tal
que h(zp) = 0y por lo tanto f(xg) = h(xg)

. Pruebe que el polinomio
p(z) =2® — 223 — b5z +3

tiene al menos 2 raices reales distintas en el intervalo [—2, 2]

Solucion

Como la funcién es un polinomio, es continua en todo R, y por lo tanto es continua en cualquier
intervalo de la forma [a, b].

Para resolver este problema usaremos al menos dos veces el teorema del valor intermedio en
intervalos adecuados. De hecho se puede usar 3 veces.
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= Teorema del valor intermedio aplicado en [—2,0]. Como

p(=2)=-32+416+10+3=-3<0

p(0)=3>0

usando el teorema del valor intermedio en [—2, 0] se concluye que existe ¢; € (—2,0) tal
que
p(c1) = 0.

= Teorema del valor intermedio aplicado en [0, 1]. Como

p(0) =3>0

p(1)=-3<0

usando el teorema del valor intermedio en [0, 1] se concluye que existe ¢ € (0, 1) tal que

p(c2) = 0.

= Teorema del valor intermedio aplicado en [1,2]. Como

p(l)=-3<0

p(2)=9>0

usando el teorema del valor intermedio en [1, 2] se concluye que existe c¢3 € (1,2) tal que

p(cs) = 0.

Las tres raices encontradas son distintas pues pertenecen a intervalos distintos.
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Numeros complejos

3.1 Primeros conceptos

Encontrar solucién a una ecuacién tan sencilla como 22 +1 = 0 nos lleva al hecho imposible en R de
que el cuadrado de un nimero real sea negativo. Tal situacién nos obliga a definir un nuevo conjunto
numérico donde tal posibilidad tenga sentido, permitiendo encontrar soluciones a ecuaciones como
la indicada anteriormente. Este nuevo conjunto numérico estd definido como:

C={z=(a,b) | aeR,beR},

denominado conjunto de los nimeros complejos. La primera componente se llama parte real,
denotada por Re(z) y la segunda componente se denomina parte imaginaria Im(z).

Im
Geométricamente un ndimero complejo z = (a,b)

se representa como un vector que comienza en el
origen (0, 0) del plano y termina en el punto (a, b).
El eje de las abscisas se llama eje real, denotado por
Re y el de las ordenadas eje imaginario, denotado

por Im, ademds el plano recibe el nombre plano
com p|ej0 0 Argand. Figura 3.1: Representacién geométrica de z = (a,b).

z = (a,b)

Re

Los complejos z de la forma z = (0,b), b € R se llaman imaginarios puros. Por su parte, los complejos
z tal que z = (a,0), a € R se denominan reales puros. Los reales puros se identifican con el conjunto
de los nimero reales R, por tanto, R C C.

Definicién 3.1.1 (Igualdad de complejos)
Dos complejos z1 = (a,b) y zo = (¢,d) son iguales si y sélo si sus partes reales son iguales y sus
partes imaginarias son iguales, es decir:

zZ1=z2z9<a=cANb=d.

79



3.1 Primeros conceptos

( Ejemplo 3.1.2

L Encuentre z,y € R tal que el complejo z1 = (z + 5, 13) sea igual a zo = (20,3 + 2y). J

Solucién

Igualando las partes reales y las partes imaginarias tenemos = + 5 = 20 y 3 + 2y = 13, de donde
r=15ey=>.

3.1.1 Estructura Algebraica de C

En C se define la suma de dos niimeros complejos z; = (a1,b1) y 22 = (ag,b2) como:

21+ 20 = (al,bl) + (az,bg) = (CL1 + a9, b1 + bg).

Por su parte, se define el producto de z; y zo como:

21 - 22 = (a1,b1) - (a2, b2) = (a1a2 — biba, a1bs + azby) .

Definicién 3.1.3 (Forma normal o candnica)
Considerando la definicién anterior, podemos decir que (a,b) = (a,0)+(0,b) y (0,b) = (0,1)(b,0).

Luego, (a,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) = a + bi, donde i = (0,1).

Asi, podemos definir la forma normal o candnica de un nidmero complejo como:

z=(a,b) =a+bi

Notemos que:
i2=4i-i=(0,1)-(0,1) = —1.

Ademads, note que:

Con esta nueva escritura tenemos que las operaciones de suma y producto quedan escritas como:
2n1+2z = atbitct+di=(a+c)+(b+d)i
z1-22 = (a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ bc)i

Sean z1, 29, 23 € C, entonces la suma y producto de ndmeros complejos tienen las siguientes propie-
dades:
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1. Conmutatividad: Z1t+22 = 22+
Z1+R9 = Z292°Z21
2. Asociatividad: 21+ (z2+23) = (21+22)+ 23
z1-(22-23) = (21-22)- 23

3. Existencia de Neutros:
» Para todo 21 € C, existe 0 € C tal que 21 + 0 =0+ 21 = 21.
m Paratodo z; € C, existe 1 e Ctalque z1 -1 =121 = 2.
4. Existencia de inversos:

= Para todo complejo z = a + bi, existe —z = —a — b1,
tal que z + (—2) = (—2) + 2z = 0.

1 a b ;
B N

= Para todo complejo z = a + bi no nulo, existe z~

L1211,

tal que z -z~
5. Distributividad del producto respecto a la suma:

21 (22 + 23) = 21 - 22 + 21 - 23.

De acuerdo a lo anterior decimos que (C,+,-) tiene estructura algebraica de cuerpo.

Proposicion 3.1.4

(C,+,-) es un dominio de integridad, es decir, si z,w € C tales que z - w = 0, entonces
z=0Vw=0.

Esta proposicién es especialmente (til para resolver ecuaciones

( Ejemplo 3.1.5

—

L Resuelva la ecuacién (z 4 i)° + (z —4)* = 0.

Solucién

Desarrollando los cubos de binomio y teniendo presente las potencias de la unidad imaginaria:

3

(z+i)+(=z—-9> = 0

22 4+32% 4322+ + 22— 32214+ 322 -2 = 0
225 -6z = 0

2z(z2—3) = 0,

lo que implica 21 =0, 20 = V3 y 23 = —/3.
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Definicién 3.1.6 (Complejo conjugado)
Sea z = a + bi € C, el complejo conjugado de z, denotado por z, es Z = a — bi.

Definicién 3.1.7 (Mdédulo de un complejo)
Sea z = a + bi € C. Se define el médulo o valor absoluto de z, denotado por |z

2zl = Va2 + b2
2| = v

, como

Geométricamente el médulo de un complejo z representa la longitud del vector asociado al complejo.
Notemos que:

Re(z)
Im(z)

IA 1A

Asociado a un ndmero complejo no nulo z = a + bi existen otros tres complejos que estdn en la
circunferencia centrada en el origen y de radio |z|, estos son Z = a—bi, —z = —a—bi, —Z = —a+bi.

Im

Figura 3.2: Representacién geométrica de z, z, —2 y —Z.

Proposicion 3.1.8
Sean z,w € C, entonces:
1. Z=2 7. |z w| =z - |wl
2 zZ=2
z+Z = 2Re(2) 8. ‘i‘:ﬂ'w?go
3. 2—% = 2%Im(z) wl vl
= (4|2
4. z+w=Z+w 9. z-Z=|z|
5. T W=2%-T 10. |z 4+ w| < |z| + |w|
6. |z| = |Z] 11, ||z] — |w]| < |z — w|
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DEMOSTRACION.

Demostraremos solo las propiedades 7. y 10., las restantes quedan propuestas como ejercicios al
lector.

7. zwl=CwEw=z2wzw=2 2w -w=2*w?=|z-w =|z||w|

10. Por un lado tenemos:

z+wf? = (z+w)-zFw
= (z+w)(z+D)
= zZ+zw+ wzZ+ww
= 2P + (z0 + wz) + |w]?
= 2P + (20 +2@) + w]*.

Pero, zw + zw = 2Re(2w) < 2|z - w| = 2|z||w| = 2|z||w|. Luego,

|2+ wl® < [o? + 2fzllw] + wl® = (J2] + [w])® = |2+ w] < J2] + |wl.

~
( Ejemplo 3.1.9

2—3
—1+2i

Considere el cuociente de niimeros complejos: z =

1. Escriba z en forma normal.

2. Determine el mdédulo de z.
\_ J

Solucién

1. Amplificando por el conjugado de —1 + 2¢ tenemos:

2—-3 —-1-2

T i -
2 6-4i+3i
(=)= (2)°
81

55
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( Ejemplo 3.1.10

—

L Resuelva la ecuacién z-zZ+3 (2 —z) =4 — 3i.

Soluciéon

Consideremos z = a + bi, que reemplazado en la ecuacién dada genera:

a® 4+ b% + 6bi =4 — 34,
por la igualdad de ndmeros complejos, tenemos

a>+b* = 4 (3.1)
6b = —3

1 _ . V15 .
De (3.2) tenemos b = —3 lo que sustituido en (3.1) implica a = j:T. Por tanto, las soluciones

V15 1. 15 1.

de la ecuacién son 21 = —— — —1y 20 = ——— — —1.
2 2 2

( Ejemplo 3.1.11

—

L Demostremos que |z +i| = |z —i| & z € R.

Solucién

(<) Si z=a € R, entonces |a+i| = Va2 +1=la—i.

(=) Aplicando las propiedades del médulo y el conjugado tenemos:

lz+il=|z—i = |z+i*=]z—i

= (z—i)(z—19)=(z+19) (2 +1)
= (z—i)(z—i)=(2+1) (Z+7)
= (z—0)EZ+i)=(24+1)(z—1)
= 2zZz+iz—1z+1=z2z—iz+1iz+1
= 2z =2z

= 2=2Z

= zeR.
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( Ejemplo 3.1.12 b

Encuentre dos niimeros complejos que cumplen simultdneamente las siguientes condi-
ciones:

(i) La suma de ellos es 4 — 3i
(i) La parte real de uno de ellos es 3

(iii) El médulo del otro es /26
- J

Solucién

Sean z y w los nlimeros complejos buscados, luego por (ii), podemos decir que z = 34-aiy w = b+ci.
Entonces, por el enunciado, se tiene

zhw = 4-—3i (3.3)
¥+ = 26 (3.4)

La ecuacién (3.3) corresponde a:

3+b = 4
(3+b)+(a+c)i:4—3i:>{ i

at+c = =3

de donde, b =1y a = —3 — c. De (3.4) tenemos c? = 26 — 12, lo que implica c =5 0 ¢ = —5.

Para ¢ = 5, se tiene que a = —8 y para ¢ = —5, se tiene que a = 2.
Finalmente, los complejos son z =3+ 2iyw=1—5i, o bien 2 =3 -8 y w =1+ bi.
4 N\

Ejemplo 3.1.13

Sea w un ndmero complejo no real. Encuentre el conjunto de todos los niimeros com-
plejos z tales que:

2wl _y
|z — |
\ J
De acuerdo al enunciado tenemos:
lz—w| = |z -1

(z —w)(z — w) (z —w)(z — W)

(z — w)(z —w) (z —w)(Z — w)

2Z — 2W — Wz + ww 2Z — 2w — ZW + ww

—2W — ZW —2W — ZW

Zw—w) = z(wWw-—w)

pero como w #* W, se obtiene Z = z es decir z es un nimero real.
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3.2 Forma polar o trigonométrica

Se puede asignar, como se vio anteriormente, a cada nimero complejo z = a + bi en el plano, un
vector que conecta el punto con el origen. Este vector forma un angulo 6 = arctan (g) con el eje
real y tiene médulo |z| = va? + b2. Tal como se ve en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Representacién geométrica del complejo z = a + bi.
Aplicando trigonometria® se puede representar el niimero complejo de la siguiente manera

a=|z|-cosf b=|z| -senf

Definicion 3.2.1
Llamaremos forma polar o trigonométrica de z = a + bi, con a,b € R, al nimero completo escrito
de la forma

z = |z| (cos @ + isend)

b
con |z| el médulo del complejo y 6 = arctan <E>

( Ejemplo 3.2.2

—

L Escriba en forma polar el complejo z = -1+

Solucion

Usando la definicidén, se tiene

1 3
|2l = (12 + 12 =2 0 = arctan (—1> = Zﬂ

Por lo que z en forma polar seria

z = ﬁ(cos%r—l—isen%)

! Aplique la definicién de razones trigonométricas, tal como se vio en la seccién 1.2
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Teorema 3.2.3
Si z1 = |z1] (cos Oy +isenby) y zo = |z2| (cosba + isenby).
Entonces

i) 2122 = |21] |22| (005(01 + 62) +isen(6y + 92))

i) % = %(005(91 — 02) + isen(6r — 62))

DEMOSTRACION.

Demostraremos solo i), el item ii) queda como ejercicio.
Usando la proposicién 1.3.7 y el producto de nimeros complejos, se tiene
21+ 29 = |21| (cos 01 +isenBy) - |z2] (cos Og + isen bs)
= |21] |22| (cos 61 cos B2 + i sen 01 sen By + i sen 6y cos B + i cos 01 sen 62)

= |z1] |22] (cos 01 cos 63 — sen 01 sen Oy + i(sen O cos b + cos B sen 92))
= |z1] |z2] (cos(61 + 02) + isen(6 + 02))

3.2.1 Potencias de un complejo

La forma polar de un complejo resulta muy util para calcular potencias de un nimero complejo.

Proposicion 3.2.4: Férmula de Moivre

Sea un nimero complejo z = |z| (cos @ + isen f), entonces su n-ésima potencia esta deter-
minada por:
2" = (|z| (cos 0 +isend) )" = |2|"( cos(nf) + isen(nd))

DEMOSTRACION.

Haremos |la demostracién por induccién
Caso n = 1. Trivial

Caso n = 2. Se tiene que

(|2] (cos@+isen9))2 = |z|2(00829 +2cos 6 -isend + (isen 6)?)
= |2|*(cos? @ —sen® @ + i - 2 cos fsen 0)

= |2|*(cos(20) — isen(26))
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Se asume cierto n = k = (|| (cosf + isen6) )k = |2|¥(cos(kO) + isen(kf)) y se demuestra para
n =k + 1. Se tiene que:

(|=] (cos@—i—z’sen@))kJr1 = | 2| (cos +isen9)k- (cosf +isenb)

= |z|k+1(cos(k79) + isen(kf)) - (cos B + isend)
= |z|F+1 (cos(kO) cos 6 + isen(kf)isen 6 + cos(k6)isen 6 + isen(k6) cos b)
= |z|FF! (cos(k8) cos 6 — sen(kf) sen 6 + i(cos(k8) sen 6 + sen(kd) cos §))
= |z|k+1(cos(k:9 +0) +isen(k0 + 6))
|2[FT (cos((k + 1)8) + isen((k + 1)0))
|
( Ejemplo 3.2.5 w
L Sea z = /3 — i, calcule 23 J
Primero debemos escribir el nimero complejo en su forma polar.
-1 11
2] =/ (V3)2 + (-1)2 =2 0 = arctan <%> :—%:Tﬂ
Usando la férmula de Moivre, se tiene que:
23 =23 cos 3-11—7T +isen | 3- E
B 6 6
117 . 117
= 8| cos N + i sen —~
=38 cosg—ﬂ —I—z'seng—ﬂ
B 2 2
. 3T 3T ; .
Sabiendo que cos -5 = 0y que sen —- = —1, podemos expresar el nimero complejo en su forma

canodnica
=80+i-(—1)) =—8;

Graficamente resultaria:
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JIm
—_ Re
—2 2
5 | z:\/g—i
—4 ]
—6
8 Y23 =8

3.2.2 Raices de un nuimero complejo

A diferencia de las potencias de un nimero complejo, calcular raices de un nimero complejo generan
mas de una solucién. Usted podrd recordar que en ndmero reales, la unidad (1) tiene dos raices
cuadradas, a saber, —1 y 1, ya que (—1)2 = 12 = 1. De esta forma, para calcular raices de un
nimero complejo, se debe resolver la siguiente ecuacién.

Sean z = |z|(cos @ + isenf),w = |w|(cos o + isen ), dos nimeros complejos expresados en su
forma polar, de tal manera que w" = z, para algtin n € N.

Luego, siguiendo la férmula de Moivre, se debe cumplir que:
w =z
w = |w|"(cos(na) +isen(na)) = |z| (cosf + isen )
Para que estos nlimeros complejos sean iguales se debe cumplir que:

1/n

lw| = || cos(na) = cos @ sen(na) = send

Dada la periodicidad 27 de las razones trigonométricas seno y coseno, se debe cumplir que:

0 + 2k
na =604 2kw o bien az# para k € Z

lo cual genera valores diferentes de « para k =0,1,2,...,n — 1.
Finalmente, podemos enunciar lo siguiente:

Definicién 3.2.6 (Raices de un nimero complejo)
Sea z = |z|(cos @ + isen®) y n un ndmero natural. Entonces z tiene n raices n-ésimas diferentes,

determinadas por:
1/n 0 + 2k , 0+ 2km
wg = 2| cos | ——— + isen —

conk=0,1,2,...,n—1
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( Ejemplo 3.2.7

L Calcule las raices quintas de la unidad.

Soluciéon

La unidad corresponde a z = 1+ 04, por lo que en forma polar quedaria z = 1(cos 0+isen0). Luego,
las raices quintas de este complejo serian:

_1 2km w 2km
w = 1 cos | ——= isen | ——
para k=0,1,2,3,4

Por lo tanto, las raices quintas de la unidad son:

—

wo =1 cosO+isen0}
r 2w . 27\ |
wy = 1| cos <€> + i sen <€>
[ 4w , 41\ ]
wy = 1| cos 5 + isen 5
[ 67 , 67\ |
w3 = 1| cos 5 +7sen 5
[ 8 . 8 |
wy = 1| cos 5 + isen =
Graficamente Im
A
w1
w2
w(): Re
1 z
w3
~ s
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3.3 Ejercicios Resueltos

1. Sizy =142i, 29=—-2+1iy 23 =—1—1 calcule:

a) 2z1 + 3(z2) + |23]

21+ 23
b = 2
) 1+ 2

Solucion

a) Aplicando definiciénﬂropiedades, se tiene
221 +3(22) + |23] = 2(14+20) +3(—2+14) +|—1—1
24+4i4+3(—2—1i)+/(—1)2 + (—1)2

24 4i—6—3i+VI+1
= (V2-4)+i

b) Aplicando definicién y propiedades, se tiene
Z1+2z3 1+2i—1—1

1429 1—244
i

1+
i 11—
“1+i —1—3
—i+1
1—i
+

N — =
N =

2. Sea z € C tal que z = 4 - (cos(70°) + isen(70°)) calcular 23 y expréselo de la forma a + bi.

Solucién

Usando la férmula de Moivre, se tiene

2% = {4(cos(70°) + isen(70°))}°
= 4(cos(70° - 3) + isen(70° - 3))
= 64(cos(210°) + isen(210°))

V3 1.
:64<—7—§z>

—32v/3 — 32
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-2+ ki

3. Determinar el(los) valor(es) de k para que el cuouciente p
—1

sea:

a) Un ndmero real. ; Qué nimero(s) es(son)?

b) Un nimero imaginario puro. ; Qué nimero(s) es(son)?

Solucién

a) Amplificando por el conjugado del denominador, se tiene

24 ki k+i —2k— 2+ k% + ki®

k—i k+i k2 — 2
=3k + (k* — 2)i
N k2 +1
-3k k-2

k2 +1 * k2 + 1
Luego es un nimero real si k2 —2=0, es decir para k = +2.
b) El nimero es imaginario puro si —3k = 0, es decir si k = 0.

4. Realice las operaciones necesarias para escribir de la forma a + bi la siguiente expresion:

eva (vEeval\”
—) - |5

Transformando ambos ndmeros complejos a la forma polar, se tiene
8 8 8 8
7_1+\/§i — 7\/5_\/52 = | cos 2—7T —+ se 2—7T ) — | cos 7—7T + se 7—7T )
2 2 - 3 ) T )" 1 1)’
= (cos (16{) + sen (MTW) 2) - (cos (147) 4 sen (147) z)
= (cos (4%) + sen (4%) z) - (cos (0) + sen (0)2)

1 V3.
=—-_X%5 1
2 2
_ 3 V3

T2 2

5. Encontrar z1 y 20 € C, tal que: 21 -20=28, y z1+20=4.

Solucién

Despejando z1 en la segunda condicién, se obtiene z; = 4 — 29.
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Reemplazando en la primera condicidn, se obtiene
(4—29)20 =38
25 —42+8=0
De donde se obtiene que z5 = 2 + 2¢
m Siz9g =2+ 2i, entonces z1 = 2 — 2¢
s Sizg =2 —2¢, entonces z; = 2+ 2¢
Por lo tanto, los niimeros complejos buscados son 2 + 2y 2 — 23
. Calcular usando forma polar y expresar el resultado en la forma a + bi,
(2v3 — 2i)°
(—4v2 + 4v/2i)°

Solucién

El numerador, queda expresado como
8 11 11
(2\/§ — 21’) =48 <cos <T7T . 8> + ¢sen <T7T . 8>>
44 44
—48 (cos Tﬂ> + 7 sen <Tﬂ>>

Por su parte, el denominador
6
(—4\/5 + 4\/51) =86 <cos <%T . 6> + 7sen <3% . 6>>

- (c(5) + ()

=85 (0 + 1)
Finalmente,
g2 + ﬁz’ 216 0=18 1 —j V3
8
(2\/5 _ QZ') B 2 2 i 2
(—4v2 + 4v/2i)° 8%i i -1
a2 (V31
=2 < 5 —|—2z>
V3 1,
— ? + g’L
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7. Dados los complejos z; = 11v/3 — 8i, 29 = 9v/3 — 6i y 23 =—4+ 44/3i. Calcular los valores

de a y b donde:

(Zl _ z2)10

a—+bi =
(23)8

Solucién

Acomodando los términos, transformando a forma polar y usando propiedades, se tiene

bie (21— 2)0  (11V3-8i—9v3+6:)10  (2v/3—2i)!0
B = ey Y TS Y G IV

10
410 @ _ 1
2 2
De donde,

88 _1 ﬁ)sg

20 nr\ 117\ \ " 55w\ | 55T
2 cos| — | +1sen | — cos | — | +sen | —
6 6 _ o4, 3 3

a—+bi = =

24 “n ; 4
2 <cos<3 +zsen<3>> <cos< 3 >+zsen< 3 >>

4 bi— 1 55T 167 nw 55w 167
a 7 = 6 cos 3 3 7 sen 3 3

1 397 . 397
=—-(cos| — ) +esen | —

= — - (cosm+isenm)

Asi,

N———

Finalmente
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Polinomios reales en una variable

En este capitulo estudiaremos una estructura algebraica de mucha utilidad, los polinomios. Su estudio
motivé la teoria de Galois,! con la cual se resolvieron en el siglo XIX famosos problemas sobre geo-
metria cldsica formulados por los griegos con siglos de antelacién. Uno de ellos es la cuadratura del
circulo?. En la actualidad, sus aplicaciones son numerosas, van desde las mds simples y cotidianas co-
mo el cdlculo de intereses en economia, hasta otras mas complejas como la codificacién de mensajes
para la trasmisién de datos en informatica. En los cursos superiores, los polinomios serdn la estruc-
tura idénea para que trabajemos en cdlculos numéricos y aproximando funciones. Comenzaremos
definiendo algunos conceptos y resultados bdsicos.

4.1 Primeros conceptos

Definicién 4.1.1 (Polinomio con coeficientes reales)
Se dice que p : R — R es una funcién polinomial, cuando existen niimeros ag, a1, ..., a, tales que
para todo x € R, se tiene que

p(w) = ay+ a1x + a2w2 NI an_lwn—l + apz"
n
k=0

donde n es un entero no negativo, cada coeficiente ay es un numero real.
n
En adelante, esta funcion polinomial p, definida por p(z) = E ara®, la llamaremos solamente

k=0
polinomio

!Debe su nombre al matemético francés évariste Galois (1811-1832).

?Dada una circunferencia de radio conocido Es posible construir un cuadrado que tenga el doble del drea de la
circunferencia solo utilizando una regla no graduada y un compds? Ferdinand Lindeman (1852-1939), matemético
aleman, demostré en 1882 que éste es un problema irresoluble.
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4.1 Primeros conceptos

Denotaremos por R[z] al conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales y a sus elementos
por p(x), f(x), h(x), etc. El grado de un polinomio p(x) es el natural n tal que a, # 0y lo
denotaremos por gr(p(z)) =

El término a, recibe el nombre de coeficiente principal y cuando a,, = 1 el polinomio se dira
monico.

Si p(x) es de la forma p(x) = ag para algin ag € R, entonces lo llamaremos polinomio constante
p p P g
y tiene grado cero, cuando ag = 0 diremos que p(z) es el polinomio cero o polinomio nulo.

Definicién 4.1.2 (Igualdad de polinomios)
Dos polinomios son iguales si poseen el mismo grado y si los coeficientes de los monomios de igual
grado son iguales.

EJEMmPLO.
los polinomios p(x) = 1+ +32* y q(x) = 1+ + 022 + 023 + 32* son iguales
puesto que tienen el mismo grado y sus coeficientes coinciden.

Es importante notar que dos polinomios cualesquiera p(z Zakx y f(x Zbkx siempre

pueden escribirse usando el mismo nimero de términos. Por eJemplo sin>m entonces

p(x)= ag + ax +-+ apr™ + amaa™ 4o+ a2t 4+ apa”,

f(l’): b + bz +---+ bpx™ + 0pmt! 4t 0zn—1 o0z

4.1.1 Suma y producto de polinomios

Como los polinomios son también funciones reales, se puede definir la suma y el producto.

Sean p(x Zakw y q(x Zbkx dos polinomios, se define
k=0

px)+ flx) = Z(ak + b))z con t < max{n,m}

p(z)- flz) = Z Ckxk donde el coeficiente ¢, = Z a;b;.
k=0 itj=k

Ejemplo 4.1.3

L Encuentre la suma de p(z) = 873 — 2?2+ 2 -5y q(z) = 32° + 2 + 522 + 2 — 4 J
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Solucién

Sumar los polinomios p(x) y f(z) se reduce a sumar los coeficientes asociados a la misma potencia
de z, lo que conocemos como reducir términos semejantes.

px)+f(x) = (0+3)2°+O0+Dat+ 8+0)23 +(-1+5)2>+ 1+ 1)z + (-5 —4)
= 3x5+$4+8x3+4x2+2x—9.

Hay casos donde la suma de polinomios es un polinomio cuyo grado es menor al de p(z) y f(x).

EJEMPLO.
Al sumar los polinomios p(z) = 23 — 22 + Tz — 4y f(z) = -2 + 2% + 2 — 1
obtenemos el polinomio h(x) = 8x — 5, que tiene grado 1

Ejemplo 4.1.4

—

L Encuentre el producto entre p(z) = 5z + 11y f(z) = 423 + 222 — 3z + 1.

Solucién

p(x)- flx) = (11-1)2+ (11--3+5-1)z! + (5. -3+ 11 2)z?
+(5-2411-4)23 + (5 - 4)2*
= 11 — 28z + 722 + 5423 + 202,
Note que multiplicar dos polinomios es equivalente a realizar el producto entre cada término de p(x)

y cada término de f(z), donde el coeficiente principal del polinomio resultante estd dado por el
producto entre los coeficientes principales de p(z) y f(x).

p(z)- f(r) = (5x+11)(42> + 222 — 3z + 1)
= bw(42® +22% — 3w + 1) + 11(42® + 222 — 30 + 1)
= 20x* 4+ 1023 — 1522 + bx + 4423 + 2222 — 33z + 11
= 20z* + 5423 + T2? — 282 + 11.

Proposicion 4.1.5

Sean p(x Zak:c y f(z Zbk:c dos polinomios no nulos de grado n y m respecti-
k=0
vamente. Entonces
gr(p(z) - f(x)) =n+m,
gr(p(z) + f(z)) < max{n,m}
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DEMOSTRACION.

Como a, # 0y by, # 0 el grado de p(z) - f(x) lo entrega el término (a,b,,)x™ ™ y por tanto,
gr(p(z) - f(x)) = n+m demostrando la primera afirmacién.

En cuanto a la segunda, supongamos que n > m:
= Sin > m entonces el grado de p(x) + f(x) lo entrega el término a,x".
= Sin =m entonces el grado de p(x) + f(z) lo entrega el término (a, + b,)z"

por tanto gr(p(x) + f(x)) < max{n,m}

4.2 Algebra de polinomios

Sean p(x), f(z), h(x) € R[], las operaciones + y - definidas sobre R|[x] verifican las siguientes
propiedades:

1. Conmutatividad de la suma y el producto:

p(@)+ f(z) = f(z)+p(z)
p(@)- f(x) = f(z) p(x).

2. Asociatividad de la suma y el producto:

(p(z) + f(2)) + W) = pl)+ (f(z) + h(z))
(p(z) - f(2))-h(z) = p(x)-(f(z)-h(z)).

3. Existencia de neutros aditivo y multiplicativo
a) Existe el elemento 0 € R[x| o polinomio nulo tal que
p(x) +0=0+p(x) = p(z).

b) Existe el elemento 1 € R[z] tal que p(z)-1=1"p(x) = p(x).

4. Existencia de inverso aditivo: para todo p(z) € R[z] existe el polinomio

—p(x) € Rlz] tal que p(z) + (—p(x)) = (=p(x)) + p(z) = 0.

(&)

. Propiedad distributiva: la suma distribuye con respecto al producto

(p(z) + f(2) - W) = (p(z) - h(x))+ (f(z) - h(z))
p(@)- (f(z) + () = (p(z)- f(z))+ (p(z) - h(z)).

Como el conjunto R[x] con las operaciones suma y producto satisface las propiedades anteriores
recibe el nombre de anillo de polinomios.
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Observacién 4.2.1
Note que debido a la existencia de inverso aditivo podemos definir la resta de polinomios como:

La Proposicidén 4.1.5 nos permite caracterizar a los polinomios que poseen inverso multiplicativo en
R[z]. En efecto, si el polinomio no nulo p(z) de grado n posee un inverso multiplicativo, entonces
existe un polinomio no nulo f(z) de grado m tal que

p(z)- flz) =1
luego, gr(p(z) - f(xz)) = gr(1) = 0. Ademds de la Proposicién 4.1.5 sabemos que:
gr(p(x) - f(z)) =n+m

y por tanto n + m = (. Esta condicién obliga a que n = 0 y m = 0, pues ambos son enteros no
negativos.

Claramente si p(z) es el polinomio nulo, éste no posee inverso multiplicativo pues sabemos que para
todo polinomio f(x) € Rz].
p(x)- flz) =0-f(z)
= 0.
Concluimos que los tnicos polinomios invertibles son los polinomios constantes, a excepcién del
polinomio nulo.

El inverso multiplicativo de p(z) = 5 es f(z) = 51

Proposicion 4.2.2

Sean p(z) y f(x) dos polinomios en R[z], se tiene que:

p(@)- f(z) =0« (p(z) = 0) V(f(z) = 0).

DEMOSTRACION.

(=) Demostremos la contrareciproca. Si p(x) # 0y f(x) # 0 entonces:
gr(p(x) f(x)) = gr(p(x)) + gr(f(z)) > 0,

y por tanto p(z)g(x) # 0.

(<) Inmediata.
]

La siguiente definicién permite asignar para cada b € R un valor numérico al polinomio p(z) € R[z].
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Definicién 4.2.3 (Valor numérico de un polinomio en un punto)

Seabe R yp(x) = Z arz® un polinomio en R[z], se define la evaluacion de p(z) en b como:
k=0

p(b) = Z apb®.
k=0

El valor numérico de p(z) € R[z] en el real b consiste en reemplazar la indeterminada x por by
realizar las operaciones de la expresidn resultante, obteniendo como resultado un nimero real.

( Ejemplo 4.2.4 w

L Considere el polinomio p(z) = —4x3 4+ 3x + 1 y evalte en los reales —1, 0y 1. J

a) p(—1) = —4(=13 +3(-1) + 1 =2.

b) p(0) = —4(0)® +3(0) + 1 = 1.
c) p(1) = —4(1)3 +3(1) +1=0.

4.3 Divisibilidad y raices

Teorema 4.3.1: Division euclidiana

Si f(z) y p(z) son polinomios en R[x] con p(z) # 0, entonces existen polinomios tinicos
q(z) y r(z) en R[x] tales que:

f(@) = p(x) - q(x) +r(2),

donde r(x) = 0 o el grado de r(z) es menor que el grado de p(z). El polinomio ¢(x) es el
cuociente y 7(z) es el resto en la division de f(z) por p(z).

El siguiente ejemplo se resolverd usando el algoritmo de divisién cldsico.

( Ejemplo 4.3.2

L Calcule el cuociente entre polinomio f(z) = 523 + 72? — 3y p(z) = 22 + 22 — 1 J
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Solucién

525 + Tx2 — 3 22 + 22 — 1 =5x-3
—5x (22 + 22 — 1)

—322 + b — 3
3 (2 + 22 — 1)

11z — 6

y por tanto ¢(z) = 5z — 3 y r(z) = 11z — 6 donde el grado de r(z) es menor al de p(z).

Definicién 4.3.3 (Divisibilidad)
Dados p(x) y f(x) dos polinomios en R[x] con p(x) # 0, diremos que p(z) divide a f(x), en simbolos,
p(z) | f(z), si el resto de la division de f(x) por p(x) es cero.

Observacion 4.3.4
Cuando p(x) divide a f(z) diremos que f(x) es un miltiplo de p(z), es decir, f(x) = q(x)p(x)
para algtin q(x) € R[z] o equivalentemente que p(z) es un divisor o factor de f(z).

EJEMPLO.
El polinomio f(z) = 2% — 1 es divisible por p(x) = x — 1 pues 2® — 1 = (z — 1)(z? + x + 1),
equivalentemente 23 — 1 es un midltiplo de z — 1 o0 = — 1 es un factor de 2% — 1.

Definicién 4.3.5 (Polinomio irreducible)
Diremos que un polinomio f(x) € R|x] es irreducible en R[z| si solo es divisible por el mismo y por
constantes no nulas.

Observacién 4.3.6

La nocién de polinomio irreducible es equivalente a la de nimero primo en Z. Es claro que los
polinomios de grado 1 son irreducibles en R[z]. Ademds, el polinomio f(x) es reducible en R[z] si
se puede expresar como un producto polinomial:

f(x) = p(x)q(x) con p(x),q(x) € R[z],  0<gr(p(z)) <gr(f(x)) y 0<gr(g(z)) <gr(f(z))

( Ejemplo 4.3.7

L Muestre que el polinomio p(z) = 22 + 1 es irreducible en R[z]. J

Solucién

Si p(z) admitiera una factorizacién no trivial, ésta seria de la forma:

224+ 1= (ax +b) - (cx +d)
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con a,c # 0. Distribuyendo el lado derecho tenemos que:

2% +1 = acx® + (ad + be)x + bd

donde, por igualdad de polinomios, obtenemos el sistema:

ac
ad + bc
bd

1 (4.1)
0 (4.2)
1 (4.3)

Multiplicando la ecuacién (4.2) por cd obtenemos acd? + abdc = 0 y al reemplazar (4.1) y (4.3) en
esta expresién obtenemos d>+1 = 0, lo cual es imposible, pues no existe ntimero real d que satisfaga

la ecuacién anterior.

Observacion 4.3.8

La idea de que un polinomio sea reducible o irreducible depende del anillo al cual pertenezca. Por
ejemplo, p(z) = 2 — 2 € Q] y por supuesto a R[z], pero es irreducible en Q[x], en cambio es

reducible en R]x].

Dadas las definiciones anteriores, podemos ampliar el teorema fundamental de la aritmética a su
versidn sobre el anillo de polinomios. Al igual que los nimeros enteros se descomponen de forma
tnica en un producto de factores primos, los polinomios también se descomponen de forma (nica en

un producto de factores irreducibles.

Teorema 4.3.9

la forma:

Todo p(z) € Rlz] con gr(p(xz)) > 1 es irreducible en R[z] o es producto de polinomios
irreducibles en R[z], es decir, admite una tnica descomposicién, salvo orden de escritura, de

p(z) = p1(x) - p2(z) - p3(x) - - - P (),

donde p;(z) con i = 1,2, ...,k son polinomios irreducibles.

La demostracion de este teorema se escapa de los contenidos de este libro.

Andlogo al teorema fundamental de la aritmética, la descomposicién en polinomios irreducibles es

nica salvo orden de escritura y éstos pueden repetirse.

El objetivo de esta seccién es determinar esta descomposicién en polinomios irreducibles de R[z].
Con este fin, entregaremos algunos conceptos y resultados que nos facilitaran el trabajo.

4.3.1 Raices de un polinomio
Definicién 4.3.10 (Raiz)

Diremos que a € R es una raiz real del polinomio p(z) si p(a) = 0, es decir, a es solucién de la

ecuacion polinomial:

ap + a1 + a2$2 + -+ an_133"_1 + apz"™ = 0.

102 Departamento de Matem4dtica y Estadistica, Universidad de La Frontera.



4.3 Divisibilidad y raices

~

( Ejemplo 4.3.11
2 y —5 son raices del polinomio p(z) = 2% + 3z — 10, pues p(2) = 0y p(=5) = 0
mientras que 1 no es raiz ya que p(1) = —6 # 0. El polinomio p(x) solo tiene dos
raices. En las proximas lineas justificaremos esta afirmacion.

\o J

Definicién 4.3.12 (Raiz de multiplicidad k)
Se dird que a es una raiz de p(z) de multiplicidad k si (x — a)* divide a p(x) y (xz — a)**1 no divide
ap(x).

( Ejemplo 4.3.13 w

Podemos decir que = 2 es una raiz de multiplicidad 3 del polinomio p(z) = (x —
2)3(z + 1), ya que ( — 2)° | plx), pero (z — 2)  p(a).

De la Definicién 4.3.10, se ve que un polinomio de grado 1 de la forma p(z) = a1z + ap posee una

Gnica raiz, pues sabemos que la ecuacién lineal a1z 4+ ag = 0 tiene una Unica solucién dada por
0 . . .

r = ——. De la misma forma, un polinomio p(z) = asz? + aix + ag de grado 2 puede tener una

ai
raiz real de multiplicidad 2, dos raices reales distintas o no tener raices reales debido a que éstas son
la solucién de la ecuacién cuadrética

a2w2 +ajx +ag=0.

Teorema 4.3.14: Teorema del Resto

Sea a € R, si f(z) € R[] se divide por z — a, entonces el resto es f(a).

DEMOSTRACION.

Por el algoritmo de la divisidn se tiene que

donde el resto k es un nimero real.
Evaluando el polinomio en a tenemos

de donde f(a) = k. [}
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EJEMPLO.
Del teorema anterior, el resto de la divisién de p(z) = 325 + 222 + 42 — 1 en . + 2 es:

p(—2) = 3(—2)° +2(—2)* +4(-2) — 1 = —97

4 Ejemplo 4.3.15 w

Determine el resto de la divisién de f(z) = ax® + bz + cx — 8 por (z — 3), si se sabe
que el resto al dividir f(x) por (z + 3) es 6

\

Solucion

Como el resto de dividir f(x) por (x+ 3) es 6, entonces por el teorema anterior f(—3) = 6, es decir,

a(=3)° +b(—=3)> +¢(-3) -8 = 6
—243a — 276 —3c—8 = 6
243a +27b+ 3¢ = —14 (4.4)

Ademis, sabemos que el resto de dividir f(z) por (z — 3) serd f(3), por tanto:

f(3) a(3)® +b(3)% +¢(3) -8
f(3) = 243a+27b+ 3¢ — 8. (4.5)

Reemplazando (4.4) en (4.5), obtenemos que el resto de la divisién de f(z) por (z—3) es f(3) = —22.

Teorema 4.3.16: Teorema del Factor

Un polinomio f(x) tiene un factor x — a si y solo si f(a) = 0.

DEMOSTRACION.

Por el teorema del resto tenemos:

f(z) = (z —a)-q(z) + f(a),
para algtin polinomio ¢(x).
= Si f(a) =0, entonces f(z) = (r —a) - q(x), es decir, x — a es un factor de f(x).

» Siz —a es un factor de f(x), el resto de la divisién de p(z) por © — a debe ser 0, luego por
el teorema del resto p(a) = 0.
[
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4.4 Division sintética

Note que el teorema del factor ademds nos dice que a € R es una raiz del polinomio f(z) si y solo
si f(x) es divisible por x — a. Por otra parte, existen polinomios que son reducibles y que no tienen
raices en R, un ejemplo es p(x) = z* + 322 +2 el cual admite la factorizacién p(z) = (2 +1)(2%+2)
y por tanto tiene como divisores no triviales a los polinomios 22 + 1 y 22 + 2 pero no tiene raices
reales.

( Ejemplo 4.3.17 W

L Factoricemos el polinomio p(z) = 23 — 622 + 11z — 6. J

Solucién

Note que p(1) = 0, luego p(x) es divisible por (z — 1). Realizando la divisién euclidiana entre p(z)
y (z — 1) obtenemos:

p() = (@ — 1)(a® - 52+ 6) = (¢ — L)q(a).

Ahora si a € R es una raiz de p(z) debe cumplir que p(a) = 0y, por la igualdad anterior, esto implica
que a — 1 =00 g(a) = 0. Luego a = 1 (raiz que ya tenemos) o a serd la solucién de la ecuacién

2 -5z +6=0

Resolviendo la ecuacién cuadratica obtenemos que sus soluciones son: —3 y —2.
Por tanto g(x) = (z+2)(x+3) y con esto las raices de p(z) son —3, —2 y 1 y su factorizacién sera:

p(x) = (z—1)(z+2)(z+3).

4.4 Division sintética

A continuacién presentamos un método que permite dividir un polinomio f(x) por un polinomio
de grado 1 de la forma (x — a) de manera abreviada. Consideremos la divisién entre el polinomio
fx)=ag+ar1x+ ...+ a,z™ de grado n y p(x) = x — a. Del algoritmo de la divisién sabemos que
el cuociente resultante de dividir f(x) por p(x) serd el polinomio ¢(x) de grado (n — 1) y el resto
serd un polinomio constante r(z) = r¢, puesto que gr(r(z)) < gr(p(z)). Sean:

fl) = apz™+...+ a1z + ay,
p([L’) = Tr—a,

q(x) = gnoaz" 4. 4+ qz+q,
r(x) = .
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4.4 Divisién sintética

Al realizar la divisiéon euclidiana podemos verificar que los coeficientes del cuociente y resto serdn:

gn—-1 = Gn,
qgi = ai+1+CLQi+17 i20717"'7n_2
ro = ag+ aqp.

Una manera facil y rdpida de calcular los coeficientes anteriores es construir la Tabla en (4.1) mediante
los pasos siguientes:

1. En la primera fila se anotan los coeficientes del polinomio f(z) ordenados de mayor a menor
potencia. si alglin coeficiente no aparece debe completarse con cero.

2. En la segunda fila a la izquierda se ubica a, que es el coeficiente que aparece en el divisor
p(z) =z —a.

3. Se baja el primer coeficiente a,, de la primera fila a la tercera, teniendo en cuenta que a,, = Gn—1.
4. Luego multiplicamos este coeficiente g,,_1 por a y lo ubicamos en en la segunda fila bajo a,,_1.

5. Sumamos a,_1 + ag,_1 y ubicamos el resultado en la tercera fila, recordando que ¢, o =
an—1 + agp—1.

6. Repetimos el procedimiento de multiplicar por a y sumar en todas las columnas restantes.

(7% Ap—1 Ap—9 PN aj ag
a aqn—-1 a4n-2 ... aqgi Qqo
gn—-1 Qqn-—2 gn-3 --- 4o To

Cuadro 4.1: Divisién sintética

La suma de la dltima columna corresponde al resto de la divisién g = ag + aqp y el resto de las
posiciones corresponden a los coeficientes del cuociente g(z).

Esta forma simple y compacta de dividir se denomina division sintética o Regla de Ruffini debido
a su creador, el italiano Paolo Ruffini.

( Ejemplo 4.4.1 w

Dados los polinomios p(z) = 2x* — 62% + 92 + 8 y q(x) = = — 2, calcule el cuociente
y resto de la divisién de p(z) en g(x) usando la divisién sintética

Soluciéon

Usando el procedimiento indicado en el cuadro 4.1, se tiene:
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4.4 Division sintética

1. Ordenamos en la primera fila de la tabla los coeficientes de p(x) de mayor a menor potencia,

mientras que a la izquierda de la segunda fila colocamos a que en este caso es 2.

2 6 0 9 8
2|

2. Bajamos el primer coeficiente (2) a la tercera fila para luego multiplicarlo por a = 2 y ubicar

el resultado bajo el coeficiente —6 en la siguiente columna.

3. Se suman los términos en la columna y el resultado se coloca en la tercera fila. Repetimos el

procedimiento con las columnas restantes.

2 6 0 9 8
4 —4 -8 2
\2 2 —4 1 10

2

4. La dltima fila nos entrega los coeficientes del cuociente y resto. El polinomio cuociente tendrd

grado 3 serd c(x) = 223 — 222 — 42 4 1 y el resto serd r(x) = 10 por tanto:

22t — 62% + 9z + 8 = (z — 2) - (223 — 22% — 4z + 1) + 10.

Cuando un polinomio es de grado 1 o 2, determinar sus raices no presenta mayor dificultad, pero
cuando su grado es mayor a 2, determinar sus raices es equivalente a determinar si f(z) posee una
factorizacién donde aparezcan polinomios de grado 1. Como un punto de inicio en la bisqueda de
raices de un polinomio f(x), el siguiente teorema nos entrega una regla que permite establecer las

condiciones necesarias para que un valor sea candidato a raiz de f(x).

Teorema 4.4.2: Criterio de Eisenstein

Sea
f(x) = ap+ a1z + asx® + -+ ap_12" ' + a,z”

. . . . . P
un polinomio donde ag, a,...,a; son enteros. Si p y q son primos relativos y = es un cero

o raiz racional del polinomio f, entonces p es un factor de ag y g es un factor de a,,.
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4.4 Divisién sintética

DEMOSTRACION.

p ., .,
Como = es un cero de f, entonces es solucién de la ecuacién:
q

ap + a1xr + a2$2 + -+ an_133"_1 + apz" =0,

P P 2 P n—1 D n
ap + ap <—> + as <—> + -t ap—1 <—> + ap <—> =0,
q q q q

multiplicando por ¢" tenemos:

por tanto,

aoq" + a1pg" "t + ap?q" T + - + an_1p" g+ anp” =0, (4.6)

lo que es equivalente a
plarg"™" +aopq" P 4+ an 10" g+ anp™ ) = —aoq”,

como a;(i =1,2,--- ,n), py q son enteros, y la suma y el producto de ndmeros enteros son enteros,
entonces la expresidn dentro del paréntesis es un nimero entero.

Luego, se tiene que p es un factor de apq”.
Debido a que p y ¢ son primos relativos, entonces necesariamente p debe dividir a ag.

De (4.6) se tiene también que:
q(aog™ ™" + a1pg""? +asp®q" P+ app" ) = —anp”,

de donde ¢ divide a a,p™. Nuevamente como p y ¢ son primos relativos, entonces g debe dividir a
an, |

( Ejemplo 4.4.3 w

Utilicemos el teorema anterior para calcular las raices racionales de:

p(x) = 122% + 82 — 3z — 2

Solucion

Primero calculamos los divisores del término constante y principal de p(x):
s D(2) ={£1,£2}
s D(12) = {+1,42, +3, +4, 46, +12}

Luego las posibles raices racionales de p(z) son los elementos del conjunto:

1 1 .1 1 1 2
SR Eg R N B B O R R
{ 2773 747612773 }
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4.5 Teorema fundamental del algebra

Evaluando en p(x) cada uno de estos candidatos obtenemos que:

() -r(2)-r(2)

1
S5 Y 5

y por tanto las raices racionales del polinomio son 75 3

( Ejemplo 4.4.4

_J

Determinemos las raices racionales del polinomio f(z) = 2* + 2% + 22 + 1.

Solucién

Como el término principal y constante son 1, entonces las posibles raices racionales son —1 y 1.
Evaluando los candidatos en el polinomio obtenemos p(1) = 4 y p(—1) = 2. Luego el polinomio
f(z) no tiene raices racionales.

4.5 Teorema fundamental del algebra

En este punto, volvamos al Ejemplo 4.3.7. Sabemos que las raices de p(x) = 22 +1 son las soluciones
de la ecuacién cuadratica 22 + 1 = 0 vy, por tanto, no tiene raices en R. También hemos aprendido,
cuando estudiamos los nimeros complejos, que las soluciones de ésta ecuacién son los nilimeros
complejos i y su conjugado —i. Note que p(i) = 0 y p(—i) = 0, lo que naturalmente nos permite
extender la definicién de raiz de un polinomio de coeficientes reales, considerando no solo sus raices
reales sino que también las complejas.

En lo que sigue, tengamos presente que un nimero complejo tiene la forma z = a+ bi con a y b
nimeros reales y que todo nimero real a puede considerarse como un nimero complejo con parte
imaginaria nula, es decir, a 4 0i.

Definicién 4.5.1 (Raiz compleja)
Diremos que z € C es una raiz compleja del polinomio de coeficientes reales f(x) si f(z) = 0.

El teorema siguiente nos permite caracterizar los polinomios irreducibles en R[z].

Teorema 4.5.2

Sea f(x) un polinomio con coeficientes reales y grado n > 1. Si z es una raiz compleja de
f(x), entonces el conjugado de z también es una raiz de f(z).

DEMOSTRACION.

Sea f(x) = ap + a1 + azx® + ... + apx™ con a, A0, n > 1y a; € R para todo i = 1,...,n.
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4.5 Teorema fundamental del algebra

Si z es una raiz compleja de f(x) entonces f(z) = 0, es decir,

ao+ a1z + a2’ +...+apz" =0.

Ademas, si dos complejos son iguales sus conjugados también lo son, por tanto:

ag+ a1z + a2+ ...+ a2z =0. (4.7)

Por otra parte, si u,w € C sabemos que:
= u+w=u-+w.

= U-w =7u-w, de esta propiedad podemos deducir que w™ = w" para todo n € N.

Por lo anterior la ecuacién en (4.7) podemos escribirla de la siguiente forma:

ag+ a1z + a2+ ... Fazt =

G+ az+azzi 4 ... +a,z" =

ol o

Como sabemos, si a € R entonces @ = a y con esto:
ap+ai-zZ+as Z+...+a,-z"=0.

La ecuacién anterior es equivalente a f(Z) = 0y, por tanto, Z también es una raiz compleja de f(z).
|

( Ejemplo 4.5.3 w

Determinemos un polinomio de segundo grado que tenga como una de sus raices a
z=1+ 2.

Solucién

Del teorema anterior sabemos que Z = 1 — 2¢ también es raiz. Podemos construir el polinomio de la
siguiente forma:

z= 1+2
z—1= 2
(z—1)2= (20
22—224+1= —4

22 —2245= 0,

por tanto, un polinomio que tiene a z =1 +2i y Z = 1 — 2i como raices es f(z) = 2> — 22 + 5.
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4.5 Teorema fundamental del algebra

El teorema anterior nos dice que las raices complejas siempre vienen en pares; la raiz y su conjugado.
Por tanto, podemos concluir que si f(x) es un polinomio de coeficientes reales de grado impar
entonces necesariamente debe tener al menos una raiz real.

Ahora enunciaremos un teorema muy importante conocido como el Teorema Fundamental del dlgebra.
Su demostracién requiere conocimientos avanzados de matematicas de un campo llamado funciones
de variable compleja, por lo que no ahondaremos en ella.

Teorema 4.5.4: Teorema fundamental del algebra

Un polinomio f(x) de grado n > 1 posee a lo menos una raiz que puede ser real o compleja.

Una consecuencia del teorema fundamental del dlgebra es el siguiente teorema:

Teorema 4.5.5

Si p(x) € R[z] es un polinomio de grado n > 1 y coeficiente principal a, entonces existen n
nimeros complejos o eventualmente reales, 21, 25 . .. 2, tales que

p(x)=a(x —z1)(x — 22) - (x — zp) (4.8)

En la descomposicién (4.8), z1, 2z2..., 2, son raices del polinomio p(z) y por tanto, el teorema
anterior nos asegura que p(z) posee n raices complejas. Ademds note que dichas raices pueden
repetirse, o visto de otra manera p(x) posee a lo mas n raices complejas distintas. De forma andloga,
como todo real es un niimero complejo, el teorema anterior nos dice que p(z) posee a lo mas n raices
en R no necesariamente distintas.

Dados los teoremas anteriores, podemos caracterizar los polinomios irreducibles en R[z]. Sabemos
que los polinomios de grado 1 son irreducibles en R[z]. Ahora veamos qué sucede para los polinomios
de grado mayor a 1. Para esto, consideremos un polinomio p(x) de grado n > 1.

El Teorema Fundamental del dlgebra nos dice que p(z) posee al menos una raiz compleja que
denotaremos por z. Si z es un ndmero real, entonces el polinomio p(x) es reducible en R[z], pues
x — z € R[z] serd un divisor de él.

Ahora bien, si z es una raiz compleja, con parte imaginaria no nula, entonces por el Teorema 4.5.2
su conjugado Z también lo es. Por tanto, (z — 2) y (x — Z) son parte de la descomposicién de p(x).
Multiplicando estos factores obtenemos:

(x—2)(x—2) =2 (z+2)z + (2-32),

que es un polinomio cuadrético con coeficientes reales, pues recuerde que (z+Z%) y (z-Z) son nlimeros
reales. Asi cada par de raices complejas conjugadas genera un polinomio cuadratico irreducible en
Riz].

Con esto hemos demostrado que los polinomios irreducibles en R[z] son los polinomios de grado
1y los polinomios de grado 2 que no poseen raices reales. Utilizando el Teorema 4.3.9 podemos
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4.5 Teorema fundamental del algebra

concluir que todo polinomio p(z) de grado mayor o igual a 1, puede ser expresado como producto de
polinomios lineales y/o cuadraticos con coeficientes en R, donde los factores cuadraticos no tienen
raices reales.

( Ejemplo 4.5.6 W

Determinemos un polinomio p(z) € R[z] de menor grado, que tenga como parte de sus
raicesa 1, 1 +1y 2.

Soluciéon

Sabemos que p(x) tendrd como uno de sus factores a (x — 1). Ademds si 1+ ¢ y 2i son raices de
p(z) entonces sus conjugados 1 — i y —2i también lo son. La raices 1 +i y 1 — ¢ aportardn a la
descomposicién de p(x) con el factor cuadratico:

(x— (1 +d)(x—(1—-1) =2®—2z+2,

mientras que las raices 2i y —2i lo haran con el factor (z — 2i)(z — (—2i)) = 22 + 4. Al multiplicar
estos factores obtenemos el polinomio pedido:

p(x) = (z— 1)(:L'2 — 2z + 2)(x2 +4)
p(z) = —84 16z — 1422 + 823 — 32" + 5.

( Ejemplo 4.5.7 w

Expresemos el polinomio p(z) = x* +4x3 —222 4122 — 15 como producto de polinomios
lineales y cuadréticos en R]z].

Solucién

Primero buscamos sus raices racionales entre los candidatos +1,+3, +5 y +15. Evaluando p(x)
obtenemos que p(1) = p(—5) = 0y por tanto p(z) tiene a (z — 1)(x + 5) como factor. Utilizando
la divisidn sintética obtenemos que:

p(x) = (23 + 52% + 3z + 15)(x — 1).

Dividiendo ¢(z) = (2 4 522 + 3z + 15) por (z +5) podemos escribir ¢(z) = (22 + 3)(x + 5) y por
tanto p(m) puede expresarse como:

p(z) = (2% + 3)(z + 5)(z — 1),

donde todas las raices del polinomio son —5,1,/3i y —+/3i.
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4.6 Ejercicios Resueltos

4.6 Ejercicios Resueltos

1. Obtenga el cuociente y resto en la siguiente divisién de polinomios:

1
4ot —32? + 30 4+ 7+ <w+§>

Az — 322 4+ 3z + 7+ <:L'—|—%> =423 — 222 — 2z + 4
— (42t 4 223)
— 223 — 322+ 3x+7
—(—223% — 2?)
— 222 + 3z + 7
—(—22% — )
4+ 7
—(4z +2)
5

As el cuociente es: C(z) = 42® — 222 — 2x + 4 y el resto R(z) =5

2. Sean los polinomios P(z) = 223+ 22 —20y Q(x) = (2?4 2z +5) - (ax +b), jpara qué valores
de a 'y b se cumple que P(z) = Q(z)?

Solucién

Pr) = Q(x)
20° +20—20 = (2°+22+5) (az+1)
20 + 002 + 20 — 20 = ax® + (2a + b)x* + (5a + 2b)x + 5b

De donde se tiene

a=2
2a+b=0
5a + 2b =2

5b = —20

Conloque a=2 vy b=-4
3. Resolver la ecuacién z% 4 223 — 422 — 22 +3 = 0 si = 1 es una raiz de multiplicidad 2.
Como = =1 es una raiz 2% 4 223 — 422 — 22 + 3 = 0 es divisible por  — 1, obteniendo que:

(z* +22° —42® =22 4+3) =~ (z—1) =23+ 32> -z — 3
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4.6 Ejercicios Resueltos

Como z = 1 es una raiz de multiplicidad 2 2 4+ 322 — 2 — 3 es divisible por = — 1, obteniendo
que:
(* 432> —z-3)+(x—1)=2+42+3=(x+3)(z+1)

Por lo tanto,
at+22% —42® — 22 +3=0
(z =1 -1z +3)(z+1)=0
Obteniendo las soluciones 21 = 1, 19 = —3, ©3 = —1.
4. Determinar las constantes a y b de modo que el polinomio P(x) = 2x3 + az? 4 bx — 2 sea
divisible por x + 2 y por 2z — 1.
Si P(z) = 223 + ax? + bz — 2 es divisible por = + 2 se sabe que P(—2) = 0, es decir:
2-(=2%4+a-(-2*+b-(-2)—2=0
—16+4a—-2b—-2=0
4a —2b =18 (1)
Si P(z) = 22° + ax® + bx — 2 es divisible por 2z — 1 se sabe que P (3) = 0, es decir:
1\* 1)° 1
2-( = = b-| =) —2=
() #o (2) o (3) 20
1 1 1
—+-a+-b—2=0
171973
l+a+20—-8=0
a+2b="7 (2)
Sumando las ecuaciones (1) y (2) se obtiene: 5a = 25, luego a = 5.
Reemplazando @ en (2) se obtiene 5+ 2b =7, luego b = 1.
5. Sea P(x) = ax* + bz® + bx? — a® + b. Encuentre los valores de a y b, si  + 1 divide a P(x).
y el resto de dividir P(x) por x + 2 es 12.
Usando los teoremas del Factor y del Resto, se tiene
P(-1)=0 P(-2)=12
Luego, a—b+b+a+b=0 16a — 8b+ 4b+ 2a + b =12
20+b=0 18a — 3b =12
b= —2a 6a—b=14
y . 1
Reemplazando b = —2a en la segunda ecuacidn, se tiene que a = 5 b=-1
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6. Sean los polinomios P(z) = 62° + 2% +az? — Tz +b,Q(z) = (22° +x —3) y R(x) = 10z — 5.
Calcule los valores de a,b € R, tal que P(x) dividido por Q(z) tenga resto R(z).

Solucion

Usando el algoritmo de la divisidn se tiene

62° +x* +az? — 7r +b= (22* + x — 3)S(x) + 10z — 5, con S(z) polinomio de grado 3
62° + 2t +ax? — 17z + b+ 5= (22 + 3)(z — 1)S(x)

Por lo tanto, usando el teorema del resto, al reemplazar x = 1y x = —%, el polinomio se
anula. Luego,
Siz=1

6+1+a—-17+b+5=0
a+b=5

Sixz=—

[\SJ[oN)

Resolviendo el sistema para a y b, se obtiene quea=4yb=1
7. Encuentre todas las raices del polinomio z° — 523 — 2% + 522 — 4 + 4.

Solucion

sea P(z) = 2 —azt — 5 + 522 + 4z — 4 el polinomio, usando el criterio de Eisenstein, las
raices racionales del polinomio pueden ser {£1,+2, +4}.

Es facilmente comprobable que x =1y x = —1 son raices del polinomio.
Luego,
P(2)=32-16—-404+20+8—-4=0
P(-2)=-32—-16+40+20—-8—-4=0
Asi, x =2 y x = —2 son raices del polinomio.

Por lo tanto, P(z) = (z — 1)(z + 1)(z + 2)(z — 2)Q(z) = (z* — 52% + 4)Q(z), para algin
Q(z), realizando la divisién correspondiente, se obtiene que Q(z) = = — 1.

Finalmente, las raices del polinomio son x = {—2,—1,2} con multiplicidad 1 y x = 1 con
multiplicidad 2.
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Vectores, rectas y planos

5.1 Primeros conceptos

5.1.1 El espacio tridimensional

El sistema cartesiano consta de tres ejes mutuamente perpendiculares, los ejes X, Y y Z. La inter-
seccidon de estos tres ejes se denomina origen y se denota por O. Por lo general, consideramos los
ejes X e Y en el plano horizontal y al eje Z como vertical.

Cada par de ejes determina un plano llamado plano coordenado. Asi, tenemos tres planos coorde-
nados que denotamos XY, XZ e Y Z. Estos tres planos dividen al espacio en ocho partes, Ilamados
octantes.

Figura 5.1: Sistema dextrogiro
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5.1 Primeros conceptos

En este sistema tridimensional, un punto P del espacio queda determinado por una terna ordenada
(a,b,c) donde:

= ¢ es la distancia orientada desde el plano Y Z a P.
m b es la distancia orientada desde el plano XZ a P.
= ¢ es la distancia orientada desde el plano YZ a P.

Se establece asi una correspondencia biunivoca entre los puntos P del espacio y las ternas (z, y, z)
del espacio R>. Esta correspondencia recibe el nombre de sistema tridimensional de coordenadas
rectangulares. Las relaciones para el espacio tridimensional son simples extensiones del espacio bidi-
mensional. En geometria analitica, la grafica de una ecuacién en dos variables x e y corresponde a
una curva en el plano, en cambio una ecuacién en tres variables x, y y z representa una superficie
en el espacio.

Distancia

Para determinar la distancia entre dos puntos de R3, construimos el paralelepipedo cuya diagonal
principal tiene como extremos los dos puntos y utilizamos dos veces el teorema de Pitdgoras.

Definicién 5.1.1
La distancia entre los puntos Pi(x1,y1,21) ¥ Po(x2, y2,22) estd dada por

|PLP,| = \/(332 —z1)?2+ (Y2 —1)? + (22 — 21)?

( Ejemplo 5.1.2 w

i Qué condicién deben cumplir los puntos P(x, y, z) que estan a 4 unidades del punto
A(-1, 2, —-1)7

Soluciéon

La distancia entre el punto P y el punto (Q debe ser 4 unidades, es decir,
VEe+1)2+(y—22+(z+1)2=2

esto significa que los puntos se encuentran sobre la esfera de centro A y radio 2.
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Divisién de un segmento

Dados dos puntos P (x1,y1,21) Y Pa(z2,y2, 22) queremos determinar las coordenadas de otro punto
PP

PP,
= Si 7 es positivo, entonces PP y PP, tienen el mismo sentido, luego P se encuentra en el
interior del segmento P Ps.

P(z,y,z) que divida al segmento de recta P, P, en la razén dada r =

= Si r es negativo, entonces PP y PP, tienen sentidos opuestos, luego P se encuentra en la
prolongacién del segmento P Ps.

Las coordenadas de un punto P que cumplen la relacién anterior estan determinadas por:

x_ml—i-mg Y1+ Ty z_zl—i-er Pt 1
N 1—|—7"y_ 1+ 77 147

Observacién 5.1.3
Sir =1, se obtiene el punto medio, es decir, sus coordenadas son

2 72 72

( Ejemplo 5.1.4 W

<961+962 Y1+ Y2 2’1+2’2>

Hallar las coordenadas del P(z,y, z) que divide al segmento determinado por P; (4,5, 3)
1
y Py(—2,—4,-3) en la razén r = 3
Las coordenadas del punto P son:
_443(-2) _5+§(—4)_2 Z_3+§(—3)_
1+3 ’ 1+14 ’ 1+ 3
z
//,I\ TT—a <
| ~ -
P,
| 1
T
/ ~L - : > Yy
P2 \\\\\ e
x T
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5.2 Vectores en el espacio

Los vectores tienen dos naturalezas diferentes, una geométrica y otra algebraica, para estudiar sus
aplicaciones necesitamos conocer ambos aspectos. Por tener mayor aplicabilidad consideraremos prin-
cipalmente vectores en el espacio. Muchas cantidades, tanto en geometria como en otras ciencias,
tales como el drea, el volumen, la temperatura, el tiempo y la masa, pueden caracterizarse mediante
un tnico nimero real en una escala de medicién apropiada a cada caso (cm?, em?, seg, gr, etc.).
Estas cantidades las conocemos como magnitudes escalares y al ndmero real asociado a cada una
de ellas se denomina escalar. Otras magnitudes, tales como fuerza y velocidad que requieren de la
magnitud, de la direccién y el sentido se lo llamamos magnitudes vectoriales y su representacion

geométrica es usando segmentos dirigidos (o flechas) las que llamamos vectores.

Definicién 5.2.1

Sea v = PQ un trazo dirigido. El punto P es llamado Origen o punto de aplicacién dev y (Q es
llamado punto final o extremo. La distancia entre ambos puntos es conocida como la magnitud
o longitud. La pendiente de la recta L que sustenta al trazo P() se denomina direccion de v,
mientras que el sentido es de P hacia Q.

Los trazos dirigidos que satisfacen las cuatro caracteristicas: magnitud, direccion, sentido y punto de
aplicacion se denominan vectores fijos.

Q .
V’"Pun’co final

Punto inicial

Los segmentos de recta dirigidos que tienen la misma magnitud, direccién y sentido se llaman equi-
valentes, ellos representan al mismo vector. El segmento de recta dirigido cuyo punto inicial es el
origen es el representante mds conveniente de un conjunto de segmentos dirigidos equivalentes, se le
llama vector posicién.

Observacion 5.2.2
Denotaremos los vectores mediante letras mindsculas, tales como u,v,... etc.; o con letras y una
flecha en su parte superior tales como U, V.

Un vector en el espacio tridimensional es una terna ordenada u = (uq, ug, us) de nimeros reales.
Los nimeros u1, ug y wus se llaman componentes del vector u.

Definicion 5.2.3
La magnitud o norma de un vector v es la longitud de cualquiera de sus representaciones y se
denota con el simbolo HVH

La longitud del vector tridimensional u = (u1, ug, u3) es |[ul| = \/uf + u3 + u3
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El tnico vector de longitud 0 es el vector nulo 0 = (0,0,0) es también el tnico vector sin direccién
especifica.

5.2.1 Operaciones con vectores

Las operaciones de suma vectorial y ponderacién escalar se definen por componentes.
Si (1, x3, x3), (Y1, Y2, y3) € R® y A € R, entonces

(w1, 2, 3) + (y1, Y2, ¥3) = (z1+y1, T2 + Y2, T3+ ¥3)
)\(131, T2, $3) = (/\xly /\ZJ‘Q, /\$3)

Estas operaciones satisfacen los axiomas que convierten a R en un espacio vectorial:

» (R3,+) es grupo abeliano, es decir:
e La suma es conmutativa y asociativa.
e Laterna 0 = (0, 0, 0) es elemento neutro para la suma.
e Todo vector (x1, z2, x3) tiene un inverso aditivo (—x1, —x2, —x3).

» La ponderacién escalar satisface para todo v,vi,ve € R3 ytodo A\, A\, Ay € R:
e Ai(Aav) = (AM1A2)v
o (A +X)v=XMV+ AV
e A(v1+va)=Avy+ vy
e lv=v

Por esta razén, los elementos de R? se llaman vectores y la base canénica de R? es
{(17 07 0)7 (07 17 0)7 (07 07 1)}'

Asi, todo vector u = (ullu%u?,) € R3 se puede expresar como u = uii + usj + usk donde
i=(1,0,0), j=(0,1,0), k= (0,0,1)

Observacion 5.2.4
Geométricamente, al escribir (a, b, ¢) podemos interpretarlo como el punto de coordenadas a, b y c,
o el vector cuyo punto inicial es el origen y su punto final es (a, b, ¢), o incluso algiin otro vector
paralelo (equivalente) al anterior.

. o . . v
Un vector se dice unitario si su norma es igual a 1. Para cualquier vector no nulo v, el vector W

v

es unitario, este proceso se llama normalizacién del vector v.

Las componentes del vector unitario en la direccién de u se llaman cosenos directores del vector u.

Geométricamente, los cosenos directores de un vector corresponden a los cosenos de los angulos que
forma el vector posicién con los ejes coordenados.
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Sia, 8 y 7 son los dngulos entre el vector u y los vectores unitarios 7, 7y k entonces:

COos a:ﬁ, cosﬁ:ﬂ cosyzﬁ y 008204—1—005254—(:0827:1

Un vector de R? queda tinicamente determinado por su magnitud y sus dngulos directores.
z

?A

( Ejemplo 5.2.5 W

Halle los cosenos directores y los dngulos de direccién para el vector v =27 — j — 2k

Soluciéon

El vector tiene longitud ||v|| = /22 + (—1)2 + (—2)?> = V9 = 3, entonces los cosenos directores
son:

cosa—3, cos B = 3y cos vy = 3

y los dngulos directores son:

2 1 2
= arccos =, g = arccos(—g) y 7Y = arccos (—g)
Interpretacion geométrica de la suma y diferencia de vectores.

Consideremos dos vectores u y v, si fijamos un punto arbitrario A obtenemos un tnico punto B
tal que u = AB. Ahora transportamos el vector v tal que su punto inicial sea el punto B, asi
encontramos un Unico punto C tal que v = BC, entonces el vector dado por el segmento dirigido
AC es el vector suma u + v. Esto es lo que se conoce como la ley del paralelégramo.
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B
A/ /';'/

Observacion 5.2.6
La diferencia entre los vectores u y v es el tercer vector w determinado porw =u—v = u+ (—vV)

( Ejemplo 5.2.7

Considere los vectores u = (2,—1,5) y v = (—2,—5,—3). Calcule u+ v y compare
1
su longitud con §(u +v)

Solucién

» u+v=(0,-6,2) cuya longitud es ||ul| = v/40

1
. §(u+v) = (0,—3,1) cuya longitud es |jul]| = V10

5.2.2 Producto escalar o producto punto.

Definicion 5.2.8
Siu = (uy, ug, ug) y v.= (v1, ve, v3) dos vectores en R3. El producto escalar u - v entre los
vectores u y v es el niimero real ( o escalar)

u-vV = uUiv1 + U¥2 + U3v3.

Ejemplo 5.2.9

—

L Calcule el producto escalar de los vectores u = (—1,—3,—-2) y v = (—2,5,—3).

Solucién

El producto escalar entre los vectores u y v es
u-v={(-1)-(=2)+(=3)-5+(=2) - (=3)
=2-154+6
=7
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Propiedades del producto escalar

Sean u, vy w vectores de R? y A un escalar, entonces

“ fuf?=u-u

=)
+
=
2
I
=
<
+
<
s

v - v > (0 para todo vector no nulo v.

Afu-v)=(Au)-v=u-A(v).
= 0-u=0.

Proposicion 5.2.10

Si 0 es el menor angulo positivo entre los vectores no nulos u y v, entonces

u-v = [Juf[|v] cos 6

DEMOSTRACION.
Usando el Teorema del coseno, se tiene
lu=v[* =l + v = 2llufv] cos 6
(u=v)-(u=v) = [lu]®+[}v|*—2]ulll]v] cos §
[u? =2u-v+|v|* = [l +[[v]]* = 2llu]|v] cos b
u-v = |u]||v| cos@

Corolario 5.2.11

Dos vectores no nulos u y v son perpendiculares (u ortogonales) si y solo si u-v = 0.

DEMOSTRACION.

.y . . Y
La demostracion es inmediata al reemplazar 6 con 5

( Ejemplo 5.2.12

L Determinar la medida del dngulo ZABC' si A(1,-2,3), B(2,4,—6) y C(5,—3,2).

w
)
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Solucién

Sea u el vector que une el punto By el punto A, y v el vector que une el punto B y el punto C.

u= (—-1,-6,9)

Luego, se tiene que
& W v 3-18)

Usando la proposicién 5.2.10 se tiene:

(—=1,-6,9) - (3,-7,8) = /(=1)2 + (—6)2+ 92 - /32 + (—7)2 + 82 - cos 0
—3+42472=+118-/122 - cos b

111 = /14,396 - cos 0

111
§= ——— ~0925
Y= 1306

0 ~ arccos(0,925) ~ 22,31

Proposicion 5.2.13
Si uy v son vectores en R?, entonces:
L fu-v| < ulf- vl

2. vl < flafl + v

DEMOSTRACION.

1. En el caso que los vectores u o v sean nulos el resultado es evidente. Para el caso que uy v
sean no nulos, se tiene por la proposicidn anterior que:

lu-v| = [[ull[v]|cos o]

Como |cosf| < 1, entonces
[u-v| < [uf[[v]

lu+v]? = (u+v) - (u+v)
= u-ut+u-v4+v-u+v-v
= JJul?+2u-v+|v|?
< [l +2fafl v + (v = (lall + (Iv])?

Al extraer raiz cuadrada obtenemos,

a4 v < Jul] + [jv]l
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Definicion 5.2.14
Dados dos vectores no nulos u y v, definimos la proyeccién de u sobre v, Proy,u como el vector
en la direccion de v de magnitud ||u| cos 6, es decir,

u-v

Proy,u=——5v
M

— ., — —
El valor real || u || cos @ se llama la proyeccién escalar de u sobre v.

5.2.3 Producto cruz

Definicién 5.2.15
Sean u = (uy, ug, usz) y v = (v1, vg, v3). El producto cruz entre los vectores u y v es el vector
dado por:

u X v = (ugU3 — Uz, UsV1 — UIV3, U1V — UV )

Observacion 5.2.16
El vector u x v es perpendicular a los vectores u y v u

Propiedades

Proposicion 5.2.17
Siu, vy w son vectoresy k es un escalar, entonces:
l.uxv=-vxu
.ux(Vv+w)=uxv+uxw
.kuxv=kuxv=uxkv

2
3
4. ux0=0xu=0
5, uxu=0

6

cux(vxw)=(u-w)v—(u-v)w
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Propiedades geométricas del producto vectorial

Proposicion 5.2.18

Si u y v son vectores tridimensionales no nulos y 6 es el dngulo entre ellos, entonces:

1. El vector u X v es ortogonal a los vectores uy v

N

- x v|? = |lu|]?||v]|? — (u-v)? Identidad deLagrange

w

- uxvif = uffv]sen 6

4. uxv=0siysolosiuy v son paralelos

1

. |Jlu x v|| representa la medida del drea del paralelogramo formado por uy v

DEMOSTRACION.

La demostracién queda como ejercicio. [ |

5.3 Rectas y planos en el espacio

5.3.1 Rectas en R3

En el plano coordenado sabemos que una recta queda determinada por dos puntos (o un punto y
su pendiente). En el espacio es mds conveniente usar vectores para determinar la ecuacién de una
recta. Para ello se requieren una de las siguientes condiones:

= un punto de ella y un vector no nulo que define su direccién

= dos puntos de la recta

Consideremos en un sistema de coordenadas de tres dimen- Z
siones una recta £ que pasa por el punto Py(zo, yo, 20) Y Po L
es paralela a un vectord = (a, b, ¢), d #0 A

La recta £ esta formada por todos los puntos P(z,y, z) tales

R - 8
que el vector PyP es paralelo al vector d, es decir <
(0]

P(z,y,2) e L & ]ﬁ’// d
o PP —td, teR

X
Definicién 5.3.1
Dado un punto fijo Py(xq, yo, 20) € R® y un vector fijo d = (a, b, ¢), no nulo, la recta L que pasa
por Py y tiene la direccion de d es el conjunto de puntos

L={P = (z,y,2)/ P =Py+td,t € R}
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Luego, la ecuacidn vectorial de la recta estd dada por

_>
PyP=td, con t e R.

El vector d se llama vector director de £ y los niimeros a, b y ¢ se llaman nimeros directores de la
recta.

Igualando componentes obtenemos las ecuaciones paramétricas da la recta L:

r = xo9+at
= yo+bt
z = zp+ct

Si a, b, ¢ son todos no cero, podemos despejar el pardametro ¢ y obtener las ecuaciones simétricas

de L:
T~ _Y—Y _ 2~ %0

a b c

4 Ejemplo 5.3.2

Halle las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta £ que pasa por el punto
1 1 .
(4,2,—3) vy es paralela al vector d = (5, 2, 5) . Determine los puntos donde la recta

intersecta alos planos coordenados
. J

Solucién

Un conjunto de ecuaciones paramétricas de la recta £ es :

k
— 44
x + 3
y=2+2k
k
= -3+=
z + 5
: . s y—2
y un conjunto de ecuaciones simétricas es 3(x — 4) = = 2(z+3)

Tanto las ecuaciones paramétricas como las simétricas de una recta no son dnicas. Si kK = 6 en las
ecuaciones paramétricas obtenemos el punto Q(6,14,0).

Usando este punto y como vector director 6d = (2,12,3), obtenemos las ecuaciones paramétricas
siguientes:

xr =06+ 2t
y=14+12¢
z =3t
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Dadas dos rectas en el espacio, existen cuatro posiciones en las que pueden encontrarse:
= Se cortan en un punto
= Son paralelas
= Son concidentes

» son alabeadas u oblicuas (se cruzan pero no se intersectan)

/

rectas coincidentes rectas paralelas

>

rectas que se intersectan rectas oblicuas

W

Definicion 5.3.3
Sean L1 y Lo dos rectas con vectores directores dy y dg respectivamente.

1. Si ellas se intersectan, los dngulos entre ellas son 6 y m — 6, donde 6 es el angulo entre dy y
ds.

2. Ly // Lo = dl//d2 < do = kdy algin escalar k.

3 Ly L Ly < di y ds son ortogonales < di -dg = 0.

\
( Ejemplo 5.3.4
Dadas las rectas
r=-—-3+42t r=-2—k
Li:qy=5—4t y Lo:Sy=3+2k
z=-1+41¢ z=—4+3k
Muestre que se intersectan y halle el angulo entre ellas.
- J
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Solucion

Igualando las ecuaciones para x, y y z se tiene

34+ 2%=-2—k k=-2t+1
5— 4t = 3+ 2k = k=1—2; =t=0, k=1
—1+t=—4+3k k:1+§

luego el punto de interseccién es (—3,5,—1).

Como los vectores directores de las rectas son dy = (2,—4,1) y da = (—1,2,3) , el dngulo entre
d; -ds -7 -1

= luego 6 = arccos | —
[dall Id2]l 76 V6

ellos verifica que: cos 0 =

( Ejemplo 5.3.5 R
Determine si las rectas £1 y L5 son paralelas, oblicuas o se cortan. Si se cortan,
encuentre el punto de interseccidn.

r—4 y+5 =z -1 r—2 y+1 =z
1. Ly = = Lo =2 _ ~ -
LA 4 —3 T 32
r = —6t r=1+42s
2. L1 qy=1+9t , Lot Qy=4—3s
z= -3t z=3:
. J
1. lgualando las ecuaciones para x, ¥, z se tiene
A+ 2t =24k k:212t4
—5+4t=—-1+3k = (k=-3+3t
1- 3t =2k pe L 3,
2 2
se tiene de aqui que t = —5 y k = —8 satisfacen las dos primeras ecuaciones, pero no la

tercera ecuacién, luego el sistema no tiene solucién por lo cual las rectas son oblicuas.

2. Como los vectores directores de las rectas son a = (—6,9,—3) y b = (2,-3,1) y se verifica
que a = —3b, las rectas son paralelas.
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5.3.2 Planos

Un plano en el espacio estd determinado por un punto Py del plano y un vector n que es ortogonal
al plano ( vector normal).

Consideremos en un sistema de coordenadas de tres dimensiones un plano P que pasa por el punto
Py(x0,y0, 20) y tiene como vector normal n = (a,b,c). Este plano consta de todos los puntos

P(x,y,z) tales que el vector POF_; es ortogonal con n, es decir,

P(z,y,z) € P < Poﬁ In
= (ZL’—ZL'(],y—yO,Z—Z(])'((I,b,C):O
& a(r—x0) + by —yo) +c(z—2)=0

z
n

De lo anterior se puede deducir las distintas formas de la ecuacién del plano P
s Forma vectorial de P : n - ﬁ =0
» Forma canénica de P : a(x — x¢) + b(y — yo) + c(z — 29) =0
= Forma cartesiana de P :ax + by +cz =d

Sia, b, ¢y d nonulos, la ecuacién cartesiana puede escribirse como:

d

d d . . .
donde A = —, B = — y C = — representan la distancia al origen de los puntos en que el plano
c

a
intersecta a los ejes X, Y y Z respectivamente.

Consideremos un plano de ecuacién ax + by + cz = d
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m Sia = 0 la ecuacién by 4+ cz = d representa un plano en el espacio perpendicular al plano
coordenado Y Z.

= Si b = 0 la ecuacién ax + cz = d representa un plano en el espacio perpendicular al plano
coordenado X Z.

m Si ¢ = 0 la ecuacién ax + by = d representa un plano en el espacio perpendicular al plano
coordenado XY.

= Sid =0 laecuacién ax + by + cz = 0 representa un plano en el espacio que pasa por el origen.

= Sia=b=0Ilaecuacién cz = d representa un plano en el espacio paralelo al plano coordenado

XY.

» Sia =c=0laecuacién by = d representa un plano en el espacio paralelo al plano coordenado
XZ.

m Sib=c=0laecuacién ax = d representa un plano en el espacio paralelo al plano coordenado
YZ.

( Ejemplo 5.3.6 W

Encuentre una ecuacién del plano que pasa por el punto (1,1,2) y que tenga como
vector normal a n = (2,4,3). Encuentre la interseccién con los ejes y trace el plano.

Solucion

La ecuacién candnica es 2(z — 1) + 4(y — 1) + 3(z — 2) = 0 y por tanto la ecuacién general es
@

2x + 4y + 3z = 12 la que puede expresarse como 5 + % + 1= 1

Luego las intersecciones con los ejes coordenados son: © =6, y =3 y z=4.

Observacion 5.3.7
Dos planos en el espacio tridimensional o bien son paralelos o se intersectan en una recta. Si se
intersectan podemos determinar el angulo entre ellos a partir del angulo de sus vectores normales.

Definicién 5.3.8
Si los planos P1 y Po se intersectan y tienen vectores normales ny y ng, entonces el angulo 0
entre los planos es igual al angulo entre los vectores normales, se tiene entonces que:

nj -ns

cos 0= ———=—
1] [[nz|]

Los planos P; y P5 son:
m perpendiculares < nj -ng =0

m paralelos < n; = kng, para alglin escalar k.
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~
( Ejemplo 5.3.9

Determine en cada uno de los siguientes casos si los planos son , perpendiculares o
ninguno de ellos. Si no son paralelos, halle el angulo entre ellos y las ecuaciones pa-
ramétricas de su recta de interseccion.

l.2-3y+z2=4, ba+4y+72=1
2.2x —3y+62=3, br+y—z2=2

3.x—by—z=1, —3z+15y+32=2
. J

Solucién

1. n; =(1,-3,1), ng=(5,4,7) =n3-ng=5-124+7=0
luego los planos son perpendiculares.

Determinemos la recta de interseccion resolviendo el sistema

r—3y+z = 4 N Trx—2ly+4+7z = 28
Sr+4y+T7z = 14 dSr+4y+7z = 14

= 20-25y=14 =az=T+%y

19
= z2=-3-3Y
x =T+ 25t
luego una ecuacién paramétrica de la recta interseccién es ¢ y = 2t
z=-3—-19

2. n1:(2,—3,6), n2:(5,1,—1) =>n; n=10-3-6=1

luego,

1 1 1
= @ = arccos

VIV 21V3 217

cos 0 =

para determinar la recta de interseccién resolvemos el sistema
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20 —3y+62z = 3 N 2r -3y +62 = 3
Sr+y—z = 2 30x 4+ 6y —62 = 12
32
= 32x+4+3y=15 :>y:5—§w
= 3 17
z2=3——=x
3
z =3t
luego una ecuacién paramétrica de la recta interseccién es ¢ y =5 — 32t
z2=3—-17t

3. n; = (1, -5, —1), ng = (—3, 15,3) = ng = —3np

los planos son paralelos.

5.4 Aplicaciones fisicas de los vectores

En esta seccidn se presentan algunos ejemplos de aplicaciones de los vectores.

Ejemplo 5.4.1: Magnitud de una fuerza

Una cdmara de televisién de 24 kilogramos estd colocada en un tripode, cuyos pies se

31 31 . .
encuentran en 1 (0,—1,0), Q2 (%, 5,0) , Q3 (—%, 5,0), cada unidad mide un
metro, como se muestra en la figura. Representar la fuerza ejercida en cada pata del
tripode como un vector.

\

z
Solucién P(0,0.4)

1 (077170) 7
t ¢

T Z
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Sean los vectores Fy, Fy y F3 las fuerzas ejercidas en las tres patas, respectivamente. A partir de la
figura, se puede determinar que las direcciones de I, F5 y F3 son las siguientes:

—
Fl = PQI = (07 _17 _4)
— 31
F2 - PQZ = £7 5 —4
22
— 1
F3 = PQ3 = _§7_7_4
272
Como cada pata tiene la misma longitud, y la fuerza total se distribuye igualmente entre las tres
patas, se sabe que ||F1|| = ||F2|| = ||F5|| Por tanto existe una constante ¢ tal que
F = t(0,—-1,-4)
V31
F, = t|—,=-,—4
2 2 727
3
F; =t —%,—1,—4)

Sea la fuerza total ejercida por el objeto F' = —24k, entonces sabiendo que F = F1 + F» + Fy y
que ||F1|| = ||F2|| = ||F5]|, cada fuerza tiene una componente vertical de —8k. Esto implica que
t-(—4)=-8 = t=2.
Por tanto, las fuerzas ejercidas sobre las patas pueden representarse por:

F, = (0,-2,-8)

o= (V3,1,-8)

Fy = (=V3,-1,-8)

5.4.1 Trabajo

El trabajo W se puede determinar matematicamente como el producto punto entre el vector fuerza
F'y el vector desplazamiento d. Por lo tanto,

W =F.-d=|F|cosfd

siendo 0 el dngulo entre estos dos vectores.

( Ejemplo 5.4.2 W

sobre un cuerpo actiia una fuerza F= 20%+15§' que produce un desplazamiento d = 15i,
calcule el trabajo realizado por esta fuerza
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Solucion
A

_ _ , N iF = 20i + 15]
Aplicando directamente la férmula, se obtiene: : ’ J
W = (20i + 257) - (25 + 07) §

=20-254+25-0 5
=500 d=15i i
| | S22

5.5 Ejercicios Resueltos

1. Dados los vectores @ = (2,—3,k) y b = (1, 3k, 5)

a) Encuentre las condiciones sobre k para que @y b sean perpendiculares.

b) Con el(los) valor(es) de k encontrado(s), calcule @ x b.

a) Paraquedy b sean perpendiculares, debe cumplirse que

a-b=0
(2,-3,k) - (1,3k,5) =0
2.1+ (=3)-3k+k-5=0

2—-9k+5k=0

1

k=3

1 = 3
Asiad={2,-3,= b=1{(1,=
Sl a <, 3,2>y <7275>

b) Aplicando la definicién de producto cruz, se tiene
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2. Determine la ecuacién de la recta L que contiene a los puntos (1,2,—1) y (0,3, —3).
Encontremos el vector director de a recta solicitada:

d=(1,2,-1) — (0,3, —3)
=(1,-1,2)

considerando cualquier de los puntos dados podemos encontrar la ecuacién:

(,9,2) = (1,2,=1) £ A(1,-1,2)  A€eR

3. Hallar la ecuacién paramétrica de la recta L, que pasa por el origen y es perpendicular a las

rectas de directores (4,2,1) y (—3,—2,1).
Sea d el vector de la recta L, debe cumplirse que:

(dl, dg,dg) : (4, 2, 1) = 0, €s decir, 4d1 + 2d2 + dg
(d1,dg,ds) - (—3,—-2,1) 0, es decir, —3dy —2dy+d3 = 0

: : . ., 7
Asi sumando ambas igualdades d; = —2d3 sustituyendo esto en la primera ecuacién dy = §d3

Porlo tanto si tomamos d3 = t,t € R,

(dla d?a d3) = <_2t7 gtv t>

Por lo tanto, la ecuacidn solicitada es:

7
(m,y,z):t-<—2,§,1> teR

4. Dados los puntos A = (0,2,0),B =(2,1,—4) y C = (1,—1,3):

a) Encuentre la ecuacién general del plano IT que contiene a los puntos A, By C.

b) Encuentre una recta que intersecta perpendicularmente al plano II en el punto B.

Solucion

a) Primero debemos generar dos vectores del plano II: AB = (2,—-1,—-4)y AC = (1,-3,3).
Ahora debemos calcular el vector normal 77 al plano II:
W =AB x AC = (—1-3 — (—4) - (=3),(—4)-1-2-3,2-(=3) — (~1)- 1)
= (~15,-10, —5)
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Luego, la ecuacidn general del plano sera:

((z.9,2) = (0,2,0)) - (~15,-10,~5) = 0
(r,y —2,2) - (—15,-10,—-5) =0

—152 — 10y +20 -5z =10
3r+2y+2—-4=0

b) Sabiendo que tanto 77 y —7i son perpendiculares a I, La recta tiene como vector director

d = (15,10,5) y pasa por el punto B = (2,—1, —4).
Finalmente la ecuacidon de la recta L solicitada es:

L: (z,y,2) =(2,—1—4)+ \(15,10,5) con A € R

5. a) Encontrar la ecuacién de la recta Ly, que pasa por el punto (2,—3,—2) y que es paralela
a la recta el _y-1_=2-3
4 -1 5

b) Encuentre la recta Lo, definida por la interseccién de los planos IT; : 3z +2y+2+2=0
ylh:z—y+22—1=0.

¢) Hallar la ecuacién del plano I3 que contiene a la recta Ly y Ly de los items anteriores.

Solucién

a) Las rectas al ser paralelas pueden ser escritas utilizando el mismo vector director, por lo
tanto la recta solicitada tiene director: d—i = (4,—1,3). Asi la ecuacién paramétrica de
Ly sera:

Ly :(z,y,2) =(2,-3,-2) +t(4,—1,3), teR

b) Para encontrar la ecuacién de la recta Ly debemos resolver el siguiente sistema

3x+2y+z2 = -2 . 3x+2y+2 = =2
r—y+2z =1 /-2 20 =2y +4z = 2

De este modo 5z +5z2=0—z=—2z (1)

3x+2y+2 = -2 . 3z 42y + 2 = =2
r—y+2z =1 /--3 —3r+3y—6z = -3

De este modo, 5y —5z=-5b—-y=2—-1 (2)
~0_y+l 2-0
-1 1 1

Sea z=ten (1) y (2), se obtiene t = ° . Por lo tanto,

Ly: (x,y,2) = (0,—1,0) +t(—1,1,1), teR
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c) El vector normal al plano II3 corresponde al producto cruz de los vectores directores
(4,-1,3) y (—=1,1,1), asi @ = (—4,—7,3), considerando un punto de la recta Lo, en
particular el (0, —1,0), la ecuacién del plano solicitada es:

g4+ 7y — 32 = -7

6. Encuentre la ecuacién del plano II; que contiene a la recta Ly = (1,2,0) + #(3,—1,1) y al
punto A(1,2,5). Luego encuentre el plano II3 que contiene el punto A y es perpendicular al
planoIl; y al plano Ills : z +y + 2z — 2 = 0.

Soluciéon

Para encontrar la ecuacién del plano I1;, debemos hallar primero su vector normal. Ya tenemos
el vector director de la recta d—i = (3,—1,1), y podemos calcular un segundo vector que va
desde el punto (1,2,0) al punto A(1,2,5). A saber, dy = (0,0,5). Primero haremos el producto
cruz en el siguiente orden

= ; X d}
=(0,0,5) x (3,—1,1)
=(1-0—-(-1)-5,3-5—-1-0,(-1)-0-3-0)
= (5,15,0)
Asi, la ecuacidn del plano es la siguiente
I : 5x—1)4+15(y—2)=0
5t —5+ 15y —30=0
5+ 15y —35 =0
IIi: 24+3y—7=0
El vector normal del plano II; es 77 = (1,3,0) y del plano Ily es 75 = (1,1,1). Luego, debe
cumplirse que el vector normal del plano I3 sea perpendicular a los otros dos vectores. Esto
ocurre si y solo si:
(dl,dg,dg)'(1,3,0) =0 — di+3dy =0
(dl,dg,dg)-(l,l,l)zo — di+do+d3=0
Restando ambas ecuaciones se obtiene 2ds = d3 y reemplazando este resultado en la segunda
ecuacién se obtiene que d; = —3ds.

Asi, dejando dy =t € R, se obtiene que el vector normal del plano II3 es ni3 = t(—3,1,2)
Finalmente la ecuacién del plano II3 es:
IMzg: -3zx—-1)4+y—2+2(2—5)=0
—3r+34+y—24+22—10=0
IIs: 3z—y—224+9=0
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Matrices

6.1 Primeros conceptos

Definicion 6.1.1
Dados a;; € K coni=1,2,...,myj=12,...,n al rectingulo de m x n elementos ordenados
en una tabla con m filas y n columnas de la forma

aiy a2 v G ot Qlp
agy agy - Az o A2y

A = . ;oo .
2 B ¢ SR ¢ + i-ésima fila
aml am2 .. amj o .. amn

j-ésima columna
se les denomina matrices de orden m x n

Los elementos a;; de una matriz, llamados entradas, no necesariamente tienen que ser nlimeros reales,
pueden ser también pardmetros, nimeros complejos, funciones, etc. Asi, por ejemplo, las siguientes
matrices son de distinto orden y tipo de elementos:

~1 0 i 5k

t 2t
A= 4 —6 Ay = 0 0 1 Az = ot
5 3 -1 -1 -1 2

Habitualmente se denotan con letras mayusculas las matrices y con minusculas los elementos que
las constituyen. Dados que estos dltimos estan ordenados en filas y columnas, al elemento que en
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una matriz ocupa el lugar de la fila i-ésima y la columna j-ésima en general se le notard por a;;. Es
decir, con el primer subindice ¢ se indica la fila en la que esta el elemento y por j la columna. Por

tanto, todos los elementos de una matriz A de orden m x n se podran representar por A = ( aij )
cont:=1,2,....myj=12...,n

En ocasiones interesa trabajar bien con las filas o con las columnas de la matriz A, y , por ello, se
introduce la siguiente notacién:

» la i-ésima fila se denota por a;. = ( a1 Qi Qip )

a1y
s azj
= |a j-ésima columna se denota por a.; =

amj
Cuando una matriz A tiene m filas y n columnas, se dice que su dimensién u orden es m x n. Al
conjunto de todas las matrices de orden m x n, se les denota por M« (K). En general, a cualquier

matriz de orden mx 1 o 1 xn se les suele llamar vectores, siguiendo las mismas propiedades trabajadas
en capitulos anteriores

Definicién 6.1.2 (Matriz Cuadrada)
En particular si m = n, se escribe M, (K) y estas son llamadas matrices cuadradas,

ajl a2 - Qlp
a1 Q2 - A2
A=
anl ap2 - dpn
Se define la diagonal de una matriz A como los elementos correspondientes a ai1,asa, ..., any

EJEMPLO.
Sea A la siguiente matriz cuadrada

-2 1 3
A= 0 5 2
1 0 2
Los elementos de su diagonal son a1; = —2, a92 =5y agz = 2

Definicién 6.1.3 (Matriz diagonal, escalar e identidad)

Una matriz cuadrada cuyas entradas no diagonales sean todas cero se denomina matriz diagonal.
Una matriz diagonal en la cual todas sus entradas diagonales sean las mismas se conoce como matriz
escalar.

Si el escalar de la diagonal es 1, la matriz escalar se conoce como matriz identidad. Representadas
usualmente con I
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EJEmPLO.
Dadas las siguientes matrices

300 t 00 1 00
A=10 3 0 B=10 ¢t 0 I=1010
007 0 0 ¢ 0 01

Se tiene que A es una matriz diagonal, B es una matriz escalar e I es la matriz
identidad de orden 3.

Definicién 6.1.4 (Igualdad de matrices)

Dos matrices son iguales si tienen el mismo tamano y si sus entradas correspondientes son iguales.
De este modo, si A = (aij)mxn ¥ B = (bij)rxs, entonces A = B si y solosim =1, n=sy
a;; = b;; para cada i, j

EJEmPLO.
Las siguientes matrices

2 t
A= 01 b= t-3 1
-4 5 —4 t+2

Serdn iguales si y solo si t = 3. De este modo se cumplirian las condiciones de
igualdad.

Las matrices pueden ser dadas por extensidn, como se han mostrado hasta ahora, o por comprension,
definiendo las condiciones necesarias para cada elemento a;; de la matriz

( Ejemplo 6.1.5 W

Describa las entradas de la matriz A € M3y4(R) donde a;; = (—1)"+7 (Ji)

Solucién

1 1 1 1 1 1 1

)LD ()2 ()31 ()4l 1 —— = _=

(D DS (C)R (C) 5 3 3
2 2 2 2 2 1

A= C1)2HLE (C)2H2f (L2432 (L1242 [ =] Lo 1 = -
(F1FT (DD (C1PEL (-1 S 5
3 3 3 3 3 3

1 3+1° -1 3+2° -1 3+3° 1 3+4 ¢ _ = 1 —=
(F1)MID(S)FRD (SRR (—1)P 3 -3 :
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6.2 Operaciones con matrices

6.2.1 Suma de matrices

Dadas las matrices A = (ai;), B = (bij) € Mpxyn se define la suma de matrices como la matriz
C = (aij + bij) € Mpxn, ésta es llamada la matriz suma de Ay B

( Ejemplo 6.2.1 A
Determine la suma de A y B, dadas las siguientes matrices
1 30 3 2 -1
A=|1 3 1 B=14 -1 2
2 0 3 3 0 5
. J
1+3 3+2 0-1
C=1]1+4 3—-1 1+2
2+3 04+0 3+5
4 5 —1
=5 2 3
5 0 8
( Ejemplo 6.2.2: Matriz de produccion w

Una empresa que fabrica televisores produce tres modelos con distintas caracteristicas
en tres tamafios diferentes. La capacidad de produccién (en miles) en su planta de
Santiago estd dada por la matriz A

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3

Tamafio 1 (45 pulg) 4 5 3
A = Tamafio 2 (50 pulg) 7 4 5
Tamafio 3 (55 pulg) 10 8 4

El valor asg = 5 indica que la capacidad de la planta es de 5000 televisores Modelo 3 de 50 pulgadas.
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La capacidad de produccién en la planta de Chillan estd dada por la matriz B.

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3

Tamano 1 5 3 2
B = Tamafio 2 6 6 4
Tamano 3 9 12 2

La produccién total de la empresa viene dada por la matriz C = A+ B

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3

Tamafio 1 (45 pulg) 9 8 5
C = Tamafio 2 (50 pulg) 13 10 7
Tamafio 3 (55 pulg) 19 20 6

Propiedades de la suma de matrices

Sean A, B,C € M,,xn. La suma de matrices tiene las siguientes propiedades:
1. Conmutativa: A+ B=B+ A
2. Asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C
3. Elemento Neutro: Existe una matriz O € M,,«, tal que A+ 0O = A
4

. Elemento Opuesto: Para cualquier A € M,,x,, existe (—A) € M« tal que A+ (—A) =0

6.2.2 Ponderacion de una matriz por un escalar

Sean A = (aij) € Mpmxn y A € R. Se define la matriz AA = (Xaj;) € My, <, como la ponderacién
de la matriz A por el escalar A, vale decir, al resultado de multiplicar cada elemento de A por A

~
( Ejemplo 6.2.3
p 7
Pondere la matriz A= | p+1 0 por el valor A = 12
1
- -2
3 P
- J

Solucién

Aplicando directamente lo anterior, se tiene la matriz

12p 12p3
124=| 12p+12 0
4 —24p
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Propiedades de la ponderacion de matrices

Sean A, B € My,«n Yy a, 3 € R. La ponderaciéon de matrices tiene las siguientes propiedades:
1. Distributiva respecto a la suma de matrices (A + B) = aA + aB
2. Distributiva respecto a la suma de escalares (« + 5)A = aA + A
3. Asociativa (af5)A = a(BA)
4. Elemento unidad Existe a € R tal que A = A, a sabera =1

DEMOSTRACION.

La demostracién de estas propiedades es inmediata a partir de las correspondientes para el cuerpo

de los nimeros reales y las definiciones de suma y ponderacién de matrices.

Aplicaciones de la suma y ponderacion de matrices

Ejemplo 6.2.4: Ecuaciones matriciales

12 0
Determine la matriz X de modo que 2X — 4B = 34, dados A = < ) y

0 0 -1
1
B:O 3
1 0 -1
\

Solucion

En efecto, dadas las propiedades de estas operaciones, se tiene que:

2X —4B =34
2X =3A+4B
X:%A+2B
12 0 01 3
x=2 2
2\ 0 0 -1 10 —1
3
S5 6
X=| 2
2 0 —=
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6.2.3 Producto de matrices

Iniciemos esta seccién definiendo un producto de matrices en particular, los vectores.

En capitulos anteriores, se definié el producto punto o escalar entre 2 vectores (Vea la definicion
5.2.8).

De este modo, definiendo los vectores de manera matricial, podemos expresarlos de la siguiente
manera:

Definicién 6.2.5 (Producto punto)
Sean a = (ay;) € Myxn y b= (bj1) € My x1, se define el producto punto a - b, como el niimero real
¢ que cumple:

n
c=a1 b +ap- b+ +am by = ay-bi
i=1

~
( Ejemplo 6.2.6

Encuentre el producto punto entre los vectores a = ( 1 30 ) yb=

- J

Solucién

Usando la definicién anterior se tiene que:

a-b:(130>- 5

=1-243-5+0--2
=17

El producto interior facilita mucho el aprendizaje del producto de matrices.

Definicion 6.2.7
Dadas las matrices A = (ai;j) € Myxr y B = (bji) € Myxn. Se define el producto de matrices AB
como la matriz C = (c;1) € My xr, donde c;y. corresponde al producto punto entre la i-ésima fila de

A y la k-ésima columna de B.
n

De otra forma, se podria escribir como c;. = Z a; - by
=1
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Visualmente se podria ver asi:

coli(B)
1
air a2 - aip
agy age -+ Qg bir - big - bin €11 Cl2 -+ Cin
bar - bap ccr ban | | ca1 2 cc con
fila;(A) = | an a@ - ag SR B Cocik
bey -0 by o b Cml Cma  Con
am1 Am2 - Gmr
fila;(A) - colp(B) = ¢,
( Ejemplo 6.2.8 )
2
Dadas las matrices A = L =2 3] y B= 1 2 |, encuentre ABy BA
0 2 1 9
. J

Solucién

Note que para obtener AB, debemos multiplicar cada de fila de A por cada columna de B, por
lo tanto C' = AB serd de orden 2 x 2, mientras que D = BA serd de orden de 3 x 3 Usando
directamente la férmula, se tiene que:

1 2 3 28 2 4 1 2 3
C=AB = 1 2 D=BA=| 1 2
0 2 1 0 2 1
-2
Calculando cada entrada de C, se obtiene:
c11 = 12—|—(—2)1—|—3(—2) = —6 Cl2 = 14+(—2)2+30 =0
Cco1 = 0-24+2-141-(-2) = 0 Cop = 0-44+2-24+1-0 =4
Calculando cada entrada de D, se obtiene:
d1=2-144-0 = 2 d12:2-(—2)+4'2 =4 dizg=2-3+4-1 = 10
dyp=1-14+2-0 = 1 dggzl-(—2)+2'2 =2 do3=1-3+2-1 = 5
d31:(—2)'1—|—0'0 = -2 d32:(—2)'(—2)+0'2 =4 d33:(—2)'3—|—0'1 = —6
Por lo tanto,
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6 0 2 4 10
o:[ ] p=| 12 3

0 4
-2 4 -6

Observacién 6.2.9
Note que el producto AB solo tiene sentido cuando el niimero de columnas de A coincide con el

niimero de filas de B
A B AB

mXr rTXn mXn

| iguales |

nuevo tamano =m X n

Propiedades del producto de matrices

Sean A € My, xp, B € Mpyq,C, D € Myxy,. El producto de matrices tiene las siguientes propiedades
1. No conmumativo
2. Asociativa A(BC) = (AB)C

3. Matriz nula Para cualquier matriz A, existe una matriz nula O = (0;5) = 0, de orden adecuado,
de tal modo que: AO = O

4. Elemento neutro Existe la matriz identidad I,, que corresponde al neutro multiplicativo. Para
cualquier matriz A € M,,, se verifica que Al,, = A

5. Distributividad El producto distribuye sobre la suma. B(C'+ D) = BC + BD

Combinacién lineal

Las distintas propiedades que hemos enunciado de suma, ponderacién de una matriz por un escalar y
de la multiplicacién nos permiten combinar sin ambigliedad dichas propiedades para resolver algunos
problemas.

Definicion 6.2.10
Si Ay, Ao, ..., A son matrices del mismo tamafo y ¢y, co,...,c, Son escalares, entonces la matriz
C =c1A1 + Ay + -+ + ¢ A es denominada una combinacién lineal.

~
( Ejemplo 6.2.11
2 -1 3
Sea A = 4 0 |yB= 5 |. Calcule C =2A - 3B
-2 1 1
\o J
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Solucion

Aplicando directamente lo anterior, se tiene

2 -1 3 4
C=24-3B=2 4 0|—-3]15
-2 1 0
[ -2 9 12
= 8 0|—-13 15
| -4 2 3 0
[ -5 —14
= 5 —15
| -7 2

6.2.4 Potencias de una matriz

Cuando A y B son dos matrices de orden n, su producto AB también serd una matriz de orden n.

Un caso especial se presenta cuando A = B. Tiene sentido definir A2 = AA y en general, definir A*

como A¥ = AA--- A (k factores) si k es un entero positivo. De esta forma A! = A, y es conveniente
definir A? = 1,,.

Los andlogos matriciales de las correspondientes propiedades de las potencias en R son: Si A es una
matriz cuadrada y r, s son enteros no negativos entonces

1. ATT5 = AT AS 2. (A")s = A"
EJEMmPLO.
Un ejemplo particular cumple la siguiente matriz.
11 1 3 3 3 9 99
SiA=| 1 1 1 |, entoncesA’=| 3 3 3 |yA4A3=|9 9 9
111 3 3 3 9 9 9
3k—1 3k—1 3k—1
En general se tiene que A* = k=1 k=1 3kl para todo £ > 1. Lo cual se puede
3k—1 3k—1 3k—1
demostrar por induccién
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6.3 Matrices especiales

6.3 Matrices especiales
Matrices particionadas

A menudo, es conveniente considerar una matriz compuesta por varias submatrices mas pequeiias. Al
introducir lineas verticales y/o horizontales en una matriz, podemos particionarla en bloques. Existen
varias maneras de particionar una matriz, algunas serdn mds naturales que otras.

EJEMmPLO.
1 0 3 4
i 011 -1 . L
la matriz se puede particionar de la siguiente manera:
000 2
0 00 -3

Cuando las matrices se multiplican, a menudo existe una ventaja que se gana al considerarlas como
matrices particionadas. Con frecuencia, ello no sélo revela estructuras subyacentes, sino que a menudo
acelera el cdlculo, en especial cuando las matrices son grandes y tienen muchos bloques de ceros.

Por lo tanto, la multiplicacién de matrices particionadas es exactamente igual a la multiplicacién de
matrices ordinaria.

Supongamos que A es una matriz de orden m xn y B es de orden n x r de modo que el producto AB
existe. Si particionamos B en términos de sus vectores columna, como B = < b ‘ b ‘ ‘ b )
entonces

ABzA(bl‘bg‘...‘br):<Ab1‘Ab2‘...‘Abr)

este resultado es una consecuencia inmediata de la definicién de la multiplicacién matricial. La forma
de la derecha se denomina representacién matricial por columna del producto.
El mismo resultado se obtiene si la matriz A es particionada en términos de sus vectores fila.

\
( Ejemplo 6.3.1
1 3 2 o
Sean A = 0 -1 1 ] yB= |1 2 |, calcule AB particionando la matriz B en
3
columnas y la matriz A en filas.
\o J
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Solucion

Particionando la matriz B en sus vectores columnas se tiene que:

- 1[4
1 3 2 1-44+3-1+2-3 13
0 -1 1 5 0-4+(-1)-1+1-3 2
- 1 -1
1 3 2 1-(-1)+3-2+2-0 5
0 -1 1 0 0-(-1)+(=1)-241-0 -2
Por lo tanto,
13 5
AB—[Abl‘Abg}—[ , _2]
Por otro lado, si la matriz A se particiona en sus vectores fila se obtiene:
4 -1
wB= [132] |1 2| = [1-4+3.142:3 1.(-1)+3-2+2.0| = [135]
30

4-1
@B=[0-11] [1 2| =[04+(-1)-1+1:3 0-(-1)+(-1)-2+1-0| = [2-2]
3 0

5t

Definicién 6.3.2 (Matriz triangular superior)
La matriz A € M, es triangular superior si a;; = 0 Vi > j. Vale decir, A es triangular superior si las
entradas de A debajo de la diagonal son todos iguales a 0.

Por lo tanto,

(IQB

Matriz triangular

EJEMPLO.
1 20

LamatrizA=] 0 —1 3 | es triangular superior
0 0 4

Definicién 6.3.3 (Matriz triangular inferior)
La matriz A € M, es triangular inferior si a;; = 0 Vi < j. Vale decir, A es triangular inferior si las
entradas de A por sobre la diagonal son todos iguales a 0.
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EJEMPLO.
2 00
LamatrizB=| 5 —6 0 | es triangular inferior
0 4

Definicién 6.3.4 (Matriz diagonal)
La matriz A € M,, es diagonal si a;; =0 Vi # j.

EJEMPLO.
-4 0 0

La matriz C = 0 5 0 | esdiagonal

6.3.1 Matriz Transpuesta

La transpuesta de una matriz A = (a;;) de orden m x n es la matriz AT = (a;;) de orden n x m.
Esta se obtiene de intercambiar las filas de la matriz A por las columnas de AT

EJEMPLO.
2 7 2 23 0
La transpuestade lamatrizA=| 3 4 8 |eslamatrizAT = 7 4 -1
0 -1 -2 2 8 -2

Definicién 6.3.5 (Matriz simétrica)
Se dice que una matriz A € M,, es simétrica si A = AT

EJEMPLO.
2 5 —4
La matriz A = 5 8 12 | essimétrica, pues se verifica que a;; = aj; Vi # j
-4 12 0

Definicién 6.3.6 (Matriz antisimétrica)

Se dice que una matriz A € M,, es antisimétrica si A = —AT
EJEMPLO.
9 -7 3
La matriz b = 7 0 —2 | essimétrica, pues se verifica que b;; = —bj; Vi # j
-3 2 -6
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6.4 Matriz inversa

Definicién 6.4.1 (Matriz inversa)

Sea A € M,. Diremos que A es invertible o no singular, si existe una matriz B € M, tal que
AB = BA = I,,. esta matriz B es llamada la matriz inversa de A, ésta se denota por A~!. De tal
modo que: AA™' = A—1A = 1I,,.

Una matriz cuadrada que no tiene inversa se denomina no invertible o singular

( Ejemplo 6.4.2

2 7 4 -7
Verifique que es la matriz inversa de
1 4 -1 2

Solucion

Se debe comprobar que el producto de estas matrices es la matriz identidad de orden 2. Luego,
2 7 4 =7\ [ 2:4+47-(-1) 2-(=T)+T7-2
1 4 -1 2 ) \1-4+44.(=1) 1-(-7)+4-2

10
= = _[

( Ejemplo 6.4.3

_

3 2
Encuentre la matriz inversa de A = ( - )

Soluciéon

L a
Debemos encontrar una matriz A~} = (

C
3 2 a b (10
11 cd) \o1
3a+2c 3b+2d\ (10
a+ec b+d )] \o0 1
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6.4 Matriz inversa

De aqui se obtiene que a = —c y que b = 1 — d. Reemplazando en la primera fila, se obtiene que:

3(—c)+2c=1
—c=1
c=-1
l

a=1

1 -2
Finalmente, A~! =

-1 3

3(1—d)+2d=0

3-3d+2d=0
d=3
!
b= -2

El siguiente teorema enuncia una forma mds sencilla de determinar si una matriz es invertible, y

como calcular la matriz inversa.

Teorema 6.4.4: Matriz inversa de o

a

Una matriz A = (
c

=1

ad

rden 2

b . . , 4
) es invertible si' y solo si ad — bc # 0, en cuyo caso:

1
— be

d

—C

—b

a

)

DEMOSTRACION.

Ty

z w
en el ejemplo 6.4.3, se tiene:

Sea la matriz A~! =

(o)

Igualando matrices, se tiene:

a b
c d

ar + bz
cx + dz
axr + bz
ay + bw

cx + dz
cy + dw

), la matriz inversa de A, aplicando el mismo procedimiento usado

)

r Yy

zZ w

)

ay + bw
dy + dw

)
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6.4 Matriz inversa

Resolviendo el sistema de ecuaciones, sumando y factorizando de manera adecuada, se tiene:

S d

~ ad — be

vyo= bc — ad

L e

bc — ad

w o= %

\ ad — bc

Por lo tanto, la matriz A~! se puede escribir como
d b
-1 _ _
Al = | ad c bc  be a ad

bc —ad ad— be

1 d —b
_ad—bc —cC a

6.4.1 Propiedades de la matriz inversa

1. (Inversa del producto) El producto de dos matrices invertibles, también es invertible. Su
inversa es el producto de las inversas de los factores en orden inverso. Asi, si A y B son
matrices invertibles de orden n, también AB lo serd y

(AB)"' =p~tAa7!

2. (Inversa de la inversa) La inversa de una matriz invertible, también es invertible. Su inversa

es la matriz original. Asi, si A es invertible, también lo es A~y
(AH =4

3. (Ponderacién de la inversa) Cualquier producto de un escalar distinto de cero por una matriz
invertible es invertible. Su inversa es el producto del reciproco del escalar por la inversa de la
matriz. Por consiguiente, si A es invertible y A\ es un escalar distinto de cero, entonces AA es
invertible y

1
M) = A7t
(A~ =<

4. Transpuesta de la inversa La inversa de una matriz invertible transpuesta, es la transpuesta

de la matriz inversa. Vale decir
(AT)—l — (A_l)T
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6.5 Ecuaciones matriciales

DEMOSTRACION.

Probaremos la propiedad 1.

1. La demostracién de esta propiedad, permite observar porque las matrices quedan en orden
inverso. Necesitamos probar que B~'A~! es la inversa de AB

(AB)Y(B'A ™) = ABB YA = (ADNA =447 =T
(B'A™HY(AB)= (B Y (A'A)B= (B 'I'B=B"'B=1

Teorema 6.4.5: Leyes de simplificacién
Si C es invertible, entonces

1. CA=CB = A=8B

2. AC=BC = A=8B

DEMOSTRACION.

Sin pérdida de generalidad, probaremos solo el item 1.
Al ser C invertible, C~! existe, de tal modo que CC~! = I,,, por lo tanto, si CA = C'B, entonces

A=1,-A
= (o)A
=Cc7(cA)
=Cc Y(CB)
= (c7'o)B
=I,B
=B

6.5 Ecuaciones matriciales

Las propiedades bdsicas de las operaciones matriciales nos permiten resolver algunas ecuaciones
matriciales.

Precaucion: Cuando se multiplican ambos lados de una ecuacién matricial por una matriz, se debe
usar la multiplicacién por la izquierda o por la derecha, pero no ambas a la vez. Asi

A=B = C(CA=CB
A=B = AC=BC

Mientras que A = B no implica CA = BC
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6.6 Transformaciones elementales

( Ejemplo 6.5.1 w

Resuelva la ecuacion CX A — B = 0, para la matriz X, con A, C invertibles y con los
tamanos compatibles.

Solucién

Aplicando propiedades anteriores, se tiene

CXA-B=0
CXA=B
C 1 CxA) =C"'B
(IXA)A™'=C"'BA™!
X=cCc"'BA™!

Observacion 6.5.2
La expresion ABA™" no se reduce a B, salvo si A y B conmutan.

6.6 Transformaciones elementales

Cualquier transformacién que se efectiie sobre las filas o columnas de una matriz, sin que varie el
orden serd llamada transformacién elemental.

Las mas usadas son las siguientes:
1. Permutar las filas ¢ y j , que se simboliza Fj;
2. Multiplicar la i-ésima fila por el escalar \ # 0 se simboliza F;(\)
3. Sumar a la i-ésima fila, A veces la j-ésima fila, que se simboliza Ej(A)

De forma andloga se definen las transformaciones elementales por columna, Cj;, C;(X), Ci;(A).

Definicién 6.6.1 (Equivalencia de matrices)
Sean A, B € M, y«y, se dice que A es equivalente por filas (o columnas) con B si existe una sucesion
finita de transformaciones elementales fila (o columna) que efectuadas sobre A, producen B.
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6.7 Matriz escalonada

EJEMPLO.
b —2b b

Dadala matrizA=| —2b 0 2a | efectuaremos sobre ella las siguientes transformaciones
0 2b a

elementales, para transformarla en una matriz triangular superior: Fy1(2), F52(2).
F51(2) corresponde a sumar a la segunda fila la primera fila multiplicada por 2

Fgg(%) corresponde a sumar a la tercera fila la segunda fila multiplicada por %

b -2 b b —2 DY o (02 b
A= - 0 20 |29 0 —ap 2042 | %[ 0 -6 20+
0 2% a 0 2 a 0 0 3a-+2b

Las 3 matrices anteriores son todas equivalentes por filas.

6.7 Matriz escalonada

Definiciéon 6.7.1
Una matriz A se dice escalonada si cumple las siguientes condiciones:

1. La primera entrada no nula de cada fila es 1. éste se llama pivote o lider.

2. Los pivotes deben ir de izquierda a derecha y de arriba a abajo.

EJEMPLO.
120 -40

LamatrizA=]1 001 5 0 | esuna matriz escalonada
000 01

Observacién 6.7.2
Toda matriz A € M,,xn(R) es equivalente por filas con una matriz escalonada

4 Ejemplo 6.7.3 R

23

Dada la matriz A =
11 -2

), encuentre una matriz escalonada B, equivalente por

filas con A.
\_ J
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Solucion

Aplicando transformaciones elementales, se tiene

23 0\ m (11 2 \men (11 -2)\men (10 6
11 -2 23 0 01 4 01 4

( Ejemplo 6.7.4

tidad o que su forma escalonada es I3.
. J

Solucion

Aplicando transformaciones elementales, se tiene

2 1 4 0 2\ ™2 /1 0 2
10 2 |2 214) ATC T
11 11 01 —1
10 2 0 0 10 0
01 o |8 1o |01 0
00 —1 00 —1 00 1

Definicién 6.7.5 (Rango de una matriz)
Sea A € M,,x, una matriz, se le denomina rango de una matriz, al nmero de filas no nulas de Ia
matriz escalonada equivalente a la matriz A.

4 Ejemplo 6.7.6 R
1 0 -2 2
-2 1 5 -1
Calcular el rango de la matriz A =
-1 1 3 1
01 1 3
- J
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Solucién

Aplicando transformaciones elementales, se obtiene

10 -2 2 Far(2) 10 -2 2 Fia(=1) 10 -2 2
-2 1 5 —1 F31(1) 01 1 3 Fa2(-1) 01 1 3
— —
-1 1 3 1 01 1 3 00 00
0 1 1 3 01 1 3 00 00O
Por lo tanto, el rango de la matriz A es 2.
\
( Ejemplo 6.7.7
0 -1
Calcule el valor de A para que el rango de lamatrizA=1] 0 X 3 | sea?2
4 1 =X
- J

Solucién

10 —1 10 -1
0 A 3 wa)(ox 3 | 3
Y 0 1 4—)\
10 -1 10 1
001 4—x | =5V 01 4- )
0 A 3 0 0 A2—d4r+3

Para que el rango de la matriz A sea 2, debe cumplirse que la Itima fila sea nula. Por lo tanto,
N —4r+3=0.

N —4d\+3=0
A=3)(A=1)=0
A=3VIA=1

6.7.1 Otra forma de hallar la matriz inversa

Si A € M, es invertible, entonces A es equivalente con la identidad I,, y para hallar su inversa

podemos tomar la matriz ( A ‘ I, > y efectuar sobre ésta una serie de transformaciones elementales

fila de tal forma que quede ( I, ‘ AL > Asi al hacer transformaciones elementales sobre A, para

que A se transforme en I,,, simultdneamente I se transforma en A~}
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( Ejemplo 6.7.8

3 2
Encuentre la matriz inversa de A = ( - )

Soluciéon

Usando la proposicién anterior, se obtiene:
3 2|1 0 P 1 170 1 ng—;’,) 1 1
1 1]0 1 3 2|1 0 0 -1

1 0|1 =2 \mep (1 0] 1 =2
=
0 —1]1 -3 01/-1 3

puede comprobar este resultado con el ejemplo 6.4.3

0 1\ Fa@)
—
1 -3

Este método resulta especialmente util para matrices de orden mas grande, como muestra el siguiente
ejemplo.

( Ejemplo 6.7.9 R
1 2 0
Encuentre la matriz inversa de B = 2 3 0
0 0 1
. J
Usando el mismo método, se obtiene:
1 2 01 0 0 1 20 100 F12(2) 10 0/-3 2
Fo1(—2) F3(-1)
2 3 0|0 1 O — "] 0 -1 0| -2 1 O — 01 0 2 =1 0
0 0 1{0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
-3 2 0
Por lo tanto, B~ = 2 -1 0
0 01
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6.8 Ejercicios Resueltos

1. a) Resolver la ecuacién matricial

XA-B'=XC
45 6 -1 | 3 5
b) Considerando A = 1 2 3 |,B= 2 |.yC= 2 1 3 |. Encuentre
-2 0 3 -3 -2 1 3

el vector solucién X.

Solucién

a) Para despejar X debemos tener presente que (A — C') debe ser invertible y entonces

XA-Bt=XC
XA—-XC =B
X(A-C)=pB

X=B.-(A-0)"

b) Primero, observamos que:

3 2
Bt:(—12—3> A-0)=| -1 1
0 —1 0
Buscamos la inversa de esta matriz
Fo
3 21|10 0 ?15—31—100—10
1 10/o1o0]| =13 2111 0o o™
0 -1 0]0 0 1 0/0 0 —1
1 -1 0(0 -1 0 1 -1 0[0 -1 0 Fi2(1)
Fs1(—3) F32(—5)
0 1 0l0 0 -1 | =710 10/0 0 -1 —
3 2 1|1 0 0 5 1|1 3 0
10 0[0 -1 -1
01 0/0 0 —1
00 1|1 5

Matematica 2 163



6.8 Ejercicios Resueltos

2.

0 -1 -1

Asi, (A—C)"'=1 0 0 —1 | Finalmente,

1 3 5
X=B'-(A-C)!

0 -1 —1
:(_12—3)- 0 0 —1
1 3 5

(-3 -8 -16)

a) Considerando que A y B son invertibles, resuelva la ecuacién :

BXA=(CD)!
11 1 -1 -1 1
b) Para las matrices A= | -1 0 -1 |,B = 0o 11 1|,C=
0 1 1 1 1 0

2 0 -1

1 -1 2
yD= ( ) Encuentre la matriz solucién X.

a) Usando propiedades, se tiene

b) Reemplazando las matrices, se tiene

X

i ¢
-1 -1 1 t -1 1 1
1 -1 2
= 0 1 1 2 -1 -1
2 0 -1
1 0 —1 0 0
1L
111 1 |
12 -1
= o 1 -1 ( ) 1
1 -1 0
10 2 1 0
—1 1
-1 -1 1 1 0 -1 1 1 1
= 0 1 1 1 -2 1 -1 0 -1
1 0 -3 5 =2 0 1 1

-1
2
-1

-1
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Calculando las inversas correspondientes, y resolviendo las multiplicaciones de izquierda
a derecha, se obtiene

1 -1 2 1 0 —1 1 0 —1
X=1 -1 1 -1 1 -2 1 1 1 0
1 0 1 -3 5 =2 -1 -1 1
-6 12 -6 1 0 -1
= 3 -7 4 1 1 0
—2 5 —3 -1 -1 1
12 18 0
= -8 -1
6 8 -1
k11
3. Determine el valor de k enlamatrizA= |1 %k 1| tal que A:
1 1 k
a) tenga rango 3 b) tenga rango 2 ¢) tenga rango 1
Escalonando la matriz, se obtiene
F1(-1) 1 1 k

1 k
Fa1(—k)

ko1 — 0 k-1 1-k&

11

0 1—k 1—k2

_ =
_ =
P R

1
LI IS}
k

Note que si kK =1, ocurre

o O =
o o

Ir

1

0

0
u

o

Luego, si k # 1, podemos divi na fila por k — 1.

1— k2

1—
Ademds, se obtiene k: _]i =—1y 1 = —(1+k)
11 A= A E\ PG /10 14k
F3(55) F32(1)
0 k-1 1—k — 0 1 -1 — 01 -1
0 1—k 1-k? 0 -1 —(1+k) 00 —(2+k)
1 0 1+k
Note que si k= —2, ocurre | 0 1 -1
0 0 0
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En caso contrario, si k # —2, se puede dividir por k + 2.

10 1+k L1 0 14k FeC0+k) /g
F3(373 Fas(1)

01 -1 — 01 -1 — 0

00 —(2+k) 0 0 1 0

Por lo tanto,
» Sik=1 Rg(4) =1
= Sik=2, Rg(A) =2
= SikeR—{1,2}, Rg(A) =3

oS = O

= o O
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Sistemas de ecuaciones lineales

7.1 Primeros conceptos

Ecuaciones del tipo
ax +by=c

que relaciona la constante ¢ en términos de las variables x e y y las constante a y b se llaman
ecuaciones lineales en dos variables. Estas ecuaciones reciben este nombre, dado que si se gréfica
esta ecuacién en el plano cartesiano se forma una linea recta.

En general, una ecuacién de la forma

a1r1 +aszo + - +apry, =0 (7.1)
se denomina una ecuacién lineal con constantes by ai,ao,...,a, € incégnitas x1,x2,..., Ty, que
satisfacen la ecuacién.

Una solucidn de este tipo de ecuaciones es una sucesiéon de n nuimeros si, S2,...,S,, tal que al
reemplazar x1 = $1,...,2, = S, en la ecuacién (7.1). satisfacen la igualdad.

EJEmMPLO.
Los valores x1 = 2,29 = 0 y 3 = 5 son una solucién de la ecuacién

5%1—3%2—4%3:—10
ya que
5:-2—-3-0—4-5=10—-0—20=-10

Este conjunto de niimeros no es la tnica solucién ya que x1 = 1,29 = 5,23 =0
también es solucidn.
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7.2 Forma matricial de un sistema

Definicién 7.1.1 (Sistema de ecuaciones lineales)

Una coleccion de m ecuaciones lineales con n incégnitas z;, con 1 = 1,2,...,n, se le denomina
Sistema de ecuaciones lineales con m ecuaciones y n incégnitas, o un sistema de ecuaciones lineales
de orden m x n

Estas suelen representarse de la siguiente manera

ap1ry + apxry + - 4+ apmxr, = by
a21T1 + axxy + - + agpxn, = bo
+ 0+ : =

Am1T1 + Qa2 + - + QT = by,

Los subindices i y j de las constantes a;; indican lo siguiente, el subindice i indica el nimero de
ecuacion a la que pertenece y la j el niimero de la incégnita x;.

El conjunto solucion S = (s1,S2,...,S,) de un sistema de ecuaciones, satisfacen simultaneamente
las m ecuaciones cuando se reemplaza x1 = S1,...,Tn = Sn.

Si cada elemento b; = 0, el sistema se denomina Homogéneo.

7.2 Forma matricial de un sistema

Observe que la notacién es muy similar a la de las matrices, por lo tanto, si se tiene un sistema de
m ecuaciones y n incégnitas como se presenta a continuacion

a1y + apxry + -+ apxr, = by
a21°1 + axxy + - + agpxn, = bo
+ 0+ : =

Am1T1 + Qa2 + - + QT = by,

Se puede formar la matriz de los coeficientes a;;, la matriz de las incégnitas z; y la matriz columna
b;, tal que:

aj;  aip - aig Ty by
e a1 a2 - G2p e T9 B by
Aml Am2 *° Qmp T bn
tal que,
Ar =B
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7.3 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

Usualmente la representacién matricial se puede realizar usando la matriz ampliada de Ay B, como
se ve a continuacidn.

air a2 - aip by
|

. a1 a2 - G2p 1 b
(4i0)- .
! |
|

aAml Am2 *°° Amn : bn

EJEMPLO.
z + 2y + 3z= 2
El siguiente sistema r + 3y — z=—2 sepuede representar de forma matricial

3z + 4y + 3z= 0
de la siguiente manera

12 3 z 2
1 3 -1 yl=| -2
34 3 2 0

con la matriz ampliada, se obtiene

1 2 31 2
|
1 3 —11-2
|
3 4 31 0

7.3 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

Existen diversos métodos de resolver sistemas de ecuaciones lineales, en este libro se trabajardn el
método de reduccion Gaussiana y el método de reducciéon de Gauss-Jordan.

7.3.1 Método de reduccion Gaussiana

Los pasos para resolver el sistema Ax = b por este método son:

Paso 1 Formar la matriz ampliada ( Aib )
Paso 2 Transformar la matriz ampliada ( Ab ) hasta obtener una matriz escalonada por filas
( Cib ) mediante transformaciones elementales por fila.

Paso 3 A partir de la dltima fila no nula de ( Cib ) se resuelven la ecuaciones resultantes y se
van sustituyendo para las filas anteriores
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7.3 Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales

( Ejemplo 7.3.1

r + 2y + 3z= 2
Resuelva el siguiente sistema r + 3y — z=-—2 mediante el método de

3z + 4y + 3z= 0

reduccién Gaussiana.
. J

Soluciéon

Paso 1 La matriz ampliada correspondiente es

312
|
11 -9
|
310

12 31 2\ =Y /1 2 31 2
1 g 1o | ST g ag | 2@
3 4 3! 0 —2 —6!—6
1 2 3i 2 (o) 1 2 3i 2
01 —41 —4 ~4Y o1 -4 -4
00—14!—14 00 11 1

Paso 3 Finalmente,

y— 4z = —4 T+2y+32=2
y—4-1=—4 z+2:-0+3-1=2
r=2-3

Por lo tanto, el vector solucién del sistema es x = —1,y = 0,z = 1, también representado como
(—1,0,1).

7.3.2 Método de reducciéon de Gauss-Jordan

Primero es necesario definir una matriz escalonada reducida por filas

Definicién 7.3.2 (Matriz escalonada reducida)
Una matriz A € M., «,, se dice escalonada reducida por filas si, ademds de ser una matriz escalonada,
todo elemento en una columna que contenga un pivote es cero.
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7.3 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

Los pasos para resolver el sistema Ax = b por este método son:

Paso 1 Formar la matriz ampliada ( A I b )

Paso 2 Transformar la matriz ampliada < A | b ) hasta obtener una matriz escalonada reducida por
filas < C I b ) mediante transformaciones elementales por fila.

Paso 3 Por cada fila no nula de la matriz ( Cib ) se debe resolver la ecuacidn correspondiente a
dicha fila para su elemento pivote.

~
( Ejemplo 7.3.3

z + 2y + 3z= 2
Resuelva el siguiente sistema x + 3y — z=—2 mediante el método de

3z + 4y + 3z= 0

Gauss-Jordan.
\ J

Solucién

Paso 1 La matriz ampliada correspondiente es

312
|
11 -2
|

4 3! 0

Paso 2 Luego, mediante transformaciones elementales, se obtiene

3002\ b /1 20 30 2\ P2 /1 9 110 10
| F31(—3) | F32(2) |
-1 =2 — 0 1 —41 -4 — 01 -4 —4
| | |
4 31 0 0 -2 —61-6 0 0 —141-14
Luego,
A 111 10 e (1o 01 -1
| — = | I
01 —41 —4 | —¥ 1 —41-4 = 0101 0
| | |
0 0 —141-14 101 0011
T =—-1
Paso 3 Finalmente, y = 0
Y
Por lo tanto, el conjunto solucién del sistema es x = —1,y = 0,z = 1, también representado como
(=1,0,1).
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7.3 Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales

En ocasiones el conjunto solucién de un sistema no es Unico, sino que depende de uno o varios
pardmetros, O puede ocurrir que el sistema no tenga solucién. Los siguientes ejemplos permiten
observar que ocurre en estos casos.

( Ejemplo 7.3.4 h
x - 2z= 2
L i -2z + y + 5z=-1
Resuelva el siguiente sistema
- + y + 3z= 1
y + z= 3
. J

Solucion

Expresando en su forma matricial y escalonando, se obtiene

1o =20 2\ o (10 212\ 5 (10 212
—2 1 51-1 | Fanw [0 1 13| Fen-n | 01 113
| — | — |
-1 1 31 1 01 113 00 010
| | |
01 11 3 01 113 00 010

Las ecuaciones (3) y (4) son ecuaciones redundantes, vale decir, que no aportan a la solucién del
sistema. Luego,

y+z=3 y T —2z=2
y=3—=z =242z

dejando z = r como un parametro. El vector solucién del sistema no es tinico, sino que para cualquier
r € R, se obtiene:

r=2+4+2r
S=qy=3—-r 6 S=2+2r3—-mrr)
z=r

Por ejemplo, si 7 = 5 se obtiene el siguiente vector solucién S = (12, —2,5).

( Ejemplo 7.3.5 h
3z + 2y — z=0
. : + z=
Resuelva el siguiente sistema
-r + y =3
r — y + z=4
\ J
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7.4 Tipos de sistemas, segun la cantidad de soluciones

Solucién

Expresando en su forma matricial y escalonando, se obtiene:

! ' F21(—1)
3.2 110 I -1 114 )
AN L0 12| ey
-1 1 013 1 1 013
| |
1 -1 114 3 2 —110
1 -1 11 4 1 -1 11 4 1 -1 11 4
| | |
0 1 01 =2 | Fua(-5) | O 1 01 =2 | Fs0) | O 1 0r-2
I — I — I
0o 0 11 7 0 0 11 7 0 11 7
| | |
0 5 —41-12 0 0 —41-2 0 01 26

La ecuacién correspondiente a la fila destacada es
0z + Oy + 0z = 26

La cual es una ecuacién inconsistente (sin solucién). Por lo tanto, el sistema no tiene solucién.

7.4 Tipos de sistemas, segin la cantidad de soluciones

Se puede relacionar el rango de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada para poder determinar
la cantidad de soluciones que tiene un sistema de ecuaciones lineales.

7.4.1 Sistemas sin solucion

Partiendo del ejemplo 7.3.5, se observa que al escalonar la matriz, la matriz ampliada presenta
una ecuacién inconsistente. Por lo tanto, un sistema que presente ecuaciones inconsistentes es un
sistema que no tiene solucién. Los rangos de las matrices de coeficientes y la ampliada son diferentes,
especificamente se puede notar que:

Rg(4)=3<4=Rg( A1b)

Proposicion 7.4.1

En general, si A representa a la matriz de coeficientes y ( Ard ) representa a la matriz

ampliada, entonces

el sistema Az = b no tiene solucién <= Rg(A4) < Rg( Aib )
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7.4 Tipos de sistemas, segun la cantidad de soluciones

Por ejemplo, si al escalonar la forma matricial de un sistema 3 x 3 se obtiene una fila de la forma:

*

o O =

**;
|
0 11 %
|
00!

1

Donde * representa cualquier nimero real, entonces, siguiendo la proposicién anterior, el sistema no
tiene solucidn.

( Ejemplo 7.4.2 A
Verifique que el siguiente sistema presenta alguna ecuacién inconsistente.
2r + y= 6
—3r + bSy= 4
—x + 6y=10
120 — T7y= 9
\ J

Soluciéon

Expresando en su forma matricial y escalonando, se obtiene:

' ' ' F»1(3)
2 116 -1 6110 L —61-10 \ pily
-3 5 | 4 P -3 5 | 4 Fl(_—>1) -3 5 | 4 Fi(;l)
-1 6110 2 116 2 1+ 6
| | |
12 =719 12 -7+ 9 12 -7+ 9
1 -6 | -10 Fa(1) 1 -6 | —10
0 —131-26 Fi2(1) 0 —131-26
| — |
0 131 26 0 0 0
| |
0 131 25 0 0r —1

El sistema presenta una ecuacion inconsistente.

7.4.2 Sistemas con solucién

Siguiendo de la subseccién anterior, un sistema tiene solucidén si y solo si no presenta ecuaciones
inconsistentes, vale decir, si presenta solo ecuaciones consistentes. Esto se ve reflejado en que la

matriz de coeficientes A y la matriz ampliada < Alb ) tengan la misma cantidad de filas no nulas.

Esto es equivalente a decir que

Rg(A):Rg(Aib)
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7.4 Tipos de sistemas, segun la cantidad de soluciones

Por ejemplo, las siguientes matrices escalonadas presentan solo ecuaciones consistentes, por lo tanto,
el sistema que representan tiene solucién.

1>|<>|<i>|< 1***i>|<
0 1 x1x 0 0 1 x1x
00 11+ 000 11+
) )
Rg(A):?,:Rg(Aib) Rg(A):?,:Rg(Aib)

Sistemas con solucién unica

Ademds de la condicidén anterior, para que un sistema Ax = b de orden m x n tenga solucién dnica,
debe tener tantas ecuaciones no superfluas como incégnitas. Esto equivale a decir

El sistema Az = b tiene solucidn tnica <= Rg(A) = Rg( Aib ) =

La forma matricial de un sistema debe escalonarse a una matriz de la siguiente forma

1 % % %

I %
1 % 1% 01**:*
01*:* 001*:*
00 11+ 000 1%
000010
- \

Ejemplo 7.4.3

3r + 2y + z=1

Verifique que el siguiente sistema tiene solucién tnica ¢ 5x + 3y + 4z =2

zr + y - z=1

- J

Solucién

Expresando en su forma matricial y escalonando, se obtiene

32 111 11 —111 ?1&—23 1 1 —11 1
| ) | - | 1
53 412 |55 3 412 Ty 0 -2 9:1-3 | ™
| | |
11 —1:11 32 111 0 -1 41-2
1 1 —11 1 11 1 11 —111
| | F32(2) |
0 -1 41 -2 1 -4 2 | ™2¥ 101 —4:2
| | |
0 -2 91-3 2 9.-3 00 111

Donde Rg(A) = Rg ( A b = 3, por lo tanto, el sistema tiene solucién tnica
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7.4 Tipos de sistemas, segun la cantidad de soluciones

Sistemas con infinitas soluciones

Un sistema Ax = b tiene infinitas soluciones cuando presenta ecuaciones superfluas, vale decir, que
algunas de las filas de la forma matricial del sistema se anulan. Esto equivale a decir

El sistema Ax = b tiene infinitas soluciones <= Rg(A) = Rg ( Aib ) <n
Esto significa que al escalonar la matriz ampliada de un sistema, van a haber columnas que no

presenten el elemento pivote.

La cantidad de este tipo de columnas corresponde al nimero de parametros del conjunto solucién y
corresponde a n — Rg(A).

Analicemos las siguientes matrices ampliadas que ya han sido escalonada a su forma reducida.

1 -3 0 0 130 01

| |
0 01 0:3 0 0 1 2

(1) | 2) |
0 01:2 OOOO:O
0 00 010 000010

(1) Primero se observa que Rg(A) = Rg ( Aib ) = 3 < 4. Luego, setienen—Rg(4) =4-3 =1

pardmetro.

Por lo tanto, hay una columna que no tiene el elemento pivote, que corresponde a la segunda
columna, por lo que la incégnita x4 serd el pardmetro.

r1 — 3x9 =0 T = 3T9
Planteando las ecuaciones, se tiene T3 =3 = r3= 3
Ty = 2 Ty = 2

La incégnita x5 es representada mediante un valor arbitrario ¢ € R y el conjunto solucién seria
S = (3t,t,3,2).
(2) Este sistema tiene n — Rg(A) = 4 — 2 = 2 pardmetros.

Por lo tanto, hay dos columnas que no tienen el elemento pivote, éstas corresponden a las
columnas 2 y 4, por lo que las incégnitas xo y x4 serdn los parametros.

r1 + 3x9 =4 N {1’1:4—31’2

r3 + 21’4:2

Planteando las ecuaciones, se tiene
T3 = 2 — 2(54

Las incégnitas xo y x4 se representan por valores arbitrarios r, s € R, respectivamente.
Finalmente, el conjunto solucién es S = (4 — 3r,r,2 — 2s, )

El siguiente teorema resume los casos ya estudiados.
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7.5 Sistemas homogéneos

Teorema 7.4.4: Teorema de Rouché-Frobenius

Sea un sistema de ecuaciones lineales Az = b de orden m x n, con (A) la matriz de
coeficientes y ( Ard ) la matriz ampliada, entonces se cumplird solo uno de los siguientes

enunciados.

= Rg(A) # Rg( Aib ) <= El sistema Ax = b no tiene solucién.

= Rg(A) = Rg( Ard ) = n <= El sistema Ax = b tiene solucién Unica.

= Rg(A) = Rg( Ard ) < n <= El sistema Az = b tiene infinitas soluciones.

7.5 Sistemas homogéneos

En esta seccién se estudiardn la cantidad y los tipos de soluciones que puede tener este tipo de
sistemas.

Definicién 7.5.1 (Sistema de ecuaciones lineales homogéneo)

En la definicion 7.1.1, se puede observar que un sistema donde la columna b es completamente
nula, se le denomina homogéneo. Un sistema homogéneo de orden m x n se puede representar de la
siguiente manera.

aj1x1 + ajgxre + -0 + appry, =0
ag1x1 + agere + -+ + agry, =0
+  + : =
Am1T1 + Amax2 + - + AppTy =0
y de forma matricial
ai1 a2 -+ aip ' 0
|
ag1 azx -+ agy, 1 0
|
|
|
Aml am2 -~ (mnp : 0

Sea Ax = 0 la representacién matricial de un sistema homogéneo de orden m x n. Note que siempre
ocurre Rg(A) = Rg (A IO), esto es debido a que cualquier transformacién elemental no va a

modificar la columna nula 0. Esto indica que un sistema homogéneo no puede poseer ecuaciones
inconsistentes y por lo tanto, siempre va a tener solucién.

Una solucién de un sistema homogéneo estd determinado por x; = 0 para cada ¢ = 1,2,...,n.
A esta solucién se le conoce como solucién trivial y siempre va a ser una solucién de un sistema
homogéneo.

Cualquier otra solucién donde alglin z; sea distinto de cero, se le denominara solucién no trivial.
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7.5 Sistemas homogéneos

( Ejemplo 7.5.2 R
z +3y+ z =0
Resuelva el siguiente sistema homogéneo < 2z — 5y + z =0
5+ y +32=0
. J
Representando en forma matricial y escalonando, se obtiene
L3 10 me 13 110 e (U3 110
| — | — = | F: 14
2 5 110 | 5 |0 11 —1i0 | o 1 Lo | Y
| | |
5 1 310 0 —14 -210 0 —14 —-210
13 110 L1 3 110
1 F(= %) 1
01 | 0 — 0 1 | 0
8
00 —7'0 00 110
Usando el método de reduccién Gaussiana, se obtiene
1
z=0 y—l—ﬁzzo z+3y+2z=0
Por lo tanto, la solucién del sistema es la trivial
( Ejemplo 7.5.3 R
2+ y — 2 =0
Resuelva el siguiente sistema homogéneo < 3z — y + z =0
dr 4+ 2y — 22 =0
. J
Expresando en forma matricial y escalonando, se obtiene
2 1 —110 2 1 -110 no [ 1 1o
! F31(—2 ! 3 ! Fo1(—3
3 -1 10 |™5 3 21 10 |28 3 1 110 |5
| | |
4 2 =210 0 0 010 0 0 010
1 1 1 1,
PO g (L H0
0 -3 5w | — [0 1 -110
| |
0 010 00 010
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7.6 Ejercicios Resueltos

Luego,

— =0 2420
Yy—z ;U—|-2+2
z oz

= — —:O
Y=z x+2+2

Note que la columna 3 no contiene el elemento pivote. Por lo tanto, la incégnita z se representa por
el valor arbitrario 7 € R. Por lo que el conjunto solucién es S = (—r,r,r)

Observacién 7.5.4

7.6

En general, un sistema homogéneo siempre tiene solucion, ya sea la solucion dnica (trivial) o
infinitas soluciones.

Un sistema homogéneo de orden m X n va a tener soluciones no triviales si al reducir la matriz,
alguna de las filas se anula.

Ejercicios Resueltos
2 +4y+ 62z = —12
. Resuelva el sistema: 2z — 3y —42 = 15
3zr+4y+5z = =8

Soluciéon

Expresando en forma matricial y escalonando, se obtiene

2 4 6112 12 3i—6\ ™2 /1 2 316
o =3 a1 15 |79 2 3 a5 | S |0 27 100 o7
3 4 51 -8 3 4 51-8 0 —2 —4110
Bs(=3) /1 2 31-6\ 22 /1 0 —1: 4 /10 —1
i} 0 01 215 | ™D o1 2l P9 01 2o
0 -7 —101 27 00 418 00 1:-
Fis) /1 0 01 2
Fr3(—2) |
— 01 0r-1
001!—2

Finalmente, el conjunto solucién es S = (2, —1, —2).

. Resuelve utilizando transformaciones elementales el siguiente sistema:

dr 4+ 3y + 5z = 0
20 =2y + 62z = -7
8r+4dy—2 = 9
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7.6 Ejercicios Resueltos

Solucién

Expresando en forma matricial y escalonando, se obtiene

4 3 51 0 Fa(=1/2) 1 -1 3 7 Fy(—4) 1 —1 3 7
[ F12 L2 F31(—8) L2
-2 617 — 4 3 50 — 0 7 7' 14
g 4 —-11v 9 8 4 —1' 9 0 12 —25' 37
1 -1 3 | _Z Fia(1) 1 0 2 | _§ 1 0 2 |
Fy(1/7) P2 F31(—12) b2 | Ry(-1/13) !
- 0 1 —1: 2 — 0 1 —1: 2 — 0 1 —1:
0 12 —-25' 37 0 0 —13' 13 0 0 1
Fs(2) (1 g g1 L
Fa3(1) 2
— 010" 1
0 0 1'-1
. 1
Por lo tanto, los valores que resuelven el sistema son = = §,y =1,z=-1

Los alumnos FICA deciden ayudar algunas familias durante la pandemia. La generacién 2020
compré 10 frazadas, 40kg de tallarines y 50 tarros de salsa de tomate y pagé $137.000 por
dicha compra, la generacién 2021 compré 15 frazadas, 20kg de tallarines y 50 tarros de salsa de
tomate y pagd $151.000 por dicha compra, finalmente la generacién 2022 compré 20 zafradas,
10 kg de tallarines y 70 tarros de salsa de tomate y pagé $191.000 por dicha compra. Plantee el
sistema de ecuaciones lineales que permite encontrar el precio de cada producto.(Definiendo
claramente las variables)

Solucién

Sean:

x : precio de una frazada
y : precio de un kg de tallarines

z : precio de un tarro de salsa de tomate

El sistema seria el siguiente

10z + 40y 4+ 50z = 137,000
15z 4+ 20y + 502z = 151,000
20z + 10y + 702 = 191,000
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