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Introduccion

OLA incanzable viajero(a) del infinito universo matematico. Te brindo una cordial
H bienvenida por llegar a este CUADERNQ. De seguro te estaras preguntando ;de qué
cuaderno hablan?, y més atn dice qué jes interactivo!. Si sigues indagando a lo mejor

te convences y lo usas como elemento de apoyo a tu aprendizaje.

Una de las tantas razones por las que nace este CUADERNQO.

“el proceso de ensenanza-aprendizaje en la educaciéon superior hoy dia se dirige cada vez méas a
que el estudiante se convierta en un sujeto mucho méas activo en su formacion, lo que exige una
mayor independencia, dedicacién sistematica al estudio, creatividad, donde el autoaprendizaje
debe ser el centro del proceso y poseer un elevado desarrollo de la capacidad de gestionar sus
propios conocimientos y en el que las tecnologias de la informacién y las comunicaciones juegan

un papel importante”.!

El que sea un CUADERNQO permite diferenciarlo de un libro,
de un apunte o de notas de curso. Con ello, estimado lector(a)
no puedes pedirle la rigurosidad que tiene un libro. En esta
historia que comienzas a descubrir hay un personaje que me
acompafia hace ya mucho tiempo, y que para preservar su
identidad le he llamado SuperCrazy. Lo puedes ver en la
figura mientras trata de deshacer un nudo de orate. Es “seco”
para la matemadtica, es un poco engreido pero buena persona.
Se encuentra presente en algunos Test que se deben resolver.

Como profesores necesitamos revisar permanentemente lo que hacemos y para qué lo hacemos,
en ese sentido tienen un papel fundamental nuestras estrategias de ensefianza. Los objetivos a
conseguir con este CUADERNQO son:

e Proporcionar material para que el estudiante pueda realizar de forma auténoma una puesta
al dia de conceptos y habilidades matematicas.

e Crear procesos interactivos que complementen las clases tradicionales y méas atractivo el
aprendizaje.

e Implementar una metodologia més activa y con retroalimentacion inmediata, proporcio-
nando una experiencia de aprendizaje mas rica y variada.

En el CUADERNQO encontraras; un poco de materia, algunos ejemplos, desafios sencillos para
levantar el &nimo

§ Desafio 1. ;jSabes cudl es la capital de la Regién de la Araucania?

Ingresas el nombre y apretas Ans para saber si esta correcto.

Un segundo elemento interactivo son los - En lugar de tener una “latosa” guia de ejercicios,
es mejor un Test interactivo que te entrega retroalimentacién al “toque”

Lesta cita es de internet, no recuerdo la pagina, y si no me acuerdo ...
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MUiZ Pasas con 100%.

1. Chile ha sido campedén de América:

nunca una vez dos veces tres veces

En este caso debes iniciar el test presionando Begin Test , luego respondes marcando tu alter-

nativa, finalizas presionando End Test , de inmediato sabes si alcanzas para ser SuperCrazy.

Un tercer elemento interactivo es el espacio llamado “Trabajo con mi profe” que permite trabajar
el problema dado y ver los pasos de ayuda que proporciona el profesor.

Trabajo con mi profe

EJERCICIO 1. Este famoso matematico es conocido como “el principe de la mateméatica”.
Siendo nino descubrié la suma de los primeros 100 niimeros naturales.

(a) (Lo reconoces?, su nombre es ...

Este CUADERNQO estéa estructurado en unidades, como sigue:
o Numeros reales. o Funciones reales. o Geometria Analitica.
Debieras tener presente las siguientes actitudes:

e Mantener un estilo de trabajo ordenado y metddico.
e Manifestar interés por el aprendizaje de las matematicas.
e Creer en tus propias capacidades.

o Ser perseverante, si no sale a la primera, intenta de nuevo, busca ayuda (libros, internet,
amigos, etc.)

Este CUADERNQO se digité6 en LATEX, una imprenta para escribir matematica, y se usé el
software ACROTEX para realizar los Test, desafios y otros elementos de apoyo.

Espero que este trabajo sea de tu agrado, es libre de distribuir, se puede copiar la parte del
cuaderno que necesites. La Matematica debe ser libre de costo, con lo dificil que es, y mas encima
tener que pagar | no me simpatiza, !

Pedro H. Valenzuela T.
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iTu puedes manejar los numeros!

oR ?’; &%\»

*No dejes que ellos te manejen a ti....

Para andar en bicicleta es necesario subirse a ella y practicar. Lo mismo ocurre con la Matemaética,
no se aprende mirando, se debe practicar. Mas atn, si se quiere jugar ajedrez o un deporte, se
debe conocer las reglas del juego. En Matematica pasa exactamente lo mismo, asi que te invito a
“jugar” con los niimeros reales, conociendo sus reglas y luego a practicando con ellos.

Desafio 2.

» ;Recuerdas a qué subconjunto de nimeros reales pertenece el nimero 77

1.1 Definicion axiomatica de IR

Existen diversas formas de introducir los ntimeros reales. Como en este curso interesan las
propiedades de los nimeros reales y no la forma empleada para construirlos, optamos por un
punto de vista axiomatico.

Se supone que existe un conjunto no vacio IR, llamado conjunto de los nimeros reales, que
satisface una serie de axiomas que agruparemos en 3 categorias:

 axiomas de cuerpo (asociados a la igualdad y a las ecuaciones).
» axiomas de orden (asociados a las desigualdades e inecuaciones), y

o axioma del supremo o de completitud (marca la diferencia entre los nimeros racionales y
reales).

1.1.1 1R es un Cuerpo

Sean x,y, z elementos de IR, para sumar y multiplicar niimeros reales se debe seguir las siguientes
reglas:

Axiomas para sumar

1. Conmutatividad. z+y=y+x

[\)

. Asociatividad. (z+y)+z=xz+ (y+ 2)

3. Elemento Neutro. z+0=0+z==x

4. Elemento Inverso. z + (—z) =0
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Existen diferentes formas de construir el conjunto de los
numeros reales a partir de axiomas, siendo la caracteri-
zacion mas comun, el conocido como método directo que
introduce el sistema (IR, +, -, <), donde los elementos de
IR se llaman niimeros reales, + y - son dos operaciones en
IR, y < es una relaciéon de orden en IR.

Esta axiomatizacion de los niimeros reales fue propuesta por el matematico aleman David Hilbert.

Se supone que existe un conjunto no vacio, denotado por IR, llamado conjunto de los
numeros reales, que satisface una serie de axiomas que agruparemos en 3 categorias:

 axiomas de cuerpo (asociados a la igualdad y a las ecuaciones).
« axiomas de orden (asociados a las desigualdades e inecuaciones), y

« axioma del supremo o de completitud (marca la diferencia entre los niimeros racionales

y reales).

1.1.2 IR es un Cuerpo

Sean x, y, z elementos de IR, para sumar y multiplicar nimeros reales se deben seguir las siguientes
reglas:

Axiomas para sumar

1. Conmutatividad. z+y=y+x

[\)

. Asociatividad. (zr+y)+z=z+ (y+ 2)
3. Elemento Neutro. z+0=0+2x==x

4. Elemento Inverso. z + (—z) =0
Axiomas para multiplicar

1. Conmutatividad. z-y=y-x

2. Asociatividad. (z-y)-z=z-(y-2)

3. Elemento Neutro. 1-z==x

4. Elemento Inverso. z-z7'=1, 2 #0

5. Distributividad. z-(y+2)=z-y+x-z

Ejemplo 1.1.1. Cada una de las siquientes igualdades es verdadera en el sistema de los nimeros
reales. Indica las propiedades usadas para llegar de la parte izquierda de la igualdad a la parte
derecha de ella.

1.2+ (3+5)=(2+5)+3 3. (z+2)-y=y-xz+2-y

2. (z+y)+z=2+(y+x) 4. (4714 -1=0
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Desafio 3. Se considera el conjunto A = {2,3,5} con las operaciones [ y O definidas
como en las tablas siguientes

O[2[3]5 Ol2[3][5
2 (5123 2 [3]5]2
3 2[3][5 3 [5]2]3
5 352 5 [2]3]5

» El elemento neutro de O es:

» El elemento neutro de () es:

Dos nuevas operaciones
A partir de la suma y la multiplicaciéon se pueden definir dos nuevas operaciones:
« Resta: La resta de niimeros reales z e y

se define a partir de la suma y la existencia
del inverso aditivo de la siguiente manera

r—y=21z+(~y)

57/84)2| 4 316 = 160/6

e L 5 36 T
« Division: La divisién de = _— — :
numeros reales x e y se de- 218 | cociente |
fine a partir del producto 52111 6
v la existencia del inverso
multiplicativo de la sigu- 2/4)2
iente manera 216

T |
26 <— :Rest

= (5) == 0
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Desafio 4. Sea C un conjunto de nimeros reales que satisface los siguientes propiedades

Six € C, entonces 3x +1 € C.
Pruebe que 9 € C

)
A3) Siz,y € C, entonces z+y € C.
) 3¢C.

Regla de los signos

Si se multiplican dos niimeros reales su resultado es:

1. (—a)-b=—ab 2. (—a)-(=b)=abd

\

Algo genial respecto de la ley de los signos te sugiero ver la pagina 50 en
https://www.academia.edu/7951333/Paenza_Adrian_Matematica_estas_ahi_Episodio_3_14

Trabajo con mi profe

EJERCICIO 2.
En la isla Robinson Crusoe

hay ciudadanos “buenos” a los
que se les asigna el signo +, y
ciudadanos “malos” a los que
se les asigna el signo —. Se
acuerda que: “salir” de la isla
equivale al signo —, y “entrar”
a la isla equivale al signo +.

o Si un ciudadano bueno (+) entra (+) a la isla, el resultado para la isla es positivo:

(a) Completar la idea con las tres alternativas restantes

1.1.3 Propiedades

Un pequefio niimero de propiedades béasicas que son necesarias para trabajar algebra en los
numeros reales. Una vez que las uses quedaréan para siempre en tu ADN.

Reglas relativas a cancelaciones
lL.Lb+tz=a=z=a—b 4. bx=by=az=yb#0

2.r+y=x+z—=y==z
5. a-b=0=—=a=00bien b=0

3. b-sc:a:nz::%,lwéo



https://www.academia.edu/7951333/Paenza_Adrian_Matematica_estas_ahi_Episodio_3_14
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Reglas relativas a fracciones

a ¢ a ¢ ac
a ¢ ad=xbc a c¢ ad
2y aT LT e

Expresion algebraica

Un grupo de variables representadas por letras junto con ntimeros reales que se combinan
con operaciones de suma, resta, multiplicacién, division, potencia o extraccién de raices es
llamada una expresién algebraica.

TERMINOLOGIA REPRESENTACION GEOMETRICA
2x% + 4xy = 2x(x +2y)

parte literal o variable
coeficiente, 7" X

R A 2
3% + 2 X
e — X
/ !
fertérmine  2do término X Yy Yy
x+2y

o Las expresiones con un sélo término se llaman monomios: v/2x
« Las que tienen dos términos se las denomina binomios: 2% — 4

« Las que tienen tres términos trinomios: 32° — 522 — 1

Polinomio

Un polinomio es una expresion algebraica de la forma

1

anx" + ap_12" "+ -+ a1z + ag

Si a, # 0, n es el grado del polinomio y a, es el coeficiente principal.

MATHS
QUIZ p.sas con 100%.

1. Simplificar la expresion (4a — 5b) — (3a — 2b)

a+ 3b Ta—T7b a— 3b a—Tb
2. Simplificar la expresién algebraica (7z + 5y) — (22 — 3y)

5 — 8y 5T + 8y 5T + 2y 9z + 2y
3. Simplificar la expresién algebraica 3a — ¢ + (5a — 2b — [3a — ¢ + 2b])

ba — 8b+ 2c 5a — 4b 5a + 4b 2b - 3c
4. Simplificar la expresién algebraica —[3y — (2x — 3y) + (3z — 2y)] + 2z

3z — 4y —3z + 4y dr —y x — 4y

Points:
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Trabajo con mi profe

cla+b)=ca+cb

EJERCICIO 3.

h—
(a) Sia=—1 b=1 hallar el valor de z = aa+ -
(b) Simplificar la siguiente expresién para a # 1, a # 0.
a 1-a
l1—a a
1—a a
a 1-a
1 1

(c) Resolver la ecuacion

93—1_33-1—1::5—2

(d) Hallar el conjunto solucién de =2
zT—2 1T-—2

1.1.4 Potencias y Raices

/ EXPONENTE
10

I[Z = 10124

BASE POTENCIA

Si & es un nimero real y n es un entero positivo, entonces la expresién z” significa que x se
multiplica por si mismo n veces
n veces

e x se llama la base y n el exponente.

e La expresion completa se lee “x elevado a la potencia n”
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1.1.5 Leyes de Potencias

Ley Ejemplo Ley Ejemplo
at =a 31 =3 oot T
a s 2
n
a® =1 50 =1 2 _ grm g
a™ 2
1 _ 1 _
a" - b" = (ab)" 2343 = (2-4)3 =a” 5:45
n n 3 7 37
n, . m_ m+n 923 .95 — 98 g :ai — = —
G (b) b 5) T o7
(an)m — g"mn (23)4 — 212
MATHS

QUIz Pasas con 100%. Simplificar y anotar su resultado:

1. (3b—a)(2a + 3b) =

6b% + a® — 3ab 9v% + 3ab — 2a® 9v% + 9ab — 3b 6b% + 3ab — a?
2. (22 +1)2— (2 +3)2 =

z? —8 2?2 —2x—8 322 -8 322 —2x —8
3.3(x+2)?2—(x—-2)2=

222 4+ 16x + 8 222 + 16 4z + 8z + 16 422 — 16
4. 2z —1)(z +4) =

222 — 2z 4+ 4 2% —Tx+4 2% + 7w —4 222 + 2z — 4
5. (222 -y)2-(272-3- 23 ¢?) =

3x4y7 33:7y2 3::37y4 3m5y4

=]
/N
8%
N—
IS
/N
S
N—
|

y2 4y2 4y2 4:1:2
x2 T x2 32
Answers:

(e) 2y+1)(y—3)
( () 2(z —3)* = 3(z +1)°
(x +5) (g) 3a — c+ (ba — 2b — [3a — c + 2b])
( (h) —[By — (22 = 3y) + (z — 2y)] + 2




Numeros Reales

1.1.6 Trabajando con polinomios
Vamos a considerar polinomios solo en una variable
P(z) = apa™ + an12" N+ a1z + ag

Podemos evaluar polinomios, sumar, restar, multiplicar y dividir.

Evaluar polinomios

1. Si P(z) = 2% — 322 + 1, entonces P(1) =14 —-3-12+1 = —1.

2. Si P(x) = 22* — 322 4 1, entonces P(v2) =2- (vV2)* —-3-(v/2)?+1=3

Suma de polinomios
La suma (resta) de dos polinomios P(z) y Q(x) es otro polinomio, cuyos términos se obtienen
sumando (restando) sus términos semejantes.
1. Si P(z) =2* - 322 + 1,y Q(x) = 22* — 322 + 1, entonces
P(z) + Q(z) = (z* — 322 + 1) + (22% — 322 + 1)
= (o 4+ 22%) + (=327 — 32%) + (1 + 1)
=3zt — 622 +2

Para sumar y/o restar polinomios se puede usar un arreglo vertical, ordenando cada polinomio
de grado mayor a menor
P(z) =% — 322 +1

_ 4 2
Q(z) =22" —32” +1 — P(z) + Q(z) = 32" — 627 +2

Multiplicacion

Para multiplicar dos polinomios se multiplica término a término cada uno de sus términos
aplicando la propiedad distributiva, de manera que se multiplican los coeficientes y las variables
entre si, aplicando la regla de los signos en los nimeros y la propiedad de la potenciacién en las
letras (producto de potencias de igual base).

1. Si P(z) = 2% — 322 + 1,y Q(v) = 22* — 322 + 1, entonces
P(z)-Q(x) = (¢ — 322 +1) - (22* — 322 +1)
La ley distributiva la usamos como sigue:

(' =32 +1)- (22" =322 + 1) = 2* - (22 — 322 +1) — 327 - (22" — 322 + 1)+
=1-(22" - 322 +1)

Ahora, el término que acompana a cada paréntesis multiplica a cada sumando:

o ot (201 — 322 +1) = 228 — 320 4 24

o —327(22% — 322 +1) = —625 4 92 — 322




Numeros Reales

o 1(22* =322 +1)=22* - 322 +1

Estas tres expresiones se suman

208 —3254 ot
—625+ 9% —3a2
20t —32% +1
208 —92%+ 1227 —627 +1|

Se halla entonces que

(' =322 +1)- (22 — 322 +1) = 22® — 92° + 1221 — 622 + 1

Cociente de dos polinomios

Para dividir un polinomio P(z) entre otro polinomio (), es necesario que el grado de P(z) sea
mayor o igual que el grado de Q(x). Si el grado de P(x) es mayor o igual al de Q(z), al efectuar
la divisién de P(z) entre Q(x), se obtiene una expresién de la forma:

P(z) R(z)
=C(x) +
aw ~ Y ow)
o P(z) se llama dividendo. e R(x) es el residuo o resto.
* Q) es el divisor.  Si el polinomio R(z) = 0, se dice que la
o C(x) es el cociente, y divisién es exacta.

Divisién de polinomios
A continuacion se presentan dos procedimientos para dividir polinomios.
Divisién larga
En este procedimiento se deben seguir los siguientes pasos:
1. Se ordena el dividendo y el divisor segin las potencias decrecientes de la variable.

2. Dividimos el término primero del dividendo entre el término primero del divisor, para
obtener el primer término del cociente.

3. Multiplicamos el divisor por el primer término del cociente y le restamos al dividendo el
resultado anterior para conseguir el primer resto parcial.

4. Se repite el procedimiento haciendo ahora de dividendo el primer resto parcial.

5. La divisién finaliza cuando el grado del resto es menor que el grado del divisor.

Ejemplo 1.1.2. Dividir el polinomio P(z) = 223 — 522 — 14x + 10 (dividendo) y Q(x) = 2z + 3
(divisor)

Buscas el término que multiplicado por el primer término del divisor (2x) te de el primer
término del dividendo (2x3). Hace las multiplicacién y pones este resultado bajo el dividendo,
a continuaciéon le cambias el signo y los sumas, agregas una linea divisora bajo esta suma. El
proceso se repite hasta que el grado de la dltima suma es menor que el grado del dividendo.
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2%% - 5x? - 14x + 10 : Dy +3 == 7 _4x-1

%3 - 32 Cociente
- 8xZ - 14x + 10
+ 8x% + 12x
-2x + 10
+2x + 3
Resto: 13

Si la explicacién es poco clara, visita la pagina
https://ekuatio.com/como-dividir-polinomio-entre-polinomio/

CUANDO DICES "NO PUEDO"
TU CEREBRO SE DETIENE.

Desafio 5. En la figura se muestra la divisiéon larga entre dos polinomios. Tienes que
indicar quien es el dividendo, el divisor y el resto

8 — 4+ De+T | DEFa—1
-8 — 4 + 4x 4x — 4

— 82+ 6x+7
+8x* + 4x — 4

10x + 3

1. El resto es
2. El dividendo es

3. El divisor es

Numero de preguntas respondidas correctamente:

Puntos obtenidos:

Regla de Ruffini o divisién sintética

Para dividir un polinomio P(z) por un binomio de la forma x — a se puede usar la Regla de
Ruffini, también llamada divisién sintética.

Actividad 1. Dividir el polinomio P(z) = 2x* + 523 — 22 — 8 entre x + 3.

En primer lugar, se observa que a = —3. Luego, se escriben los coeficientes del dividendo y del
divisor en el siguiente arreglo:

2 5 0 -2 -8
-3

El proceso siguiente es bajar el primer término del dividendo.



https://ekuatio.com/como-dividir-polinomio-entre-polinomio/
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Se multiplica el -3 por el 2, colocandolo debajo del
siguiente coeficiente para luego sumar al nimero 5
que se encuentra en la misma columna.

2 5 0 -2 -8
-3 -6
2 -1

Se repite el paso anterior, ahora multiplicando el -3 por el niimero obtenido en la adicién anterior

2 5 0 -2 -8
-3 -6 3
2 -1 3

Se contintia con el proceso hasta que se hayan utilizado todos los coeficientes, obteniendo el
siguiente resultado

2 5 0 -2 -8
-6 3 -9 33
2 -1 3 -11 25

coeficientes | resto
~—_— S~

-3

del cociente

Como se esta dividiendo un polinomio de grado 4 con respecto a uno de grado 1, el cociente debe
ser de grado 3 con su término independiente. Si se observa el resultado, existen 5 coeficientes,
pero el valor de 25 se llama residuo; el cual cuando es igual a cero la divisién es exacta, en caso
contrario la divisién es no exacta, por lo que:

2 + 523 — 22 — 8 25
v - =22° —2® + 3z — 11+
T+ 3 r+3

es una divisiéon no exacta.

1.1.7 Teorema del resto

La divisién sintética es importante en matematica debido al teorema del resto. El cual indica lo
siguiente:

Teorema 1.1.3. (del resto)
El residuo o resto de dividir un polinomio entre x — a se obtiene reemplazando en el polinomio la
variable x por a.

Aplicando este teorema se puede hallar el residuo sin efectuar la divisién.

Ejemplo 1.1.4. El resto de la division del polinomio 2x® —6x> + 2 —5 en x — 2 es

2-(2°—6-(22+2-5=16-24+2-5=—11

Teorema 1.1.5. (del factor)
St al sustituir x por a en un polinomio en x, se obtiene 0, entonces x — a es un factor del
polinomio.
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Ejemplo 1.1.6. Por medio del teorema del factor, se puede probar x — 5 es un factor del
polinomio P(z) = 2% — 822 + 19z — 20.

En efecto;
P(5)=5"—8-52419-5—-20=125—-200+95—20 =0

Como el resto al dividir es cero (0), el polinomio tiene por factor z — 5

e N

CUANDO DICES "NO PUEDO"
TU CEREBRO SE DETIENE.

Desafio 6.

1. Para el polinomio z* + 2% — 522 4+ x — 6, determina cudles de los binomios siguientes
son factores:

(a) z —2 (b) x — 1 (c)z+3 (d) x+2

Ntumero de preguntas respondidas correctamente:
Puntos obtenidos:

Porcentaje de exito:

Uno de los usos del teorema del factor es factorizar polinomios. Para emplear dicho teorema
necesitamos ntimeros tales que al sustituir la variable por ellos, se obtenga 0. En relaciéon con
esto se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.1.7. En un polinomio con coeficientes enteros y con 1 como coeficiente del
término de mayor grado, solamente los factores del término independiente pueden ser los
numeros que al sustituir la variable por ellos, se obtenga 0.

Trabajo con mi profe

cla+b)=ca+cbh

EJERCICIO 5.

(a) Factorizar el polinomio z* — 223 — 22 — 4z — 6.

Los siguientes resultados sirven para hallar las raices o ceros de un polinomio o para resolver una
ecuacién polinémica

Teorema 1.1.8. (Teorema sobre el nimero de raices o ceros de un polinomio)
Todo polinomio de grado n > 1, tiene exactamente n raices reales o complejas.
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Teorema 1.1.9. (Teorema sobre las raices enteras)

Sea P(x) = apx™ + an_12" 1 + -+ 4+ a1x + ag polinomio de grado n > 1 con coeficientes
enteros. Si el coeficiente a, = 1, entonces una posible raiz entera de P(x), es un divisor
del término independiente ay.

Teorema 1.1.10. (Teorema sobre las raices racionales)

Sea P(x) = apz™ + 12" 4 -+ a1z + ag polinomio de grado n > 1 con coeficientes
enteros. Si el nimero racional g es una raiz de P(x), entonces p es un divisor de ag y q es
un divisor de a,,.

Teorema 1.1.11. (Teorema sobre las raices complejas)

Si P(x) = apz™ + 12" 4+ - 4+ a1z + ag polinomio de grado n > 1 con coeficientes
reales que admite como raiz al numero complejo a + bi, entonces también admite como raiz
al complejo conjugado a — bi

MATHS
QUIz Pasas con 100%.

1. Los posibles ceros enteros de P(x) = 23 — 422 4+ 52 — 2 se hallan en:

~1,1,2 ~1,2,-2 1,-2,2 +1,42
2. Los posibles ceros racionales de P(x) = 223 + 322 — 1 se hallan en:
+1,2 +2.1 +1,+3 +1,+1
3. Los posibles ceros racionales de P(x) = 423 — 3z — 1 se hallan en:
+1,43,+1 +1,1,2 +1,-3, % +1,—3,+1
4. Determinar los ceros del polinomio z® — 622 + 11z — 6.
1,2,3 1,2, -3 1,-2,3 ~1,2,3
5. Determinar los ceros del polinomio z* — 322 + 2.
1,-1,2,v2 1,2,-3,0 +1,+2 1,v2
6. Determinar los ceros del polinomio P(r) = x* — 1322 — 12z.
3,-1,0,4 ~3,-1,0,4 ~3,1,0,4 3,1,0,4
7. Determinar los ceros del polinomio P(z) = 323 + 12z.
0, —2i,2i 0,4, —i 0,-2,2 0,1,-1

1.1.8 Productos notables

Se denomina producto notable a un producto que puede ser obtenido sin efectuar la multiplicacion.
La siguiente tabla muestra estos productos
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Cuadrado de una suma (a+ b)? = a® + 2ab + b?
Cuadrado de una diferencia (a — b)? = a® — 2ab + b?
Suma por diferencia (a+b) (a—b) =a%—b?
|Cubo de una suma (a + b)* = a® + 3a?b + 3ab? + b3
ICubo de una diferencia (a — b)? = a® — 3a2%b + 3ab? — b3
|Cuadrado de un trinomio (@a+b+c) =
= a? + b? + ¢? + 2ab + 2ac + 2bc

MATHS
QUIz Pasas con 100%.

Realizar la operacién indicada y elegir la solucién correcta entre las dadas.

1. (a+2m)(a —m)

a? — am — 2m? a? + am — 2m?2 a? 4 2m? — am a? 4 2am + 2m?2

N

. (3b— a)(2a + 3b)
6b% + a2 — 3ab 9b2 + 3ab — 2a2 9% + 9ab — 3b 6b% + 3ab — a2

3. 2z +1)2— (x+3)?
2 -8 x? —2x —8 3x2 —8 3x2 —2x —8

Iy

C3(z+2)2 — (x—2)?
222 + 162 + 8 222 + 16 422 4+ 8z + 16 422 — 16
(22 —1)(z+4)
222 — 22 +4 2% —Tx +4 222 + Tx — 4 22% + 20 — 4
6. 2(x —3)2 - 3(z + 1)?
—22 4+ 18z + 15 —22 — 18z — 15 x? — 18z 4+ 15 —z2 — 18z + 15

Points:

ot

Fracciones algebraicas

Una fraccién algebraica es una expresion fraccionaria en la que numerador y denominador
son polinomios.
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MATHS
QUIZ P3sas con 100%.

2 1
1. Reducir a una expresion T 7_1 + @12
1—-2z 1—-6x 2 -5z 2—x
x(r —1)2 x(x —1)2 x(x —1)2 x(zr —1)2
. . 2 —4 32249z
2. Simplificar 53 2o
+2 3(z +2) 3(z — 2) 5
m J—
x x pr
3
3. Simplificar Tt z
x4 —1
T 1 2z x?
(x —1D)(z+1) (x—1)(x+1) (x —1)(x+1) (r—1)(x+1)
Puntos:

Factorizacion de polinomios
Factorizar una expresion algebraica es hallar dos o mas factores cuyo producto es igual a
la expresion dada.

MATHS
QUIZ Pasas con 100%.
Factorizar cada expresion siguiente y elegir la solucién correcta.

1. 22 — 62+ 38

(z—1)(z+8) (z—1)(z —8) (z—2)(z+4) (z—2)(z—4)
2. 16a — 2a*

a(16 — 2a) 2(8 — 2a) 2a(8 —a) 2a(4 — 2a)
3. 22 — 262 + 165

(z+11)(z + 15) (z—11)(z — 15) (z —55)(z —3) (z+55)(z —3)
4. 2%y + > + 2%y

z(2? + y* + 2?) zy(x +y+2) y(z? +y? + 2% (22 +y? +2)
5. 2ax’y — 4ax’z

2a22%(y — 2) 2ax(y — 22) 22%(y — 22) 2a2%(y — 22)

Points:

1.1.9 Radicales

Raiz n - ésima

numero dado a es el numero

b, si b elevado a n es igual
al niimero a.

La raiz n ésima de un m
— m
n — b
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Definicion 1.1.12. Toda expresion radical se puede represen- m
tar mediante una potencia de exponente racional (en Q). Esto h_a Py
facilita las demostraciones y el dlgebra de raices. I

Q/Eza%, Va™ =an, n#0 —

1.1.10 Suma y resta de radicales semejantes

Para sumar o restar radicales semejantes, se simplifican y se extraen factores fuera de los radicales
respectivos. A continuacién se suman o restan los coeficientes respectivos y se multiplica el
resultado por el radical comin (propiedad distributiva de los ntimeros reales).

o /320 — VA0 = V43 .5 - V23 .5=495-2V5=2V5
o 5V27+ 675 =5v32-3+6V52-3=15V3+30V3 =45V3

Errores comunes ........... .

Va+b# Ya+ b
(a+b)" #a™ 4+ b"

EJERCICIO 6.

a) Simplifica el radical: /76

) Extraer factores en el radical v/250a5b7

) Introducir al integrando en 2v/3a2

) Reducir a un indice comun las expresiones W, V75 ’ V35
e) Hallar el producto de /7 -v/5

)

4

(
(
(
(
(
(f) Escribir en solo radicando =

V3
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Trabajo con mi profe

cla+b)=ca+ch

L 1 E ey
(8) (VB)E x V53 + (Vb7)t ®) (z?) ) (b—>
(1) V@R VP (j) 28 + 5v8 — V50

1.1.11 Ecuaciones

Una ecuaciéon en
matematica se define
como una igualdad
establecida entre dos
expresiones, en la cual
puede haber una o mas

incégnitas que deben ; — ' '
ser resueltas. 2x — 1 v— 6 + x

Existen dos grandes constantes
tipos de ecuaciones; incognita
algebraicas y no alge-

braicas (exponenciales,
logaritmicas, etc).

Miembro Miembro

1.1.12 Ecuacion Cuadratica

Se llama ecuacién cuadratica, o de segundo grado, con una incognita a toda aquella que tiene la
forma general

ar’ + bz +c=0, cona#0

Veamos como resolver ecuaciones cuadraticas.
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Actividad 2. Resolver (x +4)(z —3) = 0.

Con el fin de ir reforzando el conocimiento hacemos uso de la propiedad valida en los niimeros
reales
a-b=0=—a=0V b=0

En nuestra actividad
(z+4)(z—3)=0=2z+4=0V 2—-3=0
Esto nos conduce a tener que resolver:
e z+4=0=z=—-4 e z—3=0=z=3
Asi, el conjunto solucién estd formado por {x = —4,z = 3}
Actividad 3. Resolver 5z* + 15z = 0.

En este caso, la propiedad de factorizacién nos ayuda
5224+ 150 =0 =5z - (z+3)=0
De nuevo la propiedad a-b =0= a =0V b =0 se aplica

S5z-(x+3)=0=5x=0V z+3=0

de lo cual
=00 bien x = -3
%f; Tipo de raices
La naturaleza real o no de la solucién dependerd del subradical A = b? — 4ac, que se llama
discriminante.
1. Si A > 0, los valores de la soluciéon son ccomo va
reales y distintos. et Pla“eta?o

2. Si A =0, los valores de la solucién son
reales e iguales.

3. Si A <0, los valores de la solucién no
son reales.

1.1.13 Completando cuadrados

Completar el cuadrado es un método para resolver ecuaciones cuadriticas que no podemos
factorizar. Completar el cuadrado significa manipular la forma de la ecuacién para que el lado
izquierdo de la ecuacién sea un trinomio cuadrado perfecto.
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Actividad 4. Considera la expresion cuadrdtica x> + 4x

2
La figura muestra que z? lo x” +4x
podemos considerar como un G

cuadrado de lado x. Ademaés, 9
el término 4z se descompone T . =T 2 - T I =2z
i

en dos rectangulos de lados = 5

y 2. La idea es construir con
r 2
=>,
2 2
2

esto un cuadrado geométrico. r 2
Volviendo a la parte algebraica, te muestro como queda esto

La figura muestra que, con los
datos dados, no esta completo.
Se ve que falta un “cuadradito”
de lado 2. 2

P 4dr=a>+4x+4—-4
Recuerda que la propiedad de los reales permite escribir
44 (-4)=4—-4=0

Asociando convenientemente
(2® +4r+4)—4=0

el paréntesis es un cuadrado perfecto
(x+2)%-4=0
De esta manera se ha “completado el cuadrado”.

Para complementar las ideas te propongo visitar
https://matematicasfacilesa.blogspot.com/2016/01/completar-el-cuadrado-geometricamente.
html

Actividad 5. Considera la ecuacion cuadrdtica x2 — 4z + 5.

Vamos a completar un cuadrado de binomio. Lo primero que hacemos es asociar las variables:
(x® —4z) +5
Ahora recuerdas el cuadrado del binomio
(z+y)* =2® + 20y +

Si comparas ambas expresiones, el primer término al cuadrado ya lo tenemos. Luego viene el
“doble producto del primero por el segundo”, lo que equivale a tener

20y = —4dx =y = —2
Por tanto, el paréntesis que asociamos tiene la forma
(z —2)?
como esto es lo mismo que z2 — 4z + 4, entonces

(2 —4z)+5=(z—2)2+1

con lo cual el objetivo de completar cuadrados estd cumplido. A lo mejor no te diste cuenta,
pero el cuadrado del binomio, en una de sus partes dice “... méas el doble producto del primero
por el segundo ... Por esto, siempre la constante que acompaifia a la x se divide por 2 para
obtener el término constante dentro del paréntesis que aparece elevado al cuadrado.



https://matematicasfacilesa.blogspot.com/2016/01/completar-el-cuadrado-geometricamente.html
https://matematicasfacilesa.blogspot.com/2016/01/completar-el-cuadrado-geometricamente.html
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Ejemplo 1.1.13. Completar cuadrado en la ecuacion 3z% + 5z +1 =0

En este caso a # 1 (es 3). Lo que se debe hacer es factorizar por 3 los sumandos que contienen
la variable x

5
3:1:2+5:13—|—1:O:>3<:U2+3:U)+1:0

Ahora, recuerda que el coeficiente de x se divide por 2 para poder completar cuadrado y que se
resta el cuadrado de ese coeficiente

5 5 2 25
2

Observa que se utilizé un corchete para indicar la parte que corresponde a la factorizacién. A
continuacién se procede a multiplicar por 3.

2 9 2 2
3 (x+5) _® +1:o:3(x+5) 3.5 00

6 36 6 36

Ecuacién equivalente con

O bien

El cuadrado ha sido completado.

Mas trucos encuentras en
https://es.wikihow.com/factorizar-polinomiales-de-segundo-grado- (ecuaciones-cuadry
C3%Alticas)

Trabajo con mi profe

EJERrcIcIO 8. Completar cuadrados en cada expresion dada

(a) 22 + 62 + 11 (f) 22 — 52 + 6 (k) 222 +8z+5=0
(b) 22+ 4z +3 (g) 22 — 6z +5 (1) 222 =3z +5
(c) 22% + 8z + 4 (h) 222 +82+9 (m) 222 + 162 + 49 es:
(d) 22 — 2az + a® + b2 (i) 2w? — 5w + 7 (n) 2 — 4z + 1 es:
(e) 22+ 8z +15 (G) 3y*+2y+2 (0) 222 4+ 122 — 16 es:



https://es.wikihow.com/factorizar-polinomiales-de-segundo-grado-(ecuaciones-cuadr%C3%A1ticas)
https://es.wikihow.com/factorizar-polinomiales-de-segundo-grado-(ecuaciones-cuadr%C3%A1ticas)
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1.1.14 La férmula de la cuadratica

La siguiente formula la conoces, permite calcular las raices de una ecuacién cuadratica

— /b2 —
ar’ +br+c=0= = biQ: dac

Si quieres ver la demostracion, visita la pagina
https://www.youtube.com/watch?v=2dZM7BAs6FE

Ejemplo 1.1.14. Usar la formula cuadrdtica para resolver x* + 4z — 5 = 0.

Lo primero es identificar el valor de las constante

ar? + bx +c =0
x? + dx -5 =0
{ { {

a=1 b=4 c=-5

Ponemos todo esto es

—b + Vb? —4ac

T 2a
para tener
-4 £ V16 —4-1-(=5)
v 21
que equivale a
=4 £ V36
T
Dado que la raiz de 36 es conocida se tiene
4+ 6
T

Al sumar en el numerador y luego dividir se halla que

r=1
al usar la diferencia
r=-5
De esta manera, las raices de la ecuacién son; x =1y x = —5

1.1.15 Ecuaciones irracionales

Se llaman irracionales a las ecuaciones en que la variable incégnita es argumento de un subradical.
Para resolverlas es frecuente la necesidad de elevar a potencias la igualdad, usando el hecho de
que si a = b entonces a” = b". Con este recurso lo que se provoca es que el grado de la ecuacién
original aumente y, eventualmente se esté creando soluciones ficticias para la ecuacién de origen.
Por esto es que se tendra que verificar los valores de la variable que aparecen como solucién de la
ecuacion.



https://www.youtube.com/watch?v=2dZM7BAs6FE
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Ejemplo 1.1.15. Resolver (/5 + 2z + 3 = 2

3
5+ 22 +3=2— <35+\/2m+3) — 93
—54+V2xr+3=8— V2xr+3=3

Dado que hubo elevaciones a potencia hay que verificar la solucién. Al hacerlo se prueba
que z = 3 es solucién.

Trabajo con mi profe

EJERrcIcIO 9. Resolver las siguientes ecuaciones:

(a) z =2+ x (b) Vi—2z++Vz+5=4

1.1.16 Racionalizacion

La racionalizacién consiste en eliminar los radicales del denominador. A continuacién te muestro
tres tipos de racionalizacién;

a
o Expresiones del tipo ——=

by/c

2
Ejemplo 1.1.16. Racionalizar ——=
jemp NG
Como se debe racionalizar, en el denominador debe “desaparecer” la raiz. Es suficiente multiplicar
numerador y denominador por v/5

2 _ 2 V5 245 2V5

3v5 3v5 V6 3v5-45 15

ot

e Expresiones del tipo

a
b/ c™

Hay que multiplicar numerador y denominador por la raiz n-ésima con el radicando elevado a la
diferencia entre el indice de la raiz y su exponente. Esto es

a a Ver—m ay/cn—m avV/cn—m

b/ b Yam  pifem. Yem  be
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2
Ejemplo 1.1.17. Racionalizar ——
jemp 39/22
En primer lugar podemos ver que n =5 y m = 2, de modo que n —m = 3. Se tiene
2 2 W2 2y 2v23 /23
3v22  3v22 V23 3v22.928 3.2 3

Como alternativa se tiene el cambiar las raices por potencias racionales y trabajar asi.

a

e Expresiones de la forma ———

Vb + /e

En estos casos multiplicamos numerador y denominador por la diferencia de los radicales.
Recordar que el profe muchas veces dijo “multiplicar por el conjugado”

3
Ejemplo 1.1.18. Racionalizar ———
P V25
El conjugado de V245 es V2 — V5. Luego
3 3 VI-VBE  3(VZ-VB)  3(vZ-\5)

VI4VE T VEAVE V2-VB T (V2+VR(VE-VE) T 25

Al simplificar

3
NCESV ARG
MATHS
QUIz Pasas con 100%.
1. Una solucién de (x — 3)% = 8 es:
(a) 243 (b) =3 — /8 (¢) —2+V3 (d) 3—2v2
VTt ya
Vi Va
(a) r+a Vi —y/a

es igual a:

T —a T—a
T+ 2/ax +a T —a
(¢) ———— (d)
Tr—a T+ a

VI +2

3. Al simplificar se obtiene:
Vr+2+4y/(x+2)3
1 1 x4+ 2 r+2

(a)

(b)

(c)

4r — 7 4+ 9 4o — 7 4r +9

1.2 Logaritmos

Definicién 1.2.1. Sea a € R" — {1} y consideremos la ecuacién a® =b. A la solucion
real © se le llama el logaritmo de b en la base a, y se le anotard: x = log,b. De otro
modo:

x =log, b= a”=0b
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% Conexion

Exponente Logaritmo
l Potencia niimero i

¥ =b < log,b=x

Base de Base de

‘la potencia logaritmo

Las siguientes propiedades son esenciales en todo proceso que involucre logaritmos

Algebra de logaritmos

e qlo8ab =

log, (b ¢) =log, b+ log, ¢

o log,(b¥) = klog, b
e b=c<=log,b=1log,c

e log,a=1

b
e log,1=0 loga(g) = log, b —log, c
Ejemplo 1.2.2.

1. log, 64 = 3 pues 43 = 64 logg(l) =_3

do

Cambio de base

log, b - log, c =log, c

Esta expresiéon permite reescribir un ntmero logaritmico en una nueva base cualquiera, surge el
recurso de reducir todo logaritmo a una misma base escogida convenientemente. La historia nos
muestra que se ha convenido en usar dos bases, la base decimal o de briggs, que usa al 10 como
base logaritmica (se anota log) y la base natural o de Nepper que usa al niimero trascendental
e como base logaritmica (se anota In).

10g6 8

Actividad 6. Hallar el valor de
logg 2

Las bases de los logaritmos en el numerador y denominador son las mismas. Tenemos:

logg8 logg2® 3 logg2

logg2  logg2 logg2
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Trabajo con mi profe

EJERcIcIO 10. Calcular los siguientes valores:

(2) log, 16 (8) loga( )

(b) logs 81 (h) 2 = log, (16)

(c) logg3 (i) 3=1logyx

(d) loggé (j) logg 4 + logs 9
(e) logs 27 (k) logs 20 + log5(%)

(f) logs 125 (1) 16%84(8)

MATHS
QUIz Pasas con 100%.

1. Determinar cuél de los siguientes niimeros es la simplificacién de log, 12 — logs ( %)

0 1 2 4
2. Silogg b = 1,465, entonces logs 0,04 es:

—2.930 —1.465 —3.465 2.930
3. Hallar « si log.(10 + z) — log. « = log,. 5

2.5 4.5 5.5 7.5

1.3 Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Son aquéllas en las cuales la incognita forma parte del argumento de un logaritmo (cantidad a la
que se le aplica un logaritmo) o del exponente de una potencia. Para resolverlas, se busca uno o
ambos de los siguientes propésitos :

1. Lograr una igualdad de logaritmos o de potencias con igual base para luego aplicar la
definicién que corresponda.

2. Lograr expresar los términos de ambos miembros de la igualdad en funcién de una idéntica
expresion logaritmica o exponencial que pase a ser una variable auxiliar que nos lleve a
una ecuacion lineal o cuadratica.

Una vez obtenidos los valores de la incégnita en el proceso de despeje, se verifica si satisfacen a
la ecuacion original respetando la definicion de logaritmos y exponenciales.
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Ejemplo 1.3.1. Resolver 2-10*~! =3

Se aplica logaritmo a ambos lados de la ecuacién

2-10771 =3 = log(2 - 10*71) = log(3)
— log(2) + log(10!) = log(3)
=z — 1 =log(3) —log(2)
=z = log(3) —log(2) +1
= z = log(3) — log(2) + log(10)
= ¢ = log1H

Ejemplo 1.3.2. Resolver e** —2e* —3 =0

La primera mirada al problema es importante. Si ves una cuadratica jen hora buena!. Si hacemos

z = e, entonces
e —2" -3=0=2>-2:-3=0

— (z+1)(z—-3)=0

A partir de z + 1 = 0, que equivale a e* = —1, se sigue que no existe solucion. De igual forma,
de z — 3 = 0 que equivale a e = 3, se sigue que x = In3. En consecuencia, esta tiltima es la
Unica solucién.

Ejemplo 1.3.3. Resolver In12 4+ In(z — 1) = In(z — 2)

Como los logaritmos estan en una misma base, es sencillo agruparlos

xr— 2
r—1

In12+In(zx —1)=In(r —2) = Inl12=1n

Eliminando logaritmos se tiene que

T —2 10
r—1 ST

1.4 La Fiesta de los Reales

iHoy estamos de fiesta!, quiero in-
vitar a las potencias, raices y frac- =

ciones a compartir un agradable mo- s =
mento con el comtin denominador,
el factor comun, la suma, la resta,
la multiplicacién y la divisién. Tu
puedes participar ordenando y dis-

tribuyendo a estos invitados, asig- e
nando labores que deben cumplir, %yzq‘ 3
etc. Como se trata de una fiesta de ng kag k‘,%

seguro que te traerd mas de algin
recuerdo.




Numeros Reales

EJercicio 11. Los siguientes invitados entraron “disfrazados”. Tu tarea es descubrir quienes

)
)
)
)
)
) El inverso multiplicativo de un nimero
) El reciproco de la suma de dos ntimeros

) El ntimero dos elevado a un niimero

i) la raiz cuadrada de la suma de dos nimeros

j) Un ntmero mayor o igual que 20

) El cuadrado del triple de un nimero

) El triple del cuadrado de un ntimero.

EJERcICIO 12. En un momento de la fiesta entran un montén de invitados. Te corresponde
identificarlos por separado, desarrollando:

(A) (P BN)2 = e

(D) (204 3b)% = oo

(€) (@ =Th)? = oo

(d)  (2a4D0)(2a0 = D) = eeoiiriiee
(€) (T =Y+ 2)2 = e

(f)  (THD5)(T43) = oo
(8) (T4 5)3 = oo

EJercicio 13. Cuando la fiesta estaba en lo mejor la orquesta llamé a un concurso de baile por
parejas. Identifica las parejas que se juntaron, factorizando:

(a) 8Tz 4 120W = oot

(b)  12ab 4 18ac — 30ad = ..eeveeiiiiieiiieee e
(€) 927 — 16Y” = oo

(d) @26 — w2 = o

() AT 4 QY = & — Y = weeeeiieeeeiee e

() 22+ 4Y? H4TY F T+ 20 = oo

EJErciCcIO 14. En un momento algunos invitados se ponen “revoltosos”. El tinico remedio es
que tu los reduzcas por la fuerza. Te los presento para que pongas orden:

ar —ay —x+vy —b)?—¢? Sty
(a) —— = () lezb-c Lo
ar+ay —x—y a2—(b+c)2 (c) z—y  xty
Tty Ty

EJErcicio 15. Por lo general, las orquestas son super revoltosas. En otro momento pidieron que
se juntaran tres “compadres” para formar un cuadrado perfecto. Adivina quienes se juntaron:

(a) P2 —18y+---=--- (b) a®+---+640% = -- (c) - —30y+25="---

EJERCICIO 16. En un rincén se juntaron un “lote” de irracionales y empezaron a hacer desorden.
Trata de reducirlos al méximo

(-3 -

2(a? + b2)2 2a2—b2)

(b) 2 2 -

&
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o (0

EJERCICIO 17. Tal como ocurre en toda fiesta, llegd el momento de hacer un “trencito”. Encuentra

a los “desordenados” x que comandaban el lote.
7 8 9 1 31-Tx N

@ % tm 3T 6

(b) 2z —9)*+ 3z —14)* = (z — 1)* =
(c) Ji+4/z =1+ V2=

EJERcICIO 18. Al terminar la fiesta, el lo-
cutor da a conocer una adivinanza, quien
le acierte tendra entrada liberada en la
préxima.

(a) Acomodar los niimeros del 1 al 8 en la
cuadricula, de modo que NO queden
nimeros consecutivos juntos en forma
horizontal, vertical o diagonal.

1.5 El cuerpo ordenado (IR, +,")

A lo ya conocido de los ntimeros
reales agregamos el hecho de que
es posible ordenarlos mediante la
relacion de orden <, y que nos permi-
tird representar a estos ntimeros so-
bre una recta geométrica, asociando
a cada punto de ella un inico niimero

real.
1 & =
— = T
. : 1 1
e = = -1 ] 1 = = -

La figura muestra algunos ntimeros reales situados en la recta numérica

Definicion 1.5.1. Para todo a,b € IR se define la relacion “ser menor que” como

a es menor que b si y sélo sib—a € IRT

Observaciéon. “a es menor que b” se anota a < b.
Ademés se definen:

1. a < b como equivalente a decir a < b o a =b.
2. a > b como equivalente a decir b < a.

3. a > b como equivalente a decir a > b o a = b.

y se leen respectivamente, “a es menor o igual que b”, “a es mayor que b”, “a es mayor o igual
que b”.
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1.5.1 Axiomas de orden

La relacion “<” en IR cumple los axiomas de:

1. Tricotomia: Para todo a,b € IR se cumple sélo una de las siguientes alternativas:

oa<b e a=0b

e a>b

Asi, los niimeros reales son totalmente ordenados y se pueden representar sobre una
recta de modo que a cada punto corresponda un real y viceversa.

2. Adicién: Para todo a,b € IR, sia > 0y b > 0, entonces a + b > 0.

3. Multiplicacién: Para todo a,b € IR, si a > 0y b > 0, entonces a - b > 0.

MATHS

QUIZ  Solo una alternativa es correcta. Pasas con 100%.

1. Si 3 < 4 entonces es cierto que:
37l < g™t 2:3>2-4

2. Si —3 < —2, entonces es cierto que:
(=3)"' < (=27 (=3)7'>(=2)"!

3. Si —3 < 2, entonces es cierto que:

(=3)% < (2)° (=37 > @)™
4. Si —2 > —4, entonces es cierto que:
1 1
3 (=2) < 3 (—4)
1 1

——(=2)> —=- (4
S (=2)> =5 - (-9)
5. 51 0 < a < 1, entonces es cierto que:

1
~<1 a’ < a
a

6. Si a > b, ¢ > 0 entonces es cierto que:

a-c<b-c a>b-c

11
7. Si 1 < 3 entonces es correcto afirmar que:

0"
G2 <

8. Si a < b entonces es cierto que:

at<b! 2-a>2-b
9. Si a < 0, entonces es cierto que:
1
a+1>0 ->0

a

(3—4)2>0 (3—4)3>0

—3.(=3) < —3-(—2)

(-3-2)2<0 —4-(=3)>—4-(2)
5 (2> 2 (4
(—2)? > (—4)°
(a—1)2>1 20 <1
a-c>b a-c>b-c
IR !
G) =)

1 1
(—2)'1<(—2)‘§
(b—a)?>0 a? < v?
-3-4>0 a+3<0
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1.5.2 Desigualdades

Desigualdad matematica es una
proposicién de relacion de orden ex-
istente entre dos expresiones alge-
braicas conectadas a través de los
signos: mayor que >, menor que <,

menor o igual que <, y mayor o igual
que >. —/—

Las siguientes propiedades son de uso habitual en la resolucién de desigualdades.
Para todo a,b,c,d € R:

1. Sia < bentoncesa+c<b+ec.

[\)

. Sia<byc> 0 entonces ac < be.

w

. Sia<byc<0 entonces ac > bc.

W

.Sia<byc<dentonces a+c<b+d.

5. VaeRR, a2 >0

(=)

. Va,beRT, a <b= a® < b?

. Va,beRT, a<b= Ja<b

J

1.5.3 Intervalos

Un subconjunto de la recta real se llama intervalo, y contiene a todos los niimeros reales que
estan comprendidos entre dos cualesquiera de sus elementos. Geométricamente los intervalos
corresponden a segmentos de recta, semirrectas o la misma recta real. La siguiente es una lista

de ellos
NOMBRE REPRESENTACION
Intervalo abierto | m (a,b) = {z € R/ a <z < b} p “E)
Intervalo cerrado | m [a} b] = {3: = R/ a<z< b} » v
a b
Intervalo m (a,b)={z€R/a<z<b} ° .
semiabierto a b

w [a,b)={zeR/a<z<b} RS

m [a,00)={z R/ z>a} ——
Semirrecta » (a,00)={z€R/ z>a} —a

n (—o0,al={reR/ z<a} ———

" (—o0,a)={z€R/ z<a} —




Numeros Reales

Observacion.

1. (—o0,00) =R 2. (a,a) =10 3. [a,a] = {a}

1.5.4 Inecuaciones

Es una comparaciéon por <,<,>, > entre expresiones algebraicas que contienen una o
mas variables incognitas y que resulta verdadera sélo para algunos valores reales de las
variables. Al conjunto de estos valores se le llama conjunto solucién de la inecuacién.

Para resolver una inecuacién utilizamos el siguiente resultado:

Método de los puntos criticos

o Realizar las operaciones necesarias para que toda la
expresion quede a un lado de la inecuacién y cero en el
otro lado.

o Factorizar al maximo numerador y denominador (si
este ultimo existe).

¢ Igualando cada factor a cero y resolviendo se hallan los
puntos criticos.

e Se agregan estos puntos criticos en la recta numérica, guardando su relacién de orden.

e Se forman asi intervalos, en cada uno de los cuales se toma un valor numérico, se reemplaza
en la expresion dada y se determina su signo.

e Si la desigualdad a resolver es positiva, la unién de todos los intervalos positivos es el
conjunto solucién. Si la desigualdad a resolver es negativa la uniéon de todos los intervalos
negativos es el conjunto solucién.

r 11—z

Ejemplo 1.5.2. Hallar el conjunto solucion de 3x — 5 < 1 + 1

Solucidn:

Paso 1: Pasar todo a un lado de la desigualdad. Mira como queda

r 1—=x
-5 - - = <
3r—5 1 1 <0

Paso 2: Reducir toda la expresion e igualarla a cero, con esto descubriremos los puntos criticos

r 1 =z 21
Se llega a la ecuacion
12:U—21_0
1 =

Se trata de una fraccién que tiene una constante en el denominador, por tanto, alli no hay punto
critico. Sin embargo, al igualar a cero el numerador se tiene

12x—21:0:>1‘:£
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Este es el tinico punto critico encontrado.

Paso 3: Se grafica la recta real y se coloca sobre ella el punto critico.

NS

. » R

Paso 4: Se averigua el signo en cada subintervalo. Para ello es suficiente con tomar un valor
arbitrario de ese intervalo y evaluar.

e Por ejemplo, en el intervalo (—oo, Z) se puede tomar el x = 0, o cualquier valor a la
izquierda de %. Al reemplazar en

r 1—=x
3x—5—1— 1

se halla que

0 1-0 1
3-0—5—1—74 __5_Z<0
iEureka!, este intervalo es de solucién.

e Veamos que pasa en el otro intervalo, para ello se puede tomar x = 2
2 1-2 3
3-2—-5—-———=-£0
4 4 4 %
Con los datos obtenidos, el conjunto solucién es ...

Actividad 7. Resolver la inecuacion 3(x — 1)+ (z +2)? < (x +1)(z — 1) + 4

No vamos a anotar los pasos, la haremos simple, en lugar de trabajar la desigualdad, lo hacemos
tomando la igualdad

3z -+ (x+2)*=x+1)(z—-1)+4=3r—-3+2° +4r +4=2® —1+4
= Tx=2

Asi, tenemos un punto critico, x = %, en el cual se produce la igualdad. A partir de éste

encontraremos el conjunto solucién de la desigualdad. Ponemos este punto en la recta numérica

=10

r=1

>

SSINSY

Ahora se elige un punto en cada intervalo:

e En (—o0, %) se puede tomar x = 0. Este valor se reemplaza en la ecuacién original
3z -4+ (x+2 < @+)(z-1)+4=30-1)+(0+2)?<(0+1)(0—1)+4

Haciendo los céalculos se halla que

—344<-14+3=1<2 Verdadero
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e En (%, 00) se puede tomar x = 1. Este valor se reemplaza en la ecuacién original

3z -4+ (x+2? < @+D)(z-1)+4=31-1D)+1+2?<A+1)(1—-1)+4
Haciendo los céalculos se halla que

0+9<0+4 Falso

Se concluye que el conjunto solucién es

Actividad 8. Resolver (2z —1)? > 6x — 3

Se desarrolla el cuadrado de binomio
(22 —1)2>62—3=—=42> 42 +1>6x—3
= 42° — 102 +4 >0
= 222 — 52 +2>0

Ahora resolvemos 222 — 5x + 2 = 0, teniendo presente que las raices de esta ecuacién forman
parte del conjunto solucién (es mayor o igual). Se tiene

2$2—5$+2:0$$1:27 x2:§

Para una mejor compresién utilizaremos la recta real, poniendo sobre ella las raices encontradas.

2

- @

Verifiquemos que pasa en cada subintervalo considerando un valor arbitrario.

o En el intervalo (—oo, %) elegimos z = 0 y lo reemplazamos en (2z — 1)2 > 6z — 3, con lo
cual
(2-0-1%*>6-0-3=>1>-3

lo que resulta ser jverdadero!. Esto significa que este intervalo forma parte del conjunto
solucién. Veamos que sucede en los restantes intervalos.

« En (3,2) elegimos 2 = 1, con lo cual
2-1-1)*>6-1-3=>1>3

lo que es falso. Por tanto en este intervalo no existe solucién.

o En el intervalo (2, 00) elegimos x = 3, con lo cual
(2:3-1)%*>6-3-3=>25>15
lo que es verdadero.

En consecuencia el conjunto soluciéon de la desigualdad es

S = (—o0, %] U2, 00)
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T
>
r—2 x+3

Ejemplo 1.5.3. Resolver

Trasladamos para tener s6lo una expresiéon a la izquierda

T ZT

>0
r—2 x+3

lo que equivale a tener
5

(x —2)(z+3)
El numerador se hace cero en z = 0 y el denominador en x = 2 y = —3. Colocamos estos

valores en la recta real teniendo presente que z = 0 forma parte de la soluciéon y que z =2 y
x = —3 no lo son.

>0

-3 0 2

Analicemos lo que sucede en cada subintervalo.

%4
En (—o0o0, —3) elegimos x = —4. Al reemplazar en ——— tenemos
( ) cleg P (x —2)(z+3)
5 (—4)
(—4-2

10
——— %0
5 2

N—

n
B
+
w

SN—

Luego, en este intervalo no hay solucién.
En (—3,0) elegimos x = —1 para tener que

5-(~1)
(C1-2)(—1+3)

)
6_

de modo que aqui tenemos solucion.
En (0,2) elegimos = 1, con lo cual,

5.(1) 5
-2ty 12°

de manera que acd no hay solucién. Finalmente
En (2,00) elegimos x = 3 para tener que

5-(3) 15
G-9G+3 97

Asi que aqui hay solucién. En consecuencia, el conjunto solucién es

S =(-3,0] U (2,00)
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Trabajo con mi profe

EJERCICIO 19. Hallar el conjunto solucién de (x — 1)(z +2) < 4

Trabajo con mi profe

p— J@

o) .-
s

EJERCICIO 20. Resolver las inecuaciones:

(a) 22 =Tz +6<0 (f) 2ac+2>0
(b) 22 — 1224+ 35> 0 z
92— 2 1
(¢) =2z —3x+1>5 () x + -0
(d) (zr—2)3x—1) <0 3 —2
(6)2_$>3 z+1
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1.5.5 Valor absoluto

Sean a,b € IR tal que a < b. Se llama distancia entre a y b, al nimero no negativo

d(a,b) =b—a

1 — b—a — 1 R

a b

Actividad 9. Mira las siguientes distancias:
e La distancia entre 1y 4 esd(1,4)=4—-1=3
e La distancia entre —2 y 3 es d(—2,3) =3 —(—=2) =5
e La distancia entre =7 y —3 es d(—=7,-3) = -3 — (=7) =4

A la distancia entre 0 y un nimero real x cualquiera la denotaremos por |z| y la llamaremos
valor absoluto de z.
En general, sea x € IR

1. Si z > 0, tenemos
x| =2 —-0==x

Es decir si x > 0, entonces |z| =z

x — r—0 — x "R
0 T

2. Siz <0, tenemos

x| =0—2=—=x
Es decir, si x < 0, entonces |z| = —x

x — 0—2 — x "R
- 0

3. Si z =0, tenemos

2| =0-0=0

Es decir [0] =0
El valor absoluto del nimero real x, que se anota |z| es
z, six>0

|z =4 0, siz=0
—z, six <0
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Trabajo con mi profe

EJERrcICcIO 21. Calcular:

(@)  [4-6-8]= @ |4]-6]-|8]="-
(b) — [4]-|6]-[8]="- () | —4[+[6]-] =8]="--
(c) | 4]-] =8[="--- (f) 1] —2]=---

EJERCICIO 22. Aquellos valores que anulan el valor absoluto los llamaremos “puntos de
quiebre”. Anotar los puntos de quiebre en cada problema siguiente

(a) |lz—3|=0=2=3 (c) |32 +12 |=0= 2= .cccceeueen..
(b) |dr—1|=0= 2= .cccceerrrn.. (d) [ dz+1|=0= 2= .

EJERCICIO 23. Anota los valores de x que hacen positiva la cantidad que esta en valor

absoluto
(a) |z —5|>0=2>5 (c) |2 +2|>0=2> ..ccceceeeins
(b) |[dx —1|>0=2 > .cccceereenen. (d) |4z +12 | >0=2 > .cccceerrnne.

EJERCICIO 24. Anota los valores de x que hacen negativa la cantidad que esta en valor

absoluto
(a) |z —6|<0=2<6 (c) |22 4+4 | <0=2 < .ccooeeeirnn.
(b) |32 -2 < 0= 2 < sceerrrrreen. (d) 132412 | < 0= 2 < cceoverrrnnn.

EJERcICIO 25. Escribir sin valor absoluto (te muestro el camino):

r—2, si z—2>0o0bienz >2
(a) |z—2]|= 0, si x=2
—(r—2), si —2<0o0bienz <2
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Desafio 7.

» La afirmacion || =|—z|esV o F

» La afirmacién |z +y| = |z|+|y| es V o F
» La afirmacién |z —y| = |z| — |yl es V o F'

» La afirmacion |z -y| = |z| |[y| es V o F

1.5.6 Ecuaciones con valor absoluto
Un par de ejemplos de como resolver ecuaciones que contienen valor absoluto.
Ejemplo 1.5.4. Resolvemos la ecuacion |z| = 4.

Recordemos que |z es la distancia desde z hasta 0 en la recta numérica. De este modo, |z| = 4,
significa que = estd a cuatro unidades de 0 en la recta numérica. En la figura siguiente se puede
ver las dos respuestas probables:

. 4} 1 41
} >
v 0 .
r esta aqui r esta aqui

x =4 o bien x = —4, ya que esos dos numeros estan a 4 unidades del 0.
Ejemplo 1.5.5. Resolvemos la ecuacion |3z — 5| =8

De acuerdo con la interpretacién geométrica |3z — 5| debe estar a 8 unidades del 0 sobre la recta

numérica.
- B B8
1 } | b
. 0 v
k-5 3x-5
esta aqui esta aqui
Por lo tanto, debemos resolver dos ecuaciones:
3r—5=28 N 3r—5=-8
Al resolver se halla z = 1—?? yr=-—1.

ANDO DIC
REBR

» Resolver |3x +2|=5—x

» Resolver |z + 2| = |z — 2|

Desafio 8. Usa / para la divisién y separa por comas la respuesta
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1.5.7 Propiedades del valor absoluto

Tres propiedades que tienen aplicacién en la resolucién de desigualdades son:

Propiedad 1

Sean z, y nimeros reales arbitrarios, y sea a € IR™

|z| <a<= —a<z<a

La figura muestra, en la recta real, la solucién de la desigualdad |z| < a.

Se observa que esta solucién corresponde a todos los puntos del intervalo [a,b], es decir, al

conjunto
{relR/ —a<z<a}

Esto nos lleva a establecer la propiedad

z| <a<= —a<z<a

Propiedad 2

Sean z, y nimeros reales arbitrarios, y sea a € IR

x| >a<=z>aVa<—a

La figura ilustra, en la recta real, la desigualdad

r<a Tr>a

Se observa que esta solucion corresponde a todos los puntos del intervalo (—oo, —a] U [a, 00), es

decir, al conjunto
{relR/z<—-a o z>a}

Esto nos lleva a establecer la propiedad

| >a<=2x>a V < —a

Propiedad 3

o« Va2 = |z| = |z]? = r? = |2?| = 22
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1.5.8 Ecuaciones e Inecuaciones con valor absoluto
Ejemplo 1.5.6. Resolver |2z — 3| =1

Existe mas de una forma de resolver esta igualdad. Podemos usar la definiciéon de valor absoluto
o una propiedad. En el caso de la definicién

2r—3, si 2x—3>0
|2z — 3| = 0, si 20—-3=0
—(2x—-3), si 20-3<0

o Para el caso positivo, |2z —3| =22 -3 =1= 2 =2.
o En el caso negativo, 22 — 3| = —(22 —3) = —2r+3=1= 2= 1.

Por tanto, el conjunto solucién es

S ={1,2}
Otra alternativa de desarrollo es el uso de la propiedad |a|? = a?. Se tiene
20 -3|=1= 20 -3P=1= (22 -3) =1= 42" — 122 +8=0
Al resolver la cuadratica se obtiene el mismo resultado.
Ejemplo 1.5.7. Resolver |x — 3| = |2x — 5|
El uso de la definicién conlleva dos alternativas. El empleo de la propiedad es més directo.
|t —3| =22 -5 = (x —3)* = (20 — 5)* = 2® — 62+ 9 = 42® — 202 + 25

de donde, se obtiene la ecuacién 322 — 14z + 16 = 0 que tiene raices 2 y %. Luego, el conjunto
solucion es

8
S=1{2,-
2.3}
Ejemplo 1.5.8. Resolver |z + 3| <5
Hacemos uso de la propiedad

x4+ 32 <5 = (z+3)°=25= 2 +62—-16=0

con soluciones 1 = —8 y x2 = 2. De esto se pasa a la recta real.
-8 2
Eligiendo, en el intervalo (—oo, —8), x = —9 se tiene, en |z + 3| < 5, que
|—94+3=6£5

no hay solucién en este intervalo. En (—8,2), con z = 0 se tiene
0+3=3<5

de modo que hay solucién. Finalmente, en (2,00), con x = 3 resulta
34+3=6<5

Se concluye que el conjunto solucién es

S =[-8,
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<4

3
Ej lo 1.5.9. Resol
jemplo esolver )

Pones atencién al siguiente esquema de desarrollo: Buscamos los valores de = para los cuales se
produce la igualdad, es decir, donde

3—2x
x4+ 2

Esto significa hallar los  que satisfacen:

3— 2z 3 — 2z
[ ) :4 y (] = —
T+ 2 T+ 2

Para el primero de ellos

3— 2z
T+ 2

5
:4:>3—2x:4(w+2):>6x:—5:>:c:—g

En el segundo caso,

32 11
Y o 4= 3-2r= Az +2) =2 =1l o= ——
x4 2 2

Como solo en esos puntos existe igualdad, en los restantes la expresion que estamos analizando
es mayor o menor que 4, salvo en x = —2 donde no esta definida. Ponemos estos tres puntos
sobre la recta real y analizamos en cada subintervalo.

¥ . P
—3 —2 ~%
En (—o0, —%) se elige x = —6 para tener que
3 —2(—6) 15
ek S (P
‘ —6+2 ’ 1=
En (—4,—2) se elige z = —4 para tener que
—2(—4 11
LRIy
—4+2 2
En (-2, —%) se elige x = —1 para tener que
—-2(-1
25,
—-1+2 1

En (—%, o0) se elige x = 0 para tener que

‘3—2(0)‘_3
0+2

En consecuencia, el conjunto solucién es
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Trabajo con mi profe

EJERCICIO 26.
(a) Resolver la desigualdad |z + 1|+ |z — 1| < 3

EJERCICIO 27.

1 S
(a) Resolver . j_ 2’ <1 (b) Resolver %—i— 5' >3
MATHS
QUIz Pasas con 100%.
1. El conjunto solucién de |3z — 2| < 4 es:
2 2 2 2
9 29 29 29
[ 3’ ] [3’ ] ( 37 ] [ 37 )
2. La solucién de la igualdad |z + 8] = |22 — 3| es:
z>8 x>0 lelyx:—g :c:%

3. La solucién de la desigualdad |x — 6| — |z 4+ 3] < 1 es:
> -1 r<3 (—1,1) r>1

4. La solucién de la inecuacién |3z — 5| < 4 es

1 1 1
— — - -2
[3’00) (=e0,3] {3’3} {3’ )
5. La solucién de la inecuaciéon 37 Zx < g es
{22 32) ( 22 32> (22 38} ( 22 38)
9’9 9’9 9’9 9’9
., . ., |5 3 2
6. La solucién de la inecuacion §$ + 1 > 3 es

{22 32) (22 32) (22 32} ( 22 32)
979 979 979 979

7. La solucién de la desigualdad |3 — 22| > 9 es

(—OO, _3) U (67 OO) (_007 6) U (67 OO) (—OO, OO) (—OO, _3) U (37 OO)
2
8. La solucién de la inecuacion gib + i‘ > = es

{22 32) (22 32) (22 32} < 22 32)
979 979 979 979

Points:
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1.6 Completitud de IR

Es muy posible que hayas escuchado el término “acotado”. Por ejemplo, la atenciéon a piblico en
los bancos esté acotada, es entre las 9 a.m. y las 14 p.m. Igual sucede con el dia, se cuenta desde
las 0 horas hasta las 24 horas. En la sala de clases, el profesor tiene un cierto rango de tiempo
para su clase, entre 0 y 45 minutos. Asi como estos hay otros ejemplos tanto o mas ilustrativos
del término acotado. En Matematica la idea se mantiene. Te invito a descubrir como funciona
esto.

Ejemplo 1.6.1. Consideremos el siguiente subconjunto de IR
A={zxeZ/4<z? <64}

Lo primero a observar es que se trata solo de ntimeros enteros. Por extensiéon, este conjunto
toma la forma
A= {£3,+4,£5,4+6,£7}

Colocamos los elementos de menor a mayor
A={-7,-6,—-5,—4,-3,3,4,5,6,7}

Hemos encontrado 10 elementos, de los cuales —7 es el menor elemento del conjunto, y 7 es el
mayor.

» Sea A un subconjunto de IR. Se dice que M € IR es una cota superior de A (o que A
estd acotado superiormente) si para todo x € A es

< M

» Se dice que m € IR es una cota inferior de A (o que A esté acotado inferiormente) si
para todo z € A se tiene que
m<x

» Si A tiene una cota superior y una cota inferior, se dice que A estd acotado.

Méximo y Minimo

» Si el supremo de S pertenece al conjunto S, entonces recibe el nombre de maximo de
S y se anota max S

» Si el infimo de S es elemento de .S, entonces se llama minimo de S y se anota min S

Ejemplo 1.6.2. El intervalo (—20,40) estd acotado. El intervalo (50,00) no estd acotado
superiormente. El conjunto (—oo,1) U {6} estd acotado superiormente por el 6.

Ejemplo 1.6.3. S={zeR/z=

max S no existe pues 1 € S.

,n € No}, entonces supS =1, inf S =0, min S =0,
n+1

1.6.1 Axioma del supremo

La propiedad que caracteriza los subconjuntos acotados de IR es el contenido del siguiente axioma.
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Todo conjunto no vacio A de IR que tenga cota superior (cota inferior), tiene un supremo
(un infimo) en IR.

Observacion.

e El axioma del supremo también se conoce como axioma de completitud o de continuidad
porque garantiza que los nimeros reales “llenan” la recta.

e Ademas permite distinguir entre Q y IR, porque ® no satisface el axioma del supremo. Por
ejemplo el conjunto

A={reQt/2? <2}

est4 acotado superiormente en @ pero no tiene supremo en @, puesto que v/2 no es racional.

MATHS
QUIZ Pasas con 100%.

1
1.Si A= {ni2/ ne ]N}, entonces es correcto que:
n

sup(A) =1, max(A) =1 sup(A) =1, min(A) —

wino

max(A) =1, min(A) = max(A) =1, inf(A4) =

wino
win

n
2.851 A= {n2 n 1/ ne ]N}, entonces es correcto que:

sup(A) = %, min(A) =1

inf(A) =0, max(A4) = %
inf(A) = 0, min(A) = 0 sup(A) = % inf(A) = 0

3.Si B={zcIR/ 2% — 5z +6 < 0}, entonces es correcto que:

sup(B) = 3, max(A4) =3 min(A) = 2, inf(A) =2
sup(A) = 3, inf(A4) =2 max(A) =3, min(A4) =2
Points:
MATHS

QUIZ  P;isas con 100%.
1. Si C = {z € R/ 28 4+ 3z — 2% < 0}, entonces es correcto que:

sup(B) =7, max(4) =7 min(A) = —4, inf(4) = —4

sup(A) =7, min(A) = —4 sup(A) =7, inf(4) = —4

2. 51 D ={x € R/ |z — 2| < 5}, entonces es correcto:

sup(D) =7, max(D) =7 inf(D) = —3, min(A) = -3

sup(D) =7, inf(D) = -3 sup(D) =7, min(D) = —3

Points:
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1.7 Teorema del Binomio

El primer elemento necesario para trabajar esta idea es el de sumatoria

El sumatorio (o sumatoria) es un operador matematico, representado por la letra griega sigma
mayuscula (") que permite representar de manera abreviada sumas con muchos sumandos o
incluso con infinitos sumandos.

indice superior

‘f,,,.--*J

T

sigma *—E L;j — término general

[=da

AN

Esta expresion se lee: “sumatoria de t sub-i, desde i igual a hasta ¢ igual n.”
En general,

indice inferior

=n n
dwi=Y wi=z1+x2+ A Tpo1 + T
i=1 =1

representa la suma de los primeros n valores de la variable z.

Ejemplo 1.7.1.
3

D+ =1+ +@2+1)+(B+1)=9
=1

El indice de la sumatoria puede tomar cualquier conjunto de niimeros enteros, es decir, no tiene
porqué empezar necesariamente con el 1. La tinica condicién que se tiene que cumplir es que el
primer valor del indice, el que aparece abajo, sea menor o igual que el ultimo valor del indice, el

que aparece arriba. Es decir, en la suma
n
2%
1=k

el valor de k tiene que ser menor o igual que n para que la suma tenga sentido.

Propiedades

Dado que la sumatoria es simplemente una manera abreviada de representar una suma, entonces
cumple todas las propiedades de la suma, a saber conmutativa, asociativa, distributiva, y también
la llamada propiedad transitiva

h n n
Z a; + Z a; = Z a;
=1 i=h+1 =1

y la denominada
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« Propiedad Telescépica

Esta propiedad de la sumatoria es 1til en algunas ocasiones, pues facilita el calculo de la misma.
Para utilizarla, debe venir dentro del argumento de la sumatoria la diferencia de dos términos
consecutivos de una misma sucesion.

Definicién 1.7.2. Sea (z,), n € IN una sucesion arbitraria de nimeros reales. Si0 < p <mn,

entonces "
D (@it — i) = Tng1 — 2
i=p
O también
n
D (@i = wi1) = Tp — Tnga
i=p
7 . .
Ejemplo 1.7.3. Hallar el valor de Z(ZlJrl -2
i=0

Lo primero que se debe observar es que, en el paréntesis, existe una diferencia de dos términos
consecutivos. Por tanto, se puede usar la propiedad telescopica

7
(@t —2) =2T1 - 20 =28 — 1 =255
1=0

Si no estas seguro, veamos la suma en forma tradicional

7
=0
(2" =2)+(2"—2")+ (28 -2") =2 —20=1255

Numero de términos

n
Sea 0 < p < n, el nimero términos de Z a; es .

i=p

Ejemplo 1.7.4. Escribir usando sumatoria la suma de todos los nimeros pares desde 1 hasta
100.

Los pares tienen la forma 2n con n natural. Por tanto;

50
24446+---+100=> 2k
k=1

Ejemplo 1.7.5. La suma de todos los nimeros impares desde 1 hasta 100.

Los pares tienen la forma 2n — 1 con n natural. Por tanto;

50
143454--+99=> (2k—1)
k=1

Ejemplo 1.7.6. La suma de los 1000 primeros numeros naturales
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En este caso se tiene
1000

1+243+4+5+---+1000= Y k
k=1

Trabajo con mi profe

e

EJeErciciO 28. Calcular las siguientes sumas:

5 3 3
(a) Zk(kJrl): (b) ¥ 2" = (c) > (6h—1)=
= N ' = .
d i(3 —2i) = e : — - = f : - =
@ 3320 OYms-mim  Olm—i-ma

1.7.1 Factorial de un niimero natural

Dado un conjunto de m objetos, se llama permutacién del mismo a cada una de las distintas
formas de ordenar sus elementos.
EJERCICIO 29.

(a) Para el conjunto formado por los tres simbolos que muestra la figura, determinar de cudntas
maneras los puedes ordenar

circulo corazén t"an‘g ulo

(b) Para el conjunto de 4 elementos: B = {1,2,3,4} ;de cudntas formas se pueden ordenar sus
elementos?

Definicion 1.7.7. Se llama factorial de un nimero natural n al producto de los n primeros
numeros naturales. Se representa por n!.

nl'=1-2-3---n

Asi por ejemplo,
51=1-2-3-4-5=120

Una propiedad interesante es que

m+1)!=1-2-3---n-(n+1)=n!-(n+1)
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A partir de esta propiedad podemos obtener lo siguiente:

(n+1D!=n!(n+1)
O+1)!=0'(0+1)
11=0!

CUANDO DICES "NO PUEDO"
TU CEREBRO SE DETIENE.

Desafio 9. Hallar el valor de n que satisface la ecuacion

(n+2)! 3
1. ——— = —.
n! 3

Preguntas correctas:

Puntos obtenidos:

1.7.2 El nimero combinatorio

El ntimero combinatorio, es el resultado de hallar las combinaciones de n elementos, tomados de
k en k (n > k). Dicho de otra forma, es el nimero de maneras en que se pueden agrupar los n
elementos en grupos de k elementos, de tal manera que cada grupo se diferencie, por lo menos,
en un elemento, sin interesar el orden de sus elementos.

Ejemplo 1.7.8. Hallar de cudntas maneras se pueden agrupar las letras {a,b,c,d, e, f} tomadas
de dos en dos.

Partiendo con la letra a, luego la b, y asi hasta terminar con la f se tienen las agrupaciones:
e ab,ac,ad,ae,af =5 maneras
e bc,bd,be,bf = 4 maneras
e cd,ce,cf = 3 maneras
e de,df = 2 maneras

e ef =1 manera

Al sumar, se halla que son 15 las formas posibles
Los célculos de este tipo se realizan utilizando lo siguiente:

Ntmero combinatorio

Sean m,n € IN, m > n. Se llama niimero combinatorio m sobre n a la expresién:
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En el caso del ejemplo se puede escribir
6 6! 415-6
CS = = = =15
2 (2) 2041 2.4l

Trabajo con mi profe

(a) (13()) 120 (b) (170> 120 (o) (19080> — 4950 (d) (1(2)()) — 4950

1.7.3 El Binomio de Newton
Cubo de Binomio

Esta es una férmula que se utiliza para a .l

desarrollar un binomio elevado a una po- b//
tencia cualquiera de exponente natural. Es
decir, se trata de una férmula para desar-
rollar la expresion:

(a+b)" nelN
(a+b)® = a® +3a’b + 3ab® + b*

Si es de tu interés, en la pagina
https://matematicasdesdecero.com/algebra/cubo-de-binomio-definicion-demostracion-formula-ej
hay una visualizacién geométrica del Cubo de un Binomio.

Te muestro el desarrollo de algunas potencias de a + b:



https://matematicasdesdecero.com/algebra/cubo-de-binomio-definicion-demostracion-formula-ejemplos-recursos/
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e (a+0)°=(a+b)>(a+0b)=ab+6ab+ 15a*b? + 20a3b> + 15a2b* 4 6ab® + b°
Se puede apreciar que

» El desarrollo de (a + b)™ tiene n + 1 términos.

o Las potencias de a empiezan con n en el primer término y van disminuyendo en cada
término, hasta cero en el tltimo.

o Las potencias de b empiezan con exponente cero en el primer término y van aumentando

en uno con cada término, hasta n en el ultimo.
e Para cada término la suma de los exponentes de a y b es n.
e El coeficiente del primer término es uno y el del segundo es n.

e Los términos que equidistan de los extremos tienen coeficientes iguales.

Para hallar potencias naturales de un binomio se usa la siguiente férmula:

Teorema 1.7.9. (del binomio de Newton)

(a+b)" = (g) a" + (?) a™ 1ot + (Z) a2 4. (Z) a”

1.7.4 Calculo del término que ocupa el lugar k

En ciertas ocasiones se necesita hallar un término especifico en la expansion de (a + b)". Para
ello se puede usar una féormula como la siguiente

n
T — n—k+1bk—1

Ejemplo 1.7.10. Hallar el quinto término de (3z — 4)12.

Si ponemos atencion a la férmula del T}, se observa que n = 12. Dado que nos piden el quinto

término, entonces
12 12
Ty = <4>a12—5+1b5—1 _ <4 >a8b4

El ntiimero combinatorio tiene el valor

12\ 12! 81-9-10-11-12
4] 8.4  8.1.-2-3-4

Al simplificar

12 9.-10-11-12
= - . '11:4
<4> 5.3.4 9-5 95

En consecuencia
Ts = 495(32)% - (—4)* = 495(3z)8 - 4*

En general, los problemas que vamos a resolver son:
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Hallar el término central

Hallar el término que no contiene la variable

Hallar el coeficiente de cierto término.

o Hallar el término que ocupa el lugar k.

2 8
Ejemplo 1.7.11. En el desarrollo del binomio (2\/5—# y3> hallar:
1. el séptimo término
2. el término que contiene a x>y*

Para hallar el séptimo término, el T} no falla

8 _ _ 8
T7 — <6> a8 7+1b7 1_ <6> aZbG

Veamos el cdlculo del nimero combinatorio

En consecuencia

6
28 y? 112 y?
T =—(2/x)2 (20 = 2. [ L

Para responder la segunda interrogante, de nuevo el T} proporciona la respuesta. Sabemos que

n
T, — n—k—i—lbk—l

reemplazando los valores del problema

Ty, = (k f 1) a8*k+1bk71 — (k f 1) (2\/5)97]6 . (y;)k:l

se debe hallar el valor de k para que se obtenga x3y*
Interesa entonces hallar las potencias de = y las potencias de y (no interesan las constantes).

e (VB R=ad— k3 k=3

e WP l=y'=2%k-2=4=k=3

Se concluye que el T3 contiene z3y*.
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il Pasas con 100%.

1. El coeficiente de z° en el desarrollo de (322 4 22)* es:

62 96 97 100
2. El término independiente de z en el desarrollo de (222 — 1)12 es:
6 2 3 9
3. El término que ocupa el lugar 103 en el desarrollo de (2% — \?/@)104 es:
533620y34 534620y34 535620y34 565320134
4. El valor de n para que el término T55 del desarrollo de (%2 + %>5n+2 es:
12 6 5 10
5. El valor de la constante a para que el coeficiente de % en el desarrollo de (x + a)? sea igual
a 672 es:
1 2 -1 -2
6. El cuarto término del desarrollo de (x + 2)™ es igual a 802™. El valor de m + n es:
5 2 7 4

Trabajo con mi profe

IVenga, un dltimo

EJERCICIO 31.

(a) Hallar el desarrollo de (z + y)*
(b) El quinto término del desarrollo de (z + 2y)°

(¢) El término de grado 8 en el desarrollo de (322 + 1)7
(d) El término central de (22 + a)®

(e) El término central en (22 + a3)7

(f)

3 1\°
f) El término independiente de = en (§x2 — —>

3
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Funciones reales

“La Matematica es una ciencia que no se aprende pasivamente, no basta con observar al docente
en el aula y en sus diferentes espacios, sino por el contrario, es necesario comprometerse con la
actividad matematica en el aula y fuera de ella”.

Don’t

Este es un cuaderno de auto aprendizaje, presenta un resumen de los contenidos del programa
de la asignatura, y establece una ruta para el desarrollo de estos contenidos.

2.1 Introduccién

Las graficas permiten representar la informacién de manera muy visual, y por eso aparecen
frecuentemente en los medios informativos a nuestro alcance (prensa, carteles, libros, television).
Pero hay que saber mirarlas e interpretar los datos que ofrecen. A lo largo de esta unidad vas
a aprender a leer las graficas y también coémo se crean a partir de textos, dibujos, conjuntos
de datos o expresiones algebraicas. Y también vas a estudiar lo que realmente representan:
funciones. Hay herramientas informéaticas que ayudan en estas tareas mediante representaciones
graficas o facilitando las pesadas operaciones con grandes cantidades de datos. Veremos cémo
aprovecharnos de ellas. La prensa, a veces, utiliza las graficas para mostrar la informacién. Con
una imagen consiguen expresar multitud de datos y es el lector quien debe interpretarlos. Por
eso es importante saber cémo hacerlo.

En esta unidad debieras aprender a:

e Graficar funciones y determinar sus caracteristicas.

e Reconocer el dominio y el recorrido de una funcién.

e Determinar si una funcién es continua o discontinua.

e Determinar el crecimiento o decrecimiento de una funcién.

¢ Reconocer intervalos de concavidad y convexidad de funciones.

o Hallar asintotas de funciones.

2.2 La funcién como una maquina

Una idea intuitiva de funcién es considerala como una méaquina al que se le ingresa un nimero
(la entrada), y lo transforma en otro nimero (la salida). Asi, podemos tener una visualizacién de
la funcién como

la entrada ————>»] la funcion p—— la salida
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Al imaginarnos que una funcién actiia como una maquina, la cual recibe unos valores y les aplica
un proceso para obtener un valor de salida, tenemos que:

o Este proceso es la regla que define la funcion.

e Al conjunto de donde la maquina toma inicialmente los valores le llamamos el dominio de

la funcién.

e Al conjunto donde la maquina deposita los valores procesados le llamamos el recorrido o

rango de la funcion.

En matematica estos conjuntos, de entrada y salida, suelen ser conjuntos de niimeros. Esto
permite la representacién que muestra la figura siguiente.

Funcién
|
Dominio l Codominio
A B
f
x ——|  f@)

proceso

Valores que le Valores que nos

damos a la funcién devuelve la funcién

e Una entrada es la cantidad independiente que no se repite.
e La salida es la cantidad dependiente. El valor de salida depende del valor de entrada.

o Para cada entrada, hay una salida tnica. No es posible que al darle un valor la funcién
nos devuelva dos o mas valores, pero si es posible que nosotros le demos un valor y la
funcién no nos pueda devolver valor alguno. En este ultimo caso decimos que el valor que
le dimos a la funcién no pertenece al dominio de la funcién, precisamente porque no lo

puede transformar.

Notacién: al ntmero que “entra” a la maquina usualmente lo denotamos con la letra z. Al
nimero que “sale” de la maquina lo denotamos con el simbolo f(x).

Actividad 10. En la figura siguiente, indica que accion realiza la mdquina.

10— ——————> 13

Actividad 11. La figura presenta dos mdquinas, halla las acciones que hace cada mdquina para
obtener el resultado indicado
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T —m —— —» 2 (x+1)

Desafio 10. En la siguiente cadena de méaquinas, cada una hace la accién que se indica:

e p ;Cudl nimero sale si la entrada es de 187

e p ;Cudl nimero hay que dar de entrada para que salga el nimero 117

o » ;Cudl término sale si la entrada es x? (usa * para multiplicacién)

o » ;Cudl término hay que dar de entrada para tener de salida y? (usa / para divisién)

2.z
Actividad 12. Diseria una cadena de mdquinas que produzca el término 2 - 3 + 1 a partir de

la entrada x. scudntas mdquinas necesitaste?

La funcién como correspondencia

En muchas situaciones encontramos que dos o mas objetos o cantidades estan relacionados por
una correspondencia de dependencia, como por ejemplo:

fg La reacciéon de un organismo frente a un farmaco depende de la dosis del medicamento,
fg El crecimiento de una poblaciéon depende del niimero de individuos y de depredadores,
fg La temperatura de ebulliciéon del agua depende de la altura del lugar,

f! La distancia recorrida por un objeto al caer libremente depende del tiempo que transcurre
en cada instante.

Hechos como estos conduce al concepto matematico de funcién.

Dados los conjuntos A y B, si existe una regla que permita unir elementos de ambos conjuntos,
se establece una correspondencia entre A y B. Para denotar una correspondencia utilizamos
las letras f, g, h, ---
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Definicién 2.2.1. Una funcion es una correspondencia entre dos conjuntos A y B no vacios,
en la cual para todo elemento que pertenece al conjunto A existe un solo elemento, y solo uno,
que pertenece al conjunto B al cual se le asocia o corresponde.

Asi, una funcién es una terna constituida por:

1. Un conjunto A llamado dominio de la funcién
2. Un conjunto B llamado codominio de la funcién .
3. Una regla de correspondencia que posee dos caracteristicas:

(a) A todo elemento del dominio se le debe asociar un tinico elemento en el codominio.

(b) Ningtn elemento del dominio puede estar sin un elemento asociado en el codominio.

Para simbolizar que se ha establecido una funcién f, de un conjunto A en un conjunto B, se usa
la siguiente notacion:

f:A—B
z =y = f(z)

Desafio 11.

El diagrama sagital dado define la correspondencia g de A en B como g(1) = 4,
9(2) =Ty g(3) =5

g
A—" B
1 4
9 5
6
3 ~ 7
4

1. » Esta correspondencia define una funcion.

True False

2. » Esta correspondencia no es funcion, pues 8 no tiene pre-imagen.
True False

3. » Esta correspondencia no es funcién, pues el 4 no tiene imagen en B.

True False

Points:
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Desafio 12.

El diagrama sagital dado define la correspondencia h de A en B como h(1) = 5,
h(2) =8, h(3)=7,h(4) =6y h(1l) =4.

h
/-_-----“B

1. » Esta correspondencia no define una funcién.

0 -~ & O =

True False

2. » Esta correspondencia no es funcién, pues A tiene 4 elementos y B 5.

True False

3. » Esta correspondencia no es funcion, pues el 1 tiene doble imagen en B.
True False

Points:

2.2.1 Funciones Reales

Definiciéon 2.2.2. Sean A y B subconjuntos no vacios de nimeros reales. Una funcion de
ACIR en B C IR es una correspondencia que asocia a cada elemento de A un inico elemento
en B, y se denomina funcion real de variable real.

Notacion:

f:ACRR—>BCIRR

=y = f(z)
Caracteristicas de las funciones reales:

 Se visualizan sobre el plano cartesiano (poseen geometria propia).

Se representan a través de ecuaciones matematicas (poseen algoritmos propios).

Se pueden deducir y/o expresar a través de tablas de valores (se pueden tabular).

Se pueden describir verbalmente (son adaptables al lenguaje corriente).

El habitat natural de las funciones es el plano cartesiano.
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2.2.2 El Plano cartesiano

El plano cartesiano tiene dos ejes perpendiculares (eje x o eje de abscisas y eje y o eje de
ordenadas), los cuales en donde se cortan forman un dngulo de 90° (por ser perpendiculares). A
su punto de interseccién se le conoce como origen del plano. Los dos ejes dividen al plano en
cuatro regiones llamadas cuadrantes.

y
En este plano cartesiano, cada punto se
. . Rango
representa por medio de una pareja de
nameros (x,y), llamada pareja ordenada de f P(x,y)
debido a que por ejemplo (4,2) # (2,4). Yoo ’
Asi, cada punto estd determinado por sus
coordenadas (z,y), en donde x es llamada ‘ _
la abscisa e y la ordenada del punto. X +
— Ty
Dominio de {

Grafico de la funcién

Definicion 2.2.3. Sea f: A C IR — IR una funcion. El grafico o grafica de f es el conjunto
de todos los pares ordenados (x, f(x)) tal que x € dom(f). A su representacion en el plano se le
denomina curva o lugar geométrico. FEscribimos

graf(f) ={(z, f(z)) e R xR/ z € A}

Al representar una funcién f en el sistema cartesiano, los pares ordenados (x, f(x)) se representan
como puntos en el plano, de manera que podemos concluir que la grafica de una funcién es un
subconjunto del plano cartesiano. No toda curva en un plano cartesiano representa una funcién
por lo tanto, tiene sentido preguntarse ;Cuidndo una curva en un plano cartesiano representa
una funciéon?

La prueba de la linea vertical

Para quien esté recién haciendo sus primeros pasos en el estudio de las funciones, no es sencillo, a
partir de una férmula, descubrir si se trata de una funcién o no, por ejemplo, de las expresiones:
22 +y? =1y a®—y =0, solamente la segunda de ellas es una funciéon ;Cémo saberlo? La grafica
en el plano cartesiano nos puede ayudar.
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2 cortes | \
1

No es funcion Es funcion

En un gréafico de funcién, ninguna linea vertical la intersecta mas de una vez. Si alguna cruzara
mas de una vez no seria una funcion.

En la prictica no es posible representar todos los pares (x, f(x)), pues en general son infinitos.
Lo que se hace es representar unos cuantos puntos significativos y trazar el resto de la gréfica
segun las propiedades de la funcién.

2.3 Clasificacién de funcion segiin la variable x

De acuerdo con la variable independiente x, tenemos dos tipos de funciones: algebraicas y
trascendentes.

1. Funciones algebraicas: Son ecuaciones polinémicas, en las cuales se pueden efectuar
operaciones con la variable x, como suma, resta, multiplicacién, division, potenciacién y la
radicacién. Entre estas funciones estan:

o Funciones constantes: f(z) =k, donde k es un ntimero real

5|Y Ty
3
¢ flx) =3
® £ f(z)=22—1
2 1
1 3 X
—4—3—2—10/1234
> X =
-4 -3 -2 -10 1 2 3 4 §5 8 X
=1 Funcién constante Funcién lineal

e Funciones lineales: y = mz + n. Son rectas, en donde m es la pendiente.

¢ Funcién cuadratica: Es un polinomio de segundo grado, su representacién es una
parabola.

e Funciones racionales: Son cocientes de polinomios.
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X

-4 -3\ -2 10 1.2 3
-1
_p ) TFuncién cuadrética
3

e Funciones radicales: Son la raiz de una expresién polinémica.

1.2 3 4 5 6

Funci6n racional

¢ Funciones a trozos: Son funciones definidas por una funcién distinta en cada
intervalo (o trozo) que se considere.

Funciones trascendentes
Tenemos tres de estas funciones de particular importancia
1. Funcién exponencial: Se caracteriza porque la variable esta en el exponente.
e Funcién exponencial de base «
f(z)=a" paraa >0, a #1

e Funcién exponencial de base e

f(z) =€®, con e el nimero de Euler

I\IqllJlll\Ill

2. Funcién logaritmica: Es la inversa de la funcién exponencial.
e La funcién logaritmo de base a
f(x) =log,x, cona >0, a#1

o La funcién logaritmo de base e (logaritmo natural)

f(x)=Inz, cona >0, a #1
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2.3.1 Construyendo la grafica

Si nos entregan los datos de una funcién por algiin medio y se quiere trazar su gréfica, existen
algunos elementos que es necesario tener en cuenta.

Dominio de la funcién
o Dominio: El dominio de una funcién y = f(z) es el conjunto de todos los valores para los
cuales la funcién estd definida. Se anota dom(f)
Recorrido o rango de la funcién

e« Rango o recorrido: Es el conjunto de todos los valores que f toma. Se anota

rec(f) =rang(f) ={y € R/ existe z € A cony = f(z)}

Observacién. Una forma para decidir si un punto y estd o no en rec(f) es tratar de resolver la
ecuacion y = f(x) en términos de la variable z.
Puntos de cortes con los ejes

Siguiendo con el proceso de graficar, una vez que se ha determinado el dominio y el rango de
una funcién, corresponde hallar aquellos puntos en donde la grafica de la funcién pudiera cortar
a los ejes coordenados. Los puntos de corte con los ejes se hallan como sigue:

e Con y = 0 se hallan los puntos de corte con el eje x.
e Con x = 0 se hallan los puntos de corte con el eje y.

2.3.2 Grafica de la funcion polinomial

En esta clase de funciones se incluyen; la funciéon constante, la lineal, la cuadratica, la cibica y
todas las demés funciones potenciales. La funcién polinomial es de la forma

-1
flx) =apz™ + ap—12" " + -+ a1z + ap
en donde los a, son nimeros reales, y se denominan coeficientes de la funcién polinomial.

El dominio de una funcién polinomial es IR.

Para conocer el recorrido debemos ver si el exponente n es par o impar y que signo tiene el
coeficiente de ese n.

1. Si a, > 0y n es par, entonces el recorrido es el intervalo [m, o), siendo m el minimo valor
de la funcién. Por ejemplo, con a, = 1, n = 2 se obtiene la pardbola y = 2. En este caso
m = 0.

2. Sia, <0y n es par, entonces el recorrido es el intervalo (—oo, M|, siendo M el méximo
valor de la funcién. Por ejemplo, con a, = —1, n = 2 se tiene la pardbola y = —z2. El
valor de M = 0.

3. Si n es impar, entonces el recorrido es el intervalo (—oo,00). En este caso la funcién no

tiene valor minimo ni maximo. Por ejemplo, con n = 3 se tiene la cibica y = z5.

Veamos esto a continuacion:
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2.3.3 Funcién constante

5Y Ty
3
¢ f(x) =3
® £ f(z) =221
2 1
1 3 X
—4-3—2—10/1234
> X =
-4 -3 -2 -10 1 2 3 4 §5 & X
=1 Funcién constante Funcién lineal

Su grafica es una recta paralela al eje x, su dominio son los niimeros reales, y su recorrido
rec(f) = {y = 3}. Graficarla es un proceso sencillo,

2.3.4 La funcion lineal

Su dominio son todos los reales, y su recorrido también. Para graficarla se considerarn, en ella,
dos puntos y se traza la curva.

Existen diversas situaciones en
las que la relacion entre dos
magnitudes se puede expresar
a través de una funcion lineal.
Veamos un par de ejemplos.

Actividad 13. Un tazista cobra $280 por bajada de bandera y $60 por cada tramo de 200 metros
recorridos. Hallar la funcion que determina el costo de un viaje, si x es el nidmero de tramos

recorridos.

Una tabla te puede ayudar

T = tramos 0 1 2 3 4 5 6

f(z) = costo | 280 | 340 | 400 | 460 | 520 | 580 | 640

El valor de bajada de bandera es un costo fijo, al que debe sumarse el valor por cada tramo. Se

tiene
f(x) =280+ 60x

Actividad 14. Una fdbrica de pantalones tiene una demanda semanal de 500 pantalones cuando
el precio es de $60, y de 300 pantalones cuando el precio es de $80. Determine la ecuacion de la
demanda de pantalones, suponiendo que es una funcion lineal.




Funciones reales

Al tener la informacion de que la férmula es una funcién lineal, podemos hallar la pendiente de
esta recta considerando los pares de puntos (60,500) y (80,300). Se tiene

300 -500  —200

= ~1
80 — 60 20 0

Como la ecuacién de la recta tiene la forma
y—y1 =m(z— 1)
al reemplazar el valor de m y considerar (x1,y1) = (60,500) se obtiene
y — 500 = —10(z — 60)

que al reducir se transforma en

y = —10z + 1100

Desafio 13.

Por alquilar un auto cobran una cuota fija de $20.000 pesos y adicionalmente
$3.000 pesos por kilémetro recorrido. (considera que y es el valor a pagar, y que z son los
kilémetros recorridos)

Alquila Car

o

1. » La ecuacién que representa esta funcién es:

y = 23.000z y = 20.000x + 3.000
y = 20.000 4 3.000x y = 17.000x
2. » jcuanto dinero hay que pagar para hacer un recorrido de 125 Km?
395.000 300.000 295.000 195.000
3. »si se pagd $65.000 pesos jcuantos kilémetros se recorrieron?.
50 km 5 km 51 km 15 km
ScoreField PointsField

2.3.5 La funcién cuadratica

Por ser un polinomio, su dominio es el conjunto de los niimeros reales. Con el fin de simplificar
notaciones, la funcién cuadratica se escribe en la forma

y=ax®+bx+c

Para graficarla lo primero es ver el signo del coeficiente a. Si este es positivo, la parabola se
abre hacia arriba, y si es negativo, hacia abajo. Luego, una buena idea es hallar el vértice. La
coordenada x del vértice es

b
2a

para finalizar se consideran dos valores de x simétricos, y se traza la curva.
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Ejemplo 2.3.1. Trazar la grdfica de la funcion f(x) = 2% + 22 + 1

y

Ya se ha dicho que el dominio es IR.
El coeficiente a = 1, de modo que la 3%
pardbola se abre hacia arriba. La co-
ordenada x del vértice es

1,4

flz)y=22+2z+1

r=——=-—1 ———> T
2 -1,0

la imAgen de este valor es f(—1) = 0, siendo este el valor m minimo que toma la parabola. Asi,
el vértice es el punto (—1,0). El rango es [0,00). Un par de valores simétricos a x = —1 son
r=0yz=-2

Actividad 15. Una pelota es lanzada hacia arriba desde un edificio de 40 mits de altura con una
velocidad de 80 mts por sequndo. La altura de la pelota sobre el suelo puede modelarse con la
ecuacion

H(t) = —16t* + 80t + 40
e ;Cudndo alcanza la pelota la altura mdxima?
e sCudl es la altura maxima de la pelota?
e sCudndo llega la pelota

La ecuaciéon que modela la situacién es una parabola que se abre hacia abajo. Por tanto, el
vértice (h, k) nos proporciona la informacion.

b 80
2% 33 =20

La pelota alcanza una altura maxima a los 2,5 segundos.

Para hallar la altura méxima, la coordenada k del vértice entrega la respuesta
h=25=k=—16(2,5)%+80-(2,5) + 40 = 140
La pelota alcanza una altura méxima de 140 mts.

Para calcular el momento en que la pelota toca el suelo, hay que determinar cuindo la altura es
cero

H(t)=0= —16t> + 80t +40 =0

Al resolver se encuentra que

t=5,4

La figura ilustra el problema

1501 ¢

100+

40

O 1 2 3,4 5 6
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2.3.6 Grafica de una cubica
Ejemplo 2.3.2. Graficar la funcién f(z) = 23 — .

Es claro que el dominio es IR. En esta funcién polinomial, a, = 1, n = 3. Luego, el recorrido de
esta funcion es el intervalo (—oo, 00). Para hallar las intersecciones con el eje z, hacemos y =0y
resolvemos para x.

P-rz=0=z@-1)(z+1)=0=2=0,z=1, z=-1
Ahora vamos a analizar el signo de la funcién en cada uno de estos cuatro intervalos para saber
si la funcién tiene valores positivos o negativos.

f(=2)<0 fl—=3)>0  f(3)<0 f(2)=0

. . . - R

— o0 —1 0 1 oo

La curva esté bajo el eje = en el intervalo (—oo, —1).

La curva estd sobre el eje x para (—1,0).

La curva esté bajo el eje z para (0,1) y

La curva estd sobre el eje x para (1, 00).

De acuerdo a lo mostrado en los intervalos,
en algtin punto del intervalo (—1,0) existe
un punto donde la funcién alcanza un valor
maximo, ya que la curva debe bajar para
cortar en (0,0). De igual forma, en el
intervalo (0, 1) existe un punto para el que
la funcién alcanza un minimo, ya que debe
subir para cortar al eje x en el punto (1,0).
Su grafica es como se ve en la figura.

Trabajo con mi profe

EJERCICIO 32. Se ha realizado un estudio de mercado que revela que la funcién de demanda
de uno de los productos es

q=f(p) =p° —T0p+1225

(a) Si al producto se le pone precio de $100, hallar la demanda.
(b) Si la demanda es de 1225 productos ;Cudl es el precio?
(c) Graficar la funcién de demanda
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Trabajo con mi profe

Ve f(x) = ax’ + bx + C
[exoesin otnonica |

EJERCICIO 33. Una epidemia se empieza a propagar por “Chilito”. El Servicio de Salud
de la Araucania, dirigido jpor quién crees ti? Por supuesto, ya era hora que un tipo
con légica y conocimientos matemaéaticos relevantes se hiciera cargo de tan importante
actividad. El Director del servicio y su equipo estiman que el nimero de personas que la
contraeran es una funcién del tiempo transcurrido desde que se descubrié la epidemia, y
establecen la siguiente ecuacién

n = f(t) = 300t3 — 20t2

en donde n es el nimero de personas enfermas y 0 < ¢ < 30, medidos en dias contados a
partir de la deteccién de la epidemia.

(a) ;Cuéntas personas contraeran la epidemia al cabo de 10 dias?
(b) {Cuantas personas la contraeran al cabo de 15 dias?
(c) Graficar la funcién.

2.3.7 Funciones racionales

Son un cociente de polinomios

p(z)  apz" + An_ 12" L4+ +ag

xTr) = =
/(@) q(x)  bpa™ 4 by 4+ b+ by

En esta clase de funciones es interesante saber sobre la existencia o no de ciertas rectas llamadas
asintotas, que como veremos, dependen de los grados del numerador y denominador:

e Sig(a) =0, pero p(a) # 0, entonces x = a es una asintota vertical.
e Sin < m, entonces la recta y = 0 es asintota horizontal.
e Sin > m, entonces no hay asintota horizontal.

e Sin > m en solo un grado, entonces la funcién lineal que queda al dividir p(z) por g(x) es
una asintota oblicua.

. anp, . .
e Si n =m, entonces la recta y = — es una asintota horizontal.
n

1
Ejemplo 2.3.3. Hacemos la grifica de la funcion f(z) = —,x #0
x

Es claro que el dominio son todos los reales menos el cero, esto es

dom(f) =R — {0}
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Para el recorrido se despeja x de la funcién dada

1 1
y:—:}]}:—
€T Y

se halla que y # 0. Con lo cual se tiene que

rec(f) ={y € R/ y # 0} =R — {0}

Para hacer su grafica haremos los siguientes pasos:

e Tomar un valor a izquierda y otro a derecha de x = 0. Por ejemplo,
x=—-1=y=—-1= (—1,—1) punto en la curva
r=1=y=1=(1,1) punto en la curva
e Tomar ahora un valor mas cercano
x=-0,01 = y =—-100 = (—0,01, —100) punto en la curva
x=0,01 = y =100 = (0,01, 100) punto en la curva
e Finalmente, un par de valor lejanos.
x = —1000 = y = —0,001 = (—1000, —0,001) punto en la curva

x = 1000 = y = 0,001 = (1000, 0,001) punto en la curva

Respecto de la existencia de asintotas se observa que

o Larecta z = 0 es asintota vertical (el numerador no se anula).
e La recta y = 0 es asintota horizontal, el grado del numerador es cero, mientras el del
denominador es 1.

x
-3

Ejemplo 2.3.4. Determinar dominio y recorrido de la funcion y =
x
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Como se trata de una fraccién, el denominador debe ser distinto de cero; por tanto,
dom(f) =R — {3}

Respecto del rango, usaremos la técnica de despejar la variable x

X

Y= = (z—-3)y=z=—2ay—3y==

z—3

Al factorizar y despejar la x se tiene
3y

y—1
Se observa que este x se queda sin imagen si y = 1, Por tanto,

rec(f)={yeR/y#1} =R — {1}
Para las asintotas, se observa que

e La recta x = 3 es asintota vertical.

e El grado del numerador y denominador son iguales a 1. Al hacer la division

T 14 3
xr—3 r—3

se halla que la recta y = 1 es asintota horizontal

o Al haber asintota horizontal no hay oblicua

Cuando existen asintotas, lo
primero es poner en el sistema
cartesiano las asintotas, ellas
nos guian para hacer la gra-
fica (sin olvidar los puntos de
corte). El tinico punto de corte
es el (0,0). Ahora Se elige a o=t
derecha e izquierda del z = 3 A
(asintota vertical) un valor sen-
cillo de calcular, por ejemplo
r=4yx=2. Al evaluar -2

flx) = mf?) — f(2)=-2, f(4)=4

Veamos el comportamiento cerca de la asintota:

e si te acercas a ella por derecha con 3,001, la funcién crece hacia el 4o0.
e si te acercas a ella por izquierda con 2,99, la funcién crce hacia el —oo.

e si te alejas tomando valores grande de x, por ejemplo, z = 100003, entonces la curva se
acerca a la recta y = 1 por encima de ella.

e si te alejas tomando valores grande, pero negativos de z, por ejemplo, x = —100007,
entonces la curva se acerca a y = 1 por debajo de ella.

Con los datos encontrados, la grafica de esta funcion es la siguiente
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2.3.8 Caracteristicas de una funcién a partir de su grafica

Antes de seguir adelante con las graficas de funciones, vamos a conocer algunas propiedades
que se pueden inferir a partir de la grafica de la funcién. Para ello te muestro la grafica de una

funcién polinomial

Y

maximo

*

decreciente

creciente.
sl ™

decreciente. creciente. ~

-

- * >

Intervalos de crecimiento y decrecimiento

o Una funcién es creciente en el intervalo [a, b] si para cualquier par de puntos z; < xa del
intervalo se cumple que f(x1) < f(z2). Esto es, f es una funcién creciente en [a, b] si al
aumentar la variable independiente x, aumenta la variable dependiente y.

flk)

fla)

fib)

fla)
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e Una funcién es decreciente en el in-

tervalo [a,b] si para cualquier par Ay
de puntos 1 < z2 del intervalo se L y constante constante
cumple que f(z1) > f(x2). Esto es, Aa)=t(b) - ! - f

f es una funcién decreciente en [a, b] ! !

. . . . ﬂ
si al aumentar la variable independi T — [

ente x, disminuye la variable depen- I l - X
a X ¥ b

diente y.
o La funcién f es constante en [a, b] si y solo si

1 < xg = f(x1) = f(x2), V1,22 € [a,]

Desafio 14.

Considerar las funciones f; que se muestran en la figura.

'\\ N | 7 A lL.. . N
A L= A D

1. Las funciones f1 y f3, en algin intervalo, muestran funciones crecientes.
True False

2. Las funciones f4 y f5, en algtn intervalo, muestran funciones decrecientes.

True False
3. La funcién fj es siempre creciente en su dominio.
True False
4. La funcién f; muestra una funcién constante en todo su dominio.

True False

Points:

2.3.9 Funciones acotadas

Sea f: A C IR — IR funcién real. Decimos que:
o [ estd acotada superiormente si y solo si existe M € IR tal que f(x) < M para todo x € A.
o [ estd acotada inferiormente si y solo si existe N € IR tal que f(z) > N para todo = € A.

e f acotada si y solo si f es acotada superior e inferiormente

acotada superiormente acotada inferiormente acotada
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Desafio 15.

Considerar las funciones f; que se muestran en la figura.

Yy Y y Yy
\ /ysz"_l | v=1-a P
1 & 1/ 1\ i z I

-1 figura 1 figura 2 figura 3 figura 4

|
i

1. Las funciones f; y f3 son funciones acotadas.
True False

2. La funcién f4 es una funcién no acotada.
True False

3. La funcién fy es acotada inferiormente.
True False

4. De todas las funciones mostradas en la figura, solamente la figura 3 estd acotada.
True False

5. De todas las funciones mostradas en la figura, solo una estd acotada inferiormente.
True False

Points:

IMath |
Wyl Pasas con 100%-

\

1. (3P*) El dominio de la funcién que muestra la figura es:
(a) (=00, 1JU (1,00) (b) (=00, 1) UL, 00)
(¢) (=00, 1) U (1, 00) (d) R

2. (3P%) El recorrldo de la funcién que muestra la figura es:
(a) (=00,0) U (0, 00) (b) (=00,0) U [0,00)
(¢) (=00,0] U (0,00) (d) R

ScoreField PointsField
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IMathi
AL ® ) S ] Pasas con 100%

1. (3P%) El vértice de la pardbola f(x) = —7(z — 4)% + 6 es:
(a) (4,-6) (b) (=4,6) (c) (4,6) (d) (—4,-6)
2. (3P%) El recorrido de la parabola f(z) = 5(z + 3)?
(a) [0,00) (b) (0,00) (¢) (=3,00) (d) (=o0,3)
3. (3P%) La pardbola f(z) = 222 + 4z — 4 tiene recorrido:
(a) (0,00) (b) [0, 00) (¢) [-6,00) (d) (=00, —6)
1
pts — .
4. (3P%) El recorrido de la funcién y = T2
(a) [0,1] (b) (0,1) (c) [0,1) (d) (0,1]
5. (3P%) El recorrido de la funcién f(z) = zi ? es
(a) R (b) R — {1} (c) z# -1 (d)y# -1
6. (3P) El dominio de la funcién f(z) = zi ? es
(a) R — {2} (b) R — {1} (¢) R - {0} (d) R —{-1}
Scor&ield PointsField
IMAath |
wildeadeidlll  Pasas con 100%.
1
1. (3P*) La asintota vertical de f(z) = 213 4 es:
(a) x =14 (b)y z=-3 (c)x=3 (d)z=-4
2. (3P%) La asintota horizontal de f(z) = xLH +9es:
(a) x = (b)yy=9 (c)x=9 (d)yz=0
1
3. (3P%) La asintota horizontal de f(z) = 1) es:
(a) x =—1 (b)yx=1 (c)z=0 (d)y=0
2
4. (3P%) La asintota oblicua de f(z) = x::— 7 oS
(a) y=z+1 b)y==z (c)y=z—1 (d)y=0
3
5. (3P') La asintota vertical de f(x) = 2x+ 7 est
(a) z=—1 (b)x=0 (¢) no tiene (d)yy=0
Scor:arField PointsField

Funciones definidas a trozos

Una funcién definida a trozos es aquella cuya expresion analitica contiene mas de una férmula,
esto es, para distintos valores de la variable independiente = se deben usar distintas férmulas que




Funciones reales

permitan calcular la imagen y que les corresponde.
Es imprescindible conocer qué formula usar con cada valor de x, por lo que cada una de las
formulas se acompana obligatoriamente de una condicién que especifica su dominio de aplicacion.

Ejemplo 2.3.5. Bosquejar la grifica de las funciones:

9 <9 -1, st —Hh<x<—2
x St T
x) = ’ x) =1 22, i —2<x<1
(@) {47 " o) ={a?,  si-2<a
8—3z, 1<z<4
qofp—— ¢ 5
i L P SR N
- 4 .
flz) =a? ﬁ ﬁ ﬁ |
_ _ _ _ / g(x)
-5 o] 2 5 10 f(z) 15 -5 0 - 5

Entre las funciones a trozos mas famosas tenemos; el valor absoluto y la parte entera.

Funcion valor absoluto

La funcién valor absoluto tiene por ecuacién f(x) = |z|. Para trazar la grafica observemos que:
o si x > 0, entonces f(z) = z, asi que la
parte de la grafica de f que se encuentra a

la derecha de x = 0, es la recta y = = que . 3 __y %
tiene pendiente 1 y que pasa por el origen. N ol \)4'
"
o Siz <0, entonces f(z) = —z, de modo que T
la parte de la grafica de f que se encuentra —+— ——t—r
a la izquierda de x = 0 debe coincidir con —-3-2-14+1 2 3
la grafica de y = —x, que es una recta con -2+  f(z)=|z|

pendiente —1 y que pasa por el origen.

Esto permite escribir la funcién valor absoluto como

f(x):{a: ,sixz >0

—r ,sixz <0

EJERCICIO 34. Mira la grafica superior para responder.

(a) {Presenta algin tipo de simetria? ;Qué tipo de funcién es?
(b) Determina su dominio de definicion.

(c) {Cuél es su recorrido?

(d) Halla intervalos de monotonia.

(e) ¢ Tiene funcién inversa?

Las funciones en valor absoluto se pueden resolver o graficar siguiendo los siguientes pasos:
1. Se hallan los puntos de “quiebre” (valor que anula la cantidad que va en el valor absoluto).

2. Se evalua la funcién tomando un valor a izquierda y otro a derecha del punto de quiebre.

3. Se representa la funcién resultante (dos segmentos de recta).
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Ejemplo 2.3.6. Trazo la grifica de f(x) = |z +2|.

Es claro que el punto de quiebre de la funcién es x = —2, alli se produce el menor valor de la
funcién (vértice). En este punto se “separa” la curva en dos segmentos de recta. Un par de
valores a derecha e izquierda de este punto critico nos dan una idea de como va la grafica

lz+2[ | 0 [ 1 [2] 1] 2

Observacion. Si tienes dudas en las actividades siguientes, recuerda que el Symbolab te ayuda.
https://es.symbolab.com/graphing-calculator

Desafio 16.

Considerar la grifica de la funcién f(z) = 2% — 422.

y

| T
-2
—4
1. La gréafica de la funcién g(z) = —|z* — 422| es la figura (a):
Y 1 Y
- T
4
-2
2 figura (a) figura (b)
—4
r
-2 1] 2
True False
Points:

Funcidén parte entera

La funcién parte entera hace que a cada numero real, se le asigne un ntimero entero, y este
numero ENTERO que se le asigne, debe ser el mayor entero que es menor que x. Otra cosa
interesante es saber que como entre dos enteros, hay infinitos decimales, todos esos decimales
tendran la misma imagen, pues la parte entera se define como el entero anterior.

flz) =[z] =max{k € Z] k < x}

Esta funcion se conoce también como “funcién escalera” o “escalonada” por la forma de su
grafica.



https://es.symbolab.com/graphing-calculator

Funciones reales

Actividad 16. Para graficar la funcion parte entera se completa la siguiente tabla

x| 2] -1,5]-1]-05]-04]-01]0]0,1]0,2]0,5[1]1,5]2

[z] | —2 -2 -1 -1 -1 -1 ]0]| O 0 0 1 1 |2
'
-3 ()
-2 ze[-21) T ._:_O
-1 z€[-1,0) o =
flay=30  weo1) SN S
1 1‘6[1,2) — -2
> pepy) — b @)=l

2.3.10 Combinacién de funciones

Vamos a crear nuevas funciones a partir de funciones dadas, esto lo haremos haciendo uso de
operaciones algebraicas. Las funciones que obtendremos seran la suma, la diferencia, el producto,
el cociente y la composicién de funciones.

Definicion 2.3.7. Sean f y g funciones cuyos dominios son D f y Dg respectivamente; entonces,
las funciones f+g, f—g, f-g, g llamadas suma, diferencia, producto y cociente, respectivamente,
se define de la manera siguiente:

(f +9)(x) = f(z) + g(x), para cada x € Df N Dg
e (f—9)(=) = f(z)—g(z), para cada x € Df N Dg

e (f-9)(x)=f(x)-g(x), para cada x € Df N Dg

. <§> (x):%, con g(x) #0 yx € Df N Dy

Ejemplo 2.3.8. Sean f(z) =V +1 y g(x) = x + 2, entonces:
« (f+9)1)=f1)+9(1)=v2+3
« (f=9)0)=f(0)—g(0) =1-2=-1
e (f-9)1)=f(1)-9(1)=Vv2-3=3V2

f f) _v2
) <g> @ g(1) 3
Funcién compuesta

La funcién compuesta es aquella que se obtiene mediante una operacién denominada composicion
de funciones, que consiste en aplicar de manera sucesiva las funciones que forman parte de la

operacion.
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Ejemplo 2.3.9. La idea de las mdquinas permite una comprension sencilla del proceso. Si
g(z) = 22 + 1 es nuestra primera funcion (funcion de entrada), y f(z) = \/x es la funcién que
se aplica a la funcién de entrada, entonces resulta como salida otra funcion, que llamamos h, y
tal que

h(z) = f(g9(x)) = Va2 +1
U PRV

x— g ——rtl—= f _
entrada l J ) salida

En general, dadas dos funciones f y g cualesquiera, empezamos con un ntimero x en el dominio
de g y logramos su imagen g(x). Si este nimero g(z) estd en el dominio de f, podemos calcular
el valor de f(g(x)).

Trabajo con mi profe

EJeERcIcIO 35. La figura muestra dos maquinas, la primera es f y la segunda g.

9

T — f duplica > suma 1 — g(f(z))

Si por la maquina f entra z = 2, determina la salida en la maquina g

(a)
(b) Halla (g0 f)(2) = 9(f(2)) =
(c) Encuentra g(f(0)) =

(d) Escribe la férmula de g(f(z))

EJERCICIO 36. La figura muestra las dos maquinas anteriores. Ahora actiia primero g.

g

—> f > [fly(z))
suma 1 duplica

Si en la maquina g entra z = 2, halla el valor de salida en la maquina f

Escribe la féormula de f(g(x))
Anota tu conclusién de estas dos actividades.

(a)
(b) Encuentra f(g(0O)) =
(c)
(d)
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Definicion 2.3.10. Sean f: A — B, g: B — C funciones. La funcion go f: A — C tal que
(go f)(xz) =g(f(x)), se llama funcion compuesta de f y g. De manera andloga se obtiene f o g.

Gréficamente podemos representar la funcién compuesta de g y f como

gof

Observacion.

o Los valores g(x) deberén estar en el dominio de f para poder realizar (f o g).

o Los valores f(z) deberén estar en el dominio de g para poder hacer (g o f).

Ejemplo 2.3.11. Hallar la composicion f(g(x)) si tenemos f(x) =2x +3 y g(z) =z + 1.

En este caso se trata de componer una funcién lineal con otra lineal
flgx)=fz+1)=2(x+1)+3=22x+5

Ejemplo 2.3.12. Sean f(z) = /z y g(x) = 22 — 3. Te muestro (f o g)(x), (go f)(x) y sus
dominios.

¢ El dominio de la funcién f es

dom(f) ={zx € R/ x>0} = [0,00)

e El dominio de la funcién g, una recta, es

dom(g) =R
e La compuesta de f con g es

(fog)(x) = flg(z)) = f(2x = 3) = v2u -3

y su dominio:
dom(f o g)(x) = {x € R/ 20 —3 > 0} — [g,oo)

e La composicién de g con f es:

(go fl(x) =g(f(x)) = 9(Va) =2z -3

su dominio

dom(go f)(z) ={z € R/ x>0} =[0,00)
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IMathi
AL ® ) S ] Pasas con 100%-

1. (3P%) Para las funciones f(z) = /z, g(z) = 1 — 22, la funcién (go f)(x) es:

(a) 1— 22 (b) 22 —1 (c)x—1 (d)1—=z
2. (3P') Para las funciones f(z) = 2331— 7Y g(x) = é, la funcién (f o g)(x) es:
x 1 T 2—-x
() 2 0) 5= (0) g2 2
2

3. (3P®) Para las funciones f(z) =1 —xy g(x) = pERE la funcién (f o g)(x) es:
x

(a) ’/QQL—H (b) :c21— 1 (c) no existe (d) ”ﬁ;—i—l

4. (3P%) Sean f(r) =z — /3 para z € (—2,5] y g(x) = x + /3 con = € [-5,2]. El dominio de
la funcién (f - g)(x) es:

(a) [=2,2] (b) (=2,2] (c) [=2,2) (d) (-2,2)
5. (3P%) Si f(x) = 3z + 2, entonces (f o f)(z) es:
(a) 9z + 8 (b) 849 (¢c) 9z — 8 (d) 8 —9
ScoreField Poin;erield

2.3.11 Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

Esta clasificacién obedece a la forma en que estan relacionados los elementos del dominio con los
del codominio. Por tanto, es fundamental dar a conocer el dominio de la funcién y su codominio.

Funciones Inyectivas

Te presento una primera aproximacién a este concepto.

Actividad 17. La figura muestra dos aplicaciones en un esquema sagital

AvARTAWS
) U

1. Determina st ambas aplicaciones son funciones.

2. Busca alguna diferencia entre estas aplicaciones
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Actividad 18.

La figura tiene por dominio el conjunto
de los ntimeros reales y por codominio el

. . 2.4)
conjunto de los reales no negativos.

1. Traza una recta paralela al eje = y
sobre el recorrido de la grafica. jesta
recta intersecta a la grafica en mas
de un punto?

2. Proporciona dos elementos del do-
minio que tengan igual imagen.

Definiciéon 2.3.13. Una funcién f : A — B es inyectiva si a valores del dominio distintos,
corresponden imdgenes distintas. Fsto es,

x1 # vy = f(x1) # f(x2)

lo que equivale a decir:
f(z1) = f(z2) = 21 = 22

En términos gréaficos esto significa, que:

en el rango de la funcién, a saber f(A), cualquier recta paralela al eje x
corta al grafico de f en a lo mas un punto

Ejemplo 2.3.14. Pruebo que la funcion f(x) = 3z — 2 es inyectiva.

ijSiempre! se parte de imagenes iguales y se llega a pre-iméagenes iguales. Esto es,

f(z1) = f(x2) = 21 = 22
Para este ejemplo esto significa que
flx1) = f(xg) = 321 —2==3x9 — 2
al cancelar términos semesjante
3r1 =319 = 1 = T9

Esto prueba que la funcién es inyectiva

Ejemplo 2.3.15. Pruebo que la funcién f(x) = 2® — 1 es inyectiva.

flar) = fla2) = af —1 =123 -2

al simplificar

x?zx%:x?—x%zo

se factoriza
xi’ — a:% =0< (21 — J)z)(l‘% + x1729 +$§) =0

La tnica forma de que este producto sea cero, es que el factor x1 — zo = 0, de lo cual

T1 = T9 la funcién es inyectiva
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Funciones Sobreyectivas

Actividad 19. La figura muestra dos aplicaciones en un esquema sagital

AL
C/ O

2. sBusca alguna diferencia entre estas aplicaciones.

1. Determina si ambas son funciones.

Definicion 2.3.16. Una funcion f : A — B es sobreyectiva si todo elemento del codominio se
encuentra conectado con uno del dominio.

VyeB 3 z€A tal que y= f(x)
En términos graficos, esto significa, que:

en el codominio de la funcion: toda recta paralela al eje x debe cortar al
grafico de f

Dicho de otra forma: Una funcién f es sobreyectiva cuando el recorrido de la funcién es igual al

codominio, es decir, cuando todos los elementos del conjunto de llegada son imagen de por lo
menos un elemento del dominio.

Actividad 20. Determinar, de las aplicaciones en diagrama sagital siguientes, si alguna de ellas
representa una funcion sobreyectiva.

f g

'Y x” 7 ay
> T/
--

“

Dada cualquier funciéon f, siempre es posible construir una funcién sobreyectiva considerando

f:A— f(4)

Las funciones que son inyectivas y sobreyectivas se llaman biyectivas.
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Actividad 21. Entre las siguientes aplicaciones, determina cudles son inyectivas, cudles so-
breyectivas, y si existe alguna biyectiva

m —
F’f H\\G Wff ‘ME‘T

ol g —

Ejemplo 2.3.17. Te muestro que la funcion f(x) =+/x es sobreyectiva.

Para ver esto se supone que existe un elemento y € rec(f), y se prueba que este y satisface
f(z) =y. Como f(x) = \/x, entonces

Vi=y=z=y
Con esto, el elemento z del dominio que tiene de imagen al y es y?. Verifiquemos esto

D) =\ =y

Esto prueba que todo elemento del recorrido esta ligado con uno del dominio. Por tanto, la
funcién es sobreyectiva. Ademaés, por ser inyectiva y sobreyectiva es biyectiva.

Trabajo con mi profe

2z -7

- 999999999999 99 999999 99 999999999999 99 99 99 99 99 99 90 )
Tx + 3

EJERCICIO 37. Dada la funcién f(z)

(a) Determinar dominio de la funcién

(b) Hallar el recorrido de la funcién

(c) Usar la definicién para probar que la
funcién es inyectiva.

(d) Probar que la funcién f es sobreyectiva
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Desafio 17.

La funcién de la figura tiene dominio y codominio los reales.

1\
i 4 0 \y 2
i

flz)=22% — 2 —3z+1

1. La funcién dada es inyectiva.
True False

2. La funcién dada es sobreyectiva.

True False
3. La funcién dada es biyectiva.
True False
Points:

2.3.12 Funcidén inversa

Una forma sencilla de visualizar la existencia de la funcién inversa y sus requisitos es mediante
diagramas sagitales.

Actividad 22. Observa la funcion f dada en diagrama sagital

f B

N

o A
)
_-.y‘

)
~_

1. Determina si la funcién es inyectiva y/o sobreyectiva.

2. jse puede invertir la correspondencia? Esto es, jse puede construir una funcién g : B — A?
3. Anota el conjunto de imagenes de f.

4. Anota el conjunto de imagenes de g.

5. Calcula fogy go f. jalguna conclusién?

6. /Es cierto que g “deshace” lo que f “hace”?
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Actividad 23. Para las funciones del diagrama siguiente ;se puede invertir la correspondencia?

X X Y
1 D D
2 *B ' B
3 *C I C
4 A

Desafio 18.

» El requisito que debe cumplir la funcién f para tener inversa es ser:

Definicién 2.3.18. Dada una funcion f: A — B, se llama funcidon inversa de f a la funcion
g: B — A tal que se cumplen las siguientes condiciones:

(gof)lx) == (fog)(x) =z
Se usa la notacion g = f~1, y se dice también que la funcién f es invertible

La figura siguiente muestra el proceso indicado en la definiciéon de funcién compuesta entre f y
su inversa f~1

. . ) . :
Entrada x M flz) % i J|_f_;l‘|::1":|]=_';:

Se aph ! N
Entrada x ﬂ}- i)

Sodplal s |f(5 @) ==

Se verifican también las siguientes propiedades.

e Una funcion tiene inversa si, y sélo si, es biyectiva.

¢ La funcién inversa de una funcién es invertible, y su inversa es la funcién original.
(fHt=f

e La composicion de dos funciones invertibles es invertible, y su inversa es la composicién de
las inversas de los factores pero con el orden invertido. Esto es,

(gof)y t=/f""og™!

Desafio 19. Verifica esta propiedad para las funciones f(z) =2z + 1y g(z) =3z —1

El uso de diagramas sagitales permite claridad en los conceptos, pero no es 1til en los casos
practicos.

Te muestro otra forma didactica, a partir de la cual se entra en el estudio de la inversa, y que
permite luego aplicarla en la préactica.
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La maquina de la inversa

A la méquina que deshace (o invierte) todo lo que hace una funcién dada se le llama la funcién
inversa de la funcién dada. Asi por ejemplo, lo inverso de “duplicar por dos” es “dividir entre
dos” y lo inverso de “aumentar en uno” es “disminuir en uno”.

Vamos a usar esta idea para estudiar funciones inversas.

a b a
—_—> f | —_—
w

maguina que hace maguina que deshace

Asi, si f toma a y lo transforma en b, entonces f~' deshace lo que hizo f para que recibamos
como salida el mismo valor, a, con que comenzamos.

Actividad 24. Para la mdquina de la figura (a), la mdquina inversa debe hacer el proceso, que
muestra la figura (b), que anotamos ahora de izquierda a derecha como muestra la nueva figura

(c)

= ) b 12 r+1
figura (a)
T | * D -1 |y =2x+1
figura (b)
y —>» -1 : 2 =

figura (c)

r—1
2

Se tiene asi que; f(z) =2z 41y que f~(z) =

La inversa desde la férmula

Un procedimiento més sencillo y general de hallar la funcién inversa, si se cumplen las condiciones
de existencia, de una funciéon y = f(x) es la siguiente:

1. Intercambiamos x e y en la ecuacién y = f(x)
2. Despejamos y en la ecuacion resultante, con lo que obtenemos la funcién inversa.

3. El dominio de la funcién inversa es el rango de la funcién original y el rango de la funcién

inversa es el dominio de la funcién original.
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Actividad 25. Se considera la funcion y = f(z) =3z — 1

Para hallar la inversa intercambiamos x e y
y=3dr—-1=zx=3y—1

Se despeja y

o+
Y=73
Esta es la inversa:
) =T

Desafio 20.

o B Sea f(x) =2x+ 1, calcular el valor de a + b, si se sabe que

fla)y=5, fHb)=17

a+b=

Inversa desde la grafica

Si un punto con coordenadas (a,b)

estd en el grafico de la funcién f, Il ¥y
entonces f(a) = b y por lo tanto
f~Y(b) = a, luego el punto con
coordenadas (b,a) estd en el gra- ..._.._E?.’_a}___ )

fico de la funcién f~!. Ademas, si | o f
simetrizamos el punto (a,b) con re-  |fucudln ....i...;'L....;';: (a.5)
specto la recta y = x, obtenemos el “1
punto (b,a). Por lo tanto, el gra- "
fico de la funcién f‘l se obtiene - H -\
simetrizando el grafico de f con re-
specto a la recta y = .

Ejemplo 2.3.19. Se considera la funcion y = f(x) = 2x

La funcién dada (una recta) es claramente biyectiva y podemos hallar su inversa

X

De esta manera, la inversa de f(x) = 2x es f *l(a:) = g Veamos algunos valores para graficarlos

y verificar su simetria.

z [0 |1 |5 |8 0 |2 [10 [16
f@) o 2 [10 [16 0 |1 [5 [38

La grafica de estas funciones es la siguiente
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Ejemplo 2.3.20. Sea f: R — R funcion biyectiva y tal que f(x) =2x — 1
1. Hallar la funcién inversa de f
2. Verificar que (fo f~')(z) =2 y que (f~'o f)(z) = =.
3. Representar en un mismo sistema los graficos de f, f~'y g(z) = x
Solucién

I¥" Como y = f(x) = 2z — 1 despejando x se halla la funcién inversa
1
y:2m—1:>a::§(y+1)

Intercambiando = por y tenemos que
@) =+ 1)
& Para (f o f~')(z) se tiene:
(fo ™)@ = FU @) = fG+ 1) =2 S+ 1)~ 1 =2
® Para (f~'o f)(z) se tiene:

(o @) = 1 (@) = e -1 = S +1-1) =2

5 Estas son las graficas. Se observa la simetria de f y su inversa, respecto de la recta g(x) = .
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EJERCICIO 38. Sea f :[—3,00) — [0,00) biyectiva, y tal que f(z) = Vx +3
(a) Hallar la inversa f~! de f.

(b) Indicar el dominio de la funcién inversa.

(c) Hallar recorrido de f~!(z).

(d) Graficar f y su inversa en el mismo plano cartesiano.

2.4 Funcién exponencial

Conocemos expresiones del tipo y = x™, en donde x es llamada base y n es una constante llamada
exponente. Si intercambiamos de lugar la base y el exponente obtenemos una expresion del tipo
y = n” la cual recibe el nombre de funcién exponencial. Usando la notacién habitual, tenemos lo
siguiente:

Definicién 2.4.1. Sea a >0, a # 1. La funcién f : IR — IR" que a todo x asigna f(x) = a® se
llama funcién exponencial de base a.

La grafica de una funcién exponencial depende de la base a. Tenemos

funcién Y funcién
decreciente creciente

f)=a

a=1

flx)=da"

D=a=1

1 dom(f)=R

S—r T =T I

En base a las graficas anteriores, el dominio de la funcién exponencial es IR y su recorrido es
IR*. Se observa que:




Funciones reales

Todas ellas tienen un punto comin que es (0, 1).

Cuando a > 1 la funcién es creciente.

Cuando 0 < a < 1 la funcién es decreciente.

La gréfica de f tiene una asintota horizontal dada por y =0

B

Actividad 26. . Hago la grdfica de y =2% y dey =27%

Con algunos valores se puede construir una tabla y llegar a las graficas siguientes:

y y
10
T |y=2%
0 1 8
T ?
2| 4 .
3| 8
1| 12
—2 | 1/4 4
=3 | 1/8
1V oy=2 y=2"
0 X .\‘k X
6 -4 -2 'o 2 4° 0 2 4
La base ¢
Este es un caso particular para la base a > 1, ya que e = 2,71828 ... Una pequeia tabla y
tenemos su grafica.
il T
y y=e
x| &
0 1
| 1 e
1 2 | €
E -1 8_1
’_// = 6_2
=3 ] 1 1 E] &

De acuerdo a la gréfica esta funcién tiene las siguientes caracteristicas:

o Es una funcién creciente en todo su dominio.

 Su rango o recorrido es el conjunto de los ntimeros reales positivos: rec(f) = (0, 00)

e La recta y = 0 es una asintota horizontal.
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2.4.1 Modelacion exponencial

Las funciones exponenciales, en la forma
y(t) :yoaxa a >0, a# 1
tienen diversas aplicaciones:

e Sia > 1, entonces la funcién representa un crecimiento exponencial:

Cuando una cantidad crece exponencialmente, a partir de un valor inicial ¥y, la cantidad
final y(t) obtenida después de transcurrido un intervalo de tiempo ¢, viene dada por la
siguiente ecuacion:

y(t) = yoa*

en donde k es el porcentaje de crecimiento. Ejemplos de procesos crecientes en forma
exponencial son: el interés capitalizable continuamente, el crecimiento de la poblacién, la
inflacién y el crecimiento del PNB (Producto Nacional Bruto).

e si0 < a <1, entonces se trata de un decrecimiento exponencial.

Cuando una cantidad decrece exponencialmente a partir de un valor inicial ¥y, la cantidad
final y(t) obtenida después de transcurrido un intervalo de tiempo ¢, se describe mediante
la siguiente ecuacién:
y(t) =yoa ™

en donde k es el porcentaje de decrecimiento. Ejemplos de procesos decrecientes en forma
exponencial son: la descomposicién radiactiva, las ventas de un articulo al interrumpir la
publicidad, la devaluacién de ciertos bienes de capital (maquinaria) y el enfriamiento de un
objeto caliente.

EJERCICIO 39. En un cultivo de bacterias se ha descubierto que el nimero y de bacterias (en
millones), ¢ horas después de iniciado el experimento viene dado por la funcién

y(t) = 20e/3

(a) Determinar el ntimero de bacterias al principio del experimento.
(b) Hallar el ntimero de bacterias después de dos horas.
(c) Esbozar el grafico de la funcién.

Desintegraciéon radiactiva

La ley de Rutherford sobre la desintegracién radiactiva dice que el ntimero de dtomos de un
elemento radiactivo transformados en un tiempo determinado es proporcional al nimero de dtomos
de ese elemento que estén presentes en la sustancia. La férmula que describe la desintegracién es

de la forma:

y(t) = yoe M

donde:

1o es el nimero de atomos que hay en instante ¢t = 0.
o y(t) es el nimero de atomos que hay en todo instante ¢.

k es la constante de desintegracion del elemento.

t es el tiempo.
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Ejemplo 2.4.2. El plutonio 239 es uno de los productos radiactivos que se utilizan en los reactores
nucleares. Su vida media es de unos 24000 anos. Determinar la constante de desintegracién de
este isotopo, y la ecuacion que entrega la cantidad de polonio en cualquier instante de tiempo.

La ley que rige la desintegracién, para y(0) = yo es

y(t) = yoe ¥

Por otra parte, que la vida media sea 24000 afos significa que

(24000) = % — ype 24000k

Al cancelar
l — o—24000k
2

Al aplicar logaritmo

In2

~ 0,00002888

Sabiendo la cantidad inicial y la constante k se forma la ecuacion
y(t) —_ yoe—24000t

que permite el calculo de la cantidad de plutonio que hay en cualquier instante de tiempo t.

i
Ejemplo 2.4.3. . Se sabe que la concentracion en sangre de cierto tipo de anestesia
viene dada por la formula

y(t) =100 - (0,94)"

donde 100 es la dosis inicial en mg. y t los minutos transcurridos desde que se administro.
1. ;Qué cantidad de anestesia tiene el paciente al cabo de 10 minutos?
2. Representar grificamente la funcion.

Para la primera pregunta, basta con reemplazar en la formula ¢ = 10, Se tiene
y(10) =100 - (0,94)'° = 53, 86

Para la grafica se observa que la base 0,94 < 1, de modo que la gréafica es decreciente

y(t) = 100-(0,94)
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IMathi
AL ® ) S ] Pasas con 100%-

1. (3Pts) El dominio de la funcién f(z) = e*~! es:

(a) IR (b) R (c) R —{1} (d){zreR/z>1}
2. (3pts) La asintota horizontal de y = 2% es:

(a) y (b) z=0 (¢)x=-1 (d)y=-1
3. (3Pt ) La asintota horizontal de f(x) =1+ 2% es:

(a) y (b) z=0 (c)y=1 (d) z=1
4. (3pts) La funcién f(x) =277 — 2 corta al eje y en el punto de abscisa:

(a)x=1 (b) z=-1 (c)x=0 (d)z=2
5. (3P%) La funcién f(x) = 27% — 2 corta al eje z en el punto de ordenada:

(a) y =1 (b)y=0 (c)y=-1 (d)y=2
6. (3P") La funcién f(z) = 2% + 3 corta al eje = en el punto de ordenada:

(a)y=1 (b)y=0 (¢) no existe y (d)y=3
7. (3pts) La funcién f(x) = 2% + 3 tiene por asintota horizontal:

(a) y (b)y=0 (c)y=1 (d) y=-3

ScoreField PointsField

2.4.2 Funcién Logaritmica

Sea a > 0, a # 1. Sea x cualquier ntimero real positivo. La funcién logaritmica con base a se
define por

f(z) =log, >

el

Funcidn
creciente

=log,x

a>1
ot — X

yzlogax

O<a<1

Funcidn

we:iente

Se mantiene la conexién exponencial - logaritmo
y=log,x <= a¥==x

Caracteristicas de la funcién logaritmo

Mencionamos solo las pertinentes a este curso.
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o El dominio de la funcién logaritmo y = log, x es aquél para el cual los valores de x (su
argumento) es estrictamente positivo. Esto es

dom(f) = (0, 00)

e Su rango o recorrido (valores de sus imagenes) es todo el conjunto de nimeros reales. es
decir

rec(f) =R
e La funcién logaritmica es creciente si a > 1, y decreciente si 0 < a < 1.
e Sila base a = e tenemos la funcién logaritmo natural y = Inz

o El eje y, de ecuacién x = 0, es asintota vertical

Ejemplo 2.4.4. Calcular el dominio de la funcion logaritmica f(x) = logs(2x — 1)

El dominio esté formado por todos los elementos del argumento que sean estrictamente positivos.
En este caso,

1
2x—1>0=>2m>1:x>§

Por tanto, el dominio es
dom(f) = (5, 00)

Podemos agregar que = = % es asintota vertical. Pero, si vamos més alla, de seguro quieres

saber como graficar esta funcién. Te cuento que el sitio https://www.desmos.com/calculator/
ryn6lvobok?lang=es la hace siper facil.

A = teme )

r—=1
3 — 2 ——
2
—= X
10 14 15
x 1 514 2/3 ] 5/9
2 1| R log;(2r—1) [0 |1 |2] 3 | -1 | -2

A lo mejor quieres una idea para hacer el grafico a mano. Esta bien, te digo como hacerlo.
Como el argumento del logaritmo es 2z — 1 y la base es 3, elegimos valores, de x > %, que sean
potencias de 3.

e 2r—1=1=—=2z=1 e 2x—1=2"T—=zx=14
e 2r—1=3=2x=2 -2x—1:%:>x:§
e 2r—-1=9=2=5 e 2r—l=5g=ua=}



https://www.desmos.com/calculator/ryn61vobok?lang=es
https://www.desmos.com/calculator/ryn61vobok?lang=es
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Desafio 21. Considera la gréfica de f(z) =1+ logx

+Y

o » La coordenada z donde la curva corta al eje = es
xr=

Ejemplo 2.4.5. Hago el grifico de y = log j3(—4x)

De seguro se te pararon los pelos jcalmal. Es cierto que ese argumento tiene —4x, y se puede
pensar que no es posible que eso exista. Estudiemos este comportamiento. El dominio de la
funcién logaritmo son todos los valores que lo hacen positivo.

—Ar>0=—=4dr<0=2x<0

Estamos bien, el dominio es
dom(f) = (—00,0)

Con esto sacamos que z = 0 es asintota vertical. Ademads, la base cumple que 0 < % <1,la
funcion es creciente de acuerdo con el siguiente resultado

o g(x) =log,(—x) crece si 0 < a < 1.

e g(x) = log,(—x) decrece si a > 1

Con algunos valores tenemos su gréfica:

o Siz=—1se tiene log; /3(1) = 0. Tenemos el corte con el eje x
e Con un valor a izquierda de x = —% y otro a su derecha sabremos si la curva va por encima

o por debajo del eje =

— Six= —%, log1/3(9) = —2 < 0. La curva estd debajo del eje z en (—oo, —}1)
- Siz= —%7 log1/3(%) =1 > 0. La curva por encima del eje x en (—}1,0)

Esta es la grafica
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y=logy ;a(—4x)
IMAath |
sieldadetllll Pasas con 100%

1. (3P*) La inversa de la funcién f(z) = 2 — logy(4 — 2z) es:

(a)1—2% (b) 2 —2t== (c) 2—2% (d) 1 —2t-=
2. (3°*%) Si f(x) = log(,_4)(16 — z), entonces f(7) =

(a) 27 (b) 3 (c) 2 (d) 9
3. (3P%) La grafica de f(x) = log(x — 1) pasa por el punto:

() (~1,0) (b) (2,0) () (1,0) (@) (0,0)
4. (3rt) El dominio de la funcién f(z) = log, (1 — x2) es:

() (1,00) (b) (~1,1) (c) (~1,0) (@) (0,1)
5. (3P') La concentracién de un medicamento en un érgano al tiempo ¢ (en segundos) es

y(t) = 0,08 + 0,12 90%

Donde y(t) son gramos/centimetros ctibicos (gr/cm?). El tiempo en que el érgano alcanza
0,18 gr/cm? de medicamento es:

(a) 9 seg (b) 8,9 seg (c) 9,1 seg (d) 9,2 seg

ScoreField PointsField

2.5 Funciones Trigonométricas
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Actividad 27. La ecuacion P = 100 + 20sen 27t representa la presion sanguinea P de una
persona en milimetros de mercurio. En esta ecuacion, t es el tiempo en segundos. La presion
sanguinea oscila 20 milimetros por arriba y por abajo de 100 milimetros, lo cudl significa que la
presion sanguinea de la persona es de 120 sobre 80. FEsta funcion tiene un periodo de 1 segundo,
o sea que el corazén de la persona late 60 veces por minuto.

o FEncuentra la presion sanguinea ent =0,t=0.25,t=0.5,t=0.75 yt =1.
e Durante el primer sequndo, scudndo estuvo la presion sanguinea en un mdrimo?

e Durante el primer seqgundo, scudndo estuvo la presion sanguinea en un minimo?

Por supuesto que este problema lo vamos a resolver, pero necesitamos algunos elementos para
cumplir esta meta.

2.5.1 Elementos basicos

En trigonometria, los dngulos se posicionan en ejes de coordenadas. El vértice siempre se coloca
en el origen y uno de los rayos siempre se coloca en el eje-x positivo. Este rayo se llama lado
inicial del angulo. El otro rayo se llama lado terminal del angulo. A este posicionamiento del
angulo se llama posicién estandar. Se acostumbra utilizar letras griegas para darle nombre a
los angulos. El angulo que se genera se considera positivo si la rotacion es en sentido antihorario
y negativo si el angulo se mide en sentido horario. Las figuras siguientes muestran estos hechos.

) Ay | 9
I d a0 AY lado
ado terminal

terminal |
\< \ 0° 6 positivo
Il . x

lado inicial
- - X . - X

180° vértice| lado 360° P —
inicial Megamm
2?00 terminal

Ejemplo 2.5.1. Mira un par de ejemplos de dngulos en posicion estandar. Los lados terminales
son el mismo, pero representan dngulos distintos.

160°

= - X
r— ' _/

Angulo de referencia

Para cada angulo dibujado en la posicién estandar, existe un angulo relacionado conocido como
angulo de referencia. Este es el angulo formado por el lado terminal y el eje x. El dngulo de
referencia siempre se considera positivo, y tiene un valor entre 0° y 90°. A continuacién se
ilustran dngulos de referencia.




Funciones reales

135° 205°

4dngulo de
referencia  49°

i )
Y

4dngulo de 25°
referencia

El circulo unitario

El circulo unitario es un circulo en el plano de coordenadas. Su centro esta en el origen y tiene
un radio de 1 unidad. La ecuacién del circulo unitario es

2?4yt =1

Como el punto (x,y) comienza en (1,0) y se mueve en sentido contrario a las manecillas del reloj
alrededor del circulo unitario, el angulo 6 se mueve de 0° a 360°.

(x, ¥)

(—1,0) (=1, 0 (1,0)
> X

0, -1 0, -1

Ejemplo 2.5.2. Hallar las coordenadas exactas del punto (z,y) que muestra la figura.
Como el dngulo 6 = 45°, el punto (z,y) estd en la recta y = x. En la ecuacién
2?4+t =1
reemplazamos y por x para tener
P+t =1=2"=1

al despejar se halla que x = ‘/75 Se sigue que el punto es

(%)

27 2

Grados sexagimales y el radian

o Un grado sexagesimal (1°) es la medida del d4ngulo del centro que subtiende un arco igual
a una trescientos sesenta ava parte de la circunferencia.
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K . <~ 360

1 radian X o

o Un radian (1 rad.) es la medida de un dngulo del centro de circunferencia que subtiende
un arco de longitud igual a la del radio.

Ejemplo 2.5.3. Considerar la figura siguiente.

A
@ r
fig. 1 r
B r
A ‘% r
S '
Q 8
r fig. 3
o fig.2 fig. 4
e En fig 1: 5 mide 1 rad. e En fig 3: 5 mide 3 rad.
e En fig 2: 5 mide 2 rad. e En fig 4: f = 360° mide 27 rad.

En la figura 4 se observa que un angulo de 360° subtiende un arco de circunferencia completo de
medida 27r unidades, al dividir esta longitud por la medida r del radio, se obtiene 27, es decir

360° = 27 [rad]
Esta equivalencia permite establecer que

TR
Un comine [ JUEL
DEWD nY 1

GRADOS A RADIANES RADIANES A GRADOS
Multiplicar por Multiplicar por

o Y
1°= 2 frad]  (aff l[rad]:(@) V1

m L

.
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Ejemplo 2.5.4. Una pequena entretencion. Completa la ruleta “Ucraniana” con los radianes
que corresponden.

OJLJ" AY
20 120° 60°
medida 135 43 150° 20°
en radianes
ar ]
. 0 = X = X
- 180° 360°
medida \ )
en grados 210 330
225° 315° N
270° 240 | 300

TORPEDO 40. : TORPEDO 41.

(a) La ruleta del saber (a) Si aprendiste con los dedos, esto te traera
recuerdos

2.5.2 Las funciones trigonométricas

Si 6 es un nimero real que corresponde a
un adngulo en posicion normal y P(z,y) es
el punto donde el lado terminal del 4ngulo hY
corta a la circunferencia unitaria, entonces .-

se definen las seis funciones trigonométri- T P(z,
cas como sigue:

senf) =y cosf =x tgﬁzg,x#O
x

1 1
9=£,y750 secl=—, x#0 | cscld=—, y#0 cosB
Y Zz Y

[==}

2.5.3 Seno y coseno de 45°

Se considera la figura. El dngulo en
A es de 45°. Como el angulo en C
es de 90°, el angulo en B es de 45°,
de manera que el tridngulo ABC' es
isosceles. Se sigue que el lado AC
tiene la misma longitud que el lado
BC'. Por el teorema de Pitagoras A

(o X

|AC)? +|BC* =1

como |AC| = |BC|, entonces

2|BC*> =1 = |BC| = %
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El lado BC es el seno. Por tanto
sen(45°) =
Se sigue que el coseno tiene el mismo valor
cos(45°) = —

2.5.4 Seno y coseno de 30°

La figura muestra el dngulo de 30°.
Al copiar este dngulo en el cuarto
cuadrante y prolongar el segmento
BC se forma el tridangulo equilatero ;
ABD. Al ser equildtero, sus lados Al C
tienen la misma medida, por eso el :‘
segmento BD mide una unidad, de
donde se deduce que el segmento BC'
mide %

Este segmento representa al seno del dngulo, por tanto

1
sen(30°) = 3

Con este valor, y usando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo ABC se tiene que

cos(30°) = |AC| = ?

2.5.5 Seno y coseno de 60°

La figura muestra el dngulo de 60°.

El 4ngulo en C es de 90°, y el én- b B
gulo en B es de 30°. Estamos en )
un tridngulo rectangulo. Mirando ]
el tridngulo desde el angulo de 30°
el seno de 30° (longitud del cateto ! b0

opuesto) es la longitud del segmento 1‘ A C ;
AC, esto es !

sen30° = AC = %

Para determinar la medida de BC' se usa Pitagoras y se halla que

V3

sen 60° = -

se concluye que

e sen60° =

1
@ e cos60° = =
9 2
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2.5.6 Angulos de referencia

Considerar que 0 es un angulo en posicion estandar. El Angulo de referencia para 6 es el
angulo agudo 61 formado por el lado terminal de 8 y el eje z. La relacién entre 6 y 61 se muestra
a continuacion en la figura.

Cuadrante Il Cuadrante Il Cuadrante IV
y Ay Ay

/XY an e
| 6, II x | o,

f,

- |
i
<Y

Grados: #1 = 180° — 6 Grados: #, = 6 — 180° Grados: 6, = 360° — @

EJERcCICIO 42. Para ver si se entiende te propongo dos problemitas

(a) Halla el dngulo de referencia 6 = 300°
(b) Halla el déngulo de referencia § = —130°

2.5.7 Evaluacion de las funciones trigonométricas

Para evaluar las funciones trionométricas es necesario conocer sus valores en algunos angulos del
primer cuadrante (30, 45, 60) y en los ejes coordenados (0,90,180,270,360), ademés de los signos
de las funciones en cada cuadrante y tener muy clara la idea de los dngulos de referencia.

..........

=

INVITACION 43. °

En la figura te muestro los valores im-
portantes del primer cuadrante. Tu
tarea es descubrir esos valores. Traza
el segmento de recta que une el ori-
gen con cada uno de los puntos (uno
a la vez), luego formas el tridngulo
rectdngulo y descubres los valores
del seno y del coseno.

Ejemplo 2.5.5. Considera la figura siguiente para llenar la siguiente tabla con los signos de las
funciones seno y coseno

I cuadrante | II cuadrante | III cuadrante | IV cuadrante

senx

COS T
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Pz, —y)

Ejemplo 2.5.6. Te voy a sorprender. Mira la figura siguiente

AY

Estan indicados los angulos de 30°, 150°, 210° y 330°. Estos cuatro dangulos tienen un angulo de
referencia de 30°. Si recuerdas que el valor del seno es la segunda coordenada, entonces:

sen 30° = 1 sen 150° = 1 sen 210° = _1
2 2
sen 330° = —% cos 30° = \/73 cos 150° = —\/73

cos 210° = —\/73 cos 330° =

|
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INVITACION 44. L
LY
En la figura te muestro los va- - 5
(% 5 a5 5%

lores en 45° en un proceso simi-
lar al anterior. La idea es que
descubras los valores del seno y

=X
del coseno, con signo incluido,
en los cuadrantes restantes.
(—v'_ 2 W2 N2
T g

H J PUEDU

m
L

Desafio 22. Utiliza la figura para tu respuesta. Usa V para raiz, y / para divisién (V2=raiz
de 2)

1. (2P%) El angulo de referencia es:
2. (2P%) El valor del sen 120° es:
3. (2P') El cos 120° es:

Numero de preguntas respondidas correctamente:

Puntos obtenidos:

Porcentaje de exito:
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2.6 Reduccién de angulos

Los angulos entre 0° y 90° son los dngulos del llamado del primer cuadrante. Sus razones
trigonométricas son conocidas, y cualquier otro angulo mayor que estos, puede reducirse a uno
de ellos mediante los angulos de referencia, y sus razones trigonométricas coinciden con las de
éste, por lo que en la practica se utilizan estas férmulas con este fin.

Teorema 2.6.1. Las funciones trigonométricas de 180° mds o menos un dngulo agudo son
iguales a las mismas funciones del angulo agudo, con el signo correspondiente al cuadrante en
que se halla el dngulo obtuso. Esto es:

sen(m — a) = sen «

cos(m — a) = —cosa

tg(mr —a) = —tga

(m—a)=—« tg(m —a) = —tga (m—a)=—«a
sen(m + o) = —sen cos(m+ a) = —cosa tg(m+ ) =tga
(T+a)=«a sec(m + ) = —seca cse(m+ ) = —csca

Ejemplo 2.6.2.

e sen240° = sen(180° + 60°) = —sen 60° = —\/75.

o5

e c0s330° = cos(360° — 30°) = cos 30° =

Teorema 2.6.3. Las funciones trigonométricas de 360° mds o menos un dngulo agudo son
iguales a las mismas funciones del dngulo agudo, con el signo correspondiente al cuadrante en
que se halla el dngulo obtuso. Esto es:

sen(2m — a) = —sena | cos(2m — a) = cos tg(2m —a) = —tga

27T —a)=—«a sec(2m — a) = sec« csc(2m — o) = csca

sen(2m 4+ a) = sen« cos(2m + a) = cos tg(2m + o) = tga

2T+ a) =« sec(2m + o) = sec« cse(2m + o) = csca
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Actividad 28.

e sen 240° = sen(180° + 60°) = —sen 60° = —‘/T‘;’.
o c08420° = cos(360° + 60°) = cos 60° = 3.
Actividad 29. Reducir a su menor expresion:
send0® | cos20° | tg80° 2. sen 150° + cos 240° — tg 315° =

" sen 140° + cos160° = tg180°

2.6.1 Grafica de la funcion seno

Poniendo tu imaginacién al servicio del aprendizaje ludico, la construccién de la grafica del seno
se puede realizar de la manera como se muestra paso a paso en las siguientes figuras. Se supone
que se parte desde el angulo de 0°. La figura ilustra el dngulo de 39°. La linea roja representa al
seno, y a medida que se avanza sobre la circunferencia en sentido positivo, el mismo triangulo va
generando la curva que muestra la figura. La grafica que se forma (la linea roja) se dibuja de
manera continua. Finalmente debemos observar que de esta manera dibujamos la grafica del
seno en el intervalo [0, 27]. Como la funcién seno tiene periodo 27 la curva la podemos extender
a todos los dngulos.

Sen(30%)
1—— = =1 o~ -—
/’ ~ ,” .“‘-\\
// 1 A L4 ~
e - —---ﬂ ~
! 2 ~
I N
I =30° 1 I \(‘ I J >
! T T N 3 ’
! 0 N il L2
\ / - "‘ ~ N
\ / 6 2 o 2 e
e
~ -~ ”
~ - LY -
T R ~—m=-"

Observacion. Si tienes tiempo visita el sitio www.math.com.mx. Finalmente la grafica del seno
queda de la siguiente manera:

] _____________
IV i
R RN E P
2 1 1 l 1
L ' ! ! !
7 1 1 | I
1 | | | |
' l | | |
1 l | | |
| | i |
—T — s T
ELOE x 2m 3w 5w
6 4 3 2 T 1 6
e
2
N e
S
2
B i it

Como la funcién seno tiene periodo 27, su grafica que tenemos en [0, 27| se copia en los intervalos
(de longitud 27) siguientes y anteriores para ocupar todo el eje horizontal.
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40 -30 30 60 90 120 150 180N210 240 270 300 3307360 390 420 450 480 510 540N\p70 6(

2.6.2 Propiedades basicas de la funcién y = sen(z)

De la grafica de la funcién seno podemos inferir algunas propiedades:

 La funcién seno tiene dominio IR y rango el intervalo [—1, 1]
o La funcién seno es impar, es decir sen(—z) = — sen(x).
o La funcién seno tiene un periodo 2, es decir sen(x) = sen(z + 27).

o La funcién seno es acotada, es decir |sen(z)| < 1.

T
o La funcién seno tiene maximos (valor 1) en z = 5 +2km, ke Z.

3
o La funcién seno tiene minimos (valor -1) en x = ; +2km, ke Z.

2.6.3 Graéfica de la funcién y = cos(x)

La grafica del coseno tiene bastante similitud con la del seno. Con la tabla siguiente se puede

construir
x o| T | | |TW|2m | 3% 51 T 7m 4m | 3w | 5x | Tm | 11m | 27
6 | 43|23 | a | 6 6 3 121314l
f) (1|3 |{v2z| 1o | 1| V2| V3|-1| V3| _1]o0 |1 |y2|43 |1
21212 2] 2 2 2 2 2 1212
by
1
cos(x)
05
0 X
-0.5
-1

2n-3n/2 -m o-mf2 0 w2 wm 3n/2 2m
-360° -270" -180° -90° 90® 180° 270° 360°

La gréfica del coseno se puede obtener de la del seno trasladandola 5 unidades a izquierda.
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" y
cos(x)

05

0 =X
-0.5

-1

2w -3n/2 -m o o-m/2 0 w2 9w 3n/2 2m

-360° -2¥0° -180° -90° 90 180° 270° 360°

Observacion. En la pigina https://www.desmos.com/calculator/6zcupafgzw?lang=es puedes
ver una construccién del coseno

2.6.4 Propiedades basicas de la funcién y = cos(z)
De la grafica de la funcién coseno podemos inferir algunas propiedades:
o Las imédgenes de la funcién f(x) = cos(z) estan en el intervalo [—1,1].
e El maximo de la funcién se alcanza cuando x = 2k, con k € Z.
¢ El minimo de la funcién se alcanza cuando x = 7 + 2kw, con k € Z.
e Los ceros de la funcién se obtienen cuando z = § + km, con k € Z.
e La gréifica de la funcién es periddica, se repite cada 2km, con k € Z.

o La funcién coseno es par (es simétrica con respecto al eje y).

2.7 Gréafica general de la funcién seno
Vamos a estudiar la funcién general del seno que tiene la forma

y=asenb(x —h) + k

/"Ny
¥ desplazamiento de fase = h

/‘l\

Amplitud = a

N_oy=k

S I N,
- Periodugg%

y=asenb(z—h)+k

o Eje de referencia: Es la recta horizontal y = k que divide a la sinusoide en dos porciones
equivalentes. Se conoce también como desplazamiento vertical.



https://www.desmos.com/calculator/6zcupafgzw?lang=es
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o Amplitud: Es la distancia vertical que existe entre el eje de referencia y la parte mas alta
o la parte més baja de la sinusoide (cambia el tamano de la funcion)

o El periodo: El periodo o longitud de onda P es el tiempo necesario para que la funcién
ejecute un ciclo completo.

P=—
b

e Frecuencia: La frecuencia es el nimero de veces que la curva seno o coseno se repite en el

periodo. Usamos la letra b.
27

=P

e Desfase: El valor de h produce un desplazamiento horizontal de la grafica. Si h > 0, el
desplazamiento es hacia la derecha. Si h < 0 el desplazamiento es hacia la izquierda.

e Fin del ciclo: Es donde termina la grafica de la funcion, es h + P

Ejemplo 2.7.1. Hallar los elementos necesarios para realizar la grdfica de y = 3senx

Haremos un tabla para no olvidar los elementos que se necesitan para la gréafica

eje de referencia | amplitud | desfase | periodo | frecuencia | fin de ciclo

k=0 a=3 h=0 2m 1 04 27

Para realizar el gréafico se deben hallar los “cototos” de la grifica (maximos y minimos ) en [0, 27],
como también los ceros de la funcién.:

T 5T
e Los maximos habituales del seno estan en 5 Luego

7r )
=3 T = g, fuera del intervalo.

3m 7
e Los minimos habituales del seno estan en g, g Luego

s

T

5
T = g, ifuera del intervalo!

e Los ceros del seno estan en 0,7, 27, 37, 47, etc. Se tiene:

Estos valores estan dentro del intervalo. Todos los valores hallados se muestran en la figura.
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y = 3senx

\ 3 X

y = senx

El tnico cambio respecto de la ecuacién y = sen z es la amplitud
Ejemplo 2.7.2. Indicar los elementos que se necesitan para graficar y = 3sen(2z) + 2

La tabla de datos es la siguiente

eje de referencia | amplitud | desfase | periodo | frecuencia | fin de ciclo

k=2 3 h=0 | P=n | b=2 T

Se deben hallar los “cototos” de la grafica (maximos y minimos ) en [0, 7], como también los
ceros de la funcién.:

T om
e Los maximos habituales del seno estan en 5 g Luego
™
20=——=—zx=—
2 4
Este valor sirve pues estd en el intervalo senalado (el 2z es el argumento del seno)

5 57r: 5w
T = — r=—
2 4

este valor no sirve, es mayor que 7.

3
e Los minimos habituales del seno estan en ?ﬁ’ ; Luego

9 3T . 3T

T =— T =—

2 4

Este valor sirve pues estd en el intervalo senialado.

9 7 . T

T =— T =—

2 4

este valor no sirve, es mayor que 7.

e Los ceros del seno estan en 0, 7, 27, 37, 4w, etc. St tiene:

20 =0=2x=0
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™

2:L’=7T=>.%‘=§
e =2r—x=m

con estos valores estamos dentro del intervalo. En la figura aparecen remarcados

Ay
y = 3sen(2x)+2

-
4
3
Yy
/-‘m -SHIV—H -mz\/o rr.fz\l'}'r 311:2\/211 =X
-1 &

2.7.1 Grafica general del coseno

Il
[

Al igual que la funcién seno, el coseno tiene una forma general, que incluye todos los casos
particulares de ella. Esta ecuacién es

y=a-cos[b(x —h)]+k

La figura muestra la curva general del coseno. En ella, a es la amplitud, k el desplaza-
miento vertical, P el periodo o longitud de onda, b la frecuencia angular (b- P = 2m),
y h el desfase (la distancia entre el eje y y su valor méximo)

N[ /
L/

=

y = a-cos[b(z—h)|+k

Ejemplo 2.7.3. Hago el grifico de la funcion y = 2 cos(x) y la comparo con y = cos(z).

En la tabla siguiente comparamos los elementos entre ambas funciones
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eje referencia | amplitud | desfase | periodo | frecuencia | fin ciclo

cos(x) k=0 a=1 h=0 | P=27 b=1 27

2 cos(x) k=0 a=2 h=0 | P=2n b=1 27

La tnica diferencia es el valor de la amplitud. El proceso para graficar, ya lo conoces, maximos,
minimos y ceros.

o Los maximos habituales del coseno (1) estan en 0, 27. Luego

x =0, z =27 ambos en [0, 27|

o Los minimos habituales del coseno (-1) estdn en 7, 3. Luego
x =, el tinico que sirve

3T 57 .
—, etc. Se tiene:

) T
e Los ceros del coseno estan en 335

En la figura aparecen remarcados

ol =1 |
|

-2

Ejemplo 2.7.4. Graficar la funcion y = 1+ 2 cos(2x)

Como siempre, una tabla

eje referencia | amplitud | desfase | periodo | frecuencia | fin ciclo

y=1 a=2 h=0 | P=m b=2 m

o Los maximos habituales del coseno (1) estan en 0, 27, 4m. Luego
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20 =0=—=2x=0 e =2r—x=m

o Los minimos habituales del coseno (-1) estan en 7, 37. Luego

_ _T 3T
Qx—ﬁ:x—a 2x=37r=>x=7fuerade[0,7r]
3m 5
e Los ceros del coseno estan en g, g, g, etc. Se tiene:
7T m 3m 3
2 = — = = — —_ —_
L 9 €z 4 2x = 2 == = 1

En la figura aparecen remarcados los puntos hallados

Ejemplo 2.7.5. Hallar la amplitud, periodo, frecuencia y desfase de la funcion

y:2cos<3x—g)—3

Primero, la tabla, tablita, tablén

eje referencia | amplitud | desfase | periodo | frecuencia | fin ciclo

ol
w
o

o Los maximos del coseno (1) estan en 0, 27, 4w. Luego
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s

s
3m—§:0:>93:€ 3r — —=2m =1 = —

o Los minimos habituales del coseno (-1) estdn en 7, 37. Luego

3 T

3 T —
r— - =T r =
2 6 2

3m 5
e Los ceros del coseno estan en g, g, g, etc. Se tiene:
3 T T N 27 3 T 37 . 47
r—— == r=— r——=— r=—
2 2 6 2 2 6
La gréafica es la siguiente
u
T 27l I ir 5w &
§ & 6 6 &
m
h=g
-1
3
E=-3
4
m
y=2cﬂs(3$——)—3
2
5

2.7.2 Funciones trigonométricas Inversas

Las funciones trigonométricas son todas periddicas, de modo que las graficas de ninguna de ellas
pasa la prueba de la linea horizontal para ser inyectiva. Esto significa que ninguna de ellas tiene
una inversa a menos que el dominio de cada una esté restringido a hacer de ella una funcién
inyectiva.
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Restricciéon para y =senx

I L
I 1
I | Y =senr
\ | I
4 ¢ > X
-3n -2 - /2 Jlo 1nf2 n 2n Br:\
1-90% | 90°

+ Se restringe el dominio de f(z) = senz al intervalo [—-7, 5] para hacerla inyectiva y
estrictamente creciente.

En estas condiciones existe la funcién inversa de sen z, que se denota arcsen x.
T T
arcsen : [—1,1] — [—5, 5]

arcsenr =y <— r = seny

A partir de lo cual se satisface:

™ ™
arcsen(senz) =z, —— <uz<—
2 2
sen(arcsen(z)) =z, —-1<z<1
4y Ay
n/2) /2]
90° 90° iF
arcsenx 4
s
P
n/a n/4] ’
a5° | a5° 4" senx
0 ]
R /2 1 X /2 n/8 n/a n/2 X
-90° -a5° a5° 90°
/s Y = ATCSENT a0
-45° s -45°
Id
P4
r
Rikd »* /2]
-80° .80°

La grafica de la funcion arcoseno es simétrica a la de la funcion seno respecto a la recta bisectriz
del primer y tercer cuadrante y = x.
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Actividad 30. Completa la siguiente tabla:

Funcién Expresion equivalente | Solucién
acse(l) sen(y) 1 T ™
= arcsen(— n(y) ==, —— Z —
Yy 9 Yy 9’ 9 = Y= 9 Yy 6

1
Yy = arcsen(—i)

y = arcsen(—1)

V2
y= arcsen(—T)

|G

y = arcsen(—

y = arcsen(0)

Restricciéon para y = cosz

e Se restringe el dominio de f(x) = cosx al intervalo [0, 7] para hacerla inyectiva.
En estas condiciones existe la funcion inversa de cosx, que se denota arccos .
arccos : [—1,1] — [0, 7]
arccos T =y <= T = Cos Y

Se verifica que:
arccos(cosz) =z, 0<z<m

cos(arccos(z)) =z, —-1<z<1

La grdafica de la funcion y = arccos x se muestra en la figura izquierda que sigue, y en la figura
derecha junto a su funcion inversa y = cosx
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le ' Al
1;05 b 4 /
Y= arccosc
an/a 4
135° y=x
Y= arccosr
1
n/2
20°
} i T
nfal -2 1T il
45°
Y=cosr ]
g —= 2
1 af2 0 15 1

Actividad 31. Completa la siguiente tabla:

Funcién Expresion equivalente | Solucién

w3

,0<y<m y=

| =

1
y= arccos(§) cos(y) =

Y= arccos(—ﬁ)

y = arccos(—1)

V2
Y= arccos(—7)

V3
)

y = arccos(—

y = arccos(0)
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1

. (37%) La operacién sen® 60° — 4(1 — sen 30° 4 sen 45° - cos 45°) da como resultado:

(a) - (v (c) —2 ()2

. (3P%) El valor de x para que en la expresion siguiente se de la iqualdad es:

N

cos A cos A 2

1+senA+ 1—send =z

(a) x = cos A (b) x =sen A (c)x=1 (d) x =tg A

w

1
. (3*%) La amplitud de la funcién y = —3 CosS X es:

()1 (b) 5 (c) 5 ()2

I

. (3P%) El periodo de la funcién y = 4 cos (g) es:

(a) 21 (b) 4 (c) (d) g

1
5. (3P%) En la funcion g(x) = 5 cos E(x — 37) el desfase es:
3T
(a) h = 3w (b)hz; (¢c) h=4r (d) h =5
6. (3P%) Los ceros de g(t) = cos (t - %) en [0, 27] son:
3T 3 3w T 3w
(CL) 9 (b) A4 (C) 14 (d) 0, 2w

LN

. (3%) La funcién seno de la figura es:

<——Periodo m——

0 1 LR
4 2 4
Amplitud 3
sl

(a) 3sen (z — ) (b) 3sen (x + T) (c) 3sen (x — %) (d) 3sen (x — T)

ScoreField PointsField
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El siguiente grifico representa una funcion de la forma y = asenb(x — h) + k

N

Xy

117 3n/4 on/4 T4 gmi4

bbb b s

1. (3P%) El desfase es:

(a) h=m (b)h:§ (c)h:Z

2. (3P%) La amplitud de la funcién es:
(a) a=3 (b) a= -3 (c)a=5
3. (3P%) El periodo de la funcion es:

(a)P:Z (b)P:z%r (c)P=n

X

rr7 3mi4  \5m4  Tw4  9mi4

b4 b b L

4. (3P ) El desplazamiento vertical de la funcién es:

(a) k=1 (b) k=0 (c) k=—2

5. (3P%%) La ecuacién de la funcién es:

(a) y=3sen(x+ ) —2 (b) y =3sen (z —

(¢)y=3sen(x—7F)+2 (d) y = 3sen (x —

ScoreField PointsField

(@) h=—2
(d)a=1
(d) P=2n
(d) k=2
-2
5) -2
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La ecuacion P = 100+ 20sen 27t representa la presion sanguinea P de una persona en milimetros
de mercurio. En esta ecuacion, t es el tiempo en sequndos. La presion sanguinea oscila 20
milimetros por arriba y por abajo de 100 milimetros, lo cudl significa que la presion sanguinea de
la persona es de 120 sobre 80. FEsta funcion tiene un periodo de 1 sequndo, o sea que el corazon
de la persona late 60 veces por minuto.

y

120

11O

1. (3P¥) La presion sanguinea al inicio (t =0) es de:

(a) 120 (b) 100 (c) 80 (d) 0

2. (3P%) Durante el primer sequndo, la presién sanguinea tuvo un mdzimo en:

(a) t=0,30 (b) t=0,15 (¢)t=0,10 (d) t=0,25

3. (3% ) Durante el primer seqgundo, la presion sanguinea tuvo un minimo en:

(a) t=0,45 (b) t=0,55 (c)t=0,75 (d) t = 0,65

ScoreField PointsField
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Geometria Analitica

Este es el cuaderno de auto aprendizaje, presenta un resumen de los contenidos del programa de
la asignatura, establece una ruta para el desarrollo de estos contenidos y colabora en el logro de
tu aprendizaje.

Nuestro amigo SuperCrazy nos sigue acompariando y ayudando. No es visible, pero lo puedes
considerar tu ayudante de cabecera.

3.1 Introduccién

La Geometria Analitica es un puente entre el Algebra y la Geometria que hace posible resolver
algebraicamente problemas geométricos, como también resolver geométricamente problemas alge-
braicos.

Objetivos Generales

e Dada una grdifica en el plano de coordenadas, encontrar la expresion algebraica correspon-
diente.

e Dada la expresion algebraica, determinar la grifica que le corresponde.

3.2 Sistema de coordenadas rectangulares

Un sistema cartesiano, o de coorde-

nadas rectangulares se forma en un .
eey

plano con dos rectas perpendiculares

que se intersectan en un punto que es cuadrante 4 cuadrante

el cero (0) de cada recta. Este punto 1 3t I

de interseccion se llama origen del f T

sistema y se denota con la letra 0. — L cje =
La recta horizontal se conoce como S

eje de las abscisas (x), y a la recta cuadrante :: cuadrante
vertical como eje de las ordenadas 111 af v

(y)-

Estos ejes dividen el plano en cuatro regiones, llamadas cuadrantes, que se numeran del I a
1V tal como lo muestra la figura. Los ejes x e y se deben graduar, pero mo necesariamente sus
escalas deben coincidir. Por lo general se toman las mismas escalas. La figura muestra el caso
en que son diferentes.
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3.3 Abscisa y Ordenada

Sea P un punto en este plano
cartesiano. Se asocia un par
ordenado de mniumeros reales N .
, abscisa ordenada

con este P, trazando una linea X N

1 i Pla,b) b oS Plah) /
vertzcal/desde P hasta el eje x, a(cﬂ \\_‘J%}M
y una linea horizontal desde P e -
hasta el eje y. Si la linea ver-
tical intersecta el eje x en a (7
y la linea horizontal intersecta
el eje y en b, entonces hemos p[jab] p(:[;b]
asociado el punto P con el par b0 bl Figura 2

ordenado (a,b).
Al valor a se le denomina abscisa del punto P y al valor b ordenada del punto P. A ambos valores

se les llama coordenadas del punto P. Los signos de las coordenadas de un punto dependen del
cuadrante en que estén ubicados. La figura 2 ilustra esta situacion

EJERCICIO 45.

(a) En el plano cartesiano identifica los ejes x ey, elige tus escalas numéricas sobre cada eje y
anota los siguientes puntos en el plano: A(3,2), B(8,—2), C(—6,-3), D(-3,5), E(10,0) y
F(0,6).

3.3.1 Distancia entre dos puntos

Se considera un par de puntos de coordenadas A = (xo,yo) y B = (x1,41), con xg < 1, Yo < 1
en el primer cuadrante, y la recta que los une

L Y , Y
be (‘Tlvyl) y (-Tl-: yl)
A, A
(ID,yDJ (ID!QDJ
1 =i

Ahora viene lo interesante. Hay que calcular la distancia d(A, B). Se forma un tridngulo
rectangulo con hipotenusa AB.

v Y
B

(21,91)

(0, 70) C

-
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EJERCICIO 46. S7 eres tan amable: T

(a) escribe en la figura, cuanto mide cada cateto.
(b) Es obvio que jPitdgoras es lo mdzimo! anota entonces d(A, B) =

Formula para la distancia:
La distancia entre los puntos (xo,v0) y (x1,y1), del plano cartesiano, es

d[(0,y0), (x1,31)] = /(21 — 20)? + (41 — %0)?

Por motivos ajenos
a mi voluntad...

voy a Trabajar

MATHS
QUIZ Pgsas con 100%.

1. La distancia entre los puntos (—2,1) y (3,4) es:

V33 36 V34 V35

2. Dos puntos del plano; P(—3,y) y Q(9,2) se encuentran “conversando en voz alta” Si la
distancia entre ellos es d(P,Q) = 13, el valor de y es:

y=-3,y="7 y=3,y="7 y=-3, y=-7 y=3,y=-7

3. Un rectingulo tiene vértices en los puntos (1,2), (4,7), (—=6,13) y (=9,8). Las diagonales
miden:

V180 V120 V130 V170

3.4 Lugares Geométricos

Un Lugar geométrico (LG) es un conjunto de puntos del plano cartesiano que satisface cierta
condicion expresada por una ecuacion del tipo F(xz,y) = 0.

Estudiaremos los siguientes lugares geométricos: La recta, la pardbola, la elipse, la circunferencia
y la hipérbola.

3.5 La Recta

Desde el punto de vista de la geometria tenemos el siguiente resultado
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Teorema 3.5.1. A toda recta L del plano cartesiano estd asociada al menos una ecuacion de la
forma
ar+by+c=0

en donde a, b y ¢ son nimeros reales; a # 0 o bien b # 0, siendo (x,y) un punto genérico de L.
Ecuacién general

La ecuacion ax + by + ¢ = 0 se denomina Ecuacién General de la recta, la cual es satisfecha
por todos los puntos P(x,y) pertenecientes a dicha recta.

Ecuacién pendiente-ordenada al origen

A partir de la ecuacion general de la recta ax + by +c =0, si b # 0, se tiene:

m n

— —
a &
by=—ar —c=y= (_E) m-l—(—E)

FEsta ultima ecuacion que expresa y en términos de x se anota en la forma

Definicién 3.5.2. La ecuacion de la recta de pendiente m que pasa por el punto (x,y) del
plano cartesiano, es

y=mx-+n

a
donde m = -3 se llama pendiente y n es la interseccion con el eje y (ordenada al origen).

Ecuacién que pasa por dos puntos
Se sabe que la ecuacion de un recta tiene la forma
y=mx—+n

Si ahora se dan dos puntos conocidos, (x1,y1) y (x2,y2) sobre la recta, entonces ellos deben
satisfacer la ecuacion de la recta. Para ver esto, se sustituyen estos wvalores en la ecuacion
anterior.

y1=m-xr1+n
Yo =m- -T2 +n
Al restar se tiene
Y2 —y1 = m(l‘z - 1)1)
de los cual se halla que
_Y¥y2-un
o — I1

m

Para hallar el valor de n se reemplaza en una de las ecuaciones del sistema
yuy=m-rt+n=—mn=yy—m-x;

al reemplazar el valor obtenido de m se tiene

Y2 — Y1
— .:E

n =1y

T2 — I1
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Con estos valores de m y n se va a la ecuacion y = mx + n para tener

:y2_y1 Y2 — W1

Ty — T
T2 — X1 T2 — 1
asociando
Y= Y2 — Y1
Yy—un= T = "I
To — X1 To — I
al factorizar
P2 —0n
y—p1=-——" (v—m)
T2 — I

O bien

Definicién 3.5.3. La ecuacién de la recta que pasa por los puntos (x1,y1) y (x2,y2), del
plano cartesiano, es

y—y1=m($—$1)

Desafio 23. Utiliza la forma ax + by + ¢ = 0 para indicar la ecuacion de la recta

1. (2P%) pasa por los puntos (—1,2) y (3,8)
1. (2P%) pasa por los puntos (0,0) y (3, 3)

Numero de preguntas respondidas correctamente:

Puntos obtenidos:

Porcentaje de exito:

3.5.1 Grafica de una recta

Para graficar una recta se lo- d
calizan los puntos en que ésta
intersecta los ejes coordenados.
Con x = 0 se obtiene el valor
de y, luego con y = 0 se en-
cuentra el valor de x. FEste
proceso permite encontrar dos
puntos en la recta, se unen es-
tos puntos y se tiene la grifica
de la recta.

Actividad 32. La ecuacién de una recta es 2z — 3y — 6 = 0. La vamos a graficar.

e Six =0, al reemplazar en 2x — 3y — 6 = 0 se obtiene y = —2. Con esto tenemos el punto
(0: _2)'

e Siy=0, entonces x = 3. Se tiene el punto (3,0).
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3.5.2 Rectas paralelas a los ejes

Ezxisten dos clases de rectas que son “cldsicas”, aparecen casi siempre.

Y v

:a“’ bJ y - b (a'!l b) L

Vamos por parte, considerar un punto (a,b) en la figura a la izquierda, y una recta que pase por
este punto en forma paralela al eje x. Sobre esta recta, otro punto debe tener coordenadas (x,b).
Siendo ast, su pendiente es

r—a
Al reemplazar en la ecuacion y — yo = m(x — xg), queda que

y—b=0-(zx—a)=y=0»
Esta es la conclusion

Toda recta paralela al eje x tiene ecuacion y = b

en donde b es una constante que se conoce como ordenada en el origen.

La otra ecuacion de recta tiene que ver con aquellas que son paralelas al eje y. En tal caso, si
(a,b) en un punto del plano por donde pasa una recta paralela al eje y, entonces otro punto en
ella tiene coordenadas (a,y). De esta manera, su pendiente es

y—b _y—b

m = = —_—
a—a 0

Esto significa que la pendiente no estd definida.
Este es un caso “patologico” y “patético”. Parece que no sirven las ecuaciones anteriores, pues
requerian de pendiente y también de un punto. Sin embargo, dado que la variable y puede tomar
todos los valores que quiera, elegimos y = 0 para tener que, la ecuacion general Ax+ By+C =0
se transforma en

Az +C =0

st determinamos C' estamos al otro lado. El punto (a,b) estd en la recta, luego, sus coordenadas
satisfacen esta dltima ecuacion, es decir,

A-a+C=0

de donde C' = —A - a. Al reemplazar, de vuelta en Ax + C = 0, se tiene

Ar—A-a=0= Az —a)=0=z=a
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Toda recta paralela al eje y tiene ecuacién xr = a
Este valor de a se conoce como abscisa en el origen

Trabajo con mi profe

EJERCICIO 47. Determina cual o cuales de las siguientes rectas son paralelas a uno de los
ejes. Si lo es, indica a cual eje.

(a) 2x —3y =5 (b) 5y —2=0 (c)8x+1=0 (d) y—xz=0

EJjERcICIO 48. Determina la abscisa y la ordenada en el origen de las siguientes rectas:

(a) 2z —3y =6 (b) 5y —2=0 (c)2c+1=0 (d)y—xz=0
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3.5.3 Rectas paralelas y perpendiculares
Debes haber visto o bien conoces las lineas del tren ;codmo son?

Si, de acero, pero que otra cosa
puedes decir, ademds de que
van en el suelo, exactamente,
que la distancia entre los rieles

es siempre la misma y que es- 'l.‘\‘.l‘.H T HH
tos rieles van puestos parale-
lamente. Si te gusta el futbol,
conoces los arcos, alli también
encuentras rectas paralelas.
Desafio 24. ;Qué crees ti que influye para que dos rectas sean paralelas?
1. (2P%) influye
Numero de preguntas respondidas correctamente:
Desafio 25. Considera las rectas; t+2y =8 y x+2y=12
1. (2P%) La figura 2 representa al par de rectas dadas
N 10
Figura 1 Figura 2
2 0 ‘2 ¢|1 10 12 14 2 0 2 4 10 1 14
o = o2 ! ! L e— X

(a) True (b) False

2. (2P%) La pendiente de ambas rectas es

3. (2P%) Las rectas son paralelas

(a) True (b) False

Puntos obtenidos:

Seguro estamos de acuerdo, lo bacdn, lo grosso es que




Dos rectas son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente

Por lo general, las paredes de una casa, de la sala de clases, las patas de la mesa con la cubierta
al juntarse forman un dngulo de 90°. Cuando dos rectas hacen lo mismo se dice que son
perpendiculares. Lo que interesa es scomo saber cuando dos rectas son perpendiculares?, ;quién
me puede ayudar?, definitivamente, no es el “Chapulin Colorado”. Te voy a dar una pista en la
siguiente actividad, jpénle ojo!.

EJjERcICIO 49. Considera las rectas ec

4 ')‘.ll _ y — l
r+2y=4, y2r —y =38 1"|'2y=23
(a) Escribe ambas rectas en la forma y = mx+n :
(b) Ddme a conocer sus pendientes:
(¢) Dime zqué sucede si multiplicas ambas pen-
dientes? Anota su valor

Este es tu gran descubrimiento

Dos rectas son perpendiculares si y sélo si el producto de sus pendientes es
igual a —1

Trabajo con mi profe

" o en Teige ade

EJERCICIO 50. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (0,—3) y es perpendicular a la

recta 4r — 3y +6 =0

(a) Grafica la recta 4x — 3y + 6 = 0 en el plano y ubica el punto (0, —3).

(b) Traza la recta que pasa por el punto y es perpendicular a la graficada.

(¢) sCudl es la condicion de perpendicularidad?

(d) Conoces la pendiente de una de las rectas, que es m = %, EN CONSECUENCIa, PaTG que
sean perpendiculares, la otra debe tener pendiente

(e) Sabiendo que la formula de la ecuacion de la recta es

Yy —yo=m(x — o)

escribe tu ecuacion de recta que pasa por el punto y tiene pendiente m

3.6 Distancia punto - recta

No te quiero complicar la vida, de modo que te presento una actividad para que te formes una
idea de lo que se hace. Deducir la formula que permite el cdlculo de la distancia es un poco

136
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engorroso a este mivel, pero si tienes interés en saber como se obtiene, te sugiero veas el texto de
la bibliografia.

EJERCICIO 51. Hallar la distancia del punto (4,3) a la recta x +y —3 = 0.

(a) En un sistema cartesiano traza la recta y el punto dado

(b) sTe quedd derechita la recta?, ;si?, entonces podemos sequir. Con ldapiz de otro color dibuja
la perpendicular del punto a la recta. jesa es la distancia a encontrar!

(¢) La pendiente de la recta dada es

(d) La pendiente de la recta perpendicular es

(e) La tarea es hallar la ecuacion de esta recta perpendicular. Si tienes olvidada la ecuacion que
hay que usar, te ayudo

y—y0=m(x—w0)

Tienes el punto y también la pendiente. La ecuacion de la recta es

(f) Observa bien, tienes las dos ecuaciones de recta. ;Puedes hallar su punto de interseccion?,
yo creo que si. Anota tu sistema y resuelve.

(g) Hasta aqui vamos bien. En este momento el problema estd “casi” resuelto. Llegaste a
descubrir el punto de interseccion de las rectas, tienes el otro punto, por tanto, usando
distancia punto - punto das respuesta a la distancia entre el punto y la recta. ;Qué esperas?,
jmanos a la obra!

(h) En consecuencia, la distancia entre el punto y la recta es

Es probable que esto te parezca un proceso muy largo, estamos de acuerdo. Fxiste una erpresion
matemdtica super sencilla que te simplica los cdlculos. Es la siguiente

La distancia entre el punto (xo,y0) y la recta ax + by + ¢ = 0 estd dada por

lazo + byo + ¢
d[(zg,y0),ax +by +c=0] = ——7r—
[(z0,y0) Y ] 21 0?

Con esto, tienes todo para ser feliz, te serd un gusto hallar la distancia punto - recta en el
stguiente problema.

EJERCICIO 52.
(a) Hallar la distancia del punto (—2,3) a la recta 2z +y — 4 = 0.

Desafio 26. Considera las rectas paralelas; 20 —4y —6=0 y —x+2y+4=0

1. (2P%) La distancia (usa " para raiz y / para division) entre estas dos recta paralelas es:

Puntos obtenidos:
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NMA~ath
ldadedliell Pasas con 100%.

La cantidad de agua que queda cada dia, en una represa que pierde agua de manera uniforme
viene dada por la siguiente tabla

dia (x) 0 1 2 3
millones de litros (y) | 1150 | 1130 | 1110 | 990

1. (3P%) La ecuacién matemdtica que representa la cantidad de agua es:

(a) y = 20z — 1150 (b) y = 20z + 1150

(¢c) y=—20z 4 1150 (d) y = =20z — 1150

2. (3P) El tiempo (dias) en que quedard vacia la represa es:

(a) 58 (b) 57 (c) 56 (d) 55
3. (3P%) sEn cudntos dias tendrd 150 millones de litros?
(a) 50 (b) 55 (c) 51 (d) 40

(3P ) Determina cudl de las siguientes rectas:

I3x+2y=2 IIy=

N

z 1T 4z + 6y = 2

es perpendicular a la recta 2o +3y —3 =10

t.
(a) Solo T (b) Solo IT (¢) solo I (d) Iy II ()L mym (")

Respecto de la recta 2x —y = 3, 5 Ciales afirmaciones son falsas:
1. I Es paralela a la recta 4 + 2y = 10

II Pasa por el punto (3,3)
111 Corta al eje de ordenadas en y = —3

(a) solo I (b) solo II (¢) solo III (d) Iy II (e) IT y IIT

2. (3P%) La recta que tiene pendiente -4 y pasa por la interseccién de las rectas 2x +y —8 =0
y3x—2y+9=0 es:

(a) y =4z + 6 (b)y=—4z+10  (¢c)y=4z+10 (d) y = —4z — 10

ScoreField PointsField




Geometria Analitica

NMA~ath
il Pasas con 100%.

1. (3*%) La distancia del punto (2,—1) a la recta y =z + 1 es:

(a) V2 (b) 2v2 (c) % (d) 2

2. (3P%%) La distancia entre el punto (4,4) y la recta x +2y —4 =0 es:

(a) 3 () (c) % (4) &

3. (3P%%) La distancia entre las rectas paralelas; y =2x — 1 e y = 2x + 4 es:

(a) 5v/5 (b) V5 () 2/5 (d) §

4. (3P%) El valor de k para que la distancia del punto (3,4) a la recta v +y+k =0 sea /2 es:

(a) 5y —9 (b)5y9 (¢) =549 (d) =5 y —9

ScoreField PointsField

3.7 Cobnicas

Las curvas, circunferencia, pardbola, elipse, e hipérbola, son conocidas con el nombre genérico de
conicas, pues todas ellas se pueden obtener como interseccion de una superficie conica con un
plano.

Si el plano que corta a la | Si inclinamos el plano de | $i continvamos inclinande | Si inclinamos aiin més el
superficle conlca es per- | modo que sea oblicuo con | el plano de modo que sea | plano, de modo que sea
pendicular al eje, la seecidn | el eje y corte a todas las | oblicue con &l eje v que paralelo a dos generatri-
&5 1na circanferencia. generatrices, la seccion es | sea paralelo & una genera- | ces, resulta una curva con
una elipse. triz, resulta una pardbola. | dos ramas llamada hipér
baola.

El estudio de las conicas tiene su origen en el libro Conicas, de Apolonio de Perga (262-190
A.C), en el cual se estudian las figuras que pueden obtenerse al cortar un cono cualquiera por
diversos planos.
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3.7.1 La circunferencia

La circunferencia es el Lugar geométrico de todos los puntos cuya distancia (radio) a un
punto fijo (centro) es siempre la misma

Vamos a deducir su ecuacion. Ya se que puedes tener ideas preconcebidas respecto de la circun-
ferencia. Si lo consideras fdacil me alegro, pero mds de alguno sentird que ahora el conocimiento
estda “penetrando” para quedarse, no para olvidar. jSigamos!

EJERCICIO 53.

La figura muestra el centro de
la circunferencia, punto que
denotamos por (h,k), y un
punto P = (z,y) cualquiera
que pertenece a la circunferen-
cia. Usar la definicion para
graficar todos los puntos que (. k)
cumplen el mismo papel que P

, Pla, y)

(a) Con esos dos puntos de sequro que encuentras la ecuacion de la circunferencia. jAh!, llama
r a la distancia, otra cosa, la ecuacion que vas a encontrar se llama canonica o estdndar de
la circunferencia.

Seguro te sientes feliz, descubriste la ecuacion canonica de la circunferencia. Ves que la cosa va
bien, tu dnimo estd por las nubes.

Trabajo con mi profe

| @ my

students

EJERCICIO 54. Veamos que pasa si te doy la ecuacion x* + y?> — 6x + 8y =0

(a) Halla la forma candnica completando cuadrados.
(b) Con solo mirar me dices que, r =, que h =, y que k =
(¢) Grafica la circunferencia.

EJERCICIO 55. Halla la ecuacion de la circunferencia tangente a la recta 3x — 4y +30 = 0,
y centro en el punto (—4, —3)

(a) Si la circunferencia es tangente a una recta es por que el radio es la distancia del
centro a la recta. Bosqueja la situacion.

(b) Calcula el radio

(c) Ahora escribes la ecuacion candnica de esta circunferencia.
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’ Pasas con 100%.

1. (37%) El centro de la circunferencia x* + y*> — 6z — 8y + 21 = 0 es:

(a) (3a 4) (b) (37 _4) (C) (_37 4) (d) (_37 _4)

2. (3P%) La ecuacion de la circunferencia que tiene centro en el origen y es tangente a la recta
r+y=>5 es:
(a) 2 +y* = 3 b)a?+y?=% (P +yi=F (D)2 +y?=]

3. (3P%) La ecuacion de la circunferencia con centro en (—2,4) y que pasa por el punto (1,5)

(a) (x+2)% + (y +4)? = 10 (b) (x —2)%+ (y —4)? =10
(¢) (+2)*+ (y—4)? = V10 (d) (x+2)*+ (y—4)> =10

4. (3%) La ecuacién de la circunferencia que tiene centro en (—1,4) y que es tangente a la
recta que une los puntos (3,—2) y (=9,3) es:

(a) (@+1)*+ (y —4)* = 16 (b) (x+1)*+ (y+4)* =16
(c) (w=1)*+(y+4)* =16 (d) (x = 1)* +(y — 4)* = 16
Scm;}’ield PointsField

3.8 La parabola

La figura muestra lo que serd el puente Chacao. Como es colgante, se observan dos brazos
parabdlicos
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El término pardbola puedes haberlo visto en la Biblia
y corresponde a narraciones breves hechas por Jesis
para extraer una ensenanza moral ante diferentes
situaciones. Las ensenaba con frecuencia porque se

| POR QUE JEsUS ™
pueden recordar facilmente y se aprenderian mucho THABLABA EN /™

mejor. Jesis ensené mas de 50 pardbolas. .PAR'B_'B-QLAS?

En el contexto de la matemdtica la pardbola es simplemente un Lugar Geométrico (LG )?ue goza
de ciertas propiedades.

La pardbola es el Lugar geométrico de todos los puntos cuya distancia a un punto fijo (foco)
es la misma que a una recta fija llamada directriz. Esto es

d(P,F) = d(P,d)

Un esquema simple de pardbola es el siguiente

[Py

| Directriz (d)
Vamos a estudiar 4 tipos de pardbolas:
3.8.1 Parabola que se abre hacia arriba

Eje Focal i :
\_\‘ 0co
F
P(x.y)

Wi rt/ Directriz
ertice
j / T

{;E,—l‘.l.}

La figura muestra la pardbola con vértice en (0,0), y eje de simetria paralelo al eje y.
Si un punto de la pardbola es (x,y) y la distancia de éste al foco (igual a su distancia a la
directriz) es a, entonces la ecuacion

d(P,F) = d(P,d)
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se convierte en

d[(z,y),(0,0)] =y +a<=J2?+(y—a)* =y +a

al elevar al cuadrado y eliminar términos semejantes
22+ (y —a)? = (y+a)? <= 2* = day

es la ecuacion de esta pardbola

Trabajo con mi profe

EJERCICIO 56. Una pardbola tiene por foco el punto (0,6) y por directriz la recta y = —6.
Halla su ecuacion. (Un pequerio esquema te ayuda a visualizar la situacion, j hdzlo
siempre!)

(a) Grafica la situacion

(b) Anota el valor de la constante a

(¢) La ecuacidon de la pardbola es:

3.8.2 Parabola hacia arriba y vértice (h, k)

Le vamos a cambiar el vértice a la pardbola anterior, mediante un movimiento de traslacion.
Esta clase de movimiento son rigidos, hacia la derecha o izquierda y también hacia arriba o hacia
abajo.

LY

Vz(h,k) directriz

EJERCICIO 57. Considera la figura para responder lo siguiente:

(a) Usa lapiz de color para ilustrar en la figura la condicidn que debe cumplir la pardbola.
(b) Anota el valor de a en la figura.

(¢) Anota coordenadas del Foco.

(d) Escribe la ecuacion de la directriz.

()

e) Establece, en coordenadas, la ecuacion de la pardbola (distancias que deben ser iguales) y
desarrolla para obtener la ecuacion
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Trabajo con mi profe

EJERCICIO 58.

(a) Halla la ecuacion de la pardbola con foco en (0,5) y vértice (0,2).

(b) Halla la ecuacion de la pardbola que tiene foco en (0,0) y vértice en (0, —2). Bosqueja
la pardbola.

(¢) Hallar la ecuacion de la pardbola que tiene vértice en (—4,3) y foco en (—4,6).
Determina también la ecuacion de la directriz y bosqueja esta pardbola.

(d) La ecuacién de una pardbola es x*> — 4x — 2y + 10 = 0. Determina, el vértice, el foco,
la ecuacion de la directriz y bosqueja esta pardbola.

3.8.3 Parabola que se abre hacia abajo

Le vamos a cambiar la cara a nuestra primera pardbola (la con vértice en el origen), en el sentido
que ahora hacemos una reflexion de ella sobre el eje x, con lo cual queda “mirando” hacia abajo.
sTe parece complicada la lectura, no la entiendes?, no importa, acuerdate de ese viejo refran de
que “un dibujo vale mds que mil palabras” y mira la figura.

ij

directriz
D

-
/\DP\:(Q:,y)
® F—(0,—a)

EJERCICIO 59. Hallemos la ecuacion de esta pardbola

(a) Escribe, sélo en letras, la condicion que cumple la pardbola como lugar geométrico.
(b) Escribe lo anterior en coordenadas, desarrolla las expresiones y escribe la ecuacion
(¢) sNotaste la diferencia con la primera ecuacion? ;Cudl es?
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Trabajo con mi profe

EJERCICIO 60.

(a) Una pardbola tiene por foco el punto (0,6) y por directriz la recta y = 10. Halla su
ecuacion, el valor de la constante a, y haz la grifica.

(b) Halla la ecuacion de la pardbola que tiene foco en (0,0) y vértice en (0,8). Indica la
ecuacion de la directriz y haz la grifica de la pardbola.

Caso general

Se considera el mismo tipo de pardbola, pero ahora cuando se traslada el origen de coordenadas
al punto (h, k).

directriz D

V(h,k)
P(z,y)

Fhyooo.)

Ll

EJERCICIO 61. Hallemos la ecuacion de esta pardbola, para ello considera la figura superior

(a) En la figura, anota la condicién que cumple la pardbola como lugar geométrico.
(b) Anota la distancia Foco - Vértice, también la ordenada del foco
(¢) Escribe, en coordenadas, la condicion que cumple la pardbola y deduce la ecuacion
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Trabajo con mi profe

EJERCICIO 62.

(a) Una pardbola tiene ecuacion x* — 8x + 3y + 16 = 0. Indicar: posicion, coordenadas del
vértice y foco, la ecuacion de la directriz y bosquejar la pardbola.

3.8.4 Parabola que se abre hacia la derecha

Partimos con el caso mds simple, el vértice estd en el origen se abre a la derecha. Como
consecuencia, el foco estd a la derecha del vértice y la directriz a la izquierda. La figura muestra
esta pardbola.

Y
n &
P(z,y)
& N
V(0,0) F(a,0)

EJERCICIO 63.

(a) Marca en la figura la condicion que cumple la pardbola (squé distancias son iguales?)

(b) Anota lo anterior en simbolos y luego pdsalo a coordenadas. Anota la ecuacion simplificada
de esta pardbola.

(c) Pienso que no es necesario hacer paso por paso la deduccion de la formula general de esta
clase de pardbolas. Si te interesa debes hallar la ecuacion general de esta clase de pardbola
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Trabajo con mi profe

EJERCICIO 64.

(a) Una pardbola tiene por foco el punto (2,0) y por directriz la recta x +2 = 0. Halla el
vértice, la constante a, su ecuacion, y haz la grdfica.

(b) Halla la ecuacion de la pardbola que tiene foco en (3,0) y vértice en (0,0). Indica la
ecuacion de la directriz y haz la grifica de la pardbola.

(c) Una pardbola tiene ecuacion y* — 8y — 4x + 16 = 0. Indicar: posicién, coordenadas del
vértice y foco, la ecuacion de la directriz y bosquejar la pardbola. (no olvides completar
cuadrados)

3.8.5 Parabola que se abre hacia la izquierda

El vértice de la pardbola estd en el origen, el foco a la izquierda del vértice y la directriz a la
derecha. Es obvio, evidente y claro que esta parabola se abre a la izquierda. La figura muestra
esta pardbola en todo su esplendor.

Plz.y)

EJERCICIO 65.

(a) Marca en la figura la condicion que cumple la pardbola (jdistancias iguales!)
(b) Anota lo anterior en forma literal luego, pdsalo a coordenadas y escribe la ecuacion simplificada
(c) Escribe la ecuacion general de esta familia de pardbola de vértice (h, k).
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Trabajo con mi profe

EJERCICIO 66.

(a) Una pardbola tiene por foco el punto (2,4) y por directriz la recta x = 6. Halla el
vértice, la constante a, la ecuacion, y dibuja la pardbola.

(b) Halla la ecuacion de la pardbola que tiene foco en (—2,0) y vértice en (0,0). Indica
ecuacion de la directriz y haz la grifica de la pardbola.

(c) Una pardbola tiene ecuacion y?> — 8y + 4x = 0. Indicar: posicién, coordenadas del
vértice y foco, la ecuacion de la directriz y bosquejar la pardbola.

Fuiste capaz de descubrir las ecuaciones de todas las pardbolas anteriores. Si la memoria no te
traiciona tienes que haberte dado cuenta que la determinacion de cada ecuacion de pardbola tuvo
los mismos pasos. Ahora debes poner a prueba tu aprendizaje

I Math i
ldadetllell  Pasas con 100%.

Dadas las pardbolas

1. y?=4(z—-1) 2. (y—2)? =8z 3. 2?2 =4(y+1) 4. (x—2)? = -6y

1. (3P%) Aquella que tiene foco en (2,2) es:

(a)3 (b)1 (¢c)2 (d) 4

2. (3P%) Aquella que tiene directriz y = % es la ndmero:

(a) 1 (b) 4 (c)3 (d) 2

3. (37%) La ecuacion de la pardbola de foco F(2,1) y directriz y + 3 =0 es:
(a) (x—2)* =8(y—1) (b) (x—2)* =8(y +1)

(c) (x+2)*=8(y+1) (d) (x+2)* =8(y — 1)

ScoreField PointsField
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Math
eldadeddllll  Pasas con 100%.

1. (3P%) El vértice de la pardbola y = x% — 4z — 12 es:

(a) (2,-16) (b) (2,16) (c) (—2,-16) (d) (—2,16)

2. (3P%) La pardbola y*> — 4y — 6x — 5 = 0 tiene foco (0,2). Su directriz es:

(a)y=-3 (b)y=3 (c)a=3 (d) v =-3
3. (3P¥) La pardbola con eje paralelo al eje y, con vértice V(—1,—1) y que pasa por el punto
P(1,6) es:
(a) (x—1)*=2(y+1) (b) (x+1)* = F(y+1)
(c) (x+1)?=3(y—1) (d) (x—1)>=8(y — 1)

4. (3P%) El vértice de la pardbola 8 + y* + 4y + 12 =0 es:

(a) (=1,-2) (b) (=1,2) (¢) (1,-2) (d) (1,2)

ScoreField PointsField

3.9 La Elipse

El término elipse lo puedes haber escuchado cuando alguien se refiere a la elipse del Parque
O’Higgins.

e Trazado de la elipse (Método del jardinero)

Los jardineros, para trazar
una forma eliptica sobre la
tierra, clavan dos estacas en
el suelo, atan entre ambas
una cuerda suficientemente
amplia y, manteniéndola tensa,
trazan una linea sobre la tierra
apoyando un palo sobre la
cuerda y deslizandolo sobre la
misma

METOD O DEL
JARDINER O



https://www.geogebra.org/m/bfxyaydn
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La elipse es el lugar geométrico de todos los puntos del plano cuya suma de distancias a dos
puntos fijos (focos) es constante.

Elementos de la elipse

Eje secundario

B
NN
C
A N — \A
[ ° F
2 1 Eje focal
B‘

e La distancia focal: Es la distancia entre ambos focos, tiene un valor de 2¢, siendo ¢ la
distancia de cada foco al centro de la elipse.

o FEl eje mayor: El segmento de recta que pasa por los focos de longitud 2a. Sus extremos
son dos puntos llamados vértices de la elipse.

e FEl eje menor: El segmento de recta perpendicular al eje mayor de longitud 2b. Sus extremos
son dos puntos, que también son vértices de la elipse.

e Fl lado recto: Es conocido también como Latus Rectum de la elipse, y es la magnitud del
segmento de recta, que une dos puntos de la elipse, perpendicular al eje mayor y que pasa

. 202
por los focos. Su longitud es =~ .

e La excentricidad de la elipse: Se representa con la letra e, y corresponde a la razéon entre a
y ¢, es decir,
e=—
a
3.9.1 Elipse con eje mayor paralelo al eje =

La idea es que establezcas la ecuacion de la elipse que muestra la figura. Por supuesto que iremos
paso a paso, y con el profe ahi, al “pie del canon”

Y
(0.b)
P(x.y)

- . X
F(c.0) (a.0)

(0.-b)

EJERCICIO 67.

(a) En la figura, considera que 2a es la distancia constante en la definicion de elipse. Escribe las
coordenadas de los vértices
(b) El valor de a representa (squé distancia?)
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(¢) A qué es igual la propiedad que cumple la elipse d(P, Fy) + d(P, Fy) =7
(d) Te muestro como llegar a la ecuacion de esta elipse

Trabajo con mi profe

EJERCICIO 68. Una elipse tiene centro en el origen, un vértice en (13,0) y un foco en

(5,0). Te ilustro la situacion.

P

(a) El valor de a en esta elipse es: (b) El otro vértice de la elipse estd en

(¢) El otro foco tiene coordenadas: (d) La longitud del eje mayor (2a) es:

(e) La longitud del eje menor (2b) es: (f) En esta elipse, el lado recto L, =

(9) La excentricidad de esta elipse es (h) Escribe la ecuacion de esta elipse.
Generalizaciéon

Queremos obtener la ecuacion de la elipse de centro (h,k), cuyo eje mayor mida 2a y, que sea

paralelo al eje x. La figura siguiente te va a servir para ir poniendo los datos que obtengas como
respuesta a las situaciones que se plantean.
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F

EJERCICIO 69.

(a) La distancia del centro al foco es c. Escribe las coordenadas de los focos.
(b) La distancia d(Vi,Va) = 2a. FEscribe, en funcion de h y k, las coordenadas de los vértices
(c) Como ya sabes trasladar, escribe la ecuacion de esta elipse.

3.9.2 Elipse con eje mayor paralelo al eje y

Tenemos dos alternativas para conocer la ecuacion de esta clase de elipse. La primera es un
procedimiento andlogo al empleado en la bisqueda de la primera elipse, y el otro hacer un giro de
90°.

¥

p

¥
tcpy 0 ) x 0 x
l(nr':}

Fl
figura a figura b

La elipse de la figura (a) tiene ecuacion %; + %; = 1. El efecto de hacer un giro de 90° en sentido
positivo en una curva corresponde a reemplazar, en su ecuacion, los x pory y los y por —x. La
figura (b) muestra las nuevas coordenadas de los focos al girar la elipse en 90° en torno al origen,
y que corresponden a los puntos (0,¢) y (0, —c).

Las nuevas coordenadas del vértice son
(07 a) Y (07 _a)

La nueva ecuacion de la elipse es
2?2
R

=1
a2

sSalic facil? Asi me gusta, esto prueba que puedes, no desmayes en tu intento. Sigue con actitud,
eso es lo bdsico el resto, un poco de imaginacion, algo de talento para la Matemdtica y ganas de
salir adelante y triunfar.
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Generalizacién

Ahora abordamos la generalizacion para una elipse de centro (h, k), con eje mayor de longitud
2a, y paralelo al eje y. La figura que sigue sirve para este efecto.

Al VQ

nF2 P(:B,y)
H{ )

H_/x—h

EJERCICIO 70.

(a) La distancia del centro al foco es c. Escribe las coordenadas de los focos.
(b) La distancia d(Vi,V2) = 2a. Escribe, en funcion de h y k, las coordenadas de los vértices
(c) Como ya sabes trasladar, escribe la ecuacion de esta elipse.
{ Math
Dada la elipse 2522 + 16y* + 100z — 96y — 156 = 0
1. (3P%) El centro de esta elipse es:
(a) (=2,3) (b)(2,3) (¢) (2,-3) (d) (=2,-3)

2. (3P%) El valor de c de esta elipse es:

() 1 (b) 4 (¢)3 (d)2

3. (3P%) uno de los focos de esta elipse es:

(a) (2,-6) (b) (2,6) (¢) (=2,6) (d) (=2,-6)
4. (3P%) La ecuacion de la elipse con focos (2,—1) y (2,—5), y eje mayor de longitud 10 es:
r—9)2 2 r 2 2
Y NES OECE= I RS
T — 2 _2)\2 T 2 _9)\2
I G 9

ScoreField PointsField
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""""" Pasas con 100%.
Se construye una plataforma de skate con forma de arco semieliptico de 20 mts. lineales de largo
y una profundidad de 4mts. Para su construccion se consideran 4 pilares, 2 en los extremos y
dos postes interiores ubicados a tres metros de éstos, como se muestra en la figura.

u

3 3
4 20

1. (3*%) La ecuacion de la elipse es:

2 (y+4)? Y2 (r+4)?
L -1 A el N A |
(¢) 100 * 16 (b) 100 + 16
G a?  (y—4)?
A d i
) 15+ T8 S TTRNT
2. (3P%%) La altura de los postes interiores es:
(a) 1,21 (b) 1,14 (c) 2,2 (d) 5,2

ScoreField PointsField

3.10 La Hipérbola

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias no dirigidas a
dos puntos dados (focos) es constante

Foca Veértice

Py

Una hipérbola estd formada por dos ramas, ya que si P es un punto del lugar geométrico y Iy vy
Fy son los focos, entonces las diferencias son:

d(P,Fy) — d(P,Fy) o bien d(P,Fy)—d(P,F)

lo que da lugar a las dos ramas.
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3.11 Elementos de la Hipérbola

Eje secundario

Eje focal

. La recta que pasa por ambos focos se llama eje real o eje focal de la hipérbola y la
mediatriz se llama eje imaginario o secundario

. El punto donde se cortan ambos ejes (el punto medio de los focos) se llama centro de la
hipérbola.

. Los puntos donde la hipérbola corta a los ejes se llaman vértices de la hipérbola, y su
longitud es 2a

. La distancia entre los dos focos se llama distancia focal y tiene longitud 2c.

. En la hipérbola, y a diferencia de la elipse, se tiene 2¢ > 2a, de donde, ¢ > a, y por tanto,

c —a? = b2

3.11.1 Hipérbola de eje real paralelo al eje x

La figura muestra una hipérbola cuyo eje real es el eje x. Como siempre, la tarea es obtener la

ecuacion de este lugar geométrico

Jk‘y

P(x.y)

*
Vl Fl (C,O)

EJercicio 71. Completa lo pedido usando como base la figura anterior.

(a) La distancia d(Vi,Va) = 2a. Escribe las coordenadas de los vértices.
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(b) Usando P, Fy y Fy anota la expresion que define la hipérbola como lugar geométrico.
(c) Usando las coordenadas de P, Fy y Fy escribe la expresion anterior, y resuelve este dilema

algebraico
v Yy "--‘___‘ J___,-"'
& P(z.y)
\ /
! H
. + -
F 1 " VQ (h k) V] 1 F2

Y
B

EJErCICIO 72. Completa lo pedido usando como base la figura anterior.

(a) La distancia del centro al foco es c. Escribe las coordenadas de los focos.

(b) La distancia d(Vi,Va) = 2a. FEscribe, en funcion de h y k, las coordenadas de los vértices
(c) Como sabes trasladar, escribe la ecuacion de la hipérbola

Trabajo con mi profe

EJERCICIO 73. Una hipérbola tiene un foco en (6,0) y un vértice en (4,0).
(a) Bosqueja la situacion
(b) Anota la ecuacion de la hipérbola
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Hipérbola de eje real paralelo al eje y

3.12
Ly A Y
-~ e N L ] F 1 o
., P ", r
o - N, e
'\‘ :’ \'1\_ S
Y 5 b S, o
\ s SO
% i Va
.'} VQ Vl '=
4 ¢ x -
Fy(—e,0) _.’(—‘11 0) (e, D)i Fo(e,0)
i i Vi
H A
i ‘.“ - U T o,
y N, o .
" Y o a
_..-"‘ l""-.‘ ‘J" * .
figura a ™ # [ O3 % figurab

Si la hipérbola de centro en (0,0) (figura a) se hace girar 90° en sentido positivo, de tal modo
que sus focos queden sobre el eje y, entonces tenemos nuevas ecuaciones.

e En la figura a, la distancia entre vértices es 2a y la distancia del centro al foco es c. Los

focos estin en (¢,0) y (—c,0) y los vértices en (a,0) y (—a,0).
o Al girar en 90° la hipérbola de la figura a, las nuevas coordenadas de los focos son (0,¢) y

(0, —c). Los vértices rotados son (0,a) y (0,—a) (figura b).

e La nueva ecuacion de la hipérbola obtenida por rotacion en torno al origen de coordenadas

es
a? b2

Trabajo con mi profe

@ _—

EJERCICIO 74.
(a) Hallar la ecuacion de la hipérbola de centro en el origen, un vértice en el punto (0, 6)
g . Hacer un esquema de esta hipérbola.

y con excentricidad e = ¢

3.12.1 Asintotas
Si la distancia de una recta a un punto sobre una curva tiende a cero cuando el punto

se aleja del origen, entonces la recta se llama asintota a la curva

En el caso de la hipérbola, ella tiene dos asintotas. La figura siguiente muestra a la hipérbola con

eje paralelo al eje x
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Ecuaciones de las asintotas

Si la ecuacion de la hipérbola es de la forma

entonces la ecuacion de las asintotas se obtiene a partir de la expresion
2?2
a2 b2

Ya que al descomponer esta expresion en suma por diferencia se obtiene

(G- (e =

x X
o———:O, Y e — +
a a

=0

jilisto!!, las ecuaciones son:

Trabajo con mi profe

EJERCICIO 75.

(a) Hallar las asintotas de la hipérbola de ecuacion

= w—k? _
a? b2

EJERCICIO 76.

(a) Considera la hipérbola x* +2x —y? + 2y = 1. Completa cuadrados y escribe la ecuacion
general, anota las ecuaciones de las asintotas.
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I Pasas con 100%.

1. (37%) Los focos de la hipérbola 92% — 16y* = 144 son:

(a) (£3,0) (b) (0,+3) (¢) (£5,0) (d) (£4,0)
2. (3P%) Las asintotas de la hipérbola 9y* — 42 = 36 son:

(a)y:j:%m (b)yzi%w (c)y::t%x (d)y:jzgaz
3. (3P%) El centro de la hipérbola 4% — 9y? + 32x + 36y = —64 es:

(a) (=4,2) (b) (=4,-2) (¢) (4,2) (d) (4,-2)

4. (3P%) Los vértices de la hipérbola 9z% — 16y* + 18z + 64y — 199 = 0 son:

(a) (3’ _2) Y (_572) (b) (372) Y (_572) (C) (37 2) Y (572) (d) (352) Y (57_2)

2 2

5. (3P%) La excentricidad de la hipérbola g—o — % =1 es:
1 3 5 2
a) e = —/—— be:— Cc) e = —— de:_
(a) 75 (b)e=y (c) 730 (d) 7%
22 2
6. (3P%) Las asintotas de la hipérbola — — == =1 son:
25 16
4 1 2
(a)yz:lzgx (b)y=:|:gx (c)y=:|:5:v (d)yz:l:g:c

7. (3P¥) La ecuacién de la hipérbola con centro en el origen, eje focal de 6 unidades sobre el
eje x, eje imaginario igual 4 es:

.’L’2 2 2 x2 CL’2

2 2 2
y =yt yoorm r_Y

ScoreField PointsField
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I NVt
ARl Pasas con 100%.

1. (3P¥) La ecuacién de la hipérbola con focos (1,3) y (7,3), y vértices (2,3) y (6,3) es:

(a) 5x% — 4y? — 40 + 24y +24 =0 (b) 522 — 4y® — 40w — 24y +24 =0
(c) 5% — 4y? +40x +24y +24 =0 (d) 5% — 4y? +40r — 24y +24=0
ScorZField PoinZ;Field

Mathematics of Life

Life + Loye = Happy
Life - |0ve = Sad
2Life  =Happy + Sad

" Life = Happy + Sad
2

+, Life = % Happy + % Sad
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 1(a)
Carl Friedrich Gauss

O
Ejercicio 2(a)
e Si un ciudadano malo (—) sale de la isla, el resultado para la isla es positivo:
() () =+
e Siun ciudadano bueno (+) sale (—) de la isla, el resultado para la isla es negativo
(H)-() =~
e Si un ciudadano malo (—) entra (+) a la isla, el resultado para la isla es negativo:
(+): ()=~
[l
Ejercicio 3(a) La respuesta es
2
T=3
O
Ejercicio 3(b) Si no hay errores, la respuesta debe ser
202 — 2a + 1
1—2a
O
Ejercicio 3(c) Dicen que la solucion es x =5 O
Ejercicio 3(d) La respuesta es el conjunto vacio |
Ejercicio 4(a) x* + 2zy + y? O
Ejercicio 4(b) x> — y* O
Ejercicio 4(c) 2* + 9z + 20 O
Ejercicio 4(d) v* +4y +3 O
Ejercicio 4(e) 2y*> — 5y — 3 O
Ejercicio 4(f) —2* — 18z + 15 O
Ejercicio 4(g) 5a — 4b O
Ejercicio 4(h) x — 4y O

Ejercicio 5(a) El término independiente es -6, sus divisores son: +1,+£2,4+3,+6. Por acierto
y error se encuentra que z = —1 es tal que:

(-1 =2 (-1 = (-1)?-4-(-1)—=6=14+2-144-6=0

Luego se procede a dividir el polinomio dado por el factor z — (—1) = z 4+ 1. Se tiene:

223 24— 6 = 241=2322422-6




Geometria Analitica

Nos ha quedado un polinomio de grado 3. Repetimos el proceso para ver si podemos sequir
factorizando. Para ello, de entre los divisores de -6, que son 1,42, +£3, £6 buscamos uno que
nos de resto cero en el polinomio cubico. Se halla que z = 3 es factor. Se divide:

23324226 + (2-3)=2242
Como 2% + 2 nunca se anula, se obtiene asi la siquiente factorizacion:
23— 4 —6=(22+2)(2+1)(z - 3)

O

Ejercicio 6(a) Para simplificar un radical dividimos el indice y el exponente del radical por el
med de los dos. En este caso, med(15,6) = 3. Se tiene

15/76 _ 3'5/73.2 — 5/72
Si esto te complico, recuerda que lo puedes pasar a potencias. En este caso

15/76 _ 76/15 _ 732/35 _ =2/5 _ §/72

O
Ejercicio 6(b) El procedimiento para sacar factores de un radical es el siguiente.
e Descomponer en factores primos el radicando.
o Determinar exponentes que sean multiplos del indice de la raiz, para simplificar.
V2500507 = V5% - 2 - a® - a2 - 06 - b = 5ab*V/2a%b
O

Ejercicio 6(c) Para introducir un factor en un radicando, lo elevamos al nimero que indique
el indice y lo multiplicamos por el radicando.

2v/3a2 = 2v/25 . 342 = 2v/96a2

O

Ejercicio 6(d) Reducir a indice comin unos radicales es convertirlos en otros radicales equiva-
lentes que tengan el mismo indice. Este indice comun es el mem de los indices y el radicando se
eleva al resultado de dividir el indice comun entre el indice respectivo.

Se observa que el mem(3,4,2) = 12. Se tiene

. 1= R/ = Y
Y = YT = YT
. VF = P = Va0
De esta manera, las tres expresiones tienen el mismo radical [l

Ejercicio 6(e) Para multiplicar o dividir radicales, se reducen los radicales a indice comin

VT VB =72 V53 =72 .53 = 6125
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FEjercicio

FEjercicio
Ejercicio
FEjercicio
FEjercicio
FEjercicio
Ejercicio
FEjercicio
Ejercicio
Ejercicio
Ejercicio
Ejercicio
Ejercicio
Ejercicio
Ejercicio
FEjercicio
FEjercicio
FEjercicio
FEjercicio
FEjercicio
FEjercicio
FEjercicio
FEjercicio
FEjercicio
FEjercicio
FEjercicio

FEjercicio

6(f) Para multiplicar o dividir radicales, se reducen los radicales a indice comin

7(a) [Ja™!
7(b) [] x~
7(c) [] x¢
7(d) []

ol

7(g) ] b=

7(h) [] a3b=
7(i) 23y*

7(5) 11V2

8(a) (x+3)% +2
8(b) (xz+2)> -1
8(c) 2(x +2)? —4
8(d) (x —a)* + b2
8(e) (z+4)% -1
8(F) (x—3)? 1
8(g) (x—3)* -4
8(h) 2(z +2)?> +1
8(i) 2(w—32)2 + 3
8(3) 3(y+35)°+3
8(k) 2(x+2)? -3

8(1) 2(x — %)2 +3

8(m) 2(x + 4)? + 17

8(n) (x—2)% -3
8(o) 2(x +3)? +2
9(a)

r=2+Ve=Vr=1r—-2=1=(r—2)>

V5

3

VB3 L[58 ,[125
T Ve Vo

Al desarrollar y reducir términos semejantes

22 —5r+4=0=(z—1)(z—4)=0

e e e e I e A e e I e e I e

se sigue que x =1 o x = 4. Al verificar en la ecuacion original se tiene que la solucion es sélo
r=4

0



Ejercicio 9(b)

VIi—2z4+Vr+5=4=V1-2r=4—Vzr+5

Al elevar al cuadrado

1—-2x=16—-8vVx+5+zxz+5=8Vxr+5=20+3x

de nuevo, al elevar al cuadrado
64(x +5) = 400 + 120z + 92 = 922 + 562 + 80 = 0
Por férmula de la cuadrdtica
1 1
= —(—56 £ v/3136 — 2880) = —(—56 = 16
z = 75( % )= 15 )

de lo cual se obtienen:

20
T = 9 y xo=—4
Por todas las elevaciones al cuadrado hay que verificar si son o no soluciones. Una vez hecho
esto, ambas son soluciones. [l
Ejercicio 10(a) 4, pues 2* = 16 O
Ejercicio 10(b) 4, pues 3* = 16 O
1

Ejercicio 10(c) 5 bues 91/2 =3 O

1
Ejercicio 10(d) —1, pues 37! = 3 O
Ejercicio 10(e) 3, pues 33 = 27 O
Ejercicio 10(f) 3, pues 55 = 125 O

1
Ejercicio 10(g) —2, pues 272 = 1 O
Ejercicio 10(h) 4, pues 2* = 16 0
Ejercicio 10(i) 8, pues 2° =8 O
Ejercicio 10(j) 2, pues logg 4 + logg 9 = logg 36 = 2 O
Ejercicio 10(k) 1, pues logs 20 + logs(3) = logs 5 = 1 O
Ejercicio 10(1) 64 O

Ejercicio 11(a)

164
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|
Ejercicio 11(b)
(2 =)
]
Ejercicio 11(c)
10 -z — 20
O
Ejercicio 11(d)
2+
O
Ejercicio 11(e)
(z+y)°
|
Ejercicio 11(f)
1
z
]
Ejercicio 11(g)
1
T4y
]
Ejercicio 11(h)
23!:
O
Ejercicio 11(%)
vVI+y
|
Ejercicio 11(j)
x> 20
]
Ejercicio 11(k)
(3-2)°
]
Ejercicio 11(1)
32°
O
Ejercicio 12(a)
(p+ 5n)? = p* + 10pn + 25n°
|

Ejercicio 12(b)

(2a 4 3b)? = 4a® + 12ab + 9b*
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]
Ejercicio 12(c)
(a — Tb)* = a® — 14ab + 49b*
]
Ejercicio 12(d)
(2a 4 b)(2a — b) = 4a* — b?
]
Ejercicio 12(e)
(x—y+2?=a?+y* +4— 22y +4r — 4y
U
Ejercicio 12(f)
(x4 5)(x+3) =2> + 8z + 15
O
Ejercicio 12(g)
(x4 5)3 = 2% 4+ 1522 + 752 + 125
O
Ejercicio 13(a)
8xz + 12zw = 4x(2z 4 3w)
O
Ejercicio 13(b)
12ab + 18ac — 30ad =
O
Ejercicio 13(c)
(3z — 4y)(3z + 4y)
O
Ejercicio 13(d)
(ab® — w)(ab® + w)
]
Ejercicio 13(e)
(z+y)(a—1)
]
Ejercicio 13(f)
(2 +29)° + (@ +2) = (z+2y)(w + 2y + 1)
]
Ejercicio 14(a)
ar—ay—r+y _ (x —y)(a—1) _T—y
ar+ay—z—y (z+y)la—1) z+y
U

Ejercicio 14(b)

(a—b?—c [(a—b)—d[la—b)+c a—b+c

a2—(b+c)?2 [a—(b+o)la+(b+ec)] a+bte
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O
Ejercicio 14(c)
11)2+ 2
1= :ti—yE _ _2y2 _2y2 _ i
- +Y T 2 2T _
ﬁ_ﬁé — i_z x—y?>—(x+vy) dry 2z
O
Ejercicio 15(a)
81
pues
y* — 18y + 81 = (y — 9)
O
Ejercicio 15(b)
16ab
pues
a? + 16ab + 64b* = (a + 8b)?
O
Ejercicio 15(c)
9y*
pues
9y? — 30y + 25 = (3y — 5)°
O
Ejercicio 16(a)
T y\ _
()=
O
Ejercicio 16(b)
\/2(a2 + b2)?  2(a? - B2 _, pab
c c
O
Ejercicio 16(c)
- _ = ===
T ) T Yy r oy
O
Ejercicio 17(a)
1_34_2_1_31—7x=>37—4x_31—7m
20 3z 4x 3 6z 122 6z
Despues de multiplicar por 12x se tiene s
xr = 5
O

Ejercicio 17(b) Despues de reducir queda

2
1222 — 1182 + 276 =0 =2 =6 V ng
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O
Ejercicio 17(c)
Vitd/r=1+vVz=14+4yz = (14 Vx)?
Se simplifica para tener que
2V =x
Se eleva al cuadrado
jr=2"=a(z-4)=0=2=0V r=4
U
Ejercicio 18(a) Te entrego la pista fundamental
118
O
Ejercicio 19(a)
(x—=1)(x+2)—4<0
O
Ejercicio 19(b)
Alz)=(z—1)(z+2)—4
O
Ejercicio 19(c)
2?4 2-6<0
O
Ejercicio 19(d)
(x+3)(z—2)=0
U
Ejercicio 19(e)
r=-3 V x=2
U
Ejercicio 19(f) :’3 g R O
Ejercicio 19(g)
En 3 subintervalos
O

Ejercicio 19(h)

e En (—o0,—3) se puede tomar x = —4 con lo cual A(—4) = (—4+3)(—4—-2) >0
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e En (—3,2) se puede tomar x =0 con lo cual A(0) = (0+3)(0—2) <0

e En (2,00) se puede tomar x =4 con lo cual A(4) =(4+3)(4—-2)>0

O
Ax) > Om Alx) <0 A(xz) >0 R
Ejercicio 19(1) 3 5 a
Ejercicio 19(j)
Sy =(-3,2)

]
Ejercicio 20(a) (1,6) O
Ejercicio 20(b) (—o0,5) U (7, 00) O

Ejercicio 20(c) La desigualdad es equivalente a 22 + 3x +4 < 0. Al resolver 22% + 3z +4 =0
el discriminante b> — 4ac < 0 de modo que no existe x € IR que haga cero la ecuacién. En
consecuencia, ella es siempre positiva o negativa. Para ver esto se toma cualquier x y se evalia.
Por ejemplo, con x = 0 se tiene 2(0)%2 +3(0) +4 = 4 > 0. Por tanto, no existe x que la haga
negativa, de manera que la ecuacién no tiene solucion en IR ]

1
Ejercicio 20(d) (5,2) O
Ejercicio 20(e) x € (Zz, 2)

Ejercicio 20(f) {x < —1}U{z > 0}

1 2
Ejercicio 20(g) (—oo, —5) U (5’00) O
2
Ejercicio 20(h) (—1, 5) O
Ejercicio 21(a)
| 4—6-8|=|4—14]|=] —10 | = —(—10) = 10
O
Ejercicio 21(b)
[4]=]6]-]8]=-10
|
Ejercicio 21(c)
[ 4[] —=8]=32
]
Ejercicio 21(d)
[[4]-6]-]8[=-6
O

Ejercicio 21(e)

| —4|+]6]-] -8]=52
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Ejercicio 21(f)

1] —2]=2
]
Ejercicio 22(a)
=3
U
Ejercicio 22(b)
1
xr = Z
]
Ejercicio 22(c)
x=—4
]
Ejercicio 22(d)
1
T8
]
Ejercicio 23(a)
T>5
O
Ejercicio 23(b)
1
xr > Z
|
Ejercicio 23(c)
x> =2
]
Ejercicio 23(d)
>3
]
Ejercicio 24(a)
<6
]
Ejercicio 24(b)
2
T < g
O
Ejercicio 24(c)
T < -2
]
Ejercicio 24(d)
x < —4
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Ejercicio 25(a)

T — 2, si x—2>00bienz>2

FErIE

0, st x =2
—(x—2), si x—2<0o0bienz<2
O
Ejercicio 25(b)
2
3xr — 2, T > —
x sia> 3
|3z -2 | = 0 L2
, ST =g
. 2
—3x+2, six<-
\ 3
O
20 —4, six>2
Ejercicio 25(c) | 2z —4 | = 0 Gz —9 O

—2x+4, six<2

\
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Ejercicio 25(d)

T+ 2
) ) - 7_2 U 3a
g SiTE (—o00,—2) U (3,00)
T+2|
r—3 | 0, st x=—2
xz+2
-, x € (—2,3
3 six € ( )
>0 <0 >0
= o R 0
-2 3
Ejercicio 26(a) Los “puntos de quiebre” son x = —1 y x = 1, ambos son parte del conjunto

solucidn (es cosa de reemplazar). En la recta la cosa se ve como sigue

® ® R
I 1

La recta ha quedado dividida en tres subitervalos, en los cuales se tiene:
En (—o0,—1)

Al sacar valores absolutos la ecuacion |x + 1] + |z — 1| < 3 equivale a

—x—l—x—|—1<3=>x>—g

con lo cual, en la recta real tenemos la situacion que muestra la figura

de aqui a la derecha hay solucién
1

-1

Njw

En (—1,1)

Al sacar valores absolutos la ecuacion |x + 1| + |z — 1| < 3 equivale a
z+l-—z4+1<3=2<3

una verdad tan grande como el “eterno campeon”. Asi que el [—1,1] es solucion, de modo que

graficamente tenemos

en este intervalo tenemos solucion

A ° ° R
-3 -1 1
En (1,00)
Al sacar valores absolutos la ecuacion |x + 1] + |z — 1| < 3 equivale a
3
x+1+x—1<3$m<§

que en la recta se ve de la siguiente forma
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& L L
1

O

~ wle (-

Se concluye que el conjunto solucion es (—%,%

x
Ejercicio 27(a) La desigualdad es equivalente a | |+‘ 2 < 1. Los “puntos de quiebre” son x =0
x
y x = —2. Los pones sobre la recta numérica

R

—2 0

La recta queda dividida en 3 intervalos. Tienes que ver que pasa en cada uno de ellos. Por
ejemplo, en (—oo, —2) la ecuacion |x| < |z + 2| equivale a tener

—rz < —(x+2)

de lo cual se obtiene, al simplicar las x, que 0 < —2. Como esto es falso, significa que no hay
solucidn alli. Por otra parte, en el intervalo (—2,0) la ecuacion equivale a

—r<zr4+2=— 22r<2=—ax>-1

En x = —1 se da la igualdad
|-1=|-142/=1=1
Este punto debe agregarse a la recta. Con ello la situacion en la recta es

o ° ° R

-2 -1 0

Dado que x = 0 satisface la desigualdad, debemos agregarlo en el conjunto solucion. Finalmente,
en el intervalo (0,00) la ecuacion equivale a tener

r<zr+2=0<2

lo que es siempre verdadero, de lo cual se deduce que todos los valores de x a la derecha del 0
son parte del conjunto solucion. En la recta tenemos la situacion

o ® ° R
-2 —1 0

De esta manera, el conjunto solucion es

O

Ejercicio 27(b) El “punto de quiebre” es x = —3, que no forma parte del conjunto solucidn.
En la recta numérica tenemos

R

-3

La recta queda dividida en 2 intervalos. En (—oo,—3) se tiene la equivalencia

672176 6 276

m1’5 z 1 5

de lo cual se obtiene v < —8. La recta se ve como sigue

R R
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Por otra parte, en el intervalo (—3,00) se tiene la equivalencia

67217665 275

wl’S xr 1 5

de lo cual se obtiene x > 2. La recta se ve ahora como sigue

] I TR

-8 -3 2

De esta manera, el conjunto solucion es

S = (—00, —3) U (2, 00)

O
5
Ejercicio 28(a) Y k(k+ 1) =70 0
i=1
3
Ejercicio 28(b) > 2" =15 0
n=0
3
Ejercicio 28(c) Z (6h—1) =12 O
h=—2
7
Ejercicio 28(d) » i(3 — 2i) = —195 O
i=3
20
1 1 1 1 )
Eiercici _ T __2 O
jercicio 28(e) Liix2 i+l 2 2 1
n+1
1 1 1 1
Fiercici B _ B 0
jercicio 28(f) ; % -1 241 2n+1 2p+1
Ejercicio 29(a) Se puede ordenar de 6 maneras distintas. Ellas son:
O
Ejercicio 29(b) Son 24 formas O

Ejercicio 31(a) Usando la férmula del binomo de Newton se tiene:

(z+y)t = (3) xt + (i) Syt + (;) z?y? + <§> zy> + (j) 2Oyt

Haciendo los cilculos, se llega a

at + 423y + 6222 + 4P + o
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Ejercicio 31(b) El Ty nunca falla

Ts = (Z) a' (2y)* = 80xy*

Ejercicio 31(c) Se aplica la formula del T,

Ty = <k ! 1) (327) T+ (T = (k ! 1) (3)* (@) (@)t "

x
Como buscamos el de grado 8, el exponente de x debe ser 8, esto es
2?2BR) gk — 08— k=3

Esto significa que el término de grado 8 es el tercero
7 1
T3 = <2> (322)5 . (5)2 = 510325

O

n
Ejercicio 31(d) Cuando n es par hay un dnico término central y es 5 + 1. Por tanto, en este
caso es
6
T4 _ ( )(.7)2)3&3
3
O

Ejercicio 31(e) Como el exponente del binomio es impar, hay dos términos centrales, que son

Tz Y Ting1y/241

En este caso:

7, = @ () (@)’

O
Ejercicio 31(f) Se aplica el Ty,. Se tiene:
- (k 8 1) <g$2)9—k+1 <_3i$)k_1
Al simplificar y haciendo los cdlculos se debe hallar
3 6
()& (-
O
Ejercicio 32(a) Al reemplazar
g = 100% — 70 x 100 + 1225 = 4225
O
Ejercicio 32(b) En este caso, una completacion de cuadrados simplifica los cdlculos
1225 = (p—35)2 == 352 = (p—35)2 = p="70
O

Ejercicio 32(c)
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i 4225

1225
-P
35 100
O
Ejercicio 33(a) Solo hay que reemplazar t = 10 en la férmula dada
n = f(t) = 300t3 — 20t> = f(10) = 300 x 10> — 20 x 10? = 298000
O
Ejercicio 33(b) En este caso se reemplaza t = 15
f(15) = 300 x 15 — 20 x 15% = 515200
O

Ejercicio 33(c) Como se trata de una funcion polinémica de grado 3, su dominio es R y su
rango o recorrido es también IR. Los cortes con los ejes son:

e Sit=0, entoncesn = f(t) =0
e Sin =0, entonces 300t> — 202 = 0, de lo cual

1
20t3(15t — 1) =t =0, V t=1¢

La positividad de la funcion se observa en los siguientes subintervalos.

no estan en
el dominio f(ﬂ,ﬂﬂl} <0 f(z)}n
t=0 1
t=—
15

- R

Su grifica es la que se indica

Lo
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O
Ejercicio 34(a) Hay simetria respecto del eje y. Se trata de una funcién par O
Ejercicio 34(b) No tiene problemas para tomar cualquier nimero real. Luego

dom(f) =R

O

Ejercicio 34(c) Esta funcién tiene recorrido los reales mds el cero. Esto es
rec(f) =R U {0}

O
Ejercicio 34(d) Se observa que es decreciente en (—o0,0) y creciente en (0,00). No te preocupes
por el cero, lo puedes ubicar en cualquiera de los dos intervalos O
Ejercicio 34(e) jjiiINO rotundo, no es inyectiva O

Ejercicio 35(a)

O
Ejercicio 35(b) En este caso, aplica, en primer lugar, la funcién f. Se tiene
(90 f)(2) =9(f(2)) =9g(4) =5
O
Ejercicio 35(c)
g(f (@) =9(2-0)=2-0+1
O
Ejercicio 35(d)
g(f(x)) =g(2z) =22 +1
O
Ejercicio 36(a)
(fog)(2) =f(9(2))=f(3)=6
O
Ejercicio 36(b)
fle@)=fO+1)=2-(O+1)
O
Ejercicio 36(c)
flgx) =flz+1) =2 +1)=2z+2
O

Ejercicio 36(d) Por los resultados

flg(x)) =22 +2 #2241 =g(f(x))




Geometria Analitica

Ejercicio 37(a) Se trata de una funcion racional. El denominador se anula en x = —%. Por
ello, su domino es 5
dom(f) = R~ {~}
O
Ejercicio 37(b) Para encontrar el recorrido debemos despejar la variable x y observar que pasa
con la y
AT e Sy =2 T a(Ty—2) = -3y -7
Y= +3 . y=ar Y -
Al despejar
. 3y+7
2Ty

2
De esta manera, debe ser y #+ 2 y se concluye que

rec(f) = R~ {2}

Ejercicio 37(c)
223:1—7: 209 — 7
Tr1+3 Txa+3
(221 — 7)(Txe + 3) = (29 — 7)(Tz1 + 3)
14e1Ts + 621 — 4929 — 24 = 14175 + 629 — 4927 — 20
6x1 — 4929 = 629 — 4911
5521 = H5dx2

Ir1 = T2

f(z1) = f(z2)

Hemos probado que la funcion dada es inyectiva O
Ejercicio 37(d) Nos damos un y en el recorrido y luego vemos si tiene asociada una pre-imagen

_2x—7:x_3y+7
Tz +3 2Ty

Y

De esta manera, el elemento x que debemos tomar, para obtener y es

QU_3y+7
2Ty

Para este x se debe cumplir que y # % . Esto significa que el recorrido de la funcion es

rec(f) =R~ {3}

Ast, la funcién es sobreyectiva al considerar

_2m—7
T +3

R {2} 5 R~ {2}, con f(2)

Ejercicio 38(a) Como y =+/x + 3, entonces

Y =r+3=1x=y>—3
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Por tanto, al intercambiar x por y se tiene que la inversa es

fli @) =a® -3
]
Ejercicio 38(b) Claramente, de la definicion de la funcion,
dom(f~(z) = [0, 00)
]

Ejercicio 38(c) Como f~1(x) = 2% — 3, el menor valor que toma esta funcion es —3 y no tiene
cota superior. Por tanto,

rec(f!(z)) = [~3,00)

Ejercicio 38(d)

O

Ejercicio 39(a) Al principio del experimento est =0, de modo que y(0) = 20e” = 20. Significa
que al principio se tiene 20 millones de bacterias ]

Ejercicio 39(b) Dos horas significa que se toma tiempo t = 2. Se tiene
y(2) = 20 - €2/* = 38955 millones

Se saco usando calculadora O

Ejercicio 39(c) La base e = 2,71828---. Como esta cantidad es mayor que 1, su grifica es
creciente
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V4 .
= 2083
TELRT]=mmmemmmmmemimmeene ! s
60 /
54,4366 {-----mmee .
1) - / -
38.965 /
27.912 /- P
200 i i i E
R
-6 -3 00 1 2 3 4 6 r
Torpedo 40(a)
medida
AY -
5 T en radianes
27 3 T

Torpedo 41(a)
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/ X

Ejercicio 42(a) La primera cuenta que debes sacar es saber en qué cuadrante se halla el dngulo
que te dieron. Como es de 30(°, estd en el cuarto cuadrante. Asi que su distancia al eje x (en la
misma direccion positiva) es de 60°. Este es el angulo de referencia.

AY

A
NN

O

Ejercicio 42(b) Para este dngulo de 130° negativo, su distancia al eje x (en la misma direccion
negativa) es de 50°. Se sigue que 50° es el dngulo referencia.

Ay

-/Fx

507 f = —130°

=
I

Ejercicio 45(a)
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¥
§ (0,6)
Di-35) 5
) A32)
P .t
-6 -1 b} 8 E(10,0
-2
' B8.-2)
((-6,-3]
Figura 3
Ejercicio 46(a)
y Y
i - Yo
a1 1 - .'['D
.

Ejercicio 46(b) Al usar Pitagoras

d(A, B) = /(21 — 20)? + (41 — y0)?

3
Ejercicio 47(a) Tiene pendiente 3 iNO es paralela a ningin eje!

Ejercicio 47(b) jEsta es paralela al eje x!

Ejercicio 47(c) x = —%. jEsta es paralela al eje y!
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Ejercicio 47(d) Esta es NO es paralela a los ejes. O
Ejercicio 48(a) Para hallar ordenada en el origen se hace v =0 y listo.

T=0=y=-2
Para hallar la ordenada en el origen se hace y =0

y=0=—=z=3

O
2
Ejercicio 48(b) 1 =0—=y = 5 No hay abscisa en el origen. O
1
Ejercicio 48(c) y=0— x = —3 No hay ordenada en el origen. O
Ejercicio 48(d)
r=0<=y=0
x =0 es la abscisa en el origen e y = 0 es la ordenada en el origen. O
Ejercicio 49(a) La expresion de ambas rectas es:
. w+2y:4:>y:—%x+2
e 2r—y=8=—y=2r—38
(Il
Ejercicio 49(b)
1
. x+2y=4=>m1=—§
e 2 —y=8=mg =2
(Il
Ejercicio 49(c)
O

Ejercicio 50(a)
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]
Ejercicio 50(b)
T /eci
3
dy+3z+12=0 /-2
dr-3y4+6=0
|
o 1 ¥ 3
-1
-2
|
Ejercicio 50(c) el producto de pendientes debe ser -1 O
Ejercicio 50(d)
3
m=—;
]
Ejercicio 50(e) La ecuacion es
y+3=—> (—0)
O bien
4dy+3x+12=0
O

Ejercicio 51(a)
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U
Ejercicio 51(b)
]
Ejercicio 51(c) La pendiente es -1 O
Ejercicio 51(d) La pendiente es 1 O
Ejercicio 51(e) La ecuacion es
y=x—1
|
Ejercicio 51(f) El sistema es
r+y=3

r—y=1
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delocualz=2cey=1 (I

Ejercicio 51(g) La distancia es

d[(4,3),(2,1)] = V22 + 22 = 2V/2

O

Ejercicio 51(h)

d[(3,4),z+y—3=0]=2V2

O

Ejercicio 52(a)

-2
d[ (-2,3),2z+y—-4=0]= (=9-2+431-4 _ 5 _ &g
A Y E S A A

O

Ejercicio 53(a)

(z—h)2+ (y— k)2 =12
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Ejercicio 54(a) La completacion de cuadrados es la siguiente

24+ —6r+8y=0= (2 —3)%+ (y+4)>=25

Ejercicio 54(b) Los valores son

Ejercicio 54(c)

Ejercicio 55(a)

T
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Ejercicio 55(b) El cdlculo es el siguiente;

(—4) -3+ (=3)(=4) +30 _

r =d[(—4,—-3),3x — 4y + 30] = 6

V25

Los valores son

O
Ejercicio 55(c) La ecuacion es
(x+4)*+ (y+3)> =36
O
Ejercicio 56(a)
s
y=—6
O
Ejercicio 56(b) Es la distancia vértice-foco y vértice directriz. Es a =6 |
Ejercicio 56(c)
z? =24y
O

Ejercicio 57(a)
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V:(h,k) -~ directriz o
O
Ejercicio 57(b)
A
/ D
V=(hk) directriz
-
]
Ejercicio 57(c)
F(h,k+a)
U
Ejercicio 57(d)
y=k—a
]

Ejercicio 57(e)
d(P,F) = d(P, directriz) = (z —h)* + (y—k—a)’ =y —k+a

Después de desarrollar

(z = h)* = da(y — k)
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Ejercicio 58(a)

La distancia vértice foco es 3, lo que significa que a = 3. Ademds, h =0 y k = 2. Luego, usando

la forma
(x —h)? = da(y — k)
se tiene
2 =12(y — 2)
O
Ejercicio 58(b)
A
F
N%
-2
La distancia-vértice foco es 2, lo que significa que a = 2. Ademds, h = 0 y k = —2. Luego,
usando la forma (x — h)? = 4a(y — k), se tiene
22 =8(y +2)
O
Ejercicio 58(c)
3
-4




Geometria Analitica

La distancia-vértice foco es 3, lo que significa que a = 3. Ademds, h = —4 y k = 3. Luego,
usando la forma (x — h)? = 4a(y — k), se tiene

(z+4)> = 12(y — 3)

O

Ejercicio 58(d) De sequro sacaste que (z —2)* = 2(y — 3). Con esto se tiene que h =2, k = 3,
1
a = 5

3
Yy -
Las coordenadas del foco son .
1
F(2 —)=F(2,=
(2,3+5)=F(2)
O
Ejercicio 59(a)
d(P, F) = d(P, directriz)
O
Ejercicio 59(b)
d[(.’E,y), (Ov _a)] = d[(xay)vy —a= 0] = .’E2 + (y + a)2 = (y - a’)2
Al simplificar,
z? = —4ay
O
Ejercicio 59(c) el signo O

Ejercicio 60(a) Al hacer el esquema correspondiente se halla que a = 2 y como el vértice es
(0,6), entonces
(r—0)%=—4-2(y—8) = 2> = —8(y — 8)

La grifica es la siguiente
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10

AQ 10

4(—2)(y—-8)=x"

O

Ejercicio 60(b) Al hacer el esquema correspondiente se halla que a = 2 y como el vértice es

(0,2), entonces
(r—0)%=-4-2(y—2) = 2> = -8(y — 2)

La grifica es la siguiente

10 L9

Ejercicio 61(a)
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Y

3
directriz n

Vilk)

- I
O
Ejercicio 61(b) La distancia Foco - Vértice es a y la ordenada del foco es k — a. ]
Ejercicio 61(c)
d(z,y), (h,k—a)l = d[(z,y),y —k—a=0 = (z —h)*+ (y—k+a)’ = (y -k —a)?
Al reducir
(¢~ )* = ~taly — K)
O
Ejercicio 62(a) Al completar cuadrados se halla que
(x —4)* = =3y
De esto se deduce que V(4,0) y 4a = -3 = a = —3
-Il
y=34
) : 3 ] -
F(4,- 3/4)
2
-4
[l

Ejercicio 63(a)




Geometria Analitica

> e

H FP(zy)

V(0,0) F(a,0)

|

Ejercicio 63(b)

d(P, F) = d(P, directriz) = d[(x,y), (a,0)] = d[(z,y),z = —a]
= (z—a)’+y* = (v +a)?
Al reducir
y2 = 4dax

|

Ejercicio 63(c)

(y — k)? = da(z — h)

|

Ejercicio 64(a)

2x—12) =_).'2

Como el vértice es V(0,0), a =2 y el foco es F(2,0), entonces

(y—0)2=4-2(x—0) = ¢y* =8
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Ejercicio 64(b)

Como el vértice es V(0,0), a =3 y el foco es F(3,0), entonces

(y—02=4-3(x—0) = ¢y* =12z

O
Ejercicio 64(c)
5 /
L L]
4-1-(x)=(r—4)°
Al completar cuadrados se tiene
(y—4)?=4r=0a=1,h=0k=4
O

Ejercicio 65(a)
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O
Ejercicio 65(b)
d(P, F) = d(P, directriz) — d(x,y), (~a,0)] = dl(z, ),z = d
de lo cual se tiene que
(z+a)* +y° = (z —a)?
Al reducir
y2 = —4dazx
O
Ejercicio 65(c)
(y - k)2 = —da(z — h)
O

Ejercicio 66(a)

10 10

=10
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Al bosquejar se halla que a =2 con lo que el vértice es V(4,4). Luego se abre hacia la izquierda.
Por tanto, su ecuacion es

(y— 42 = 42 —4) = (y—4)> = —8(x — 4)

Ejercicio 66(b)

10

|
[
|
|
|
‘1|ﬁ -— =
|
|
|
i

Al bosquejar se halla que a = 2 con lo que la directriz tiene ecuacién x = 2. Luego, se abre hacia
la izquierda. Por tanto, su ecuacidén es

(y—0)2=—4-2(x—0) = ¢> = 8

Ejercicio 66(c)

10

Al completar cuadrados se tiene que a = 1, h = k = 4. Se abre hacia la izquierda. Por tanto, su
ecuacion es

(v =47 = —4- (o —4)
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Ejercicio 67(a)
(a70)> ) (_a‘70)

O
Ejercicio 67(b) La distancia del centro al vértice O
Ejercicio 67(c)
d(P, F1) + d(P, F3) = 2a
O
Ejercicio 67(d)
d(Pa Fl) + d(Pa F2) =204 = d[(xa y)v (C7 0)] + d[(m7y)a (—C, 0)] =2a
de donde
\/(w—c)2+y2+\/(m+c)2+y2 =2a
Al trasladar y elevar al cuadrado se tiene
(x—c)?+y?=4a® —da\/(x+ )2+ 12 + (z + )2 + o/
Al simplificar
dar/(z +¢)? +y? = 4a® + dcx = ay/(x + )2 +y2 = a® + cx
Elevando nuevamente al cuadrado
a®[(x + ¢)? + 9% = a* + 2d%cx + A1? = a®(z + ¢)® + a%y® = a* + 2a%cx + Aa?
Ahora se simplifica
a?x? + 2a’cx + a*c® + a%y? = o' + 2dPca + PP = (a® — P)2? + a*y? = d®(a® — )
Al poner a® — ¢® = b? se tiene
222 + a®y? = a2
Al dividir por a®b? se obtiene la forma canénica
2 2
Y
2tp=t
[l
Ejercicio 68(a)
a=13
O
Ejercicio 68(b)
(—13,0)
[l
Ejercicio 68(c)
(_57 0)
O

Ejercicio 68(d)
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]
Ejercicio 68(e) Como a® — ¢ = b%, entonces 13% — 5% = 144 = b?, de donde b = 12, con lo cual
la longitud del eje menor es 24 O
Ejercicio 68(f)
20 288
L,,, = — = —
a 13
O
Ejercicio 68(g)
)
‘TuT 1
]
Ejercicio 68(h) La ecuacion de la elipse tiene la forma
22 P 72 y?
Tl =L o
2T T 169
]
Ejercicio 69(a)
(h+c,k) y (h—ck)
O
Ejercicio 69(b)
(h+a,k) y (h—ak)
O
Ejercicio 69(c)
AT AV
b R
a b2
]
Ejercicio 70(a)
(h7k+c) Y (h,k—C)
O
Ejercicio 70(b)
(h,k+a) y (hk—a)
U
Ejercicio 70(c)
AT Ay
@=h? , =0 _|
b2 a?
O
Ejercicio 71(a) Los vértices son
(CL, 0) Y (—CL, 0)
O

Ejercicio 71(b)

d[P, Fy] — d[P, F1] = 2a
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Ejercicio 71(c) De acuerdo con la definicion

d(z,y), (=¢,0)] — d[(z,y), (¢,0)] = 2a

esto equivale a tener

\/(a:+c)2+y2—\/(m—c)2+y2=2a

Trasladando una raiz tenemos
(x+e)?+y?=2a+/(z—c)? +y?

Se eleva al cuadrado
(x+c)?+y*=4a® +4day/(z — )2+ 2 + (. — ¢)* + 92

cx —a® = ar/(z — )2 + 32

Al reducir

Se eleva de nuevo al cuadrado

Ax? — 2d%cx + a* = a[(x — ¢)* + 97

que equivale a
132(02 _ a2) _ a2y2 _ (12(62 _ (12) =0

Considerando ¢ — a2 = b%, pues ¢ > a, se tiene

Ejercicio 72(a) Las coordenadas de los focos son:

(h+c,k) y (h—ck)

Ejercicio 72(b) Las coordenadas de los vértices son:

(h+a,k) y (h—ak)

Ejercicio 72(c)
(@—h)?  (y—k)?

a? b2 !

Ejercicio 73(a)
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F v F
S v ® -
- c - 4 4 [
Activa
O
Ejercicio 73(b) La distancia centro - vértice es 4, luego, a = 4. Ademds, de c* — a® = b* se
tiene
36— 16 =b> = b =120
Como h =k =0 se tiene que la ecuacion es
2 2
2 v
16 20
O

Ejercicio 74(a) Un esquema es el siguiente

A Y

Como a =6 y la excentricidad

Ademds,

F—ad?=0=5b=8

Dado que el centro es (h,k) = (0,0), entonces la ecuacion de la hipérbola es
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O
Ejercicio 75(a) A partir de la ecuacion
(@ =m? =k _,
a? b2
se establece la misma ecuacion, pero igualada a cero
(=1 =k _,
a? b2
Se escribe esta ecuacion como suma por diferencia
x—h —k z—h —k
( a _yb >( a +yb >=O
Cada factor representa una asintota. Despejando la variable y se obtiene
y=k=+ é(ar: —h)
a
O

Ejercicio 76(a) Al completar cuadrados, la ecuacion tiene la forma
(@+1)? = (y-1)°=1

Las asintotas son:
[(z+1) - (-] [(e+1)+(y—-1)]=0

Al reducir cada factor:
r—y+2=0, r+y=0

Luego, las asintotas tienen ecuaciones
y=x+2, y y=-=x
La grifica es

Hf

2

y=r+2 y=-
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