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�� ��� b`�� f�z� � 0 � �	 ����	�`�� �� �����`	6 G��������
�� 	` ���b�'�

���������B

g�z� �

�

�

�

�

�

�

�

f�z�

z
, z � 0

f ��0�, z � 0.
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�� �#$�� �� �� ���� �� "��&�!( ' �$#���!��"��"

W� 
���� �a����`� ��� �	 b������� �� 	�� `���
��-�
�� `�`	%��b�� �

`���`�`	%��b�� ��	 ���b� ����`��� b�� 	` �
��`b�'� �� b�

���b�'� �� ���5

b����� ����	�` ��� �� ���
�4 �����`�� 
�� �	 �%
a�	� Aut�D�C `	 ��a���
�
2�� %���b� ���3 �� `���
��-�
�� `�`	%��b�� 	� �����`��
�� 
�� Aut��D�6

G�
� 	` ��`�����
`b�'� �� Q(a���

H�z� �
z � i

z � i

�� �� a���	�
��-�
� ����� �	 ��
�
	`�� ��
�����

H � �z % C : Im�z� � 0	

� �	 ���b� ����`���4 �� ����� ���

Aut�H� � H �Aut�D� �H�1

Aut��H� � H �Aut��D� �H�1

�� ����� �� �a����� �	 ���������6

X����
` &#'# 0���
����
�� ��	 ��
�
	F�� ��
����� HB 7�� D���%

�� �
�� D�D	���F�� ��	 ��
�
	D�� ��
����� H ��� �� 	D ���
D

A�z� �
az � b

cz � d

� 	�� D���
�� �
�� D���D�D	���F�� ��	 ��
�
	D�� ��
����� H ��� �� 	D

���
D

A�z� �
�az � b

�cz � d

����� a, b, c, d % R � ad� bc � 1&

I	 ����	�`�� `������� ��� ��b�4 �� 
`���b�	`�4 ��� 	�� ���
�� Aut��H�

� Aut��D� ��� `
a�� ���
����� b�� �	 ���
� 
����b���� 	���`	 PSL2�R�6

I���b�b�� &#&# G�

	��`� 	` ��
����`b�'� ��	 �����
` `�������6

&#(# 0���
����
�� ��	 
	F�� H�

	���

P` �����
��`b�'� �� 	�� `���
��-�
�� ��	 
	`�� b�

	��� C �`
a�$� ��

�!b�	 �� �a�����6
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,

�� �#$�� �� �� ���� �� "��&�!( ' �$#���!��"��"

aj � 0 
`�` j � d6 I� ���`� 
`	`a�`�4 F ��a� ��� �� 
�	���
��6 T��� 	`

����b�����`� �� F `�����` ��� �`	 
�	���
�� ��a� ��� �� ��`�� ���4 ��

��b��4 F �z� � z6

T`�` �a����� 	�� `���
��-
�� `���`�`	%��b��4 a`��` �a����`� ��� J�z� �

z �� ��� �� �		��6

Sa����`b�'� &#&# I	 �����
` �� 	` `
	�b`b�'� �� V��
`�� ��� ��b� ���

���` ����'� Ω � C ��

	�
���� b����`4 ��������� �� C4 �� a���	�
���`
`	 ��
�
	`�� ��
����� H6 P����4 Aut��Ω� �� ���
���� ` PSL2�R�6 T��
�����`b�`4 ��	� 
`�` `	���`� �������� Ω �� 
���� b`	b�	`� ��` `
	�b`b�'� ��

V��
`�� �� 
`���` ��
	%b��`6 T`�` �	 b`�� �� �������� 
�	����`	��4 �������

	`� �'�
�	`� �� Wb��`��5G������,�	6 T�� ���

	�4 �� Ω �� �� ���!���	�

����� ��� �� ��� !���	�� ���������� ��� απ � βπ4 �����b�� 2
���	� `	���`

b����`���3 ��` ���b�'� �� V��
`�� �� �`�` 
��

F : H � Ω : z ��

� z

i

dw

�w � 1�1�α
�w � 1�1�β

.

I� �	 b`�� �� ��� Ω �� �� b�`��`��4 	` ���b�'� �� V��
`�� �� 
����

�a����� ��`��� ������`	�� �	%
��b`�6 G�`��� Ω �� ��` ����'� ���`���	`� b�5

��� 	`��� ��� `�b�� �� b%�b�	��4 �����b�� ������� �`
a�$� �'�
�	`� ��`���

	`� 		`
`�`� ���b����� ���`���	`��� �� Wb��`�� 2`��b�`�`� ` b����`� �b�`5

b����� ��������b�`	�� �� ������� ����� 		`
`�`� ��
�����
$���b`�36
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��""��" �������#"� ���$��" �� ����"� �������#�!�� ' �����!� �%��(���

::

�������� �

#���
�(��� �� "��	&

 � (�
�&� &���'
&�(&�

'#&# BF����F��� ��
�	���HF�

W�` X �� ��
`b�� ��
�	'��b� � n � 1 �� ������6 Y� D�	D� ��
�	���F� n%

��
������D	 
`�` X �� ��` b�	�bb�'� �� 
`��� A � ��Uj , zj�	 2		`
`�`�

FD��D�34 �`����`b����� 	`� ���������� 
��
���`���B

96 b`�` Uj � X �� �� `a����� ��	 ��
`b�� ��
�	'��b�XC

:6

�

j Uj � XC

;6 zj : Uj � zj�Uj� �� �� ��
��
��-�
� ����� Uj � �� b�������

`a����� zj�Uj� � Rn
6

Sa����`b�'� '#&# Sa�����
�� �� 	` ��-��b�'� �`�` `���a` ��� �� Ui'Uj �

$4 �����b�� 	` ���F��� �� ��D���F���

zj � z
�1
i : zi�Ui ' Uj� � zj�Ui ' Uj�

�� �� ��
��
��-�
� 2��� -���` :6936

Y�` �D����D� ��
�	���FD n%��
������D	 �� �� 
`� ���
`�� �� �� ��
`b��

��
�	'��b�4 b�����4 L`�����, � ������� ��
��`a	�4 
������� �� �� `�	`�

��
�	'��b� n5��
������`	 
`��
`	6 G�`��� n � 24 �`a	`
�� �� ��
�� F���

��
�	���FD� 2�� ���� b`�� 
���
�� `��
!� ������-b`� �	 
	`�� R2
b�� �	


	`�� b�

	��� C36
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  1
z

β
o z

α

α β
z

z

'���
. ���% '�
0��
 �� �
.
��0��


Sa����`b�'� '#'# 0�	F� ��
�	���H�� 
F��
F	��B G��������
�� ��� `5

�	`� ��
�	'��b�� n5��
������`	�� 
`�` X4 ���`
�� A1 � A26 I����b��4 	`

���'� A1(A2 �`
a�$� �� ��` `�	`� ��
�	'��b� n5��
������`	 
`�` X6 H�

���` 
`���`4 ��`b�`� `	 	�
` �� ]���4 ���

�� ������ �� `�	`� ��
�	'��b�

n5��
������`	 
`��
`	 
`�` X6

I��

	� '#&# G��������
�� �� 
�	%���� ����	`� P � R2
�� 2r � 4 	`���4

���`
�� s146664 s2r6 G��������
�� ��� ��ab�������� ��������� �� �1, ..., 2r	

b`�` ��� �� b`����`	��`� r4 ���`
�� �j1, ..., jr	 � �k1, ..., kr	6 T�� b`�`

l % �1, ..., r	 b��������
�� ��` ���
���%` ��b	���`�` Tl �`	 ��� Tj�sjl� � skl

� Tj�P
0
�'P 0

� $4 ����� P 0
�� �	 �������� �� P 6 M�����-���
�� 	�� 	`���

�� P ��`��� 	`� ��`�����
`b����� Tj 6 I	 ��
`b�� �a������ ����	�` ��� ��`

��
��-b�� ��
�	'��b`6

'#'# BF����F��� �������H�FG	��

Y�` �D����D� �������F�DE	� n%��
������D	 �� �� 
`� ���
`�� �� �� ��
`5

b�� ��
�	'��b�4 b�����4 L`�����, � ������� ��
��`a	�4 
������� �� ��

`�	`� ��
�	'��b� n5��
������`	 
`��
`	 b��`� ���b����� �� ��`���b�'� ���

���b����� �������b�`a	��C �� b��� b`��4 �`a	`
�� �� �� D�	D� �������F�DE	�6

:<

�� �#$�� 	� "$ �!�����" �� !������ ' �$!%�" �����!����"

Sa����`b�'� '#(#

96 X��` �`����`� �������b�`a	� ����� ��` �����b���` �� �`����`� ��
�5

	'��b`4 �� 	` 
��
` ��
����'�6

:6 T���� �b����� ��� 	` ���'� �� ��� `�	`� �������b�`a	�� �� ��` ��5

�����b�`a	�6 T�� ���

	�4 
���
�� b�������`� X � R � 	�� `�	`�

�������b�`a	�� A1 � ��R, z : R � R : x �� x�	 � A2 � ��R, w : R �

R : x �� x3
�	6 I� ���� b`��4 	` ���'� A1 ( A24 �� a��� �� �� `�	`�

��
�	'��b� 
`�` R4 �� �� �������b�`a	�6

I��

	� '#'# 0�	F� �������H�FG	� 
F��
F	B W�` A �� `�	`� �������b�`5

a	� n5��
������`	 
`�` X6 W�` F ���
`�� �� ����� 	�� 
`��� �U, z�4 �����

U � X �� �� `a����� � z �� �� ��
��
��-�
� ����� U � �� `a����� V

�� Rn
4 �`����`b����� ��� 
`�` ���� �W,w� % A b�� W ' U � $ �� ���5

�� ��� w � z�1
� z � w�1

��� �������b�`a	��6 Z���-b`� ��� F �� �� `�	`�

�������b�`a	� 
`��
`	 
`�` X b���������� `	 `�	`� A6

Y� `�	`� �������b�`a	� �� 		`
`�� ������D�� �� ��� b`
a��� �� b�����5

�`�`� ������ �`b�a�`�� 
�������6 Y�` �`����`� �������b�`a	�4 ����� ` ��

`�	`� ������`��4 �� 		`
` ��` �D����D� �������F�DE	� ������D�D6

Y�` �D����D� ������DE	� �� ��` �`����`� ��
�	'��b` b��� `�	`� 
`��
`	


���� �� ��a5`�	`� �������b�`a	� ������`��6

'#(# @����
F �� H	F���HFH��� �� ��
���H���

I� ���` ��bb�'� 
������`
�� 	` b	`��-b`b�'�4 
'��	� ��
��
��-�
�� ��

���`� 	`� ��
��-b��� b����`�4 L`�����, � ������� ��
��`a	�� ��a��` `

O��$��!��'6

'#(#&# 4	 ��
FH�� �� ���� �� �� ��
FH�� ��
�	���H�

W�` X �� ��
`b�� ��
�	'��b� ��� �� 	�b`	
���� b�

`b��4 	�b`	
���� b�5

����4 b����� � L`�����, 2
�� ���

	�4 b�`��� X �� ��` ��
��-b�� ��
�5

	'��b`36

Y�` ��b���'� �Un�n�N4 �� `a������ b������ � �� �`b%�� �� X4 �� 		`
`�`

D���D�D �� �� �`����`b�� 	`� ���������� 
��
���`���B
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96 U1 � U2 � . . .C

:6 
`�` b`�` n % N4 	` �������` #Un �� Un �� b�

`b�`C

;6 'n�NUn � $C �

<6 
`�` b`�` b�

`b�� K � X4 ������ `	�)� m % N �`	 ��� K ' Um �

$6

H�b�
�� ��� ��� ��b������� `���`�`� �� `a������ �� X4 �Un�n�N �

�U �

n�n�N4 ��� �����D	����� �� 
`�` b`�` n % N4 ������� j, k % N �`	�� ���

Un � U �

j � U �

n � Uk 2���` ����	�` ��� ��` ��	`b�'� �� �����`	��b�`36 H���5

�`��
�� 
�� �	 �%
a�	� �Un�n�N 	` b	`�� �� �����`	��b�` �� �Un�n�N � 	�

		`
`��
�� ��  �D	 �� X6

E	 b������� �� 	�� -��� �� X 2�� ��b��4 �	 b������� �� 	`� b	`��� ��

�����`	��b�` �� 	` ��	`b�'� �`�`3 	� �����`��
�� 
�� �	 �%
a�	� Ends�X�

�	 b�`	 		`
`��
�� �	 ��
DF�� ��  ��� �� X6

E	 b������� Ends�X� 	� 
���
�� ���`� �� 	` ��
�	��%` �����`�` 
��

	�� b�������� 2	�� b�`	�� �� ��b�� ���
`� ��` a`��3 ��-����� 
��

U� :� ��Un�n�N % Ends�X� � Uj � U `	�)� j % N	,

����� U � Z �� �� b������� `a����� �� �`b%� �� X b��` �������` ��

b�

`b�`6

X����
` '#&# D(+EB 1	 ��
DF�� ��
�	���F� Ends�X�$ F�� 	D ��
�	���D D���%

����$ ����	�D ��� �� ��
DF�� 4D������$ ���D	
���� ���F����� � F�

DF��

"�� ��F��$ 	� 
���
�� ��� F�
� �� ��EF������� F���D�� ��	 F������� ��

/D����#&

'#(#'# 4�
FH�� �� ���� �� ��F ��
���H��

E���`4 ��
���`
�� ��� X �� ��` ��
��-b��6

Y�` ��E��
�� F�� �� X �� �� b������� b���`�� �� ��` ��b����`b�'�

��
�	'��b` �� X �� `	���` ��
��-b�� b��` �������` 2�� X3 b������� �� ��

�)
��� -���� �� b���`� b���`�`� ��

	�� � �������`�6 R���
�� ��� �� ���`

��-��b�'� ��` ��a��
��-b�� 
���� � ��� ��� b�

`b�`6

I	 ������ ����F��� �� ��` ��a��
��-b�� b�

`b�` Y 4 b�� q�Y � b���`�

�������`� � b`�`b���%���b` �� I�	�� χ�Y �4 �� �`�� 
�� g�Y � � 1� 1
2 �χ�Y ��

:>

�� �#$�� 	� "$ �!�����" �� !������ ' �$!%�" �����!����"

q�Y ��6 I	 ������ �� X �� �	 ��
��
� �� 	�� �$����� ����b���� �� �� ��a��5


��-b��� b�

`b�`�C 	����4 ���� �`	�� 
���� ��� b�`	����� ������ � �6 I�

b`�� ��� �� �$���� ��` b���4 ��b�
�� ��� X �� 
	D�D� 2�� ���`� 
`	`a�`�4

X �� ��
��
���` ` �� `a����� ��	 
	`��36

I� ���� b`�� �� ��
��-b���4 �� 	` ��-��b�'� �� �� -�`	 �� X4 
���
��

`��
�� ��� �� 	` ��b���'� `���`�` �� `a������ �Un�n�N ����
�� ��� 	`�

b	`����`� 2�� X3 Un ��� ��a��
��-b���6 H� ���` 
`���`4 
���
�� ��b��

��� �� -� �Un�n�N �� 
	D�D� �� ������ `	�)� l % N �`	 ��� 	` ��a��
��-b��
U l � X ����� �$���� b���6

H����`��
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�� �	 �%
a�	� Ends
�

�X� `	 ��ab������� �� Ends�X�

b�����
`�� �� 	�� -��� ��5
	`�`��� �� X6 W� �`a� ��� Ends
�

�X� �� ��

��ab������� b���`�� �� Ends�X� 2�$`�� ^;?4 
6 :>9_36

I	 ���
	� �g,Ends
�

�X�,Ends�X��4 ����� g % �0, 1, . . . , 	 ( ��	 �� ��

���`��`��� ��
�	'��b�6 I	 ��������� ����	�`��4 �� O��$��!��' 2� b�

	��`5
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�� V�b�`���34 ��� ��b� ��� �`	 ���
	� �����
��` X �� 
`���` )��b`4
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��6
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` '#'# @����
F �� H	F���HFH��� �� ��
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�� F��� X1 � X2$ D
ED� ������DE	��$ ��	 
��
� ������ ��� ��
��
��%

�D� "
�� �� ��
��
�� �
� ��� 
������D 	D ������DF���# �� � ��	� �� ������
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��
�� �
�

f : Ends�X1� � Ends�X2� �D	 ��� f�Ends
�

�X1�� � Ends
�

�X2�.

Y�` ��
��-b�� ������`a	� X �� �� ��
�  ���� �� �� ���
� ����`
���`	

π1�X� �� -���`
���� �����`��6 I� ���� b`��4 X ����� �$���� -���� g %

�0, 1, . . .	4 Ends
�

�X� � $ � Ends�X� �� b������� -���� 2b`�` ��� �� 	��

-��� ����� ��` ��b���`� ��
��
���` ` �� ���b� 
��b�`��36 W� n �����` 	`

b`����`	��`� �� Ends�X�4 �����b�� �� ��b� ��� X ����� ��
� �g, n�6 I� ����

b�������4 �	 �����
` �� b	`��-b`b�'� `������� ����� ��` ���
` 
!� ��

	�6

X����
` '#(# >� X1 � X2 ��� ��
�� F��� ������DE	�� �� ��
�  ����$ �����%

F�� �		D� ��� ��
��
���D� "
�� �� ��
�
�� �
� ��� 
������D 	D �����%

�DF���# �� � ��	� �� ������ �	 
��
� ��
�&
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'#)# ?�
���H��� �� >��
F��

Y�` ��
�� F�� �� =��
D�� �� ��` ��
��-b�� ��
�	'��b` b��� `�	`� ��
�5

	'��b� 25��
������`	 `��
!� �`����`b� ��� 2������-b`��� R2
b�� C3 ���

���b����� �� ��`���b�'� ��� ���b����� `�`	%��b`� 2	���� ���b����� a���	�5


���`�3C �`	 `�	`� �� 		`
`�� �� D�	D� D�D	���F�6

I���b�b�� '#&# 4����H���F �� ��
���H�� �� >��
F��B G�������� ��

`�	`� `�`	%��b� A 
`�` ��` ��
��-b�� �� V��
`�� S6 W�` F 	` b�	�bb�'� ��

����� 	�� `�	`� `�`	%��b�� 
`�` S ��� b�������� `	 `�	`� A6 I� �`	 b�	�bb�'�
b�������� �	 ����� �`�� 
�� b�������'�6 Z���-b`� ��� �`	 ����� �� ��������

� ���	�b� �	 	�
` �� ]��� 
`�` ����-b`� 	` �������b�` �� �� )��b� `�	`�

`�`	%��b� 
`��
`	 ��� b������� ` A6 X`	 `�	`� 
`��
`	 
`�` S �� 		`
`��

�����F���D �� ��
�� F�� �� =��
D�� �� S6

'#*# ?�
���H��� �� >��
F�� ��� ��
���H��� ������FG	��

Sa�����
�� ���4 b�
� b����b���b�` �� 	`� �b�`b����� �� G`�b��5V��
`��4

���` ��
��-b�� �� V��
`�� �� ��b��`��`
���� ������`a	�6

Y�` ��
��-b�� �� V��
`�� b�

`b�` �� �� 
`���b�	`� ��` ��
��-b��

b�

`b�` ������`a	�C 	����4 ���` �� �����
��`�` 
�� �� b`�`b���%���b` ��

I�	�� χ � 2� 2g4 ����� g �� �	 �$���� �� 	` ��
��-b��6

96 W� g � 04 �����b�� 	` ��
��-b�� �� ��
��
���` ` 	` �����` ����`��`

S2
� ��x, y, z� % R3 : x2

� y2 � z2 � 1	C

:6 W� g � 14 �����b�� ���` �� ��
��
���` `	 ���� S1
� S1

C

;6 W� g � 24 �����b�� �� ��
��
���` ` 	` ��
` b����` �� g �����6

'#+# =��
���� ���

	�� �� ��
���H��� �� >��
F��

I��

	� '#(# I��

	�� �� ��
��-b��� �� V��
`�� ���4 
�� ���

	�4 	��

`a������ b������ �� �`b%�� �� C6 G`��� �������`���� ��� �	 
	`�� b�

	���
C4 �	 ���b� ����`��� D � �	 ��
�
	`�� ��
����� H6 I���� ��� ���

	�� ��
��
��-b��� �� V��
`�� �� b�

`b�`�6

I��

	� '#)# :F �����F �� >��
F��

�CB G��������
�� 	` b�

`b��-b`5
b�'� ��	 
	`�� C 
�� �� 
����4 �C � C(��	4 b��` ��
�	��%` �� 	` �����`�`

:@

�� �#$�� 	� "$ �!�����" �� !������ ' �$!%�" �����!����"


�� 	�� `a������ ���`	�� �� C � 	�� b�������� �� 	` ���
` �C�K� ( ��	4

�����K � C �� b�

`b�� 2����� ���
`� ��` a`�� �� ��b���`��� ��	 
����
�36 I	 `�	`�

��U1 � C, z1�z� � z�, �U2 �

�C���	, z2�z� � 1
z�	,

����� b�
� ���b�'� �� ��`���b�'� ` 	` �������`� 2��`��� 	`� 
��
`� b`��`�3

� a��� 	` ��`�����
`b�'� �� 	` ���
` 2��`��� b`��`� ����������3

z % C� �0	 �� 1
z % C��0	

	`� b�`	�� ��� `�`	%��b`�6 P` ��
��-b�� �� V��
`�� `�% �a�����` �� 		`
`�`

	` �����D �� =��
D��6 Z���-b`� ���

�C �� ��
��
���` ` 	` �����` ����`��`
�� R3

6

I��

	� '#*# W�` τ % H � b��������
�� �	 ���
�

Gτ � 
A�z� � z � 1, Bτ �z� � z � τ� � Z2.

G��������
�� 	` `bb�'� �� Gτ ��a�� �	 
	`�� C6 I����b��4 �	 b�b�����
Tτ � C
Gτ ��-�� ��` ��
��-b�� �� V��
`�� ��
��
���` `	 ���� S1

�

S1
6

'#,# 2���F� F	��G�F�HF� H�

	��F�

'#,#&# 2���F� F	��G�F�HF� F���� ��F���

G��������
�� ��` b�	�bb�'� �� 
�	���
���

P1, ..., Pn�1 % C�x1, ..., xn�

� 	` ���b�'� ��	�
���`

T : Cn
� Cn�1

T �x1, ..., xn� � �P1�x1, ..., xn�, ..., Pn�1�x1, ..., xn��.

W� �	 
���� b � �b1, ..., bn�1� % T �Cn
� �� �� �`	�� ����	`� �� T, �����5

b��4 
�� �	 �����
` �� 	` ���b�'� �

	%b��`4 ����
�� ��� C :� T�1
�b� ��

��` ��
��-b�� �� V��
`�� 2�� b�

`b�`36 H�b�
�� ��� C �� ��` F���D

D	��E�D�FD ��D��6

:A
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I��

	� '#+# 2���F� ��
���	�
��HF�B I� ���� ���

	�4 ��
`��
�� n � 2

� �	 
�	���
��

P �x, y� � y2 �
m
�

j�1

�x� aj�,

����� a1, ..., am % C ��� 
����� ����������6 I� ���� b`��4 b � 0 �� �� �`	��

����	`� �� T � P 4 � �� ����� ���

C2 :�

�

�x, y� : y2 �

m
�

j�1

�x� aj�

�

� C2

�� ��` ��
��-b�� �� V��
`�� 2�� b�

`b�`36 W� m � 54 �����b�� ���`

b���` �� b���b��` b�
� �� 
���	� `�%� �� ��` ��
�� F�� �� =��
D��

��
���	�
��FD �� �$���� 2�3 g � �m�2�
24 �� m �� 
`�C � 2��3 g � �m�1�
24

�� m �� �

`�6

I��

	� '#,# 2���F� p"���F	��B R���`
���� ��`��
�� n � 26 W�` p ��

�)
��� ������ 
��
� � b��������
�� �	 
�	���
��

P �x, y� � yp �
m
�

j�1

�x� aj�
nj ,

����� a1, ..., am % C ��� ���������� � n1, ..., nm % �1, ..., p � 1	6 E	 ���`	

��� �� �	 ���

	� `������� 2b�`��� p � 234 �� ����� ��� 	` b���`

Cp :�

�

�x, y� : yp �

m
�

j�1

�x� aj�
nj

�

� C2

�� ��` ��
��-b�� �� V��
`�� 2�� b�

`b�`34 		`
`�` ��` F���D p%���D	6

I��

	� '#-# 2���F� �� 5��
F�B W�` k � 1 �� ������ � b��������
��

�	 
�	���
��

P �x, y� � xk
� yk � 1.

I� ���� b`��4 	` b���`

Fk :�
�

�x, y� : xk
� yk � 1 � 0

�

� C2

�� ��` ��
��-b�� �� V��
`�� 2�� b�

`b�`34 		`
`�` ��` F���D �� 2��
D�

�� ��D�� k6

;8

�� �#$�� 	� "$ �!�����" �� !������ ' �$!%�" �����!����"

I��

	� '#.# 2���F� �����F	��F�F� �� 5��
F�B W�`� k � 1 � m � 3

������� � ��`� λ1, ..., λm�2 % C��0, 1	 �`	�� ��� λi � λj 
`�` i � j6 I�

���� b`��4 b�������`
�� 	�� 
�	���
���

P1�x2, ..., xm�1� � 1� xk
2 � xk

3

Pj�x2, ..., xm�1� � λj�1 � xk
2 � xk

j�2, j � 2, ...,m� 1.

W� 
���� ��� ��� 0 �� �`	�� ����	`� �� T � �P1, ..., Pm�1�C 	����

C
�k�
λ1,...,λm�2

:�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1� xk
2 � xk

3 � 0

λ1 � xk
2 � xk

4 � 0
6

6

6

λm�2 � xk
2 � xk

m�1 � 0

�

"

"

"

"

!

"

"

"

"

 

� Cm

�� ��` ��
��-b�� �� V��
`�� 2�� b�

`b�`34 		`
`�` ��` F���D �����D%

	��D�D �� 2��
D� �� ��
� �k,m�6

'#,#'# 2���F� F	��G�F�HF� 
����H���F� ��F���

I� 	�� ���

	�� �� b���`� `��������� ��
�� 	���`�� �a����� ��
��-b���

�� V��
`�� �� b�

`b�`�6 E���` ����
�� b'
� b�������� ��
��-b��� ��

V��
`�� b�

`b�`�6

G��������
�� ��` b�	�bb�'� �� 
�	���
��� ��
��$����

P1, ..., Pn�1 % C�x1, ..., xn�1�

� b��������
�� 	` ���b�'� ��	�
���`

T : Cn�1
��0	 � Cn�1

T �x1, ..., xn�1� � �P1�x1, ..., xn�1�, ..., Pn�1�x1, ..., xn�1��.

R���
�� ��� �� ���� ���

	� �� ����� ���

T �0, ..., 0� � 0 % Cn�1

T �x1, ..., xn�1� � 0 % Cn�1
�� T �µx1, ..., µxn�1� � 0 % Cn�1," µ % C��0	.

E���`4 �� ���� 
���� �� T�1
�0���0	 % Cn�1

��0	 �� �� 
���� ����5

	`� �� T 4 �����b�� S :� T�1
�0���0	 � Cn�1

��0	 �� ��` �`����`� b�
5


	��` �� ��
����'� b�

	��` 2 2���` ��� b����b���b�` ��	 �����
` ��
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G�
� b����b���b�` �� 	` ����%` b	!��b` �� ��
`b��� �� b�a��
�����4 �	

����	�`�� `������� �

	�b` �	 ��������� ����	�`��6

X����
` '#*# ?��D ��
�� F�� �� =��
D�� S �� ���
���D D ��D �� 	D�

���
D�

�S
Γ F��

�S % �

�C,C,D	,

Γ � Aut��S�,

����� Γ DF��D 
��
�D
���� ���F������D
���� � ��� 
�����  ��� ��

�S "��


D���F�	D�$ Γ � π1�S�#&

'#.# 5��
F� 
���
���F�$��	�
���F� �� ��
���H��� �� >��
F��

W�` S ��` ��
��-b�� �� V��
`�� � A � ��Uj , zj�	j�I �� `�	`� ��	�
����

�� �		`6

Y�` 1%���
D 
���
���D �� 	` ��
��-b�� �� V��
`�� �� 	` `����`b�'�

�� ��` ���b�'� 
���
���` fj : zj�Uj� �
�C 
�� b`�` j % J 4 �� 
`���` ���

�� Uj ' Uk � $4 �����b�� �`	� 	` ���`	�`�

fj � fk�zk � z�1
j � � �zk � z�1

j �

�.

I� �	 b`�� ��� ���`� 	`� ���b����� fj ��� ��	�
���`�4 ��b�
�� ��� 	`

`������� �� ��` 1%���
D ��	�
���D6 H����`��
�� 
�� �	 �%
a�	� Ω�S� �

H1,0
�S� ` 	�� b�������� �� 	`� 15���
`� 
���
���`� � ��	�
���`�4 ���
�b5

���`
����6

W� 
���� ����-b`� ���4 b�� 	` ��
` ���`	 � `

	�-b`b�'� 
�� �)
����

b�

	����4 Ω�S� ����	�` ��� �� ��
`b�� ��b����`	 b�

	��� � ��� H1,0
�S�

�� �� ��a��
`b�� ��b����`	 �� ����6

I��

	� '#&)# I	 ��
`b�� Ω��C� b������� �� 	`� 15���
`� �`b���`	��4 ��

��b��4 �� 	` ���
` R�z�dz4 ����� R�z� % C�z�6 I� ���b��4 ����
�� ��� dz
�� ��` 15���
` 
���
���` � ��� �� ω % Ω��C�4 �����b�� ω
dz : �C �

�C ��

��` ���b�'� ��	�
���`6

Sa����`b�'� '#)# T`�` b`�` ������ 
������� k � 1 �� 
����� ��-��� 	`�

k5���
`� 
���
���`� �� S6 I��`� �� ��-��� �� ��$���b` 
`���` ` b�
� 	�
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��
�� ��b�� 
`�` k � 14 
��� `���` �� 
��� ��� �� Uj 'Uk � $4 �����b��

�`	�` 	` ���`	�`�

fj � fk�zk � z�1
j � � ��zk � z�1

j �

�

�

k.

I� 
`���b�	`�4 �� ω1 � ω2 ��� ��` α5���
` � ��` β5���
`4 �����b�� ��


����b�� ��-�� ��` �α� β�5���
`6

'#&%# ?�
���H��� �� >��
F�� ��� H���F� F	��G�F�HF�

L�
�� ����� ��� b���`� `	��a�`�b`� 
����b���`� ��`��� ��-��� ��
��-b���

�� V��
`�� b�

`b�`�6 I	 
��
'���� �� ���` ��bb�'� �� ��� �	 ��b%
��b�4

�� ��b��4 ����-b`� ��� ���` ��
��-b�� �� V��
`�� b�

`b�` �� ���
���`

` ��` ��-���` 
�� b���`� `	��a�`�b`�6 T`�` ����4 
��
��� �������b���
��

	�� b��b�
��� ��b��`���� 
`�` ��b��a�� �	 �����
` �� V��
`��5V�b�6 Y�`

��� �������b��� ���� �����
`4 
��b�����
�� ` 
��a`� 	� ����`��6

I� 	� ��� �����4 S �����`�! ��` ��
��-b�� �� V��
`�� b�

`b�`6

'#&%#&# 2���
� �� ���H����� 
���
���F�

P	`
`��
�� M�S� `	 b������� �� 	`� ���b����� 
���
���`� f : S �

�C
���������� �� 	` b����`��� �6 I��� b������� ����� ��` �����b���` �`���`	

�� b���
�4 b���������� ` C b�
� ��ab���
� 2����� b�
� 	`� ���b�����

b����`����34 �� 
`���b�	`�4 M�S� �� �� b���
� �������'� �� C6 I	 b���
�
M�S� �� 		`
`�� �	 F���
� �� ���F����� 
���
���D� �� S6 Q!� `��	`���4

����
�� ��� ���� b���
� �� ��` �������'� �� C �� ��`�� �� ��`�b�����b�`
16 T�� ���

	�4 b�
� �` �`a%`
�� �����4 M�

�C� � C�z�6

Sa����`b�'� '#*# W�
���`
�� ��� ����
�� ��` ���b�'� ��	�
���` ��5

b����`��� h : S �

�C6 I����b��4 ���` ���b�'� ����b� �� ��
�
��-�
�
����� b���
��

h� : C�z� � M�S� : R �� R � h.

I	 �)b	�� �� h� �� �� ���`	 ��	 b���
� C�z�4 	���� �� �����`	 � C�z�6 T���4 ��
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#���
�(��� �� "��	&

 
�&���

)#&# ?�
���H��� �� >��
F�� ��F	��

\` ��
�� ����� ��� ��` ��
��-b�� �� V��
`�� b�

`b�` S 
���� ��� ���5

b���` 
�� ��` b���` `	��a�`�b` 
����b���` ��`�� C � Pn
C6 P` b���` C ��

��-���` 
�� ��` b�	�bb�'� -���` �� 
�	���
��� ��
��$���� b�� b��-b���5

��� �� C6 P` b���` C �� �� )��b` � �� 
���a	� ��b����`� ���`� �`	�� b���`�

��-������ S6

H���
�� ��� S �� ��` ��
�� F�� �� =��
D�� ��D	 "��
�� F�� �� =��%


D�� ��
����FD# �� �� 
���a	� ��b����`� ��` b���` C �� 
`���` ��� 	��


�	���
��� ��� 	` ��-��� ����`� b��-b������ �� R6

)#'# 2����H��� ��H��F��F � ���H����� 
F�F ��� ��
���H�� �� >��"


F�� ��F	

)#'#&# A�F H����H��� ��H��F��F

W�
���`
�� ��� 	` ��
��-b�� �� V��
`�� b�

`b�` S �� ��`	4 �� ��b��4

������ ��` b���` `	��a�`�b` 
����b���` ��`�� C � Pn
C4 ��-���` b�
� 	��

b���� b�
���� �� 	�� 
�	���
��� ��
��$����

P1, ..., Pn�1 % R�z0 : � � � : zn�.

G��������
�� 	` b�����`b�'�

J : Pn
C � Pn

C
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T2�z� � 2z2 � 1

Tn�1�z� � 2zTn�z� � Tn�1�z�, n � 2.

I	 
�	���
�� �� Xb��a����� Tn ����� ��`�� n � �`����`b� 	`� �������5

��� 
��
���`���B

Tn�cos�θ�� � cos�nθ�

Tn : ��1, 1� � ��1, 1�

Tn ����� ��� b���� 2����� ��

	��3 �� 	�� 
�����

cos

�

�2k � 1�π

2n

�

, k � 1, .., n,

����� ��� b���� b����b������ �� Tn �`� �� b��� ��a	� �� Tn� 1 � ��

b��� ��a	� �� Tn � 14 �

Tn��1�, Tn�1� % ��1, 1	.

Z�
�� ��� T1 � T2 ��� ���b����� �� F�	��4 
��� Tn �� 	� �� 
`�`

n � 36 H� ���`� 
`���`�4 βn�z� � T 2
n�z� �% ����	�` ��� ��` ���b�'�

�� F�	��6

�1.0 �0.5 0.5 1.0

�1.0

�0.5

0.5

1.0

�1.0 �0.5 0.5 1.0

�1.0

�0.5

0.5

1.0

'���
.  ��% (
��0.� �� T3�z� 	 4z3 � 3z � T4�z� 	 8z4 � 8z2 � 1�

I��

	� *#'# 2���F� �� 5��
F�B P` b���` �� J��
`�

Fk :� �xk
� yk � zk � 0	 � P2

C

>>

�� �#$�� �� �$!%�" �� ���'�

�� ��` b���` �� F�	��6 Y�` ���b�'� �� F�	�� ���! �`�`4 
�� ���

	�4

β��x : y : z�� � �

�y

x

%k

����� b�
� �`	���� �� �`
�-b`b�'� ` �4 0 � 1 2b`�` ��� �� ����� k36

I��

	� *#(# W�` H � PSL2�C� �� ���
� ��5�����`	 -���� �� ��`�����5

`b����� �� Q(a���6 W� �`a� ��� ��a�
�� ����� `	���` �� 	`� ����������


���a�	��`���B

96 H � Zn 2���
� b%b	�b� �� ����� n3C �� b��� b`�� O
�n,n� �

�C
H ��

	` �����` �� V��
`�� b�� ��� 
����� b'��b�� �� ����� n6

:6 H � Dn 2���
� ������`	 �� ����� 2n3C �� b��� b`�� O
�2,2,n� �

�C
H
�� 	` �����` �� V��
`�� b�� ���� 
����� b'��b�� �� ������� 24 2 � n6

;6 H � A4 2���
� `	����`��� �� ����� 123C �� b��� b`�� O
�2,3,3� �

�C
H
�� 	` �����` �� V��
`�� b�� ���� 
����� b'��b�� �� ������� 24 3 � 36

<6 H � A5 2���
� `	����`��� �� ����� 603C �� b��� b`�� O
�2,3,5� �

�C
H
�� 	` �����` �� V��
`�� b�� ���� 
����� b'��b�� �� ������� 24 3 � 56

=6 H � S4 2���
� ��
$���b� �� ����� 243C �� b��� b`�� O
�2,3,4� �

�C
H
�� 	` �����` �� V��
`�� b�� ���� 
����� b'��b�� �� ������� 24 3 � 46

I� b`�` ��� �� 	�� b`��� 
���a	�4 
���
�� ��b����`� ��` ���b�'� �`5

b���`	 βH : �C �

�C �� ��`�� �H� �`	 ��� βH�h�z�� � βH�z�4 
`�` b`�`

z %

�C � b`�` h % H4 �� 
`���` ��� ��� �`	���� �� �`
�-b`b�'� ���$�

b��������� �� �	 b������� ��, 0, 1	 2	���� ��` ���b�'� �� F�	�� 
`�` �C36
E���`4 ��
���`
�� ��� ����
�� ��` ��
��-b�� �� V��
`�� S � ��`

���b�'� 
���
���` ��5b����`��� f : S �

�C4 �� 
`���` ��� ��� �`	����
�� �`
�-b`b�'� ���$� b��������� �� �	 b������� �� 	�� 
����� -��� �� 	��

�	�
����� ��5�����`	�� �� H6 I����b��4 β � βH � f ����	�` ��� ��` ���b�'�

�� F�	�� �� S4 �� 
`���b�	`�4 ��� S �� ��` b���` �� F�	��6

I��

	� *#)# A� HF�� 
F���H�	F� ��	 ���

	� F�������B G��������
��

	` ��
��-b�� �� V��
`�� 2�� �$���� 13 `��b�`�` ` 	` b���` �����`	��`�`

�� J��
`�

C
�2�
�1 :�

�

x2
1 � x2

2 � x2
3 � 0

�x2
1 � x2

2 � x2
4 � 0

�

� P3
C.
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X���
�� 	` ���b�'� 
���
���`

f : C
�2�
�1 �

�C

f��x1 : x2 : x3 : x4�� � �

�

x2

x1

�2

.

P�� �`	���� �� �`
�-b`b�'� �� F ��� �`��� 
�� �4 04 1 � �16

I� ���� ���

	� ��
`
�� H � 
h�z� � �z� � Z2 � βH�z� � z26

I����b��4

β��x1 : x2 : x3 : x4�� � βH � f��x1 : x2 : x3 : x4�� �

�

x2

x1

�4

�� ��` ���b�'� �� F�	�� 
`�` C
�2�
�1 6

*#'# @����
F �� 1�	��

G�
� b����b���b�` ��	 �����
` ��	 ���b���� �� [��	4 �� 
���� �a�����

��` b`�`b�����`b�'� `	��a�`�b` �� 	`� b���`� �� F�	��6

X����
` *#&# @����
F �� 1�	�� D(EB >�D S ��D ��
�� F�� �� =��
D��

F�

DF�D& 1����F�� 	D� ���������� ��� �����D	�����&

'& S �� ��D F���D �� .�	��&

(& S �� �� ��E	� ��E�� Q&

P` �

	�b`�b�` 293 �`b�` 2:3 �� b����b���b�` ��	 �����
` ��	 ���b����

�� [��	6 T`�` ��� 	` ���` ����bb�'�4 F�	�� b�������� �� 
`���` ��
	%b��`

��` ���b�'� �� F�	��6

*#(# 4����F	��H�F �� 
F��� �� 1�	��

Y�` b����b���b�` ����b�` ��	 �����
` �� F�	�� �� �	 ���������B W� �S, β�

�� �� 
`� �� F�	��4 �����b�� 
���
�� ��b����`� �� 
`� �� F�	�� �C, βC�4

����� C �� ��` b���` `	��a�`�b` 
����b���` ��`�� ��-���` ��a�� Q 2� βC

�� ��` ���b�'� �`b���`	 �`
a��� ��-���` ��a�� Q3 � �� a���	�
��-�
�
f : S � C �`	 ��� βC � f � β6

H���
�� ��� ��� 
`��� �� F�	��4 �S1, β1� � �S2, β2�4 ��� ���
����� 2��5

���`�� ���� b�� �	 �%
a�	� �S1, β1� � �S2, β2�3 �� ������ �� a���	�
��-�
�

f : S1 � S2 �`	 ��� β2 � f � β16
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P����4 
�� 	� ����� `�������
����4 S �� ��-��a	� ��a�� R6 T�� ����
	`��4 
�� �	 �����
` �� F�	��4 S �`
a�$� �� ��-��a	� ��a�� Q6
V���	�`��� �a������� 
�� O(b�5W�����
`� ^;8_ � O��b�5P`� ^;9_4 `��5

���`� ��� �� 
���a	� ��-��� S ��a�� R'Q6
V���	�`��� ��a���� ` O(b�5W�����
`� ^;8_ � O��b�5P`� ^;9_4 `�����`

��� �� 
���a	� ��-��� S ��a�� R'Q6

*#,# 0HH��� ��	 ���
� FG��	��� �� 6F	��� ��G�� 
F��� �� 1�	��

G��������
�� �� 
`� �� F�	�� �S, β�6 W`a�
��4 
�� �	 �����
` �� F�	��4

��� �S, β� �� ���
���` ` �� 
`� �� F�	�� �C, βC�4 ����� C �� ��` b���`

`	��a�`�b` 
����b���` ��`�� � βC �� ��` ���b�'� �`b���`	4 `
a`� ��-���`�

��a�� Q6
W�
���`
�� ��� C �� ��-���` 
�� 	�� 
�	���
��� ��
��$���� P1, ..., Pr4

b�� b��-b������ �� Q4 � ��� βC � P 
Q4 ����� P � Q ��� 
�	���
��� ��5


��$���� ��	 
��
� ��`��4 �`
a�$� ��-����� ��a�� Q6
W� σ % Gal�Q
Q�4 �����b�� 
���
�� b�������`� 	�� ������ 
�	���
���

��
��$����4 Pσ
1 46664 P

σ
r 4 P

σ
� Qσ

6 W�` Cσ
	` b���` `	��a�`�b` 
����b���`

��`�� ��-���` 
�� P σ
1 46664 P

σ
r � ��` βσ

� Pσ

Qσ

6 I����b��4 �Cσ, βσ
C� ��

���� 
`� �� F�	��4 ��	 
��
� �$���� ��� �C, β�4 
��� ��� 
���%`� �� ���

���
�����6

I	 b���
� -�� ��	 ���
� G
�C,β� � �σ % Gal�Q
Q� : �Cσ, βσ

� � �C, β�	

�� 		`
`�� �	 F���
� �� 
���	� ��	 
D� �� .�	�� �C, β�6 G�
� 	` ��-��b�'�

`������� �� ��
���� �� 	` �	�bb�'� �� �C, β�4 
��
��� ��-���4 ��� `
a��*�5

�`� �	 b���
� �� 
'��	� ��	 
`� �� F�	�� �S, β�6

I	 
��b��� `������� 
��
��� ��-��� �� 
`���` �`���`	 ��` `bb�'� ��	

���
� `a��	��� �� K`	��� Gal�Q
Q� ��a�� �	 ��
`b�� �� b	`��� �� �����`5

	��b�` �� ���
���%` �� 
`��� �� F�	�� �� �� �$���� �`��6

I��

	� *#+# 2���F �� 5��
F�B G��������
�� �	 
`� �� F�	�� �Fk, β�4

�����

Fk :� �xk
� yk � zk � 0	 � P2

C

β��x : y : z�� � �

�y

x

%k

.

I� ���� b`��4 b�
� Fk � β ���!� ��-���`� ��a�� Q4 ����
�� ���4 	`
b	`�� ��	 
`� �� F�	�� �Fk, β� �� �� 
���� -�� 
`�` b`�` σ % Gal�Q
Q�6

?8

�� �#$�� �� �$!%�" �� ���'�

X����
` *#'# D&+E! D''E! D)%EB 7D DFF��� ��	 ���
� DE��	��� �� 3D	���

Gal�Q
Q� ��E�� �	 ��
DF�� �� F	D��� �� �����D	��F�D �� ���
����D �� 
D���

�� .�	�� �� �� ������ �D�� ��  �	&

T`�` �	 b`�� �� 
`��� �� F�	�� �� �$���� g � 14 	� `������� ��� �a����`��


�� K���������b�6 T`�` g � 04 ���� ��� ����-b`�� 
�� Wb���
� ^<8_6 T`�`

g � 24 ���� ��� �a����`�� 
�� K���!	��5H��� � K������ 2
`�` �	 b`��

��
���	%
��b�3 ^9>_6 I� �	 b`�� ��5��
���	%
��b� ���� �� �a����`�� �� ^::_6

?9
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P` ������ �� ���F��������D� �� �� ���
� G � PSL2�C� �� �	 b�������
`a����� Ω �

�C 2�	 b�`	 
���� ��� � �� �`b%�3 b����������� �� ����� 	��


����� ��a�� 	�� b�`	�� G `b�)` ���b������`
����6

X����
` +#&# >� G � PGL2�C� ����� ������ �� ���F��������D� �� �DF�D$

�����F�� G �� �� ���
� �	����D��&

I��

	� +#&# 6��
�� �	����F��� H�� ������ �� ���H��������F� �F"

H�FB I	 ���
� PSL2�Z�i�� �� �� ���
� �	����`�� b�� ����'� �� ���b�������5
�`� �`b%`6

X����
` +#'# >�D G � PGL2�C� �� ���
� �	����D�� F�� ������ �� ���%

F��������D� Ω � $& >�D ∆ ��D F�	�FF��� �� F�

������� F����D� ��

Ω ��� ���
D ��D ��E��D ED�� 	D DFF��� �� G& >� FD�D 
���� �� ∆ �����

G%���DE�	��D��� �����D	$ �����F�� ∆
G �� ��D ��
�� F�� �� =��
D��&

I��

	� +#'# 6��
�� FG�	�F��� �� �F��� 2B W�` G � 
A�z� � z �

1, B�z� � z � τ� � Z2
4 ����� τ % H6 P` ����'� �� ���b��������`� �� G ��

C6 I� b	`�� ��� ���� 
���� �� C �� ���`a�	��`�� ��	� 
�� 	` �������`� ��

G6 H� ���` 
`���`4 �	 �����
` `������� ��� ��b� ��� C
G �� ��` ��
��-b��
�� V��
`�� 2�� �$���� g � 136

I��

	� +#(# 6��
�� H�H	�H�� ��������B W�` λ % C �`	 ��� �λ� & �0, 1	6

G��������
�� G � 
A�z� � λz� � Z6 I� ���� b`��4 	` ����'� �� ���b��5
������`� �� G �� C��0	 � b`�` 
���� `		% ����� G5���`a�	��`��� �����`	6 W�
����� ��� C��0	
G �� ��` ��
��-b�� �� V��
`�� 2�� �$���� g � 136

I��

	� +#)# 6��
�� H�H	�H�� ������B W�` n � 2 �� ������ � b��������5


�� G � 
A�z� � e2πi�nz� � Zn6 I� ���� b`��4 	` ����'� �� ���b��������`�

�� G �� �C � b`�` 
���� �� C��0	 ����� G5���`a�	��`��� �����`	6 W� ����� ���
C��0	
G �� ��` ��
��-b�� �� V��
`�� �� b�

`b�` ���
���` ` C��0	6 I	
b�b�����

�C
G �� �� ��a���	� �� �$���� b��� b�� ��� 
����� b'��b��4 `
a��

�� ����� n6

I��

	� +#*# 6��
�� ������B W�` G �� ���
� -���� �� M � �� b%b	�b�

2	����4 ������`	 � `	����`��� A44 A5 � ��
$���b� S436 I� ���� b`��4 	`

����'� �� ���b��������`� �� G ��

�C6 W� ����� ��� �C
G �� �� ��a���	� ��

�$���� b��� b�� ���� 
����� b'��b��6
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� �� 
D���F�� ��� ��  ��%
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�C, C, H.

Y�` b����b���b�` ����b�` ��	 �����
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���` ` �C6

+#(#'# 2F��

�S � C

G�
�

Aut��C � �A�z� � az � b; a, b % C, a � 0	

?=



■  7574  ■  

Dibujos de niños. Dessins d’enfants: Combinatoria y álgebra avanzada Capítulo 6. Uniformización
��""��" �������#"� ���$��" �� ����"� �������#�!�� ' �����!� �%��(���

� ���` ��`�����
`b�'� ��	 ��
� A�z� � az � b4 b�� a � 0, 1 ����� 
�����

-��� �� C4 �� ���
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T�� ���� 	`��4 	` ���b������� �� G �a	��` ` ����� ��	� ���� 
���a�	��`���B

96 G� �I	6

:6 G � 
A�z� � z � b� � ZC 2b � 036
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C 2b, c ��� R5	���`	
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���������36

I� �	 b`�� 9 ����
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���` ` C6
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���` ` C�
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`�� �� �$���� 16
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`�` ���` ��
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+#*#&# Γ�2�/ �	 HF�� �a, b, c� � ��,�,��
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`b�` �� � ��	� �� a, b, c % �2, 3, ...	36 I� �	 b`�� �� ���
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`� �� F�	�� �

a � lcm�deg�v� : v % S, β�v� � 0	

b � lcm�deg�v� : v % S, β�v� � 1	

c � lcm�deg�v� : v % S, β�v� � �	

�`����`b�� ��� a�1
� b�1

� c�1
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P` ���`	�`� `������� ���b���` ��	� 
`�` k � 1 �� �	 b`�� n � 66 I� �	
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a�$� ���b���` 
`�` k � 36

W�
���`
�� `���` ��� n � 66 I� ���� b`��4 	� `������� ��� ��b� ���
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`���
��-�
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��3 � �� �� ��a���
� ��`�������6 X��� `���
��-�
� ��������

��b��`��`
���� 
��
��` ���� ��a���
��6

E���`4 �� S6 ������� ����� ���� ��a���
�� ���
����� ` S5 2���
`���

��` b	`�� �� b�����`b�'� �� ��a���
��3 ��� ��� ��`��������6 Y�` 
`���`

�� ��� ����� ��a���
�� �� 	` ���������6 T��
���4 �a�����
�� ��� �� S5 �


α � �1, 2�4 β � �1, 2, 3, 4, 5�� �`� ��`b�`
���� ���� 55��a���
�� �� W�	��

2b`�` ��� �� �		�� ���
����� ` Z53B

H1 � 
�1, 2, 3, 4, 5��4 H2 � 
�1, 2, 3, 5, 4��4 H3 � 
�1, 2, 4, 3, 5��4

H4 � 
�1, 2, 4, 5, 3��4 H5 � 
�1, 2, 5, 3, 4�� � H6 � 
�1, 2, 5, 4, 3��6

E���` 
���
�� b�������`� 	` `bb�'� 
�� b�����`b�'�

θ : S5 � Sym��H1, . . . , H6	�

σ�Hj� � σ�1Hjσ.

W� 
���� b`	b�	`� ���B

α�H1� � H6, α�H2� � H4, α�H3� � H5,

β�H1� � H1, β�H2� � H4, β�H3� � H2,

β�H4� � H6, β�H5� � H3, β�H6� � H5.

I��` `bb�'� ��� �����
��` �	 ��������� ��a���
� ��`������� �� S6B


�1, 6��2, 4��3, 5�, �2, 4, 6, 5, 3�� � S5.

P` ���` �� ��� ��� �� 
���a	� ��b����`� �� `���
��-�
� �� S6 ���

		��` 	�� 
��
���� ���� ��a���
�� 2��� �� ��`� ��`��������3 �� 	�� ��������

2��� �% ��� ��`��������36

@A
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A8

�������� �

 
&��� � �
&��� '��&
�����

-#&# 6�F���

Y� ��D�� �� �� ���
	� G � �V,E, ι�4 ����� V � $ � E ��� b��������

���������4 � ι : E � 2V �� ��` ���b�'� �`	 ���4 
`�` b`�` e % E4 	` �
`���

ι�e� ����� b`����`	��`� 1 � 26 P�� �	�
����� �� V ��� 		`
`��� 	�� �����F��C

� 	�� �� EC 	�� ����6

W� ι�e� � �v1, v2	 % E 2����� 
���%` �b����� ��� v1 � v234 ��b�
�� ���

v1 � v2 ��� ��F���� � ��� v1 � v2 ��� `��`b����� `	 ��� e6

W� V � E ��� `
a�� b�������� -�����4 ����b�� ��b�
�� ��� G �� ��
��D��  ����6 I� ���� b`��4 �	 ��D�� �� �� �$���b� �� ���`	 `	 �)
��� �� ����

`��`b����� ` $	 2b�� �	 b���`�� �� b���`� 
�� ��� b`�` ��� �� b`����`	��`�

14 	�� b�`	�� ��� 		`
`��� a�b	��36

I	 ��`�� �� 		`
`�� F����� �� �`��� ��� �$���b�� b�`	�������`4 v, w % V 4

�� 
���a	� ��b����`� ��` b�	�bb�'� -���` �� ���� e1, . . . , en % E4 �`	�� ���B

v % ι�e1�4 w % ι�en� �4 
`�` b`�` j � 1, . . . , n� 14 ι�ej� ' ι�ej�1� � $ 2��

��b��4 
���
�� ��`�`� ����� ��� �� �		�� �`��` �	 ���� ` ��`�$� �� ���� ���

����� ��� �`	�`�36

Sa����`b�'� -#&# I� ���` ��
���b�'�4 �������� ��`��� ���!� -����� 2� ��

�	 b`�� �� ��a���� �� ��&�� �`
a�$� ���!� b������4 b�� b`�` ��� �� ���

�$���b�� �� ��`�� `	 
���� ��� � �� �����!� a�b	��36 E��
!�4 �� �	 ��`��

�� b����� � �� �`� ���� 2E � $34 �����b�� V � �v	6

H�� ��`��� G1 � �V1, E1, ι1� � G2 � �V2, E2, ι2� �� 		`
`� ���
�����

A9
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:6

�

j�J Uj � X4

;6 b`�` zj : Uj � Vj 4 ����� Vj �� �� `a����� ��	 
	`�� R2
4 �� ��

��
��
��-�
�4 �

<6 �� Ui 'Uj � $4 �����b�� zj � z
�1
i : zi�Ui 'Uj� � R2

�� ��` ���b�'�

�������b�`a	� b�� �`b�a�`�� 
�������6

Y�` ��
��-b�� b�

`b�` ������`a	� �� ��
��
���` ` 	` �����` ����`��`

S2
2�$���� g � 03 � a��� ` ��` ��
` b����` -���` �� g � 1 2		`
`�` ��

�$����3 b�
�`� ��	 ���� S1
� S1

6

G��������
�� �� ��`�� -���� G � �V,E, ι�6 Y�` ��F����DF��� �� G ��
��` ��
��-b�� b�

`b�` ������`a	� X b�����
���� ` �� ��`��

�G � �

�V , �E,�ι�

��� �� ���
���� ` G4 �����

96

�V � XC

:6 b`�` �	�
���� ��

�E �� ��` ���b�'� b������` α : �0, 1� � X4 b��`

������bb�'� `	 ������`	� `a����� �0, 1� �� ����b���`4 �� 
`���` ���

α�0�, α�1� % �V � α��0, 1��' �V � $ 2`�%4 
���
�� 
���`� ��� �� ���

�� �`�` 
!� ��� `�b� ��

	� b���b�`��� ��� 
����� ��

�V 34

;6 �� α, β : �0, 1� � X ��� ��� �	�
����� ���������� ��

�E4 �����b��

α��0, 1�� ' β��0, 1�� � $4

<6 �� α %

�E4 �����b�� �ι�α� � �α�0�, α�1�	6

Y�`��
�� �	 �%
a�	� G �� X 
`�` �����`� ��` ��b����`b�'� �� G �� X6

I� �

���`��� ���`� ��� 
���� �`a�� 
�b�`� ��b����`b����� ������������

�� G �� 	` 
��
` ��
��-b�� X 2
�� ���������� ��� ������
�� ` ��� �� ������

�� ��
��
��-�
� ��� 
������` 	` ������`b�'� T : X � X ��� 		��� ��`

��b����`b�'� �� 	` ���`36 P` ���` �� ��` ��b����`b�'� �� �� ��`�� �� ���


��`
�� ��a��`� �`	 ��`�� �� ��` ��
��-b��6

T��
���`� -#&# ?��� ��D��  ���� G �� 
���� ��F����D� �� D	���D ��
�� F��

F�

DF�D ������DE	� X&

0�
����DF���& 8��FB T��
���4 �a�����
�� ��� 
���
�� ���b����`� ����5

��� ��`�� �� R3
6 G�������� ��` ��b���`� ��a�	`� ��	 ��`�� 
`�` �a�����

�� �a���� ����5��
������`	 2		`
`�� �� b���
� �� `�`�3 b��` �������` ��

A;
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��` ��
��-b�� b�

`b�` ������`a	�6 E���`4 �

��`
�� �	 ��`�� `��b�`5

�`
���� �`b�` 	` �������` 
`�` �a����� �	 ����	�`��6

Y�` ��b����`b�'� G �� X �� ��b� ��� ��-�� �� 
D
D �� X �� b`�`

b�

������ �� X�G4 	�� ��� 		`
`��
�� FD�D� ��	 
`
`4 �� ��
�	'��b`5

���� �� ���b� 2
���
�� 
���`� �� ��� b`�` b`�` �� �� 
`%� � 	�� ���� ��

G ��� 	`� �������`� ����� 
`%���36 R���
�� ��� 
`�` ��� �a����`
�� ��

`
`4 �� ��b��`��� ��� G ��` b����� 2���� �� 	� ��� `�����` ��� b`�` b`�`
�� �� ���b� ��
�	'��b�36 Y��`	
����4 ����
��`��
�� �� 
`
` 
�� �	 
`�

�X,G�6

T��
���`� -#'# ?��� ��D��  ���� � F����� G �� 
���� ��F����D� �� D	���D

��
�� F�� F�

DF�D ������DE	� X �� 
D���D ��� 
�����FD �� 
D
D �� X&

0�
����DF���& 8��FB W� �	 ��`�� �� ����� ���� 2�� ��b��4 E � $34 �����b��

G �� �`� ��	� �� �$���b� � 	� 
���
�� ��b����`� �� S2
6 W�
���`
�� `���`

��� E � $6 X�
�
�� ��` ��b����`b�'� G �� X6 M�����-���
�� G b��

�� ��`�� ��b����`�� 2� ��� `���a` ��
�� �����`�� 
�� �	 �%
a�	�

�G36 E	
b���`� X 
�� G �a����
�� ��` b�	�bb�'� -���` �� b�

������� b����`�4
X1, . . . , Xn4 b`�` ��` �� �		`� ������ ��` ��
��-b�� ������`a	� � �� b�
5


`b�`6 W� b`�` ��` �� �		`� �� ��
�	'��b`
���� �� ���b�4 �����b�� ����`

��
����`��6

W�
���`
�� ��� �� `	���` �� �		`�4 ���`
�� Xr4 �� �� ��
�	'��b`
��5

�� �� ���b�6 W� 
���� ��a��`� ��` b`����`� -���` 2� ��� ` ��� �������`�3 ��

b���`� b���`�`� ��

	�� ��� ������� ` Xr �� ��` b�	�bb�'� �� ��
��-b���4

b`�` ��` �� �		`� �� �� ��
�	'��b`
���� �� ���b� 2�� ��b��4 �� b`�` ��` ��

��`� b�

������� ��
�� �� �� a���� 
`��� ��	 ��`��36 T���
�� b���`� Xr


�� �`	�� b���`� � 
��`
�� ���b�� ` 	�� a����� ��� �� �a������ 2�$`�� 	`

-���` @6:3 
`�` `�% �a����� �� ��
��-b�� 2�� ��b��`��`
���� b����`3

�Xr

b��`� b�

������� ����	�`� ��� ��
�	'��b`
���� ���b��6 W� ���

	`�`
��

Xr 
��
�Xr � ��	��
�� ` `����`� G ` ���`� ����`� b�

�������4 �a����`5


�� ��� �a����
�� ��` ����` ��
��-b�� b�

`b�` ������`a	�4 �� �$����


���� ��� X4 � ��` ��b����`b�'� �� G �� �		` ��� ��-�� �� 
`
`6

A<

�� �#$�� �� �!���" ' �!���" �� �!#�#�"

r

Xr

X

'���
. #��% &� �
�0��� �� 0�
�.
 � ���.


-#(# 5��
�	F �� 4�	��

W�
���`
�� ��� ����
�� ��` ��b����`b�'� G �� X ��	 ��`�� -���� G �

�V,E, ι� �� ��` ��
��-b�� b�

`b�` ������`a	� X �� �$���� g4 	` b�`	 ��5

��b� �� 
`
`6 H�����
�� 
�� γ �	 �)
��� �� b`�`� �� �`	 
`
` 2����
��

��� ��b��`��`
���� γ � 136 P` ���
�	D �� 1�	�� ��� ��&`	` ��� �`� ��`

��	`b�'� ����� �	 �$���� g �� X � 	�� �`��� ��	 ��`�� G4 	` b�`	 ��b�B

2� 2g � �V � � �E� � γ,

����� �V � � �E� � γ �����`� 	`� b`����`	��`��� �� V � E4 ���
�b���`
����6

P� `������� ��� ��b� ���

g � 1� ��E� � �V � � γ�
2,

�� ��b��4 γ ��a� ����� 	` 
��
` 
`���`� ��� �E� � �V �4 � ��� 
���
��`� �	

�`	�� �� g � 0 �� �����`	���� ` 
`��
��`� �	 �`	�� �� γ �`	 ��� 1 � γ �

2 � �E� � �V � 
`��������� 	` 
`���`� `���� 
��b���`�`6 I��� 
��a	�
`

�� 
���
��`b�'� �� g ����� ������ ��` 
������` `a����`C �� �`a� ��� ��

�� 
��a	�
` ��	 ��
� RT5���%b�	 � ��� �	 
��a	�
` �� �����
��`� b�!���

�� ��`�� b�� n �$���b�� ����� �$���� 
���
`	 g �� RT5b�

	��� ^<=_6

I��

	� -#'# I	 ��`�� b�

	��� Kn �� 
���� ��b����`� �� S2
��	� 
`�` n %

�1, 2, 3, 4	6 I	 ��`�� K5 
���� ��b����`��� �� �� ���� 2g � 136 H� 
`���`

A=
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!� �����`	4 �� �`a� ��� 
`�` Kn �	 �$���� 
���
`	 �� ��` ��b����`b�'�

��-������� �� 
`
` �� µ�Kn� � ��n� 3��n� 4�
12� 2�$`��4 ^;@_36

-#)# 2�������F� ?4 � 232

G��������
�� �� ��`�� -���� � b����� G � ��` ��b����`b�'� G �� X ��a��

`	���` ��
��-b�� b�

`b�` � ������`a	� ��� ����b� �� 
`
` ��a�� X6 I�

�	 b`�� �� ��� b`�` b`�` �� �`	 
`
` �� �������` �� �� b�b	� �� G 2��

b`
��� ��

	� � b���`��34 �����b�� �� ��b� ��� �	 
`
` �� F��F�	D�6 I�5

�� b��b�
�� F��F�	D� `
`��b� �� ^;A_6 W�� ���

	�� �� 
`
`� ��5b��b�	`���

`���		�� ��� ������ ��` ��	` b`�`6 Y�` b����b�'� ��b��`��` 
`�` 	` �������5

b�` �� �� 
`
` b��b�	`� 2
`�` G3 �� ��� ���� ��`�� ��` 25b����� 2`	 ����`�

b�`	����� �$���b�4 �	 �`�� ����	�`��� ����� ������ b�����36 P` F�������D >1

2������ �
E������ F����F����3 ^:>_ ��b� ��� 	` 
��
���`� �� ��� 25b�����

�� �`
a�$� ��` b����b�'� ��-b�����6 V�	`b���`�` b�� 	` b�������` `���5

���� ���! 	` F�������D /0/ 2F�F	� ���E	� F���� F����F����3 ���`a	�b��` 
��

W������� ^<<_ � W��
�� ^<;_ 2��� �`
a�$� ^;A4 
`�6 98_3 	` b�`	 `�����`

��� ���� ��`�� -����4 b����� � ��� 
������ 2����`��� b�`	����� ��� ��	

��`�� 
`������ 	` b���b�����`�3 `�
��� ��` 	���` �� b�b	�� �� 
`���` ���

b`�` ��� ���! b�������� �� ��`b�`
���� ��� �� �		��6 P` b�������` GHG

�` ���� ����-b`�` 
`�` b������ ��
�� �� ��`��� �� ^<@_ � �`
a�$� �� �`a�

��� �� �!	��` 
`�` 	�� ��`��� b�

	���� Kn6 P` b����b���` WI �

	�b` 	`

b�������` GHG4 
��� �� ��� �����`	�����6

-#*#;F���� �� F��FH��H�F �� ��F��� ������

X��� ��`�� -����4 b�� n �$���b��4 
���� ���b��a���� 
���`��� ��` 
`����

�� �`
`&� n� n4 		`
`�` �� 
D���� �� D��DF��F�D6 I��` 
`���� �� b���5

����� ���
��`��� b`�` �$���b� b�� �� �`	�� �� �1, . . . , n	 2��� ��
����3

� b�	�b`��� �� 	` 
���b�'� �i, j� �	 �)
��� �� ���� ��� b���b�`� 	�� ���

�$���b�� b�� %���b�� i � j6 T�� b������bb�'�4 ���` 
`���� �� ��
$���b`6

Sa����`b�'� -#'# W� ��b���
�� ���` ���
��`b�'� �� 	�� �$���b��4 	` 
`����

�� `��`b��b�` b`
a�` 
�� b�����`b�'� 
�� ��` 
`���� �� 
��
��`b�'� 2��

��b��4 �� b`�` b�	�
�` � �� b`�` -	` ��	� �`� b���� �`	�� �� � )��b�

	��`� ����� �`� �� ���36 I��� ��-�� ��` `bb�'� �`���`	 ��	 ���
� ��

A>

�� �#$�� �� �!���" ' �!���" �� �!#�#�"


��
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`b��� 29A;?34 ���


��
��� b	`b�	`� �	 �`	�� p�n�6

W�
���`
�� ��� P � �P1, . . . , Pt	4 ����� Pj ����� b`����`	��`� rj 6

X���
�� ��` 
`���b�'� �r1, . . . , rt� �� n6 Q'��	� �����`	��b�`4 
���
��

��
���� ���

P1 	 �1, . . . , r1�, P2 	 �r1� 1, . . . , r1� r2�, . . . , Pt 	 �r1�
 
 
� rt�1� 1, . . . , n�.

H� ���` 
`���`4 �	 �)
��� �� 
`���b����� P b�����
���� 2
'��	� ����5

�`	��b�`3 ` p�n�6
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E���`4 
`�` �����
��`� ��` ������` 
`���b�'� Q4 
��
��� b�������`5


��4 
�� b`�` 
`���b�'� �s1, . . . , sm� �� n4 
`���b����� �� E �� 	` ���
`

Q � �Q1, . . . , Qm	4 b�� Qj �� b`����`	��`� sj 6 I��` b`����`� �� �`�` 
��

�

n

s1

��

n� s1
s2

�

� � �

�

n� �s1 � � � � � sm�2�

sm�1

�

.

T��� `���`4 
�� b`�` ��` �� ��`� 
`���b����� Q4 
���
�� ������-b`�	`�


�� 
���� �� ���`� 	`� 
��
��`b����� �� E ��� 
������`� 	` 
`���b�'� ��

P 6 E�% 
���
�� ��� 	� ���%b�	 ��� �� ������`� b���`� �	 �)
��� �� ��`���

a�
`������ 2
'��	� �����`	��b�`3 �� �� �)
��� �`�� �� ����6
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�������� �

	������ �����
���� ��'���� �� 
����

.#&#	������ �����
��� / 3�G���� �� �����

Y� ������ �!���D�� 2��E��� �� �����3 �� �$���� g �� �� 
`
` a�
`�����

�X,G�4 �� ��b��4 X �� ��` ��
��-b�� b�

`b�` ������`a	� �� �$���� g �

G � X �� �� ��`�� a�
`����� 2	�� �$���b�� ���!� b�	���`��� �� a	`�b� �

����� � 	�� �$���b�� `��`b����� ������ b�	��`b�'� ���������3 �`	 ��� b`�`

b�

������ b����` �� X�G 2�� ��b��4 b`�` ��` �� ��� FD�D�3 �� �� ���b�
��
�	'��b� 2�� 
�	%����36

W� α �� �	 �)
��� �� �$���b�� ������4 β �� �	 �)
��� �� �$���b�� a	`�b��4

e �� �	 �)
��� �� ���� � γ �	 �)
��� �� b`�`�4 �����b�� 	` �'�
�	` �� I�	��

��b� ���

2� 2g � α� β � γ � e.

.#'# :F ����F���F �� �� ������ �����
��

W� �X,G� �� �� ������ �!���D�� �� �$���� g4 �����b�� b`�` �$���b� �����

`��b�`�� �� ��`�� 2b�
� �$���b� �� �� ��`��3 � b`�` b`�` ����� `��b�`��

�� ��`��B 	` 
��`� �� ���� ��� �`� �� �� �������` 2���� ���������� �� b����`�

��� ��b��36

P` ����D���D � ��
� ��	 ������ �!���D�� �X,G� �� 	` ��
	` �g; r, s, t�4

����� g �� �	 �$���� �� X4 r �� �	 
%��
� b�
)� 
)	��
	� �� 	�� ��`���

�� 	�� �$���b�� ������4 s �� �	 
%��
� b�
)� 
)	��
	� �� 	�� ��`��� ��
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'���
. $��% -
 �.
 �� ������� �����
��� �� ��
�
� g 	 0

	�� �$���b�� a	`�b�� � t �� �	 
%��
� b�
)� 
)	��
	� �� 	�� ��`��� �� 	`�

b`�`�6

I��

	� .#&# E
a�� ������� �!���D��� �� 	` -���` A69 ������ ����`���`

�0; 4, 6, 10�6 Sa����� ��� �� ������ ����)� ��
��
��-�
� 2��� 
�������

� �������` 	` ������`b�'�3 ��� 		��� ��� �� 	�� ��`��� �� �	 ����6

.#(#	����� �����
�� 	�

��

Y� ������ �!���D�� b�� ����`���` �� 	` ���
` �g; r, 2, t� �� 		`
`�� 	�

��

"F	�D�#6

I��

	� .#'# H`�� �� 
`
`M � X ��a�� ��` ��
��-b�� b�

`b�` �����5

�`a	�4 
���
�� 
���`� ��� �$���b�� �� b�	�� �����6 I� b`�` ��� ��b���
��

�� 
���� �� �	 ��������4 �	 b�`	 
���`
�� �� a	`�b�6 H� ���` 
`���`4 b���5

����
�� �� ������ �!���D�� 	�

��6

.#)# BF	��H�F �
F�F
���� �� �� ������ �����
��

S��` ��
	` ��� 
���
�� `��b�`� ` �� ������ �!���D�� �X,G� �� �$���� g

�� 	` �D	��F�D 2
D�D
����3

Val�X,G� � �a1, ..., aα; b1, ..., bβ ; c1, ..., cγ�,

98>

�� �#$�� �� ������� �������	�� ���$��" �� ����"

�����

96 α �� �	 �)
��� �� �$���b�� ������C

:6 β �� �	 �)
��� �� �$���b�� a	`�b��C

;6 γ �� �	 �)
��� �� b`�`�C

<6 1 � a1 � a2 � � � � � aα ��� 	�� ��`��� �� 	�� �$���b�� ������C

=6 1 � b1 � b2 � � � � � bβ ��� 	�� ��`��� �� 	�� �$���b�� a	`�b��C

>6 1 � c1 � c2 � � � � � cγ ��� 	�� ��`��� �� 	`� b`�`�6

V���	�` �������� ��� ��a�
�� ����� 	`� �������`���B

a1 � � � � � aα � b1 � � � � � bβ � c1 � � � � � cγ � e

�4 �� 
`���b�	`�4 
�� 	` �'�
�	` �� I�	��4

2� 2g � α� β � γ � �a1 � � � � � aα�.

I��

	� .#(# P�� ��� ������� �!���D��� 
����`��� �� 	` -���` A69 ������

	` 
��
` �`	��b�`B �1, 1, 1, 1, 1, 1, 4; 2, 2, 3, 3; 10� � �16, 4; 22, 32; 10�.

.#*# 2�G��
������ �F
��HF��� F��H�F��� F �� ������ �����
��

G��������
�� �� ������ �!���D�� �X,G� � 
�� b`�` b`�` ��b��`
�� ��

���� �������� 2	�� b�`	�� 
���`��
�� �� b�	�� ����36 Y�` ��� ��b�` �`	

�	�bb�'�4 
���
�� b�������� ��` ���b�'� b������` ��a����b���` Q : X �

�C4 �� ��`�� ���`	 `	 �)
��� �� ����4 ��� ���%` 	�� �$���b�� ������ ` 04 	��

�$���b�� a	`�b�� ` 14 	�� 
����� ����� ` �4 	�� ���� `	 ������`	� �0, 1�4 ��


`���` ��� Q4 ������b�` `	 b�

	�
���� �� 	�� �$���b�� ������4 a	`�b�� �


����� �����4 ����	�` ��� �� b�a��
�����6 H�b�
�� ��� Q �� �� F�E��
�����

�D
� FD�� D��F�D�� D	 ������ �!���D�� �X,G�6
I	 b�a��
����� �`
�-b`�� `��b�`�� `	 ������ �!���D�� �X,G� �� ��

)��b�4 
��� ��� �� �		�� ��� ��
��'
�b�� ��	`���� ` 	�� �$���b�� ��	 ��`��6
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.#+# 4����F	��H�F �� ������� �����
���

H���
�� ��� ��� ������� �!���D��� �X1,G1� � �X2,G2� ��� ���
����� ��

������ �� ��
��
��-�
� ��� 
������` 	` ������`b�'� h : X1 � X2 ��


`���` ��� h ����b� �� ���
��-�
� ����� 	�� ��`��� a�
`������ G1 � G2 2��

��b��4 ���%` �$���b�� ������ ` �$���b�� ������ � �$���b�� a	`�b�� ` �$���b��

a	`�b��36 H�b�
�� ��� �`	 ��
��
��-�
� h �� �� ���
�� �
� ����� 	��

������� �!���D���6

Sa�����
�� ��� �� Q1 : X1 �

�C �� �� b�a��
����� �`
�-b`�� `��b�`��
` �X1,G1�4 �����b�� Q2 � Q1 � h

�1 : X2 �

�C �� b�a��
����� �`
�-b`��

`��b�`�� ` �X2,G2�6

Sa����`b�'� .#&# P�� ������� �!���D��� ���
����� ���

�� ������ 	` 
��
`

����`���` � 	` 
��
` �`	��b�`6 T���4 b�
� 	� 
�����`� 	�� ��� �������

�!���D��� 
����`��� �� 	` -���` A694 ��� �� ��� ���
�����4 �� ���� b`��

������ 	` 
��
` ����`���` � �`	��b�` 2
`�`
����36

.#,# 0���
����
�� �� ������� �����
���

Y� D���
�� �
� ��	 ������ ����D�� �X,G� �� �� `���
��-�
� ��	 ��`��
a�
`����� 2�� ��b��4 
������`��� �	 b�	�� �� 	�� �$���b��3 ��� �� ����b��� 
��

�� ��
��
��-�
� 2��� 
���� �������� � �� 	` ������`b�'�3 h : X � X6

R���
�� ��� �� h 
������` 	` ������`b�'�4 �����b�� h 
����b� �� ���5


��-�
� �� �X,G� b������ 
��
�6
H����`��
�� 
�� Aut�X,G� `	 ���
� �� `���
��-�
�� �� �X,G� �


�� Aut��X,G� �� ��a���
� �� `���
��-�
�� ��� ���!� ����b���� 
��
��
��
��-�
�� ��� 
������`� 	` ������`b�'�6 I��� ���
�� ��� -����� �4

�� �� ��� ���`	��4 �����b�� Aut��X,G� ����� %���b� 2 �� Aut�X,G�6

I��

	� .#)# I	 ������ �!���D�� �X,G�4 ����� X �� 	` �����` � G ��

�	 ��`�� a�
`����� 
����`�� �� �	 ���

	� =6=4 ����� Aut�X,G� � S3 �

Aut��X,G� � Z36

I��

	� .#*# P�� ������� �!���D��� 
����`��� �� 	` -���` A69 ������ ���5


�� �� `���
��-�
�� ����������6 T�� ���

	�4 �	 ��� `
`��b� ` 	` ��������`

`�
��� �� `���
��-�
� �� ����� 2 ��� 
������` 	` ������`b�'� 2�`�� 
��
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�� �#$�� �� ������� �������	�� ���$��" �� ����"

��` ���`b�'� �� 180o �� �	 �$���b� ����� b����`	3 � �`
a�$� �� `���
��-�5


� �� ����� 2 ��� �������� 	` ������`b�'� 2�`�� 
�� ��.���'� �� b�`	�����`

�� 	`� ��� ��b�`� ��� 
`�`� 
�� �	 �$���b� ����� b����`	 � b������� ����36

I��� ���
� �� `���
��-�
�� �� ���
���� ` Z2
26 I	 ������ �!���D�� �� 	`

����b�` ��	� ����� �� `���
��-�
� �� ����� 2 ��� �������� 	` ������`b�'�

2�`�� `	 ��.��`� ��` ��b�` ��`���`	 ��� 
`�` 
�� �	 �$���b� ����� b����`	36

W� ���
� �� `���
��-�
�� �� ���
���� ` Z26

Sa����`b�'� .#'# W� Q1, Q2 : X �

�C ��� b�a��
������ �`
�-b`��� `��5

b�`��� `	 ������ �!���D�� �X,G�4 �����b�� ������ �� ��
��
��-�
� ���

������` 	` ������`b�'� h : X � X4 ����b����� �� `���
��-�
� ��	 ��`��

a�
`����� G4 �`	 ��� Q2 � Q1�h � h �� ��
��'
�b� ` 	` �������`� ��	`���` `

	�� �$���b�� �� G6 J���
�� �� b�a��
����� �`
�-b`�� Q : X �

�C `��b�`��
`	 ������ �!���D�� �X,G�6 W�` h : X � X �� ��
��
��-�
� ��� 
��5

����` 	` ������`b�'� 2���
�b���`
����4 ��� �������� 	` ������`b�'�3 �	 b�`	

����b� �� `���
��-�
� �� G b�
� ��`�� a�
`�����6 Q'��	� ��
���
%`4

���
�� `��
�� ��� Q � h � Q 2���
�b���`
����4 Q � h � J � Q4 �����

J�z� � z36 I��� �����
��` �� 
`���` )��b` ���` �����
`b�'� h6 H�-��
��

b�
� Aut��X,G, Q� `	 ���
� �� 	�� ��
��
��-�
�� h : X � X ��� 
��5

����`� 	` ������`b�'� � ��� ����b�� �� `���
��-�
� ��	 ��`�� a�
`�����

G �`	 ��� Q � h � Q4 
�� Aut��X,G, Q� 	` b�	�bb�'� �� `���		�� h ���

��������� 	` ������`b�'� � �`	�� ��� J �Q � h � Q �4 -�`	
����4 �	 ���
�

Aut�X,G, Q� � Aut��X,G, Q� (Aut��X,G, Q�6

T��
���`� .#&# >� Q1 � Q2 ��� F�E��
������ �D
� FD��� D��F�D��� D	 
��%


� ������ �!���D��$ �����F�� ������ �� ���
�� �
� θ : Aut�X,G, Q1� �

Aut�X,G, Q2� �� 
D���D ��� ���� ��������� D �� ���
�� �
�

θ : Aut��X,G, Q1� � Aut��X,G, Q2�.

0�
����DF���& R���
�� ��� �`� �� ��
��
��-�
� ��� 
������` 	` �����5

�`b�'� h : X � X �`	 ��� Q2 � Q1 � h 2`��
!� h �� ��
��'
�b� ` 	`

�������`� ��	`���` ` 	�� �$���b�� �� G36

T��
���`� .#'# >� Q �� �� F�E��
����� �D
� FD�� D��F�D�� D �� ���%

��� �!���D�� �X,G�$ �����F�� ������ �� ���
�� �
� θ : Aut�X,G� �

Aut�X,G, Q� �	 F�D	 �� ��������� D �� ���
�� �
�

θ : Aut��X,G� � Aut��X,G, Q�.
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.#-#	������ �����
��� � 
F��� �� 1�	��

.#-#&# 0��H�F��� 
F��� �� 1�	�� F �� ������ �����
��

W�` �X,G� �� ������ �!���D�� � ��` Q : X �

�C �� b�a��
����� �`
�-b`��
`��b�`�� ` ����6

T���
�� 	��`��`� 	` �����b���` �� ��
��-b�� �� V��
`�� ��

�C 
��

Q 
`�` `�% �a����� ��` �����b���` �� ��
��-b�� �� V��
`�� S �� X ��


`���` ��� Q : S �

�C �� 
���
���`6 H� ���` 
`���`4 ��
�� �a������ ��

`� �� F�	�� �S,Q�4 ����� G �� �a����� b�
� 
���
`��� 
�� Q ��	 ������`	�
�0, 1� 2	`� 
���
!����� �� 0 ��� 	�� �$���b�� ������ � 	`� 
���
!����� �� 1

��� 	�� �$���b�� a	`�b��36

W`a�
�� ��� Q �� �� )��b� � 	` �����b���` �� ��
��-b�� �� V��
`�� S

b��������` ��
���� �� Q6 T��� �`a�
�� ��� Q �� )��b� 
'��	� ��
���
%`

��	`���� 	�� �$���b�� �� G6 P����4 	`� �����b���`� �� ��
��-b��� �� V��
`��
��� ���
���`� 2�	 a���	�
��-�
� ���! �`�� 
�� �� ��
��
��-�
� U :

X � X ��� 
������` 	` ������`b�'� � ��� �� ��
��'
�b� ` 	` �������`�

��	`���` ` 	�� �$���b�� �� G36
W�
���`
�� ��� �X1,G1� � �X2,G2� ��� ������� �!���D��� ���
�����4

Q1 : X1 �

�C � Q2 : X2 �

�C ��� b�a��
������ �`
�-b`��� `��b�`���6

E	 
��b���� b�
� `���a`4 
`�` ����� ��� ������� �!���D���4 �a����
��

�����b���`� �� ��
��-b��� �� V��
`�� S1 � S2 ����b��`� 
�� Q1 � Q24

���
�b���`
����4 ��a�� X1 �X26 G�
� 	�� ������� �!���D��� ��� ���
�����4

������ �� ��
��
��-�
� ��� 
������` 	` ������`b�'� h : X1 � X2 �`	 ���

Q2 � h � Q16 I����b�� h : S1 � S2 �� a���	�
��-�
� � �a����
�� ���

	�� 
`��� �� F�	�� �S1, Q1� � �S2, Q2� ��� ���
�����6

.#-#'# 0��H�F��� �� ������ �����
�� F �� 
F� �� 1�	��

W� 
`���
�� b�� �� 
`� �� F�	�� �S, β�4 �����b�� ����
�� �����
��`�� ��

������ �!���D�� �X,G�4 ����� X �� 	` ��
��-b�� ��
�	'��b` �� S � G ��
β�1

��0, 1�� 2	`� 
���
!����� �� 0 ��� 	�� �$���b�� ������ � 	`� 
���
!�����

�� 1 ��� 	�� �$���b�� a	`�b��36

I� b	`�� ��� �� 
`���
�� �� ��� 
`��� �� F�	�� ���
�����4 �����b�� 	��

b�����
��������� ������� �!���D��� ��� ���
�����6

I��

	� .#+# I	 
`� �� F�	�� �

�C, β�z� � z3� �����
��` �	 ������ �!���D��

998

�� �#$�� �� ������� �������	�� ���$��" �� ����"


����`�� �� 	` -���` A6:6

'���
. $��% 	����� �����
�� �.
. �

�C, β�z� 	 z3�

I��

	� .#,# I	 
`� �� F�	�� �

�C, β�z� � 4z3�1� z3�� �����
��` �	 ������

�!���D�� 
����`�� �� 	` -���` A6;6

'���
. $��% 	����� �����
�� �.
. �

�C, β�z� 	 4z3�1� z3��

Sa����`b�'� .#(# 96 H`�� �� 
`� �� F�	�� �S, β� 
���%`
�� �`a��

b��������� ����� ������� �!���D��� ��
`��� 	`� 
���
!����� �� �1,���

� ���, 0�6 I���� ��� ������ ������� �!���D��� b�����
����� `	 ������

�!���D�� `��b�`�� ` 	�� 
`��� �� F�	�� �S, 1
�1�β�� � �S, �β� 1�
β�

��`��� �0, 1�6

:6 S��� ������ �!���D�� ��� 
���
�� b�������� ` 
`���� �� �S, β� ��

��`��� �S, 4β�1� β��6 I��� b�����
���� ` ��
`� �	 ������ �!���D��

`��b�`�� ` �S, β� � 
���`� ����� ��� �$���b�� ��	 
��
� b�	�� �����

2�� ��b��4 	�� ��� `���� ��`� a	`�b�� `���` 
`�`� ` ��� ������3 �

��
`� �� b`�` ��� �� 
���� 
���� �	 b�`	 
���`
�� b�
� �$���b�

a	`�b�6

;6 S��� ������ �!���D�� ���%` ��`� �	 
`� �� F�	�� �S, 4β
�β�1�2�6 I���

b�����
���� ` `����`� 	�� 
����� 
����� �� b`�`� 2	�� 
�	�� �� β3
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��""��" �������#"� ���$��" �� ����"� �������#�!�� ' �����!� �%��(���

b�
� �$���b�� ������ � `����`� ���� �� ����� ������ �$���b�� ` 	��

�$���b�� a	`�b�� ��� ����� �� �	 a���� �� 	` b`�` ��� 	�� b�������6

.#-#(# 4����F	��H�F ����� 
F��� �� 1�	�� � ������� �����
���

I	 
��b��� ���b���� `�������
���� ��� �` �	 ��������� ����	�`��6

X����
` .#&# 4D� ��D �����D	��F�D �����

'& /	D��� �� ���
����D �� 
D��� �� .�	�� �� ��
� �p, q, r�&

(& /	D��� �� ���
����D �� ������� �!���D��� �� ��
� �p, q, r�&

)& /	D��� �� F�����DF��� �� ��E���
�� �� ����F�  ���� ��	 ���
� ���D�%

��	D� ∆�p, q, r�&

4D� ��D �����D	��F�D ����� F	D��� �� ���
����D �� ������� �!���D���$


D��� �� .�	�� � F	D��� �� F�����DF��� �� ��E���
�� �� ����F�  ���� ��

Γ�2�&

.#.# 0HH��� ��	 ���
� FG��	��� �� 6F	��� �� ������� �����
���

I	 �����
` A69 ��� �` ��` �����`	��b�` ����� b	`��� �� �����`	��b�` ��

������� �!���D��� � b	`��� �� �����`	��b�` �� 
`��� �� F�	��6 Z�
��4 
�� �	

�����
` �� F�	��4 ��� ����
�� ��` `bb�'� �`���`	 2-�	3 ��	 ���
� `a��	���

�� K`	��� Gal�Q
Q� ��a�� 	�� 
`��� �� F�	��C 	����4 ����
�� ��` `bb�'�

-�	 ��a�� 	�� ������� �!���D���6 K���������b� ��' ���` ���` 
`�` ������`�

	` �����b���` �� Gal�Q
Q� ����� �� 
���� �� ����` b�
a��`����� 2���� ��

	� ��� ��� 	�� ������� �!���D���36

H`�� �� ������ �!���D�� �X,G� � σ % Gal�Q
Q�4 ������
�� 
�� �	

�%
a�	� �X,G�σ `	 ������ �!���D�� 2	` b	`��3 �a������ 
�� 	` `bb�'� `����

���b���` ��	 ���
� `a��	��� �� K`	���6

W�� 
������`� �`���`	��4 
�� ���

	�B

96 �G'
� �`a�� �� ��� ������� �!���D��� ��� �����`	����� 
�� 	` `bb�'�

�� Gal�Q
Q�D

:6 �G'
� �����
��`� �X,G�σ �� �$�
���� �� σ � �X,G�D

99:

�� �#$�� �� ������� �������	�� ���$��" �� ����"

E	���`� ���`��`���� a`�� 	` `bb�'� ��	 ���
� Gal�Q
Q� ��� 	`� �������5

���6

96 �X,G� � �X,G�σ ������ 	` 
��
` b`����`� �� �$���b�� ������4 ��
�$���b�� a	`�b�� � b`�`� � ��� ���
�b����� ��`���6

:6 �X,G� � �X,G�σ ������ 	` 
��
` ����`���` � �`	��b�`6

;6 Aut�X,G� � Aut�X,G�σ6

.#&%# 4	 ���
� �� 
������
�F �� �� ������ �����
��

G��������
�� �� ������ �!���D�� �X,G� �� �$���� g4 b�� e ����4 α �$���b��

������4 β �$���b�� a	`�b�� � γ b`�`�6

G��������
�� �� b�a��
����� �`
�-b`�� Q : X �

�C `��b�`�� `

�X,G�6 E���` 
���
�� 
��`� �	 ���
� �� 
������
%` `��b�`�� ` Q4

�� ��a���
� ��`������� ��	 ���
� �� 
��
��`b����� Se �����`�� 
�� ���

�	�
�����6 Sa�����
�� ��� b`
a�`� Q 
�� ���� b�a��
����� �`
�-b`��

`��b�`�� ` �X,G� �� b`
a�` 	` b	`�� �� b�����`b�'� �� Se ��	 ���
�

�� 
������
%`6 I��� ���
� �� 
������
%` 2�� b	`�� �� b�����`b�'�3 ��


���� b�������� b�
� �����6

I��
���
�� 	�� ���� �� G b�� �)
���� �� �1, 2, ..., e	4 �� 
`���` ���

���� ���������� ������ ��������� ���
��`b�'� 2�$`�� 	` -���` A6<36

'���
. $��% -
. �
�	�
.0��
 �� ���� �� G

E b`�` �$���b� ����� 	� `��b�`
�� �� b�b	�4 �� 	������� ���`	 ` �� ��`��4

��`��� 	`� ���
��`b����� �� 	�� ���� `��`b����� ` �`	 �$���b� ��������� 	`

99;
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��""��" �������#"� ���$��" �� ����"� �������#�!�� ' �����!� �%��(���

������`b�'� 
������` �� X6 T�� ���

	�4 �� 	` -���` A6< ��	� ����
�� ��

�$���b� ����� � ����� b�
� b�b	� `��b�`�� ` �1, 2, 3� % S36

G�� �	 
��b��� `�������4 �a����
�� α b�b	�� ���������4 ��� 
�� b`�`

�$���b� ����� � �� 	������� ���`	 `	 ��`�� �� ����6 H�-��
�� 	` 
��
��`5

b�'� σ % Se ������ �	 
����b�� �� ����� �`	�� b�b	��6

E���` 
���
�� 
��b���� �� 	` 
��
` 
`���` 
`�` 	�� �$���b�� a	`�b��


`�` �a����� ��` 
��
��`b�'� τ % Se4 ������ �	 
����b�� �� β b�b	��

���������6

I	 ���
� G�X,G� � 
σ, τ� � Se �� 		`
`�� �	 ���
� �� 
������
�D

�� �X,G�6

I��

	� .#-# I� �	 ������ �!���D�� �� 	` -���` A6< ����
�� ���

σ � �1, 2, 3�, τ � �1��2��3�

G�

�C,G� � 
�1, 2, 3�� � Z3.

S��` ���
��`b�'� �� 	�� ���� �� G �����
��` ��` 
��
��`b�'� η % Se

�� 
`���` ���4 �� �σ � �τ ��� 	`� 
��
��`b����� �a�����`� b�� ���` ����`

���
��`b�'�4 �����b�� �σ � ηση�1
� �τ � ητη�1

6 I��� ��b�� 	� ����
�
��

�� 	` ��������� 
��
���`�6

T��
���`� .#(# :��D ���
��DF��� �� 	�� 	D��� �� G �����
��D ��D 
��%


��DF��� η % Se �� 
D���D ��� ηση�1
� ητη�1

��� 	D� 
��
��DF�����

F�����
��������� D 	�� �����F�� ������ � E	D�F��$ ���
�F���D
����& 1� ���D�


D	DE�D�$ �	 ���
� �� 
������
�D �� �����
��D$ 
���	� F�����DF���$ 
��

�	 ������ �!���D��&

T��
���`� .#)# 1	 ���
� �� 
������
�D �� �� ��E���
� ��D������� �� Se

�����D�� 
�� ��� �	�
�����&

0�
����DF���& \` �`a�
�� ��� �	 ���
� �� 
������
%` �� �����`�� 
��

σ � τ 2��` ��� ��� ��
�� -�`�� ��` ���
��`b�'� �� 	�� ���� �� G36
P` b���b�����`� ��	 ��`�� G ��� `�����` ��� �`��� ��� ���� ����������4

���`
�� e1 � e2 �� G4 �����b�� ������ ��` b�	�bb�'� -���` �� ����4 ���`
��
q146664 qn4 �� 
`���` ��� q1 � e14 qn � e2 � 	�� ���� qj�1 � qj ������ ��

�$���b� �� b�
)�6 E���`4 
�� 	` ��-��b�'�4 
���
�� ��`� ��` 
����b�`

99<

�� �#$�� �� ������� �������	�� ���$��" �� ����"

�� σ � τ 2��
�������� ��	 b�	�� ��	 �$���b� b�
)� ����� qj�1 � qj3 ���

���%` 	` ���
��`b�'� �� qj�1 ` 	` ���
��`b�'� ��	 ��� qj 6 P����4 
���
��

b�������� ��` 
��
��`b�'� �� G�X,G� ��� 		��` 	` ���
��`b�'� ��	 ��� e1
�� 	` �� e2 2�$`�� 	` -���` A6=36

'���
. $� % a� b� c� d� e �
��
�� .�
���.���

T��
���`� .#*# 7D 
��
��DF��� τσ "��D��
�� 	D 
�	��
	�FDF��� �� �������%

�D D ����F�D# �� 
����F�� �� γ F�F	�� ���������$ FD�D F�F	� F�����
���� D

FD�D FD�D �� �X,G� � 	D 	������� �� �� F�F	� �� ���D	 D	 ��D�� �� 	D FD�D

F�����
�������� � 	�� ��
���� ��� D
D��F�� �� ���� F�F	� ��� 	�� ��
����

�D��� D 	�� 	D��� �� 	D FD�D ����� ����� �� �����F� ����� D ��� E	D�F� ��

	D ������DF��� ���D���D �� 	D FD�D&

I��

	� .#.# G��������
�� �	 ������ �!���D�� �� �$���� b��� 
����`��

�� 	` -���` A6>6 G�� 	` ���
��`b�'� 
����`�`4 ����
�� ���

σ � �1, 2, 5��3, 4�, τ � �1��2, 3��4, 5�

τσ � �1, 2, 4��3, 5�.

'���
. $�!% -
 ������ �����
�� �� ��
�
� g 	 0
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Sa����`b�'� .#)# P` ���` `������� �� ��`� 
��
��`b����� 
`��b� �`a��

���� �` ���	��`�`� 
�� L`
�	��� �� 	� ��� `���` 		`
`
�� b�b	�� �`
�	��5

��`���6

Sa�����
�� ��� �	 ����� �� σ 2���
�b���`
����4 �� τ � τσ3 �� �	


%��
� b�
)� 
)	��
	� �� 	`� 	��������� �� ��� b�b	�� 2���������36 P����4

�a����
�� 	` ��������� 
��
���`�6

T��
���`� .#+# >�D G � 
σ, τ� ���
� �� 
������
�D ��	 ������ �!���D��

�X,G� F�� e ����& 1����F��$ �	 ����� �σ� �� σ$ �	 ����� �τ � �� τ � �	 �����

�τσ� �� τσ ���$ ���
�F���D
����$

�σ� � lcm�deg�v� : v �$���b� �����	,

�τ � � lcm�deg�v� : v �$���b� a	`�b�	,

�τσ� � lcm�deg�f� : f b`�`	.

7D ����D���D �� �X,D� �� �g; �σ�, �τ �, �τσ�� �

2� 2g � l�σ� � l�τ� � e� l�τσ�,

����� l�η� �����D �	 ��
��� �� F�F	�� ��������� ��� ����� η&

Sa����`b�'� .#*# G�
� �	 ���
� �� 
������
%` G � 
σ, τ� � Se `b�)`

�� 
`���` ��`������` �� �	 b������� �1, ..., e	4 ����
�� ��` a���bb�'� �`5

���`	 ����� �1, 2, ..., e	 � 	`� b	`��� G1�G4 ����� G1 �� �	 G5���`a�	��`���

�� 16 P` `bb�'� �� G ��a�� 	�� ���� �� �����`	���� ` 	` `bb�'�

G�G1�G � G1�G

�η,G1ρ� �� G1ρη
�1.

W� 
���� ��-��� �� ������ �!���D�� b�
� ��` ��
	` �G,H, x, y�4 �����

G �� �� ���
� -����C x, y % G ��� �����`����� �� G4 � H �� �� ��a���
�

�� G �� 
`���` ���

�

g�G

gHg�1
� �e	,

����� e % G �����` �	 �	�
���� ������6 I� ���� b�������4 ��� ��
	`�

�G1, H1, x1, y1� � �G2, H2, x2, y2� ��-��� ������� ���
����� �� � ��	� ��

������ �� ���
��-�
� θ : G1 � G2 �`	 ��� θ�x1� � x24 θ�y1� � y2 � θ�H1�

�� G25b�����`�� ` H26

99>

�� �#$�� �� ������� �������	�� ���$��" �� ����"

Sa����`b�'� .#+# P�� ���
�� �� 
������
%` �� 	�� ������� �!���D��� ���

��a���
�� ��`�������� �����`��� 
�� ��� �	�
����� ��	 ���
� �� 
��
��`5

b����� Se6 I� �����`	4 �`	�� ��a���
�� ��� Ae 2�� ��a���
� `	����`���3

� Se6 L`� b`��� ����� �`� 
!� �� �`	�� ��a���
��6 P�� 
�'��
�� ����

���

	�� ��� �� ���� ��
�6

I��

	� .#&%# G��������
�� �	 ������ �!���D�� 
����`�� �� 	` -���` A6?

� 	` ���
��`b�'� �� ���� `		% 
������`�`6 I� ���� b`��

σ � �1, 2, 3��4, 6, 5��7��8�

τ � �1, 2��3, 4��5, 7��6, 8�

τσ � �1, 3, 6, 8, 5, 7, 4��2�

Y�`��� �	 
����`
` b�

��`b���`	 KET4 
���
�� ����-b`� ���


σ, τ� � PSL�3, 2� � PSL�2, 7� �grupo simple de orden 168�.

'���
. $�"% -
 ������ �����
�� �� ��
�
� g 	 0

I��

	� .#&&# G��������
�� �	 ������ �!���D�� 
����`�� �� 	` -���` A6@

� 	` ���
��`b�'� �� ���� `		% 
����`�`6 I� ���� b`��

σ � �1, 2, 3��4, 7, 5��6��9, 8, 10��11��12�
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τ � �1, 2��3, 4��5, 6��7, 8��9, 11��10, 12�

τσ � �1, 3, 7, 10, 12, 9, 11, 8, 5, 6, 4��2�

Y�`��� �	 
����`
` b�

��`b���`	 KET4 
���
�� ����-b`� ���


σ, τ� � M12 2K��
� �� Q`����� �� ����� 950403.

'���
. $�#% -
 ������ �����
�� �� ��
�
� g 	 0

I��

	� .#&'# G��������
�� �	 ������ �!���D�� 
����`�� �� 	` -���` A6A

� 	` ���
��`b�'� �� ���� `		% 
����`�`6 I� ���� b`��

σ � �1��2, 5, 8��3��4, 7, 6��9, 10, 11��12, 14, 13��15��16, 18, 17��20��21, 19, 22��23��24�

τ � �1, 2��3, 4��5, 6��7, 10��8, 9��11, 12��13, 15��14, 16��17, 19��18, 20��21, 23��22, 24�

τσ � �1, 5, 4, 3, 7, 11, 14, 18, 20, 17, 22, 24, 21, 23, 19, 16, 13, 15, 12, 9, 2��6, 8, 10�

Y�`��� �	 
����`
` b�

��`b���`	 KET4 
���
�� ����-b`� ���


σ, τ� � M24 2K��
� �� Q`����� �� ����� 2448230403.

I	 ��������� ����	�`�� ��� `�����` ��� 	` b	`�� �� ���
���%` �� ��

������ �!���D�� ���! �����
��`�� 
�� �� 2b	`�� �� b�����`b�'�3 ���
� ��


������
%`6

99@

�� �#$�� �� ������� �������	�� ���$��" �� ����"

'���
. $�$% -
 ������ �����
�� �� ��
�
� g 	 0

X����
` .#'# >�D� 
σ1, τ1� � 
σ2, τ2� ���
�� �� 
������
�D �� �������

�!���D��� �X1,G1� � �X2,G2�$ ���
�F���D
����& 1����F��$ 	�� ����������

��� �����D	�����&

'& �X1,G1� � �X2,G2� ��� ���
�����&

(& 1����� ��D 
��
��DF��� η % Se "����� e �� �	 ��
��� �� ����# �D	

���

σ2 � ησ1η
�1, τ2 � ητ1η

�1.

0�
����DF���& Z�`
�� ��� 293 �

	�b` 2:36 G��������
�� �� ��
��
��5

-�
� ��� 
������` 	` ������`b�'� h : X1 � X2 � ��� ����b� �� ���
��-�5


� ����� 	�� ��� ������� �!���D��� �`���6 E���`4 �`�` ��` ���
��`b�'� ��

	�� 	`��� �� G14 	` ��� ��� �` 	��`� 	` 
������
%` 
σ1, τ1� 
`�` �X1,G1�4


���
�� ��`��
���`�	` 
�� h 
`�` �a����� ��` ���
��`b�'� �� 	�� 	`���

�� G26 G�� ���` ���
��`b�'� �a����
�� �	 
��
� ���
� �� 
������
%`

`�������6 \` ��
�� ����� ��� b�� ���` ���
��`b�'� �� 	�� 	`��� �� G2 �a5

����
�� ��` 
��
��`b�'� η �� 
`���` ��� 	` 
������
%` b�� 	` ����`

���
��`b�'� �� �� 	` ���
` 
σ2 � ησ1η
�1, τ2 � ητ1η

�1
�6

E���` ��`
�� ��� 2:3 �

	�b` 2936 I� ��`	��`�4 ����
�� �� ��b�� 
!�

������ ��� �	 ��� ��b����`
��C ��� ���� ��a���
� ��`������� �����`�� 
��
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��� �	�
����� �� �	 ���
� �� 
������
%` �� �� ������ �!���D��6 T`�`

����4 
`��`
�� b�� �� �`	 ���
� ��`������� G � 
σ, τ� � Se6

T�� b`�` b�b	� �τσ�j �� τσ b�������
�� �� 
�	%���� Pj b�� �`����

	`��� b�
� �	 ��a	� �� 	` 	������� ��	 b�b	� b�����
��������6 I��
��`
��

	�� 	`��� �� Pj �� 
`���` b%b	�b` 2��������� 	` ������`b�'� ���`���` ��	


�	%����3 �� ���
` `	����`�` ��`��� 	�� �)
���� �� �`	 b�b	�6 P�� �$���b��

�� Pj ��� b�	���`��� b�� a	`�b� � �����4 `	����`�`
����4 �� 
`���` ���

b`�` �$���b� ����� ���! `	 b�
����� �� b`�` 	`�� ���
��`�� 2��������� 	`

������`b�'� ���`���`36 E���`4 ��`��� σ4 
���
�� ���
��`� 	�� ����������

	`��� �� Pj 6

T��b���
�� ` ������-b`� ����� ����� 
�	%����� 
�� ��� 	`��� �� ���`	

���
��`b�'� 
`�` �a����� �	 ������ �!���D�� ����`��6

I� �	 ��������� ���

	� ����b`
�� 	` b������bb�'� ��b�` �� 	` ������`


`��� �� 	` ��
����`b�'� `�������6

I��

	� .#&(# W�` 
σ � �1, 2, 5��3, 4�, τ � �1��2, 3��4, 5�� � S56 I� ����

b`��4

τσ � �1, 2, 4��3, 5�,

	���� ��a�
�� b�������`� ��� 
�	%�����4 P1 � P24 ����� P1 ����� 6 	`���

� P2 ����� 4 	`��� 2��� 
`��� ��
����� �� 	` -���` A69836 E���`4 �� `��	

���!� 	`� ���
��`b����� ��� �`
�� ` b`�` ��� �� 	�� 	`��� �� 	�� 
�	%�����

��`��� 	�� b�b	�� �� τσ6 I� ���� ���!� `���		�� ��� ��� �a	��` σ6 R���
��

��� �`� ��� 	`��� b����b������ ��	 
�	%���� �� 6 	`��� b�� �	 
��
�

�)
��� 1C ���� ��b� ��� ������
�� �� 	`�� ��������6 Y�`��� �	 ��b�� ���

2�2g � 5�5�2 � 24 �a����
�� ��� �	 ������ �!���D�� �� �� �$���� b���


����`�� �� 	` 
`��� �������� �� 	` -���` A6986

Y�` b����b���b�` ����b�` ��	 �����
` `������� �� �	 ��������� 2
`���

�� 	� b�`	 �` �`a%`
�� �����36

X����
` .#(# 1����� ��D �����D	��F�D �D���D	 ����� 	D� ����������&

'& /	D��� �� ���
����D �� ������� �!���D���

(& /	D��� �� ���
����D �� 
D��� �� .�	��

9:8

�� �#$�� �� ������� �������	�� ���$��" �� ����"

'���
. $���% )�� ��� ������
�� � ��� �.���

)& /	D��� �� F�����DF��� �� ��E���
�� ��D�������� F�� ��� �����D�����

�� ���
�� �� 
��
��DF�����

*& /	D��� �� F�����DF��� �� ��E���
�� �� ����F�  ���� �� Γ�2�&

G��������
�� �� ������ �!���D�� �X,G� � �� ���
� �� `���
��-�
��
Aut�X,G�6

L`�`
�� ��` ���
��`b�'� �� 	�� e ���� �� G � b�������`
�� �� ���
�
�� 
������
%` G � 
σ, τ� � Se6

W� f % Aut��X,G�4 �����b�� 2b�
� f �� ����b��� 
�� �� ��
��
��5

-�
� �� X ��� 
������` 	` ������`b�'� � ���%` �$���b�� ������ �� �$���b��

������34 f ��-�� ��` 
��
��`b�'� θ�f� % Se �`	 ���

θ�f�σ � σθ�f�, θ�f�τ � τθ�f�,

�� ��b��4 θ�f� % Z�G� 2b����`	��`��� �� G �� Se36 H� 
`���` ��b%
��b`4

�� ����
�� η % Z�G�4 �����b�� 2
��b������� �� 
`���` ��
�	`� ` b�
�

��
�� ����� `	 ��b�������� �	 ������ �!���D�� ` 
`���� �� G3 �� 
����

b�������� f % Aut��X,G� �� 
`���` ��� θ�f� � η6

W� f % Aut�X,G��Aut��X,G�4 �����b�� 2b�
� f �� ����b��� 
�� ��

��
��
��-�
� �� X ��� �������� 	` ������`b�'� � ���%` �$���b�� ������

�� �$���b�� ������3 f ��-�� ��` 
��
��`b�'� θ�f� % Se �`	 ���

θ�f�σ � σ�1θ�f�, θ�f�τ�1
� τθ�f�.

H� 
`���` ��b%
��b`4 �� ����
�� η % Se �`	 ���

ησ � σ�1η, ητ�1
� τη,

9:9
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�����b�� ��
�� ��� ητση�1
� τ�1σ�1

4 	` b�`	 
��
��` 	` 
��`� �� 	��

	`��� �� b`�` b`�` �� 
`���` b%b	�b` 2��
�	`� ` 	� ��� �`b%` τσ4 
��� `���`

��������� 	` ������`b�'� 
������` �� b`�` b`�`36 I��� ��� 
��
��� b��������

�� �	�
���� f % Aut�X,G� �� 
`���` ��� θ�f� � η6

R���
�� ��� 	` ���b�'� θ : Aut�X,G� � Se ����	�` ��� �� ��
�
��5

-�
� �� ���
�� �	 b�`	 ����b� �� ���
��-�
� θ : Aut��X,G� � Z�G�6

I��

	� .#&)# G��������
�� �	 ������ �!���D�� �� �$���� b��� b�
� ��


�����` �� 	` -���` A6996 E		% �� 
�����` �� `���
��-�
� f �� ����� 26

G�� 	` ���
��`b�'� �`�`4 ����
��

σ � �1, 2, 3��4, 5��6, 7�, τ � �1��2, 4, 7��3��5, 6�

τσ � �1, 2, 5, 7, 3��4, 6�

η � θ�f� � �1, 3��2��4, 7��5, 6�

P` 
��
��`b�'� η ����� ����� 2 � �`����`b� 	`� �������`���

ηση � σ1, ητη � τ�1.

'���
. $���% -
 ������ �����
�� �� ��
�
� 0�
�

.#&&# A�����
��FH��� �� ������� �����
���

W�` �X,G� �� ������ �!���D��4 �� ����`���` �g; r, s, t�4 � ��` G � 
σ, τ� �

Se �� ���
� �� 
������
%`6

G��������
�� �	 ���
� ���`���	`�

G�r, s, t� � 
x, y : xr
� ys � �yx�t � 1�

9::

�� �#$�� �� ������� �������	�� ���$��" �� ����"

� �	 ��
�
��-�
� �� 
������
%`

Θ
�X,G� : G�r, s, t� � G � 
σ, τ� � Se,

��-���� 
�� 	` ���	`

Θ
�X,G��x� � σ, Θ

�X,G��y� � τ,

� ��
�
��

Γj � Θ�1
�X,G��G�j��, G�j� � �η % G : η�j� � j	.

W�`

U �

�

�

�

�

�

H2, si r�1
� s�1

� t�1
� 1

C, si r�1
� s�1

� t�1
� 1

�C, si r�1
� s�1

� t�1
� 1

I	 ���
�G�r, s, t� �� �� ���
� �	����`�� �� ���
���%`� �� U � U
G�r, s, t�

	` �����` �� V��
`��

�C b�� ���� 
����� b'��b��4 ��� 
���
�� `��
�� ��`�
04 1 � �4 b���� '������ ��� r4 s � t4 ���
�b���`
����6

G��������
�� �� b�a������ ��	�
���� �`
�-b`�� πG�r,s,t� : U �

�C4
b��� ���
� ��b� �� G�r, s, t�4 b���� �`	���� �� �`
�-b`b�'� ��� 0 2�� �����

r34 1 2�� ����� s3 � � 2�� ����� t36

P` ��a���	� �� V��
`�� U
Γj ����� ��` �����b���` �� ��
��-b�� ��

V��
`�� Sj 4 ��
�	'��b`
���� �����`	���� ` X6

H�����
�� 
�� πΓj
: U � U
Γj �	 b�a��
����� ��	�
���� �`
�-b`��

����	`� b�� ���
� ��b� Γj 6

X���
�� �����b�� �� b�a��
����� �`
�-b`�� βj : U
Γj �

�C �� 
`5

���` ��� πG�r,s,t� � βj � πΓj 6

I	 
`� �Sj , βj� �� �� 
`� �� F�	�� b��� ������ �!���D�� 2�a������ b�
�


���
`��� ��	 ������`	� �0, 1�3 �� ���
���� ` �X,G�6

.#&'#	������ �����
��� ��F	��

Y� ������ �!���D�� �X,G� �� �� ������ �!���D�� ��D	 �� ������ �� `���
��5

-�
� T % Aut�X,G��Aut��X,G�4 T 2
� I6 H�b�
�� ��� T �� ��` ��
����D

�� �X,G�6
W�
���`
�� ��� �X,G� �� �� ������ �!���D�� ��`	4 b�� ��
���%` T 6

9:;
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�� �#$�� �� ������� �������	�� ���$��" �� ����"

'���
. $���% 	����� �����
�� �� ��
�
� 0�
� � �.��
0�. �4; 14; 4�

��` �`	 ������ �!���D��6 T���
�� `��
�� ��� ��� �$���b�� ������ ��� 0 � 1

2�$`�� 	` -���` A69;36 I	 ���� �$���b� ����� �� a � 	�� �$���b�� a	`�b�� ���

b4 c4 d � e4 � ��� 	` )��b` 
���
`��� �� � �� � 2�`� ��	� ��` b`�`36 H�

���` 
`���`

β�z� � kz4�z � 1��z � a�,

β�z� � 1 � µ�z � b�2�z � c�2�z � d��z � e�.

Y�`��� 	`� ���`	�`��� `���������4 
���
�� ��� ��� k � µ6

X���
�� `��
!� 6 �b�`b����� �� 	`� 6 ��b'����`� k4 a4 b4 c4 d � e6 Y�`

�� ��`� �b�`b����� ��

1� a� 2b� 2c� d� e � 0.

P`� ���`� �b�`b����� ����`� �� 
�b� 
!� b�

	�b`�`�6 \` �� ����

���

	� 
���
�� ��� 	� 
��`�� ��� 
���� ��� a��b`� β �� 
`���` ��
	%5

b��`6

I��

	� .#&,# Y�`��� 	` �`	��b�` �13, 2, 3, 8; 18, 22, 4; 16� �a����
�� �	

������ �!���D�� 
����`�� �� 	` -���` A69<6 I� ���� b`��4 b`	b�	`� ��
	%b�5

�`
���� β �� 
�� b�

	�b`��6
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'���
. $���% 	����� �����
�� �� ��
�
� 0�
� � �.��
0�. �12, 4; 12, 22; 6�

'���
. $���% 	����� �����
�� 0�
 �.��
0�. �13, 2, 3, 8; 18, 22, 4; 16�

I��

	� .#&-# G��������
�� �	 ������ �!���D�� �� �$���� b��� � �`	��b�`

�3; 1, 2; 1, 2� b�
� �� 
�����` �� 	` -���` A69=6 I� ���� b`��4 
`�` a��b`�

β4 
���
�� `��
�� ��� �� �$���b� a	`�b� �� 14 	�� �$���b�� �� b����� ��

b`�` ��� 0 � �4 �	 �$���b� ����� �� a � �	 ���� �$���b� a	`�b� �� b6 I� ����

b`��

β�z� �
k�z � a�3

z

β�z� � 1 �

µ�z � 1��z � b�2

z
.

M��`	`��� 	`� `��������� ��� �` ��� µ � k �

k�z � 1��z � b�2 � �z � k�z � a�3.
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