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Presentacion

La génesis de esta monografia parte de la idea de organizar y comple-
tar (en parte) unas notas usadas en una serie de seminarios dictados a
estudiantes del programa de Magister en Matematicas de la Universidad
Técnica Federico Santa Maria en el periodo 2008-2010 y a estudiantes del
programa de Doctorado en Ciencias mencién Matematicas de la Univer-
sidad de La Frontera en los tltimos anos. Esos seminarios tenian como
objetivo principal presentar ciertas relaciones entre objetos combinatorios,
llamados dessins d’enfants (dibujos de nifios), con aspectos analiticos (su-
perficies de Riemann), geometria hiperbélica, curvas algebraicas, teoria de
numeros y teorfa de Galois.

B. Riemann observé que toda superficie de Riemann compacta se pue-
de ver como una curva algebraica compleja irreducible y suave (aunque
podemos aceptar cierto tipo de singularidades; por ejemplo, nodos). De
esta manera, nos podemos preguntar cuando es posible escoger tal cur-
va definida sobre el cuerpo de los ntimeros algebraicos Q; tales tipos de
curvas son llamadas curvas de Belyi.

Aproximadamente en 1979, Belyi [3] mostr6 que una superficie de Rie-
mann compacta S se puede representar por una curva de Belyi si y solo
si existe una funcién meromorfa g : S — C con a lo mas tres valores
de ramificacion, los cuales podemos asumir estar contenidos en {00,0, 1};
estas funciones son llamadas funciones de Belyi.

Ahora, dada una funcién de Belyi 5: S — @, podemos considerar la
preimagen por 3 del intervalo [0,1]. Si pintamos de color negro las pre-
imé&genes de 0 y de color blanco las preimagenes de 1, entonces obtenemos

un grafo bipartito en S. De hecho, se tiene que cada una de las componen-
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tes conexas del complemento de 371([0,1]) es homeomorfo a un disco (es
decir, obtenemos un mapa bipartito en S). Grothendieck (FEsquisse d’un
Programme [18]) llamo a tales mapas bipartitos como dessins d’enfants
(dibujos de nifios).

De manera reciproca, cada dessin d’enfant (dibujo de nifio) define
una estructura de superficie de Riemann S, tnica médulo isomorfia, y
una funcion de Belyi g : S — C tal que el dessin d’enfants original se
obtiene como preimagen por 3 del intervalo [0, 1] (salvo homotopia).

Dessins d’enfants (sin este nombre) ya aparecian en trabajos de F.
Klein en el siglo IX para construir superficies de Riemann admitiendo
ciertos cubrimientos ramificados sobre la esfera de Riemann C.

La existencia de una funcion de Belyi 8 : S — C de grado d es equi-
valente a la existencia de un subgrupo de indice d de un grupo fuchsiano
triangular (de hecho del grupo I'(2) = Z = Z).

Todo lo anterior permite ver una relacién natural entre objetos com-
binatorios simples (dessins d’enfants), objetos analiticos (funciones de
Belyi) y objetos geométricos (grupos fuchsianos).

Un grupo de gran importancia, en varias dreas de la matematica, es
el grupo absoluto de Galois Gal(Q/Q). Este es un grupo profinito, ya que
es el limite inverso de los grupos de Galois finitos Gal(K/Q), es decir,
este grupo codifica la teoria clasica de Galois (ademas, la teoria de re-
presentaciones de este grupo juega un rol importante en la demostracién
del teorema de Fermat dada por Wiles). Desafortunadamente, su estruc-
tura es atin un misterio. Como es lo usual, uno busca acciones fieles de
Gal(Q/Q) sobre objetos que tienen alguna estructura simple para poder
encontrar informacion sobre su estructura de grupo. Alguna vez escuché
de un matemaético mexicano la siguiente frase: «Los grupos, asi como a
las personas, se les conocen por sus accionesy.

Existe una accién natural de Gal(Q/Q) sobre curvas de Belyi (al ser
estas definibles sobre cuerpos de nimeros); luego, una accion de este grupo
sobre los dessins d’enfants (objetos combinatoriales). Grothendieck noto
[18] que esta accién es fiel a nivel de dessins d’enfants de género 1; lue-
go Schneps [40] verifico que la accion es fiel a nivel de dessins d’enfants
de género 0. Gonzélez-Diez y Girondo [15, 16] se dieron cuenta de que

la accién también es fiel a nivel de curvas hiperelipticas de cualquier gé-

Presentacion

nero. Usando ciertas curvas no-hipereliticas, llamadas curvas de Fermat
generalizadas, se puede verificar que la accién es también fiel sobre ellas
[22].

Para entender la acciéon de Gal(Q/Q) en los dessins d’enfants es nece-
sario buscar invariantes que permitan decidir cuando dos de ellos estan en
la misma orbita por tal accion (y ain mas, decidir si estos son isomorfos
o0 1no). Algunos invariantes conocidos son el género, los grados en los vér-
tices de cada color, los grados de las caras, los grupos de automorfismos.
Otro invariante Galosiano es la “Z-orientabilidad”, el cual indica si el grafo
dual es también bipartito [17]. Por desgracia, estos invariantes Galosianos
no son suficientes como para detectar si dos dessins d’enfants son o no
equivalentes.

El objetivo principal de esta monografia es dar una introduccion a la
teoria de los dessins d’enfants, intentar explicar la accién de Gal(Q/Q)
sobre estos objetos, al igual que el rol unificador entre superficies de Rie-
mann, teorfa de Galois, teoria de niimeros algebraicos y geometria hiper-
bélica plana. Como caso particular, veremos un link con el caso de curvas
reales y dessins d’enfants reales.

Se entrega una lista de referencias, la cual esté lejos de ser exhaustiva,
pero puede ayudar al principiante a entender este tema.

Finalmente, quiero agradecer a Yasmina Atarihuana, Mariela Carva-
cho, Juan Carlos Garcia, Pilar Johnson, Satul Quispe, Sebastian Reyes-
Carocca y Maria Elisa Valdés quienes participaron de los seminarios ori-
ginales y han aportando con sugerencias y reparos a las versiones iniciales.
En particular, agradezco a Yasmina por varios de los dibujos en esta mo-

nografia.

Rubén A. Hidalgo

Centro de Excelencia Geometria en La Frontera
Departamento de Matematica y Estadistica
Universidad de La Frontera

Temuco, Chile
2024
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Capitulo 1

El lema de Schwarz y automorfismos

1.1. El lema de Schwarz

Uno de los resultados mas usados en la teoria de una variable compleja
(por ejemplo, grupos kleinianos, surperficies de Riemann y dindmica com-
pleja) es el lema de Schwarz, el cual nos dice que toda funcién analitica
del disco unitario en si mismo decrece distancias. Consideremos el disco
unitario

D={zeC:|z| <1}.

Lema 1.1. Lema de Schwarz: Sea f: D — D una funcion analitica tal
que f(0) = 0. Entonces

1. |f(2)] < |z|; para cada z € D;
2. (0] <1

Mads ain, si tenemos igualdad en (1) para cierto z # 0 o bien en (2),

entonces f(2) = ez para cierto 6 € R.

Demostracion. Supongamos que f no es una funcién constante ya que

en ese caso f(z) = 0y el resultado es trivial. Consideremos la funcién

siguiente:
1L,
g =4 °
f1(0), z=0

. 15
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Notemos que g es una funcién analitica en D\{0} y continua en z = 0;
luego analitica en todo D.

Sea ze Dy r e (]z],1). Si w pertenece al circulo C, = {w e C: Jw| =
T}, entonces tenemos que |g(w)| < 1/r. Luego, el teorema del modulo
méximo nos asegura que g(z) < 1/r. Haciendo tender r a 1 obtenemos
que |g(z)] < 1, de donde obtenemos (1) y (2). El mismo teorema del
modulo maximo nos dice que que si existe un valor de zp € D, donde

lg(20)| = 1, entonces existe 6 € R tal que g(z) = %, O

1.2. Automorfismos del disco unitario y semiplano superior

Una aplicacién del lema de Schwarz es el célculo de los automorfismos

analiticos (o automorfismos holomorfos) del disco unitario.

Teorema 1.1. Automorfismos del disco D: Los automorfismos anali-
ticos del disco unitario D son de la forma

92— Q

A(z) = e Z——

1—-az

y los automorfismos antianaliticos de D son de la forma

donde a €D y 0 € R.

Demostracion. Sea A un automorfismo analitico de D y o = A~1(0).

Como
zZ—a

T(z)

1—-az
resulta ser un automorfismo analitico de D, se tiene que B = T o A~"
sigue siendo un automorfismo analitico de D tal que B(0) = 0. El lema
de Schwarz nos asegura que |B(z)| < |z| para cada z € D. Pero también
podemos usar el lema de Schwarz en B~!, con lo cual obtenemos que
|B~1(2)| < |#| para cada z € D. De esta manera, |B(z)| = || para cada
z €Dy, por el mismo lema de Schwarz, obtenemos que B(z) = =2 para
algin 6 e R.

Ahora, sea A un automorfismo antianalitico de D. Como J(z) = Zesun
automorfismo antianalitico de D, obtenemos que AoJ es un automorfismo
analitico de D. O

16 =

Capitulo 1. El lema de Schwarz y automorfismos

Se puede observar que el conjunto de los automorfismos analiticos y
antianaliticos del disco unitario con la operacion de composicion de fun-
ciones resulta ser un grupo, denotado por el simbolo Aut(ID); al subgrupo
(de indice dos) de automorfismos analiticos lo denotaremos por Aut™ (D).

Como la transformaciéon de Mobius
z—1
z4+1

H(z) =
es un biholomorfismo entre el semiplano superior
H={zeC:Im(z) > 0}
y el disco unitario, se tiene que
Aut(H) = H o Aut(D) o H}
Aut™(H) = Ho Aut™ (D) o H~*
de donde se obtiene el siguiente.

Teorema 1.2. Automorfismos del semiplano superior H: Los auto-

morfismos analiticos del semiplano superior H son de la forma

az+b
cz+d

A(z) =

y los automorfismos antianaliticos del semiplano superior H son de la

forma
—azZ+b

Al:) = —2 +d

donde a,b,c,d € R y ad — bc = 1.

El resultado anterior nos dice, en particular, que los grupos Aut™ (H)

y Aut™ (D) son ambos isomorfos con el grupo proyectivo lineal PSLy(R).

Ejercicio 1.1. Completar la demostracion del teorema anterior.

1.3. Automorfismos del plano complejo

La determinacion de los automorfismos del plano complejo C también es

facil de obtener.

.17
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Teorema 1.3. Automorfismos del plano complejo C: Los automor-

fismos analiticos del plano complejo C son de la forma
A(z) =az+b

y los automorfismos antianaliticos son de la forma
A(z) = az + b,

donde a,be C ya #0.

Demostracion. Consideremos un automorfismo analitico A de C. Sea a =
A0) y = A(0). Como T'(z) =2z —ay Q(z) = z/B son automorfismos
analiticos de C, tenemos que I' = Q oT o A es también un automorfismo
analitico de C. Notemos que F'(0) =0 y que F'(0) = 1. Como F' es una
funcién entera, tenemos su desarrollo en serie de potencias centrada en 0

(que converge localmente uniforme en C)
F(z) =z +apz’+---
Notemos que necesariamente

lim F(z) = oo.

Z—>0

En efecto, si esto no fuese asi, entonces existiria una sucesion (z,), con-
vergiendo a o0, de manera que F'(z,,) se mantiene acotada; luego podemos
asumir que (pasando a una subsucesion si es necesario) esta converge a un
valor w € C. Ya que F' es un automorfismo, existe p € C tal que F'(p) = w.
Como F' es una funcién abierta y continua, existe un disco D, centrado
en p y radio positivo de manera que su imagen por F' es un abierto que
contiene a w y esta contenido en el disco centrado en w y radio 1. Toman-
do n suficientemente grande, podemos suponer que F(z,) € F(D,) y que
zn ¢ D,, contradiciendo la inyectividad de F.

Ahora consideremos la funcién analitica inyectiva G : C\{0} — C
definida por . . .

Gx)=F(,) =, +aacy + -
Como G(z) se aproxima a oo cuando z se aproxima a 0, tenemos que

0 es un polo de G(z). En particular, debe existir algin d > 2 tal que

18 =
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aj = 0 para j = d. En otras palabras, I debe ser un polinomio. Pero la
inyectividad de F' asegura que tal polinomio debe ser de grado uno, es
decir, F(z) = z.

Para obtener los automorfimos antianaliticos, basta observar que J(z) =

Z es uno de ellos.
O

Observacion 1.1. El teorema de la aplicacion de Riemann nos dice que
toda regién 2 c C simplemente conexa, diferente de C, es biholomorfa
al semiplano superior H. Luego, Aut*(Q) es isomorfo a PSLy(R). Por
desgracia, solo para algunas regiones 2 se puede calcular una aplicacién de
Riemann de manera explicita. Para el caso de regiones poligonales, existen
las formulas de Schwarz-Christoffel. Por ejemplo, si € es un tridngulo
donde dos de sus angulos interiores son a7 y S, entonces (modulo alguna

constante) una funcion de Riemann es dada por

dw
w— 1)1 (w+1)1-8"

F:H—)Q:z'—)f (

En el caso de que 2 es un cuadrado, la funcién de Riemann se puede
obtener usando integrales elipticas. Cuando €2 es una regién triangular cu-
yos lados son arcos de circulos, entonces existen también féormulas usando
las llamadas funciones triangulares de Schwarz (asociadas a ciertas ecua-

ciones dieferenciales de segundo orden llamadas hipergeométricas). U

-19



Capitulo 2

Superficies de Riemann y curvas algebraicas

2.1. Variedades topolégicas

Sea X un espacio topolégico y n = 1 un entero. Un atlas topoldgico n-
dimensional para X es una coleccion de pares A = {(Uj, z;)} (llamadas

cartas), satisfaciendo las siguientes propiedades:
1. cada U; € X es un abierto del espacio topoldgicoX;
2. Uj Uj = X;

3. z; : U; = 2;(U;) es un homeomorfismo entre U; y un conjunto
abierto z;(U;) < R™.

Observacion 2.1. Observemos de la definicién dada arriba que si U;nU; #

&, entonces la funcion de transicion
zioz; ' zi(Ui nU;j) = 2j(Ui 0 Uj)
es un homeomorfismo (ver figura 2.1). O

Una variedad topoldgica n-dimensional es un par formado de un espacio
topolégico, conexo, Hausdorff y segundo numerable, provisto de un atlas
topolégico n-dimensional maximal. Cuando n = 2, hablamos de superficies
topoldgicas (en este caso podemos ademés identificar el plano R? con el

plano complejo C).

21
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Figura 2.1: Funcién de transicion

Observacion 2.2. Atlas topologicos maximales: Consideremos dos a-
tlas topologicos n-dimensionales para X, digamos A; y A,. Entonces, la
unién A; U A, también es una atlas topolégico n-dimensional para X. De
esta manera, gracias al lema de Zorn, siempre existe un atlas topologico

n-dimensional maximal para X. O

Ejemplo 2.1. Consideremos un poligono regular P — R? de 2r > 4 lados,
digamos s1,..., $o,-. Consideremos dos subconjuntos disjuntos de {1, ..., 2r}
cada uno de cardinalidad r, digamos {ji,...,5-} y {k1,..., k-}. Por cada
le{1,...,r} consideremos una isometria euclideana T tal que T} (s;,) = sy,
y Tj(P%) n P = &, donde PV es el interior de P. Identifiquemos los lados
de P usando las transformaciones 7. El espacio obtenido resulta ser una

superficie topologica. O

2.2. Variedades diferenciables

Una wvariedad diferenciable n-dimensional es un par formado de un espa-
cio topoldgico, conexo, Hausdorff y segundo numerable, provisto de un
atlas topolégico n-dimensional maximal cuyas funciones de transiciéon son

funciones diferenciables; en cuyo caso, hablamos de un atlas diferenciable.

Capitulo 2. Superficies de Riemann y curvas algebraicas complejas

Observacién 2.3.

1. Toda variedad diferenciable tiene una estructura de variedad topo-

logica, de la misma dimension.

2. Puede ocurrir que la unién de dos atlas diferenciables no sea di-
ferenciable. Por ejemplo, podemos considerar X = R y los atlas
diferenciables A1 = {(R,z: R—>R:z - 2)} y A2 = {R,w: R —
R : 2 — 23)}. En este caso, la unién A; U Aj, si bien es un atlas

topoldgico para R, no es diferenciable.
O

Ejemplo 2.2. Atlas diferenciable maximal: Sea A un atlas diferencia-
ble n-dimensional para X. Sea F formado de todos los pares (U, z), donde
U c X es un abierto y z es un homeomorfismo entre U y un abierto V'
de R”™, satisfaciendo que para todo (W,w) € Acon W nU # & se tie-

1

ne que wo z 'y zow ! son diferenciables. Verificar que F es un atlas

diferenciable maximal para X conteniendo al atlas A. O

Un atlas diferenciable es llamado orientado si sus cambios de coorde-
nadas tienen jacobiano positivo. Una variedad diferenciable, junto a un
atlas orientado, se llama una wvariedad diferenciable orientada.

Una variedad orientable es una variedad topoldgica cuyo atlas maximal

posee un sub-atlas diferenciable orientado.

2.3. Teorema de clasificacion de superficies

En esta seccién presentamos la clasificacion, médulo homeomorfismos de
todas las superficies conexas, Hausdorff y segundo numerables debida a

Kerékjarto.

2.3.1. El espacio de fines de un espacio topolégico

Sea X un espacio topoldgico que es localmente compacto, localmente co-
nexo, conexo y Hausdorff (por ejemplo, cuando X es una superficie topo-
logica).

Una sucesion (Uy, )nen, de abiertos conexos y no vacios de X, es llamada

anidada si se satisfacen las siguientes propiedades:
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1. Uy oUy;D..
2. para cada n € N, la frontera 0U,, de U,, es compacta;

3. CpenU, = &y

4. para cada compacto K c X, existe algin m € N tal que K n U, =

.

Decimos que dos sucesiones anidadas de abiertos de X, (Up)nen ¥y
(U] )nen, son equivalentes si para cada n € N, existen j,k € N tales que
Un 2 Uj y U, 5 Uy, (esta resulta ser una relacion de equivalencia). Deno-
taremos por el simbolo [U,]nen la clase de equivalencia de (U, )nen v le
llamaremos un final de X.

Al conjunto de los fines de X (es decir, el conjunto de las clases de
equivalencia de la relacién dada) lo denotaremos por el simbolo Ends(X)
el cual llamaremos el espacio de fines de X.

Al conjunto Ends(X) le podemos dotar de la topologia generada por

los conjuntos (los cuales de hecho forman una base) definidos por
U* := {[Uy,]nen € Ends(X) | U; c U algin j € N},

donde U © Z es un conjunto abierto no vacio de X cuya frontera es

compacta.

Teorema 2.1. [36]: El espacio topoldgico Ends(X), con la topologia ante-
rior, resulta ser un espacio Hausdorff, totalmente disconexo y compacto
(es decir, lo podemos ver como un subconjunto cerrado del conjunto de
Cantor).

2.3.2. Espacio de fines de una superficie

Ahora, supongamos que X es una superficie.

Una subsuperficie de X es un conjunto cerrado de una incrustacién
topologica en X de alguna superficie cuya frontera (en X) consiste de un
numero finito de curvas cerradas simples y disjuntas. Notemos que en esta
definicién una subsuperficie puede o nor ser compacta.

El género reducido de una subsuperficie compacta Y, con ¢(Y) curvas

fronteras y caracteristica de Euler x(Y), es dado por g(Y) = 1—(x(Y)+
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q(Y)). El género de X es el supremo de los géneros reducidos de su subsu-
perficies compactas; luego, este valor puede ser cualquier entero o c0. En
caso que su género sea cero, decimos que X es planar (en otras palabras,

X es homeomorfa a un abierto del plano).

En este caso de superficies, en la definicién de un final de X, podemos
asumir que en la sucesion anidada de abiertos (U, )neny tenemos que las
clausuras (en X) U,, son subsuperficies. De esta manera, podemos decir
que un fin [Uy,]nen es planar si existe algtn [ € N tal que la subsuperficie

U; c X tiene género cero.

Denotaremos por el simbolo Ends, (X) al subconjunto de Ends(X)
conformado de los fines no-planares de X. Se sabe que Ends, (X) es un
subconjunto cerrado de Ends(X) (véase [37, p. 261]).

El triple (g,Ends,, (X),Ends(X)), donde g € {0,1,...,} u {00} es un
invariante topologico. El siguiente resultado, de Kerékjarto (y completa-
do por Richards), nos dice que tal triple determina X de manera tnica,

modulo homeomorfismos.

Teorema 2.2. Teorema de clasificacién de superficies [28], [37]: Dos
superficies X1 y Xo, ambas orientables, del mismo género son homeomor-
fas (por un homeomorfismo que preserva la orientacidon) si y solo si existe

un homeomorfismo

f : Ends(X;1) — Ends(X3) tal que f(Endsy, (X1)) = Ends,.(X5).

Una superficie orientable X es de tipo finito si su grupo fundamental
m1(X) es finitamente generado. En este caso, X tiene género finito g €
{0,1,...}, Endsy(X) = & y Ends(X) un conjunto finito (cada uno de los
fines tiene una vecindad homeomorfa a un disco pinchado). Si n denota la
cardinalidad de Ends(X), entonces se dice que X tiene tipo (g,n). En este

contexto, el teorema de clasificacién anterior tiene una forma més simple.

Teorema 2.3. Si Xy y Xo son superficies orientables de tipo finito, enton-
ces ellas son homeomorfas (por un homemorfismo que preserva la orien-

tacion) si y solo si tienen el mismo tipo.
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2.4. Superficies de Riemann

Una superficie de Riemann es una superficie topolédgica cuyo atlas topo-
l6gico 2-dimensional ademés satisface que (identificando R? con C) sus
funciones de transicion son funciones analiticas (luego funciones biholo-

morfas); tal atlas es llamado un atlas analitico.

Ejercicio 2.1. Estructura de superficie de Riemann: Considere un
atlas analitico A para una superficie de Riemann S. Sea F la colecciéon de
todos los atlas analiticos para S que contienen al atlas A. En tal coleccion
considere el orden dado por contension. Verificar que tal orden es dirigido
y utilice el lema de Zorn para verificar la existencia de un tnico atlas
analitico maximal que contiene a A. Tal atlas maximal para S es llamado

estructura de superficie de Riemann de S. O

2.5. Superficies de Riemann son superficies orientables

Observemos que, como consecuencia de las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
toda superficie de Riemann es necesariamente orientable.

Una superficie de Riemann compacta es en particular una superficie
compacta orientable; luego, esta es determinada por su caracteristica de

Euler xy = 2 — 2g, donde g es el género de la superficie.

1. Si g = 0, entonces la superficie es homeomorfa a la esfera unitaria
S2 = {(CL’,y,Z) € RS : 1'2 +y2 +2’2 = ]_}7

2. Si g = 1, entonces esta es homeomorfa al toro S x S!;

3. Si g = 2, entonces es homeomorfa a la suma conexa de g toros.

2.6. Primeros ejemplos de superficies de Riemann

Ejemplo 2.3. Ejemplos de superficies de Riemann son, por ejemplo, los
abiertos conexos no vacios de C. Casos interesantes son el plano complejo
C, el disco unitario D y el semiplano superior H. Estos son ejemplos de

superficies de Riemann no compactas.

Ejemplo 2.4. La esfera de Riemann C: Consideremos la compactifica-

cién del plano C por un punto, C = Cu {oc}, cuya topologia es la generada
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por los abiertos usuales de C y los conjuntos de la forma (C\K) u {00},
donde K c C es compacto (estos forman una base de vecindades del punto
o0). El atlas

{(U1 = Cz1(2) = 2), (Us = C\{o0}, 22(2) = 1/2)},

tiene como funcién de transicion a la identidad (usando las mismas cartas)

o bien la transformacion de la forma (usando cartas diferentes)
ze€C— {0} — 1/z € C\{0}

las cuales son analiticas. La superficie de Riemann asi obtenida es llamada
la esfera de Riemann. Verificar que C es homeomorfa a la esfera unitaria
de R3. O

Ejemplo 2.5. Sea 7 € H y consideremos el grupo
G, ={(A(2) =24+ 1,B(2) = 2+ 7) = Z°.

Consideremos la accion de G, sobre el plano C. Entonces, el cociente
T, = C/G, define una superficie de Riemann homeomorfa al toro St x
St O

2.7. Curvas algebraicas complejas

2.7.1. Curvas algebraicas afines suaves
Consideremos una coleccién de polinomios
Py, ...P,_1€Clzy,....zy]
y la funcién holomorfa
T:C"—-Cr !
T(x1,.ytpn) = (Pr(x1, e, Tn),y ooy Po1(x1, .oy 20)).

Si el punto b = (b1, ...,b,_1) € T(C™) es un valor regular de 7', enton-
ces, por el teorema de la funcion implicita, tenemos que C := T~1(b) es
una superficie de Riemann (no compacta). Decimos que C es una curva

algebraica suave.
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Ejemplo 2.6. Curvas hiperelipticas: En este ejemplo, tomaremos n = 2

y el polinomio
m

P(a,y) =2 — [ [(@ - ay),

Jj=1
donde ay, ..., a,;, € C son puntos diferentes. En este caso, b = 0 es un valor

regular de T'= P, y se tiene que

m
Cy = {(w,y) Ly = H(w—aj)} cC?
j=1
es una superficie de Riemann (no compacta). Si m > 5, entonces esta
curva es conocida como un modelo afin de una superficie de Riemann
hipereliptica de género (i) g = (m—2)/2, si mes par; y (ii) g = (m—1)/2,

si m es impar. L

Ejemplo 2.7. Curvas p-gonales: Nuevamente usaremos n = 2. Sea p un
numero entero primo y consideremos el polinomio

m

P(a,y) =y* = [ [(x —ay)™,

Jj=1

donde aq, ..., a,, € C son diferentes y ni,...,nm,m € {1,...,p — 1}. Al igual

que en el ejemplo anterior (cuando p = 2), se tiene que la curva
m
Cp = {(m,y) cyP = H(x — a]-)”f} cC?
j=1

es una superficie de Riemann (no compacta), llamada una curva p-gonal.

O

Ejemplo 2.8. Curvas de Fermat: Sea k£ > 1 un entero y consideremos
el polinomio
P(x,y) = 2" + ¥ + 1.

En este caso, la curva
Fy={(z,y): 2" +y* +1 =0} c C?

es una superficie de Riemann (no compacta), llamada una curva de Fermat

de grado k. O
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Ejemplo 2.9. Curvas generalizadas de Fermat: Sean k > 1y m > 3
enteros y sean Aq, ..., Am—2 € C\{0,1} tales que \; # \; para ¢ # j. En

este caso, consideramos los polinomios
_ k k
Pi(x2, .., tpy1) = 1+ 25 + 23
Pj(x2, . ms1) = Njor a5 +ab 0 j=2,.m— L
Se puede ver que 0 es valor regular de T = (P4, ..., Pp—1); luego
l+ak+25=0
M+ak+ak=0

(k) =
C)‘17"'7>\77L72 T

cCcm
A2 +ab+ak =0
es una superficie de Riemann (no compacta), llamada una curva genera-
lizada de Fermat de tipo (k,m). O

2.7.2. Curvas algebraicas proyectivas suaves

En los ejemplos de curvas anteriores hemos logrado obtener superficies
de Riemann no compactas. Ahora veremos cémo construir superficies de
Riemann compactas.

Consideremos una colecciéon de polinomios homogéneos
Pl, . P, € C[l‘l, ceey $n+1]
y consideremos la funcién holomorfa
T:C* {0} - Cc"!

T(-Th "'axn+1) = (Pl(xla -'-axn+1)’ aS) Pnfl(l‘la ) xn+1))-

Notemos que en este ejemplo se tiene que

7(0,...,00=0eC"!

T(x1,....Tn41) =0€ C" ' — T(uxy,...,pxni1) =0€ C"1 ¥ e C\{0).

Ahora, si todo punto de T-1(0)\{0} € C"*!\{0} es un punto regu-
lar de T, entonces S := T 1(0)\{0} = C"*'\{0} es una variedad com-

pleja de dimensiéon compleja 2 (otra vez consecuencia del teorema de

29



30

Dibujos de nifios. Dessins d’enfants: Combinatoria y dlgebra avanzada

la funcién implicita). Sea C' la proyeccion de S en el espacio proyectivo
P = (C"*+1\{0})/C*. Entonces, C resulta ser una superficie de Riemann

compacta.

Ejemplo 2.10. Curvas de Fermat: La curva proyectiva
Frpi={[z:y:2]eP?:af 4 4% + 2 =0} c P?
es una superficie de Riemann compacta llamada curva de Fermat de grado

k. Esta curva es una compactificacién de la curva de Fermat afin vista

anteriormente. [l

Ejemplo 2.11. Curvas generalizadas de Fermat: Sean k > 1y m > 3
enteros y sean Ai, ..., A\p—2 € C\{0,1} tales que A; # A; para i # j. La
curva proyectiva

k k k _
Alx’f +:c"2c +x’j =0

o

— 7
Ay Amo2 T cP

k k k
>\m72$1 + To + Tpt1 = 0

es una superficie de Riemann compacta, llamada curva generalizada de
Fermat de tipo (k,m). Esta curva es una compactificacion de la curva

generalizada de Fermat antes vista. O

2.8. Funciones holomorfas/antiholomorfas

Sean S; = (X1, A1) v S2 = (Xo, A2) dos superficies de Riemann y sea

f: Xy — X5 una funcién continua.

2.8.1. Funcion holomorfa

Diremos que f es una funcién holomorfa (o funcion analitica) sien coor-
denadas locales esta es una funciéon analitica entre abiertos del plano com-
plejo, es decir, para cada punto p € X; existen cartas (Uj, z;) € A; tales

que p € Uy y f(U1) € Uy, de manera que

ZQOfOZ;I:Zl(Ul)CC—)C

es analitica.
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CINJWPJ) — U Y eg ] — b 1AL LU LGB, 10 LUPLUSULLGAULL 1L
. —1.
gi=zmofoz :D->D

satisface que
9(2) = 2"h(2),

donde h es analiticaen D, h(0) # 0 y n > 1 es un entero. Se puede verificar

que n no depende de la eleccién de las cartas locales. Decimos que n es la

multiplicidad de f en p y la denotaremos por el simbolo mult,(f).
Cuando tenemos una funcién holomorfa f : S — @ no-constante, se

usa el término funcidén meromorfa.

! k ! ° I
1 \
\ .p ,I \ tp)
\ , N .
\\ // \‘_//
Z
Zy, p
PR //”’\\\
. < D
/ . ; "D
/ \ !
| \
o \

I 0 | '\ Y |
\\ ! \ 0 )
/ \

. , - -1 N S
AN ’ z.o0foz S -

~ o P B o ~__--

Figura 2.2: Expresion local de la funcion f

Ejemplo 2.12. Las funciones holomorfas en @, diferente de la constante
igual a oo, son dadas por las funciones racionales. En efecto, si f : C-C
es una funcién meromorfa no-constante, entonces debe tener un nime-
ro finito de ceros en C, digamos p1,...,p, (digamos que p; es cero de

multiplicidad n;) y debe tener un nimero finito de polos en C, digamos
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q1,---,qs (digamos que g; es polo de orden m;). Entonces,

(Z ,ql)ml - (Z _ qs)ms
(z 7p1)77f1 (z fpr)nr

F(z):= f(?)

es una funcién holomorfa F' : C — C sin ceros ni polos en el plano comple-

jo. Luego, F'(z) no puede ser sobreyectiva, es decir, debe ser constante. [

2.8.2. Funcion antiholomorfa

Diremos que f es una funcidén antiholomorfa (o funcién antianalitica) si
en coordenadas locales esta es una funcién antianalitica entre abiertos del
plano complejo, es decir, para cada punto p € X existen cartas (Uj, z;) €

A; tales que p e Uy y f(U1) c Us, de manera que
JOZQOfOZflt,Zl(Ul)CC—)C

es analitica, donde J(z) =Z.

2.8.3. Isomorfismos entre superficies de Riemann

Diremos que las superficies de Riemann Sy y So son isomorfas (biholomdr-
ficamente equivalentes) si existe un homeomorfismo holomorfo f : S; — Sy
(notar que la inversa debe ser holomorfa por el teorema de la funcion in-

versa). Tal funcion f es llamada un biholomorfismo.

Ejemplo 2.13. Las superficies de Riemann C y IP’%: son isomorfas. Un

isomorfismo es dado por el siguiente:

f:C->PL
) [eid], z#©
f(z)_{[l 0], z=w

O

El siguiente resultado clasifica las superficies de Riemann simplemente

conexas.

Teorema 2.4. Teorema de uniformizaciéon de Klein-Koebe-Poin-
caré: Toda superficie de Riemann simplemente conexa es isomorfa a una

de las siguientes:

C,C,D={zeC:|z| <1}
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Como consecuencia de la teoria clasica de espacios de cubrimiento, el

resultado anterior implica el siguiente resultado.

Teorema 2.5. Toda superficie de Riemann S es isomorfa a una de las

formas S/T con

§e {(’é?C’D}’
I < Aut(S),

donde T" actia propiamente discontinuamente y sin puntos fijos en S (en

particular, T = m1(S)).

2.9. Formas meromorfas/holomorfas en superficies de Riemann

Sea S una superficie de Riemann y A = {(Uj, z;)}jer un atlas holomorfo
de ella.

Una 1-forma meromorfa en la superficie de Riemann es la asignaciéon
de una funcién meromorfa f; : z;(U;) — C por cada j € J, de manera que

si U; n Uy, # J, entonces vale la igualdad
fi=fe(zroz ) - (zroz ),

En el caso que todas las funciones f; son holomorfas, decimos que la
anterior es una 1-forma holomorfa. Denotaremos por el simbolo (S) y
H'%(8S) alos conjuntos de las 1-formas meromorfas y holomorfas, respec-
tivamente.

Se puede verificar que, con la suma usual y amplificacién por niimeros
complejos, 2(S) resulta ser un espacio vectorial complejo y que H9(S)

es un subespacio vectorial de este.

~

Ejemplo 2.14. El espacio (C) consiste de las 1-formas racionales, es
decir, de la forma R(z)dz, donde R(z) € C(z). En efecto, notemos que dz
es una 1-forma meromorfa y que si w € Q(C), entonces w/dz : C—> Ces

una funcién holomorfa. ]

Observacién 2.4. Para cada entero positivo k > 1 se pueden definir las

k-formas meromorfas de S. Estas se definen de idéntica manera a como lo
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hemos hecho para k = 1, pero ahora se pide que si U; n Uy, # &, entonces

valga la igualdad
fi=Flze oz h) - ((zr o 2 HE

En particular, si w; y ws son una a-forma y una [S-forma, entonces su

producto define una (a + 3)-forma. O

2.10. Superficies de Riemann son curvas algebraicas

Hemos visto que curvas algebraicas proyectivas suaves definen superficies
de Riemann compactas. El propésito de esta seccién es ver el reciproco,
es decir, verificar que toda superficie de Riemann compacta es isomorfa
a una definida por curvas algebraicas. Para esto, primero introduciremos
los conceptos necesarios para escribir el teorema de Riemann-Roch. Una
vez introducido este teorema, procederemos a probar lo deseado.

En lo que sigue, S denotard una superficie de Riemann compacta.

2.10.1. Cuerpo de funciones meromorfas

Llamaremos M(S) al conjunto de las funciones meromorfas f : S — C
diferentes de la constante co. Este conjunto tiene una estructura natural
de cuerpo, conteniendo a C como subcuerpo (visto como las funciones
constantes), en particular, M(.S) es un cuerpo extension de C. El cuerpo
M(S) es llamado el cuerpo de funciones meromorfas de S. Mas adelante,
veremos que este cuerpo es una extension de C de grado de trascendencia
1. Por ejemplo, como ya habiamos visto, M(C) = C(z).

Observacién 2.5. Supongamos que tenemos una funcién holomorfa no-
constante h : S — C. Entonces, esta funcién induce un homomorfismo

entre cuerpos
h*:C(z) > M(S): R+ Roh.

El nucleo de h* es un ideal del cuerpo C(z), luego es trivial o C(z). Pero, si
I(z) = z, tenemos que h*(I) = h, por lo cual el nticleo debe ser trivial, es
decir, h* es inyectiva. Esto nos dice que, bajo el supuesto de la existencia
de h, el cuerpo de funciones meromorfas M (S) contiene como subcuerpo

una copia de C(z). Més abajo veremos la existencia de una tal h (de hecho,
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de la existencia de un ntimero infinito de tales funciones). Luego, veremos

que esta extension es algebraica y finita. O

2.10.2. Divisores

Un divisor de S es un elemento del Z-modulo Div(S) generado por las
colecciones finitas de puntos de S, es decir, de la forma
D = Z mjpj,
J

donde p; € S, m; € Zy solo para un nimero finito de indices los enteros m;
pueden ser diferentes de cero. Cuando todos los enteros m; > 0 decimos
que el divisor es efectivo. El grado de D es definido como la suma (finita)
deg(D) = >, m; € Z.

Notemos que la funcién grado
deg : Div(S) — Z : D — deg(D)

es un homomorfismo sobreyectivo entre Z-mddulos. Su nucleo corresponde
al subgrupo Div(.S) formado de los divisores de grado cero. En particular,

tenemos un isomorfismo
Div(S)/Divo(S) Zdeg Z.

Dados divisores Dy = Zj a;p; y Do = Zj b;gq;, indicamos con el sfm-
bolo D; = D3 el hecho que a; > b;, para todo j. Notemos en este caso
que deg(D1) = deg(Ds).

Usualmente, escribimos D = Zj m;p; como una suma finita al eliminar

aquellos términos con m; = 0.

2.10.3. Divisores principales

Si f e M(S), f # 0, entonces (por la compacidad de S) f debe tener un
ndmero finito de ceros (pues f # 0) y un ndmero finito de polos (pues

f # ). De esta manera, podemos definir el divisor de f como

(f) = awpr +-- +app, —bigi — -+ = bsgs,

donde:
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(i) p1, ..., pr son los diferentes ceros de f y a; es el orden como cero de
Py,
(ii) ¢1,-.,qs son los diferentes polos de f y b; es el orden como polo de
qj-
Se puede verificar que deg(f) = 0.
Todo divisor de la forma anterior es llamado un divisor principal. Si
denotamos por Divy,inc(S) al subgrupo de los divisores principales, en-
tonces este es un subgrupo de Div((S) y, por tanto, podemos considerar

el grupo abeliano cociente (llamado el grupo jacobiano de S)
Pico(S) := Divg(S)/Divprine(S).
También podemos mirar el cociente (grupo de Picard)
Pic(S) := Div(S) /Divprine(S) Zdeg Z x Pico(S).
[D] > (degD, [D — deg(D)p]),
donde p € S ha sido fijado.

2.10.4. Divisores candénicos

Similarmente, si w € Q(S), w # 0, entonces (gracias nuevamente a la

compacidad de S) le podemos asociar un divisor

(w) = aip + -+ +arpy = bigr — -+ = bags,
donde:
(i) p1,..., pr son los ceros de w y a; es el orden de cero de pj,
(ii) ¢1,...,qs son los polos de w y b; es el orden como polo de g;.
Todo divisor de la forma anterior es llamado un divisor candnico.

Propiedad 2.1. Si wq,ws € Q(S) son ambas diferentes de cero, entonces

(w1) y (wo) tienen el mismo grado.

Demostracion. Como wy,ws € (S) son ambas diferentes de cero, enton-
ces wq/we es una funcion meromorfa de S, diferente de cero. Luego, como
(wi/we) = (w1) — (w2) es un divisor principal, y todo divisor principal

tiene grado cero, obtenemos que (w1) y (w2) tienen el mismo grado. O
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Observacion 2.6. Al igual que para 1-formas, se puede definir el divi-
sor de una k-forma meromorfa diferente de cero. En este caso, usando la
misma idea que para 1-formas, se puede verificar que dos k-formas me-

romorfas, diferentes de cero, tienen divisores del mismo grado. Por otro

lado, si w es una 1-forma meromorfa, diferente de cero, entonces w® es

una k-forma meromorfa. Luego, podemos observar que el grado de una
k-forma meromorfa, diferente de cero, es k veces el grado de una 1-forma
meromorfa. O

2.10.5. Teorema de Riemann-Roch

Seguiremos asumiendo que S es una superficie de Riemann compacta de
género g = 0.
Dado un divisor D € Div(S), uno puede asociarle dos C-espacios vec-
toriales
L(D) = {f e M(S)\{0} : (f) + D = 0} v {0},

(D) = fwe AS\0} : (@) = D} u {0},
De la definicién anterior, podemos ver las siguientes propiedades.
1. Si Dy < Dy, entonces L(D;) < L(Ds).

2. L(0) =C.

3. Si deg(D) < 0, entonces L(D) = {0}.

4. Q(0) = HO(S).

5. Si denotamos por H*(S) el C-espacio vectorial de las k-formas
holomorfas de S, y consideramos una 1-forma meromorfa w # 0,

entonces la funcion lineal
L(k(w)) = H*(8) : f = fw"
define un isomorfismo entre C-espacios vectoriales.
6. Siwe (S), w# 0, entonces la funcion
L(D) = Q(w) = D) : f = fw

es un isomorfismo entre C-espacios vectoriales.
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Teorema 2.6. Teorema de Riemann-Roch [13]:
dim(L(D)) = deg(D) + 1 — g + dim(Q(D)).

Como ya hemos observado arriba: Q(0) = HY%(S) y L(0) = C. Esto,

junto al teorema de Riemann-Roch, nos entrega la dimensién de H9(S).

Corolario 2.1. Si S es de género g = 0, entonces
dim(H°(9)) = g.

Corolario 2.2. Una consecuencia del teorema de Riemann-Roch es que si
w € QY), w # 0, entonces deg(w) = 2(g — 1). En particular, el grado de

una k-forma meromorfa, diferente de cero, es 2k(g —1).

Demostracion. Como ya hemos observado, el grado de una k-forma me-
romorfa solo depende de k. Por otro lado, el grado de una k-forma es &
veces el grado de una 1-forma (pues, si w es una 1-forma, entonces w”
es una k-forma). Luego, solo debemos calcular el grado de una 1-forma
meromorfa.

Si g = 0, podemos ver que la 1-forma dz tiene solo un polo en oo de
orden dos y no tiene ceros; luego su grado es —2.

Si g = 1, podemos escoger una 1-forma holomorfa w # 0 (pues H%(S)

tiene dimension g > 1). Por el teorema de Riemann-Roch,
dim(L((w))) = deg(w) + 1 — g + dim(Q((w))).

Como tenemos un isomorfismo entre L((w)) y Q((w) — (w)) = Q(0) =

HY(S), entonces lo anterior queda
2g — 1 = deg(w) + dim(Q((w))).

De manera similar, tenemos un isomorfismo entre L(0) y Q((w) —0) =
Q((w)), de donde obtenemos que

2g — 1 = deg(w) + 1.
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Hemos calculado la dimensién de H9(S), siendo este igual al género
g de la superficie. Ahora, si k > 2, queremos ver la dimensién de H*°(S).
Para g = 0 no tenemos k-formas holomorfas, es decir, Hk*o(@) = {0}.
Para g = 1, se puede verificar que todos estos espacios vectoriales tienen

dimensién 1.

Corolario 2.3. Si S es de género g > 1, entonces para cada entero k > 2

se tiene que

1 g=

)

dimH*0(S) = { !
2k —1)(g—1), g=2.

Demostracion. Para g = 1, sabemos que H*9(S) = C. Supongamos que
g = 2. Como ya hemos visto, tenemos un isomorfismo entre los espacios
L(k(w)) y H*Y(S), donde w # 0 es una 1-forma holomorfa. El teorema

de Riemann-Roch nos dice que
dimL(k(w)) = 2k(g — 1) — g + 1 + dimQ(k(w)).

Como g = 2, el grado del divisor k(w), que es igual a 2k(g — 1), es mayor
estricto que 2(g — 1), por lo cual Q(k(w)) = {0}. O

Otras consecuencias del teorema de Riemann-Roch son, por ejemplo,

las siguientes:

1. Si S tiene género g = 0, entonces para D = p, donde p € S, tenemos
dim(L(D)) = 2. Luego, existe una funcién meromorfa no constante

de grado uno f: S — @, es decir, S es isomorfa a C.
2. Si D > 0, entonces dim(L(D)) < 1 + deg(D).

3.Si D = 0, deg(D) = 2g — 1, entonces Q(D) = {0}, por lo cual,
dim(L(D)) = deg(D)+1—g > g.

4. Si D = dp, donde p € S, entonces el punto anterior premite observar

las siguientes:

a) Si g =1y d =2, entonces existe una funcion f € M(S) no-
constante, la cual es holomorfa fuera de p y tiene a lo mas un

polo de orden dos en p. Como tal f no puede tener grado uno
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(va que en tal caso tendriamos un isomorfismo entre Sy @, lo
que es imposible ya que S no es simplemente conexa), tenemos

que f tiene exactamente un polo de orden dos en p.

b) Sig = 2yd=2g—1, entonces existe una funcion f € M(S) no-
constante, la cual es holomorfa fuera de p y tiene a lo mas un
polo de orden 2g—1 en p. Como tal f no puede tener grado uno
(va que en tal caso tendriamos un isomorfismo entre Sy @, lo
que es imposible ya que S no es simplemente conexa), tenemos
que f tiene un polo de orden al menos dos en p. En otras
palabras, para cada punto p € S existe una funcién f € M(S)
que es holomorfa fuera de p y tiene un polo en p de orden al

menos dos y a los més 2g — 1.

Teorema 2.7. Teorema de las lagunas de Weierstrass [13]: Sea S
una superficie de Riemann compacta de género g = 1 y p € S. Entonces,

existen precisamente g enteros
l=ni<ny <.+ <ng<2g

tal que no eziste f € M(S) que es holomorfa fuera de p y tiene un polo

de orden n; en p.

2.10.6. El cuerpo M(S) tiene grado de trascendencia 1 sobre C

Sea S una superficie de Riemann compacta de género g = 0. Si D es un
divisor efectivo de grado d > g+ 1, entonces el teorema de Riemann-Roch
nos asegura que dim(L(D)) > 2. En particular, esto prueba la existencia
de una funcién meromorfa no-constante en S. Habiamos visto que tal
existencia nos aseguraba que C < C(z) < M(S), es decir, M(S) tiene
grado de trascendencia al menos 1 sobre C.

Supongamos que M(SS) tuviese grado de trascendencia al menos 2 so-
bre C. Esto nos dice que podemos encontrar dos funciones meromorfas
no-constantes de S, digamos f,g € M(S), las cuales son algebraicamen-
te independientes sobre C. En particular, cualquier coleccion finita de
productos feg® (a,be€ {1,2...}) forman una coleccién algebraicamente in-

dependiente sobre C.
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Sean pi, ..., p, los polos de f (donde p; tiene orden a;) y sean qu, ..., gs
los polos de g (donde g; tiene orden b;). Ahora consideremos el divisor

efectivo
T S

D= Z a;p; + Z ijj.

i=1 =1

Luego, por lo obervado antes, sid = a1 +---+a, +by +-- -+ bs = deg(D)

3

entonces para cada entero positivo m vale que:
dim(L(mD)) < 1 + deg(mD) = 1 + md.

Si a4+ b < m, entonces f%¢® € L(mD). Como los elementos f®g® son

algebraicamente independentes sobre C, tenemos que

. (m+1)(m + 2)
dim(L(mD)) = —

Las dos desigualdades anteriores aseguran que

(m+1)(m + 2)

<1+md,
9 m

lo cual obliga a tener m < 2d — 3. Esto es una contradiccion al hecho de
que m puede ser escogido de manera arbitrariamente grande.

Todo lo anterior es resumido en el siguiente.

Teorema 2.8. Si S es una superficie de Riemann compacta, entonces su
cuerpo de funciones meromorfas M(S) es una extension de C de tras-
cendencia igual a 1. En particular, M(S) es una extenion algebraica de

C(2).

Es importante notar que se puede verificar que M (S) es de hecho una

extension algebraica finita de C(z) (ver, por ejemplo, [13, IV.11.]).

2.10.7. Superficies de Riemann como curvas algebraicas

Teorema 2.9. Sea S una superficie de Riemann compacta. Entonces, exis-

te una curva proyectiva suave C cuya superficie de Riemann es isomorfa

asS.
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Demostracion. Si S no es hipereliptica de género g > 3, entonces bas-
ta considerar una base de 1-formas holomorfas de S (el cual tiene car-
dinalidad g¢); digamos ws, ..., wy. Habra que considerar ahora la funcién

holomorfa

H:S—PLt:pewi(p):--:wy(p)].

Usando el teorema de Riemann-Roch, se puede verificar que H : S —
C = H(S) es un isomorfismo sobre la curva proyectiva suave C.

En el caso de curvas hiperelipticas de género g > 3, se puede proceder
de manera similar usando una base de 2-formas holomorfas. En el caso
de curvas de género g = 2, se pueden usar 3-formas holomorfas. De todas
maneras, en el caso hipereliptico, se pueden construir las curvas hiperelip-
ticas vistas anteriormente y proyectivizarlas. Pero las curvas obtenidas
tienen puntos singulares, por lo cual hay que hacer una desingularizacién
apropiada.

Las superficies de Riemann de género g = 1 se pueden describir por
curvas generalizadas de Fermat de tipo (2,3) y la superficie de Riemann

de género g = 0 es isomorfa a IP’}C. O

El teorema 2.9 nos entrega una equivalencia entre las categorias de
superficies de Riemann compactas y las curvas proyectivas suaves. Si §
es una superficie de Riemann compacta, podemos encontrar una curva
proyectiva suave C' que la define como superficie de Riemann. Haciendo
una proyeccién de C' en el plano complejo P% (aqui podemos permitir
puntos singulares del tipo nodos) podemos ver que M(S) es isomorfo a
C(z)[y]/{P), donde P(z,y) € C[x,y] es un polinomio irreductible defi-
niendo la curva plana proyectada. Obtenemos también una equivalencia
entre las dos categorias anteriores y la de los cuerpos que son extensiones

trascendentales de grado 1 sobre C.

Ejemplo 2.15. Toros: Sean 1€ H, G, = (A(z) = 2+1,B;(2) = z+7) =
Z? y la superficie de Riemann de género uno dada por T, = C/G.. Sea

A ={n+m7:n,meZ}. La funcion

-t Y ()

weA\{0}
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es localmente uniformemente convergente en C a una funcion meromorfa
con unicos polos en los puntos de A, cada uno de orden 2. Esta funcion

es llamada la funcién o de Weierstrass, la cual satisface las siguientes

propiedades:
p(z+w;T) = p(z;7), para cada w e A,
o (z+w;T)=¢(2;7), para cada we A,
1
!
O(z7)==2) —=,
Sen (2 w)?
2
(¢'(2:7)" = 4(p(2:7)° = 920(2;7) — g3,
donde )
=60 > —,
weA{0}
= 14 !
g3 = 140 Z o3
weA{0}

Lo anterior permite ver un isomorfismo entre T;\{1 punto} y la curva

algebraica de grado 3 dada por

y? = 42® — gox — gs.

2.11. Férmula de Riemann-Hurwitz

Consideremos una funcién holomorfa no-constante
f:81— 5

entre dos superficies de Riemann compactas. Supongamos que S; tiene
género g;.
Teorema 2.10. Para cada q € Sy se tiene que la suma
Z mult,, (f)
pef~*(a)

es independiente de q. Este niimero recibe el nombre de grado de f; deno-

tado por el simbolo deg(f).
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El resultado anterior es consecuencia de la conectividad de Sy menos
los valores de ramificacion de f.

Consideremos ahora una triangulacion (suficientemente pequefia) 7o
de S5 de manera que los valores de ramificacion de f estén contenidos en
los vértices de tal triangulacion. Llamaremos v al ntimero de vértices, e al
numero de ejes y ¢ al numero de caras de 7s.

Por la caracteristica de Euler, obtenemos la igualdad
2—2g=v—e+c

Podemos levantar por f la triangulacion 75 para obtener una triangu-
lacion 77 de Si. Se puede ver directamente que esta nueva triangulacion
tiene deg(f)e ejes y deg(f)c caras.

El conteo de vértices de 77 es un poco méas complicado debido al hecho
de que hay puntos criticos alli. De todas maneras, si un vértice de 73 no es
valor critico de f, entonces este produce por levantamiento exactamente
deg(f) vertices de T7.

Notemos, en todo caso, que

deg(f)= S multy(f)= Y (14 (multy(f) - 1) =

pef~1(q) pef~1(q)

=vg+ Y. (mult,(f) — 1),
pef~1(q)
donde v, es la cantidad de preimégenes de g por f (es decir, el ntimero de
vértices en Ty sobre ¢). Luego, el nimero de vértices que tiene 77 es igual
a
deg(f)v— ) (mult,(f) — 1).
pEST
Usando la caracteristica de Euler, ahora en Sy y la triangulacién 7y,

obtenemos que

2-2g1 = (deg(f)v — > (mult,(f) — 1)) —deg(f)e +deg(f)c,

peEST

de donde obtenemos la siguiente férmula.
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Teorema 2.11. Férmula de Riemann-Hurwitz: Si f : S; — S5 es una
funcion holomorfa no-constante entre las superficies de Riemann compac-

tas S1 y Sa, donde S; tiene género g;, entonces

2(g1 — 1) — 2deg(f)(g2 — 1) = ) (mult,,(f) — 1).
peS1
Ejemplo 2.16. Sea S una superficie compacta de género g > 1 y sea
f:85— C una funcién holomorfa no-constante de grado dos, es decir, para
cada y € C, el conjunto f~1(y) tiene cardinalidad a lo més dos. Aquellos
valores y donde la cardinalidad es exactamente uno, son los valores de
ramificacion de f (es decir, la imagen por f de sus puntos criticos). Como
f es no-constante, la cantidad de puntos criticos (y luego el niimero de
valores de ramificacion) es finito. Si N es el namero de los valores de
ramificacién de f, entonces la parte derecha de la férmula de Riemann-
Hurwitz es exactamente N, luego, tal férmula nos dice que N = 2(g —
1) —4(0—1) =29 + 2. O

Ejemplo 2.17. Curvas generalizadas de Fermat: Consideremos la su-
perficie de Riemann compacta definida por la curva generalizada de Fer-

mat de tipo (k,m) siguiente:

¥ +ak+ a2k =0
Maf +ak+a2k=0

(k) - m
C/\ly"' ;)\anQ T < ]P '

k k ko _
Am—22] + x5 + 2, =0
y la funcién meromorfa no-constante

T C’g\’f) A\ NG

s Am—2

ﬂuu~-mmﬂn=—(”)a

T
Esta funcion tiene grado k" y sus valores criticos son dados por los

puntos
0, Oa la )\17 sy A7rL—2-

Ademés, cada preimagen de cada uno de esos valores es un punto

critico con multiplicidad igual a k.
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Por la férmula de Riemann-Hurwitz, obtenemos en este caso que

-1 1
g:m—km,ﬂ

Eml g
2 2 +

Por ejemplo, si k =2 y m = 3, obtenemos g =23 —23 +1 = 1.
Si m = 2, entonces estamos en presencia de una curva de Fermat de
grado k y su género es g = (k — 1)(k —2)/2. O

2.12. Automorfismos de superficies de Riemann

2.12.1. Automorfismos holomorfos

Un biholomorfismo f : S — S, donde S es una superficie de Riemann, es
llamado un automorfismo holomorfo de S. La coleccion de todos los auto-
morfismos de la superficie de Riemann S es un grupo bajo la composicion

y es denotado por Aut™(S).

2.12.2. Automorfismos antiholomorfos

Un homeomorfismo f : .S — S, donde S es una superficie de Riemann,
es llamado un automorfismo antiholomorfo de S si f es antiholomorfa
(su inversa es automaticamente antiholomorfa). La coleccion de todos los
automorfismos (holomorfos y antiholomorfos) de la superficie de Riemann
S es un grupo bajo la composicién y es denotado por Aut(S). En este caso,

Aut™(S) es un subgrupo de indice 1 o 2.
Ejemplo 2.18. Aut+(@) ~ PGL3(C). La matriz

a b

C

A= € PGLy(C)

actta como la transformacién de Mdbius

az+b
cz+d

Ta(z) =

Los automorfismos antiholomorfos de C son de la forma

az+b
cz+d

La(z) =
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Ejemplo 2.19.
Aut®(C) = {A(2) = az + b;a,be C, a # 0}

Aut(C) = (Aut™ (C), J (2) = 2.

Ejemplo 2.20. Aut™ (H) =~ PSLy(R). La matriz
b
A= l “ y ] € PSLy(R)

actia como la transformacion de Mdbius

az+b

Tal2) = cz+d

Aut(H) = (Autt (H), B(z) = —2).

Ejemplo 2.21. Consideremos la curva de Fermat de grado k > 3
b = {[x:y:z]eP%:wk+yk+zk=O}.

Aut+(Fk) = <a1,a2> X <b1,b2> = Zi x B3,

donde

ey Yz,

arfzy:z] =]

alw:y:z] = [x: @y ),
bifw:y:z]=[y:a:2],
bolz iy 2] =[z:2:y).

Aut(Fy) = AAut™ (Fy), J([z:y: 2]) = [T :7: 2]) = Aut™ (Fy) x Zo.

O
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Ejemplo 2.22. Consideremos la superficie de Riemann compacta definida

por la curva generalizada de Fermat de tipo (k, m) siguiente:

o +ak +25 =0
Mk +ak+2k =0

.A.7)\m’72 .
Am—ozh + a2k + 2k =0

Como ya hemos oberservado en el ejemplo 2.17, las funciones aq, ..., .,
€ PGL,,;1(C), donde a; es multiplicacién en la coordenada z; por e2™/*,
entonces H = {ay, ..., 4y = Z}* es un grupo de automorfismos holomorfos

(k)
de C)\lvu. 1>\m—2 y
k ~ T2 g
™ Cﬁ\l):"‘,)\7nf2 S Cifrr ] o — <x>
1
resulta ser un cubriente ramificado regular con grupo cobertor H.
1. Si m = 2, entonces estamos en presencia de la curva clasica de
Fermat Fj. Ya hemos visto en el ejemplo 2.21 que debe haber un

grupo de automorfismos extra isomorfo a G5 de manera que el grupo

total de automorfismos holomorfos de la curva Fy es H x S3.

2. Si m = 3, entonces podemos construir un subgrupo de automorfis-
mos A < Aut(Cg\kl)) tal que H << Ay A/H =~ Z3. En la situacién

genérica, no hay mas automorfismos holomorfos.
3. Si m > 4, entonces genéricamente Aut(C’/(\k)m ) =H.
1, Nm—2
O

Ejemplo 2.23. Sean 7 € H, G, = (A(2) =2+ 1,B,(2) =z +1)y=Z%y

la superficie de Riemann de género uno dada por T, = C/G..

1. Las translaciones T'(z) = z + 7, donde r € C, inducen automorfis-
mos holomorfos del toro T)- que no tienen puntos fijos. Todos estos

automorfismos definen un grupo isomorfo a S x S*.

2. La transformacion E(z) = —z también induce un automorfismo ho-

lomorfo de orden 2 sobre T, actuando con 4 puntos fijos.
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3. Cuando 7 € {i, (1 — in/3)/2}, entonces T tiene mis automorfismos.

O

2.12.3. Cota de Hurwitz

Sea S una superficie de Riemann, no necesariamente compacta. Si S es
homeomorfa a la esfera S2, o al toro S* x S!, o al plano R?, 0 a un ani-
llo S' x R, entonces su grupo de automorfismos es infinito no-numerable.
Si S no es homeomorfa a ninguno de los casos anteriores (luego, de ca-
racteristica negativa), entonces Aut(S) es numerable (aunque podria ser
infinito). En el caso que S es compacta de género g > 2, en [41], Schwarz
observd que este grupo de automorpfismos es necesariamente finitio. De

hecho, Hurwitz nos entrega una cota superior (cota de Hurwitz).

Teorema 2.12. Cota de Hurwitz [25]: Si S es una superficie de Riemann

de género g = 2, entonces Aut(S) es un grupo finito. De hecho,
|Aut™(S)| < 84(g — 1).

Existen infinitos valores de g > 2 para los cuales existe una superficie
de Riemann de género g con Aut™ (S) de orden 84(g—1) (estas superficies
de Riemann son llamadas curvas de Hurwitz). El primer género donde
existe una curva de Hurwitz es g = 3 y esta es tnica mddulo isomorfismos;
dada por la curva de Klein {23y + y32 + 23z = 0} < PZ. El siguiente
género que admite curvas de Hurwitz es g = 7 (curva de Fricke-Macbeath).
También se sabe que existen infinitos valores de g para los cuales no hay

curvas de Hurwitz.
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Capitulo 3

El teorema del descenso de Weil

3.1. Cuerpos de definiciéon de superficies de Riemann

Sea S una superficie de Riemann compacta. Un subcuerpo K de C es
llamado un cuerpo de definicién de S si existe una curva algebraica pro-
yectiva suave C, definida por polinomios homogéneos con coeficientes en
K, que es isomorfa a S como superficie de Riemann. También decimos que
S es definible sobre K.

3.2. Cuerpos de méduli de superficies de Riemann

Consideremos una superficie de Riemann compacta S y sea C' una curva
algebraica proyectiva suave, definida por los polinomios homogéneos Pi,...,
P,, la cual define una superficie de Riemann isomorfa a S.

Sea Aut(C/Q) el grupo de los automorfismos de cuerpo de C.

Para o € Aut(C/Q) y j = 1,...,r, definimos el polinomio P/ como
aquel obtenido a partir de P; al reemplazar cada uno de sus coeficientes
por su imagen por o. La curva algebraica C?, definida por estos nuevos po-
linomios homogéneos Py ...., P, sigue siendo suave y define una superficie
de Riemann compacta homeomorfa a S (pero podria no ser isomorfa).

Si consideramos el grupo
Ge = {o e Aut(C/Q) : C° = C},
entoces el cuerpo fijo M(S) de G¢ es llamado el cuerpo de mdduli de S.
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Observemos en lo anterior que si C' = 6’, entonces G¢ = G . Luego,
la definicion anterior no depende de la eleccion de C que represente a S.

De esta manera, el cuerpo de moduli de S queda bien definido.

Teorema 3.1. Koizumi [32]: Sea S una superficie de Riemann compacta.

Entonces:
1. S es definible sobre una extension finita de M(S).

2. M(S) es igual a la interseccion de todos los cuerpos de definicion
de S.

3.2.1. Género cero

Por el teorema de uniformizacién, toda superficie de Riemann de género
cero es isomorfa a ]P’(%:; en particular, ellas son definidas sobre su cuerpo

de moduli el cual es Q.

3.2.2. Género uno

Toda superficie de Riemann de género uno puede ser descrita por una

curva eliptica
Ey={y*z=z(x—2)(x — \2)} c P4, (A e C\{0,1}).

El cuerpo de moduli de Ey es Q(j())), donde j es la j-funcion modular
de Klein (2~ At 1)
. 4= +1
A = 55—
2TAZ(A — 1)

Se sabe que Ey (so C/(\z)) es definible sobre Q(j(A)); de manera mas

2 .
concreta, Fy = Cg\ ) es isomorfa a

1. (si j(A) ¢ {0,1728})

1
36 1’01’% + 3= O,

2 3
TiTo + Tox1Xo — Ty + — ———
172 T TR0 JO) — 17282

J(\) — 1728

2. (si j(\) = 0)

2 2
riry + 125 — 23 =0,
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3. (si j(A) = 1728)

ixy — 2f — xoxs = 0.

Se puede verificar que toda superficie de Riemann de género uno puede
ser descrita por una curva de Fermat generalizada de tipo (2, 3). De hecho,

E, es isomorfa a la curva

0(2) . x’f+x’§+x’§ =0 P
AT k k k_ <
Axy + x5 + a5 =0

3.2.3. Género al menos dos

Ahora, si la superficie de Riemann tiene género g > 2, entonces el cuerpo
de moduli no es necesariamente un cuerpo de definicién. Dieron ejemplos
de esta situacion Earle [11], Shimura [42] y Huggins [23, 24] para el caso
de superficies de Riemann hiperelipticas. En el caso de superficies de Rie-
mann no-hiperelipticas, tales ejemplos fueron provistos por Hidalgo [20]

y Kontogeorgis [33].

3.3. El teorema del descenso de Weil

El siguiente teorema, llamado el teorema del descenso de Galois de Weil,
nos entrega condiciones suficientes para que una curva definida sobre una
extension de Galois finita de un cuerpo dado se pueda definir sobre este

altimo.

Teorema 3.2. Teorema del descenso de Galois de Weil [46]: Sea
C una curva algebraica compleja proyectiva suave, definida sobre un sub-
cuerpo F de C. Sea K un subcuerpo de F de manera que la extension F/K
sea de grado finito y Galois.

Supongamos que para cada o € I' = Aut(F/K) existe un isomorfismo
fo : C — C7, definido sobre F, satisfaciendo, para cada par o,7 € T', la
condicion de compatibilidad f ., = f7 o f;.

Entonces existe una curva algebraica proyectiva suave E, definida so-
bre K, y existe un isomorfismo @ : C — E, definido dobre F, de manera

que, para cada o € ', se satisface que Q7 o f, = Q.
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En el supuesto que el género de la curva sea al menos dos (luego su
grupo de automorfismos es finito), tenemos la siguiente consecuencia del

teorema 3.2.

Teorema 3.3. Teorema del descenso de Weil: Sea C una curva alge-
braica compleja proyectiva suave de género g = 2 y sea K un subcuerpo
de C.

Supongamos que para cada o € I' = Aut(C/K) eziste un biholomorfis-
mo f, : C — C7 satisfaciendo, para cada par o,7 € T, la condicion de
compatibilidad fr, = fI o fr.

Entonces existe una curva algebraica proyectiva suave E, definida so-
bre K, y existe un biholomorfismo Q : C — E de manera que, para cada

o €T, se satisface que Q° o fo = Q.

Demostracion. La idea es ver que podemos usar el teorema 3.2 en esta
situacion.

Sabemos que el cuerpo de moduli de C esta contenido en K. También
sabemos que C' puede definirse sobre una extensién finita de su cuerpo de
moduli [32]. De esta manera, podemos suponer que C' esté definida sobre
una extension finita de Galois L de K.

Sea L la clausura algebraica de L en C (que resulta también en ser
clausura algebraica de K). Como cada o € ' acttia como la identidad en
K, este define un automorfismo de K = L. Luego, a partir de la teoria
clasica de Galois, tenemos que ¢ actiia como un automorfismo de L.

Si 7 € Aut(C/L), entonces C™ = C'y, en particular, 7 € I'y f, €
Aut(C). Ademaés, para cada o € T vale que f7 : C — C7™ = C°. Como
fo o fI € Aut(C), y este grupo es finito (ya que C' tiene género al menos
dos), podemos concluir que necesariamente f,, esta definido sobre L (toda
extension finita de un cuerpo algebraicamente cerrado es trivial).

Consideremos la funcién
O : Aut(C/L) — Aut(C)

o b

Ya que, para cada o € I el isomorfismo f, estd definido sobre L, la

condicién f, = flo f, nos asegura que © es un homomorfismo de grupos.
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Como Aut(C) es finito, el nicleo de © es un subgrupo de indice finito
de Aut(C/L). De esta manera, su cuerpo fijo N es una extension finita de
L. Como este tltimo cuerpo es algebraicamente cerrado, debemos tener
N = L. Luego, el niicleo de © es todo Aut(C/L). Todo esto nos permite
asegurar que si 7,0 € I tienen la misma restricciéon a L, entonces f, = f,.

Ya que L es una extension finita de Galois de K, vemos que solo hay
un namero finito de curvas de la forma C7, donde 7 € Aut(C/K). En
particular, solo un nimero finitas de ellas son isomorfas a C. Esto tltimo
(junto con el hecho que Aut(C) es finito) nos asegura que solo hay un
numero finito de isomorfismos f,, para ¢ € I'. Luego, podemos agrandar
L a una extension finita de Galois de K si es necesario para asumir que C'y
todos los isomorfismos f, estdn definidos sobre L. y que, ademés, f, # f,
si 0,7 € Aut(L/K) son diferentes. Ahora, podemos usar el teorema 3.2

para obtener nuestra afirmacioén. O

3.3.1. Caso genérico

Genéricamente, toda superficie de Riemann compacta de género g > 3
no tiene automorfismos holomorfos (salvo la identidad). En tal caso, el
teorema del descenso de Weil nos permite concluir que ella se puede definir
sobre su cuerpo de moduli.

Por otro lado, Wolfart [47] ha verificado que si S/Aut™ (S) es de género
cero y tiene tres valores conicos (se dice que S es casiplatonica), entonces
S se puede definir sobre su cuerpo de moéduli. De hecho, esto es algo més
general, si S/Aut?(S) es de género cero y tiene una cantidad impar de
valores conicos, entonces S se puede definir sobre su cuerpo de moduli
(resultados de Débes-Emsalem [10]).

De esta manera, vemos que aquellas superficies de Riemann que no se

pueden definir sobre su cuerpo de méduli son bastante raras de encontrar.

3.3.2. Caso hipereliptico

En el caso que S sea una superficie de Riemann hipereliptica, se sabe
lo siguiente. Sea ¢ : S — S la involucion hipereliptica (la cual es tni-

ca). Como ¢ pertenece al centro de Aut™(S), entonces podemos mirar el
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grupo cociente Aut? ,(S) = Aut™(S)/{(.), llamado el grupo reducido de

red

automorfismos de S.

1. Sig =2y Aut!  (S) no es trivial, entonces S se puede definir sobre

red

su cuerpo de moduli (Quer-Cardona [4]).

2. Existen superficies de Riemann de género g = 2 con Aut; ,(S) tri-
vial, que no se pueden definir sobre su cuerpo de moduli (Earle [11],

Shimura [42]).

+

+.q(S) es trivial, entonces S se puede definir

3. Si g > 3 esimpar y Aut

sobre su cuerpo de moduli (Lercier-Rithenzhler [35]).

4. Si g = 3y Aut)_;(S) no es trivial ni ciclico, entonces S se puede

definir sobre su cuerpo de moduli (Huggins [23, 24]).

5. Existen superficies de Riemann hiperelipticas de género g > 3 y
Aut ,(S) ciclico no-trivial que no se pueden definir sobre su cuerpo

de moduli (Huggins 23, 24]).

En general, como se indico arriba, hay casos de superficied de Riemann
compactas (de género g > 2) que no se pueden definir sobre sus cuerpos
de méduli. En la gram ayoria de los casos, cuando esto ocuure, siempre se
puede encontrat un cuerpo de definicién que es una extensiéon cuadratica
del cuepor de moduli [21]. El siguiente resultado muestra parte de los

resultados obtenidos en el articulo mencionado.

Teorema 3.4. El parametro FOD/FOM de una superficie [21]: Sea
S es una superficie de Riemann compacta de género g = 2 tal que Aut(S)
no es trivial y sea O = S/Aut™(S). Si O tiene género a lo mds 2 o bien
es una superficie hipereliptica de género par, entonces S se puede definir

sobre una extension de grado a lo mds dos de su cuerpo de méduli.

Los primeros ejemplos conocidos de superficies de Riemann compac-
tas, que no se pueden definir sobre su cuerpo de méduli, tienen su cuerpo
de moéduli como un subcuerpo de R, pero que no se pueden definir sobre R
(volveremos a esta situacion en el proximo capitulo). En particular, en ta-
les ejemplos conocidos, la superficie se define sobre una extensioén de grado

2 no-real. Recientemente, en [1], se han construido ejemplos explicitos de
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superficies de Riemann (tanto hiperelipticas como no-hiperelipticas) que
estan definidas sobre Q(~/2), cuyo cuerpo de moduli es Q, pero que no se

pueden definir sobre Q.
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Capitulo 4

Superficies de Riemann reales

4.1. Superficies de Riemann reales

Ya hemos visto que una superficie de Riemann compacta .S puede ser des-
crita por una curva algebraica proyectiva suave C' < P¢. La curva C es
definida por una coleccién finita de polinomios homogéneos con coeficien-
tes en C. La curva C no es unica y es posible encontrar otras tales curvas
definiendo S.

Diremos que S es una superficie de Riemann real (superficie de Rie-
mann simétrica) si es posible encontrar una curva C' de manera que los

polinomios que la definen tengan coeficientes en R.

4.2. Condicion necesaria y suficiente para ser superficie de Rie-

mann real

4.2.1. Una condicién necesaria

Supongamos que la superficie de Riemann compacta S es real, es decir,
existe una curva algebraica proyectiva suave C — P¢, definida como los

ceros comunes de los polinomios homogéneos
.P17 ...,Pn,1 € ]R[ZO Dl Zn]
Consideremos la conjugacion

J:Pg — P¢
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[z0: - 1zp]—>[20: 1 Zn)

Esta funcion J deja invariante C' y define (por restriccion a ella) un
automorfismo antiholomorfo de orden 2. Es decir, S admite un auto-
morfismo antiholomorfo de orden 2 (llamada una simetria de S). Hemos

concluido la siguiente condicién necesaria.

Propiedad 4.1. Toda superficie de Riemann real admite una simetria.

4.2.2.La condicién necesaria anterior es suficiente

Supongamos ahora que tenemos una superficie de Riemann compacta S
que admite una simetria, es decir, un automorfismo antiholomorfo de
orden 2, digamos 7: S — S.

En el caso no-hipereliptico, se puede encontrar una base de diferencia-
les holomorfas de S, digamos wi,..., wy, que es invariante bajo la accién
de 7 (en el sentido de que al hacer un pull-back de cualquiera de ellas
obtenemos la conjugada de alguna de ellas). Al considerar la incrustacion
holomorfa

¢:8 —p(S)=CcPL!

pfwi(p) - wy(p)]

la simetria 7 define una simetria de C, la cual se puede asumir que tiene
la forma

R:C-C

[20 0 2zn] — [Ro(Z0, oy Zn) = -+t Ru(Z0, -, Z0)],

donde Ry, ...,R, € CJzo,...,2,] son polinomios homogéneos del mismo
grado.

En el caso que S es hipereliptica, la situacién anterior también funciona
usando diferenciales holomorfas de mayor orden.

Supongamos que la curva algebraica proyectiva suave C' < Pg, esta

definida como los ceros comunes de los polinomios homogéneos
Pl, ey Pn,1 € C[Zo Dl Zn],

que define a S (es decir, como superficies de Riemann son isomorfas).

Capitulo 4. Superficies de Riemann reales

Sea C < PZ la curva definida por los polinomios

Pl,...,Pn,1 EC[ZO I Zn]7

donde ?j se obtiene del polinomio P; al reemplazar sus coeficientes por
sus conjugados complejos. Se puede verificar que C es suave, luego define
una nueva superficie de Riemann compacta, digamos S.

La conjugacion .J antes definida satisface que J(C) = C y, ademas,
J:C—-C
resulta un isomorfismo antiholomorfo entre superficies de Riemann. Luego,
F:=JoR:C—-C

resulta ser un isomorfismo holomorfo.

F=JoFoJ=RolJ eslafuncién obtenida de F al reemplazar cada

uno de sus coeficientes por su complejo conjugado.

Notemos que

F:C->C

es un isomorfismo holomorfo y que

FoF=1I

El teorema del descenso de Weil asegura que existe una curva alge-
braica proyectiva suave D < P{', definida por polinomios homogéneos
con coeficientes reales, que es isomorfa a C.

En resumen:

Teorema 4.1. Sea S una superficie de Riemann compacta. Entonces las

siguientes propiedades son equivalentes.

1. S es simétrica.

2. S es una superficie de Riemann real.
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4.3. Ejemplos

Ejemplo 4.1. La esfera de Riemann C admite muchas simetrias; por ejem-
plo, T'(z) = Z (la cual tiene puntos fijos) y L(z) = —1/Z (la cual no tiene

puntos fijos). Como esta superficie es isomorfa a IP’%:, vemos que es real. [

Ejemplo 4.2. Sea 7 € H, y consideremos el toro S, = C/G,, donde G-
esta generado por las translaciones A(z) = z+ 1y B,;(2) = z+ 7. Si se
tiene que |7| = 1 o bien Re(7) € {0, 1/2}, entonces se puede verificar que
S; es simétrica. De manera mas general, S; es simétrica si y solo si 7 se

puede llevar por PSLy(Z) < Aut*(H) a un 7 como arriba. O

Ejemplo 4.3. La curva de Fermat de grado k,
Fpi={a"+¢" +2" =0} c P2
es simétrica. Una simetria estd dada por la restriccién de la conjugacion

J:P% > P2

[t:y:2]—[T:7:

2.

Ejemplo 4.4. La curva generalizada de Fermat de tipo (k, 3)
C(k) L $]f+$§+$§=0 S
AT k k k G
Axf +x5+ 2 =0
donde A € C — {0, 1} es simétrica si y solo si

A2 —=x+1)3

WA+ ) R
NO—12 ©

JA) =
Ejemplos de tales valores de A son:
1. Ae R\{0,1}.

2. N[ =1, #1.

_1+ai
=5

3.\ a € R.
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Curvas de Belyi

5.1. Curvas de Belyi, funciones de Belyi y pares de Belyi

Una superficie de Riemann compacta S es llamada una curva de Belyi si

existe una funciéon meromorfa no-constante
B8:5 —C,

cuyos valores de ramificacion estan contenidos en {00, 0, 1}.
La funcién 8 anterior es llamada una funcidon de Belyi y el par (S, 3)

es llamado un par de Belyi. El género de S es también llamado el género
del par de Belyi (S, 8).

Ejemplo 5.1. Esfera de Riemann: La esfera de Riemann C es una curva
de Belyi. Por ejemplo, 8(z) = z es una funcion de Belyi (la cual no tiene
valores de ramificacion).

Otras funciones de Belyi para c son, por ejemplo,

1. B(z) = 2", donde n € {2, 3, ...}. En estos casos, los tnicos valores de

ramificacion son 0 y co.

2. B(z) = 4z(1 — 2). Esta funcion de Belyi tiene como valores de rami-

ficacién a 1 y oo.

3. Los siguientes ejemplos provienen de los polinomios de Tchebyshev

T.(2), n=1,2,..., definidos como

Ti(2) ==
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To(z) =22° — 1

The1(2) =22T,(2) = Th-1(2), n=2.

El polinomio de Tchebyshev T;, tiene grado n y satisface las siguien-

tes propiedades:

T, (cos(8)) = cos(nh)
T,:[-1,1] = [-1,1]

T, tiene sus ceros (todos simples) en los puntos

2k —1
cos (()7r> ,k=1,..,n,

2n

entre dos ceros consecutivos de T, hay un cero doble de T}, — 1 o un
cerodoblede T, + 1, y

T.(—1),T,(1) € {—1,1}.

Vemos que T y T» son funciones de Belyi, pero T}, no lo es para

n # 3. De todas maneras, 3,(z) = T?(z) si resulta ser una funcion

de Belyi.
1.0+ 1
05f 05
- i .0 —(;.5 (]‘.5 110 - 1‘ .0! —(;.5 015 1.‘()
-0.5 -0.5
-1.0+ -1.0

Figura 5.1: Graficas de T3(2) = 42° — 32 y Tu(z) = 82* — 827 + 1.

Ejemplo 5.2. Curvas de Fermat: La curva de Fermat

Fi:={a" + 4" + 28 =0} c P2
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es una curva de Belyi. Una funcién de Belyi estd dada, por ejemplo,

Bz =) = (4)

xT

tiene como valores de ramificacion a 00, 0y 1 (cada uno de orden k). O

Ejemplo 5.3. Sea H < PSLy(C) un grupo no-trivial finito de transfor-
maciones de M&bius. Se sabe que debemos tener alguna de las siguientes

posibilidades:

1. H = Z, (grupo ciclico de orden n); en cuyo caso O, n) = @/H es

la esfera de Riemann con dos puntos cénicos de orden n.

2. H =D, (grupo dihedral de orden 2n); en cuyo caso Oz 2 ) = @/H

es la esfera de Riemann con tres puntos cénicos de ordenes 2, 2 y n.

3. H = A, (grupo alternante de orden 12); en cuyo caso Oz 33) = @/H
es la esfera de Riemann con tres puntos cénicos de ordenes 2, 3 y 3.

4. H = As (grupo alternante de orden 60); en cuyo caso Oz 3 5) = @/H

es la esfera de Riemann con tres puntos cénicos de ordenes 2, 3 y 5.

5. H = &, (grupo simétrico de orden 24); en cuyo caso Oz 3 4) = @/H

es la esfera de Riemann con tres puntos cénicos de ordenes 2, 3 y 4.

En cada uno de los casos posible, podemos encontrar una funcién ra-
cional By : C — C de grado |H| tal que By (h(z)) = Bu(z), para cada
zeC y cada h € H, de manera que sus valores de ramificacién estén
contenidos en el conjunto {00,0,1} (luego una funcién de Belyi para (@)

Ahora, supongamos que tenemos una superficie de Riemann S y una
funcién meromorfa no-constante f : S — @, de manera que sus valores
de ramificacion estén contenidos en el conjunto de los puntos fijos de los
elementos no-triviales de H. Entonces, 8 = Sy o f resulta ser una funcién

de Belyi de S, en particular, que S es una curva de Belyi. O

Ejemplo 5.4. Un caso particular del ejemplo anterior: Consideremos

la superficie de Riemann (de género 1) asociada a la curva generalizada

0721) ::{ i +x3+23=0 }C]P’%.

de Fermat

—zi+ai+a2i=0
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Tenemos la funcién meromorfa

I C'(_zl) -C
2
f([zy s 2o xs : xy]) = — (x2> .
Ty
Los valores de ramificacién de F son dados por o0, 0, 1y —1.
En este ejemplo tomamos H = (h(z) = —2) = Zo v Bu(z) = 22
Entonces,

4
B(lr1:@o a3 :x4]) = B o f([wr 22 w3 24]) = (a:g>

es una funcién de Belyi para C'(fl) . L

5.2. Teorema de Belyi

Como consecuencia del teorema del descenso de Weil, se puede obtener

una caracterizacion algebraica de las curvas de Belyi.

Teorema 5.1. Teorema de Belyi [3]: Sea S una superficie de Riemann

compacta. Entonces las siguientes son equivalentes.

1. S es una curva de Belyi.

2. S es definible sobre Q.

La implicancia (1) hacia (2) es consecuencia del teorema del descenso
de Weil. Para ver la otra direcciéon, Belyi construye de manera explicita

una funcion de Belyi.

5.3. Equivalencia de pares de Belyi

Una consecuencia directa del teorema de Belyi es el siguiente: Si (S, 3)
es un par de Belyi, entonces podemos encontrar un par de Belyi (C, 5¢),
donde C es una curva algebraica proyectiva suave definida sobre Q (y ¢
es una funcién racional tambien definida sobre Q) y un biholomorfismo
f:8—Ctal que oo f=p.

Diremos que dos pares de Belyi, (S1,01) y (S2, f2), son isomorfos (de-
notado esto con el simbolo (S1, 1) = (Se, 52)) si existe un biholomorfismo

f:51 — S tal que Ba o f = [

Capitulo 5. Curvas de Belyi

5.4. Automorfismos de pares de Belyi

Consideremos un par de Belyi (S, 3).

Un automorfismo holomorfo de (S, 3) es un automorfismo holomorfo
f:8—>StalqueB=p0of.

Un automorfismo antiholomorfo de (S, 5) es un automorfismo anti-
holomorfo h : S — S tal que Soh =J o 3, donde J(z) ==Z.

Llamaremos Aut(S, 3) al grupo de todos los automorfimos (holomorfos
y antiholomorfos) del par de Belyi (S, 3) y por Aut™ (S, 8) a su subgrupo

de los automorfismos holomorfos.

Ejemplo 5.5. Sea S = @ y B(z) = z3. Entonces (S, 8) es un par de Belyi.
Podemos ver que
f(z) =™z e Aut™ (S, B)

h(z) =z € Aut(S, B8)\Aut™ (S, B).
De hecho, se puede verificar que
Zs = {f) = Aut™ (S, )

63 = <f7 h> = Aut(Sv ﬁ)

5.5. Par de Belyi regular

Un par de Belyi (S, 8) es llamado regular si el grado de 8 coincide con
el orden de Aut™ (S, 3); en otras palabras, la funciéon 3 es un cubriente
ramificado regular dado por la accién del grupo Aut™ (S, 3).

Del ejemplo anterior, podemos ver que (@,ﬁ(z) = 2%) es un par de
Belyi regular. Otros ejemplos de tal tipo son los dados anteriormente en
el Ejemplo 5.3 usando H < PSLy(C) finito y Sg.

5.6. Pares de Belyi reales

Diremos que un par de Belyi (S, 3) es real si existe una simetria de S,

digamos R : S — S, de manera que S o R = J o 3, donce J(z) = Z.
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Luego, por lo visto anteriormente, S es definible sobre R. Por otro

lado, por el teorema de Belyi, S también es definible sobre Q.

Resultados obtenidos por Kéck-Singerman [30] y Koeck-Lau [31], ase-

guran que es posible definir S sobre R n Q.

Resultados debidos a K6ck-Singerman [30] y Koeck-Lau [31], asegura

que es posible definir S sobre R n Q.

5.7. Accion del grupo absoluto de Galois sobre pares de Belyi

Consideremos un par de Belyi (S, 3). Sabemos, por el teorema de Belyi,

que (S, 3) es isomorfa a un par de Belyi (C, 8¢), donde C es una curva

algebraica proyectiva suave y B¢ es una funcién racional, ambas definidas

sobre Q.

Supongamos que C' es definida por los polinomios homogéneos P4, ...

’PT’

con coeficientes en Q, y que 8o = P/Q, donde P y @ son polinomios ho-

mogéneos del mismo grado, también definidos sobre Q.

Si o € Gal(Q/Q), entonces podemos considerar los nuevos polinomios

homogéneos, Py ,..., P?, P° y Q°. Sea C? la curva algebraica proyectiva
suave definida por Py,..., P7 y sea 87 = P?/Q°. Entonces, (C?,8%) es

otro par de Belyi, del mismo género que (C, ), pero que podrian no ser

isomorfos.

El cuerpo fijo del grupo G(c,5) = {0 € Gal(Q/Q) : (C7,57) = (C, 8)}
es llamado el cuerpo de mdduli del par de Belyi (C, ). Como la definicion

anterior no depende de la eleccion de (C, 8), permite definir, sin ambigiie-

dad el cuerpo de méduli del par de Belyi (5, 3).

El proceso anterior permite definir de manera natural una accion del

grupo absoluto de Galois Gal(Q/Q) sobre el espacio de clases de equiva-

lencia de isomorfia de pares de Belyi de un género dado.

Ejemplo 5.6. Curva de Fermat: Consideremos el par de Belyi (Fy, ()

donde
Fj = {z* + 4"+ 2¥ =0} c P2

Beiy:a) =—(2)

X

En este caso, como Fj y (8 estan definidas sobre Q, tenemos que, la

clase del par de Belyi (Fy, 3) es un punto fijo para cada o € Gal(Q/Q).

O

Capitulo 5. Curvas de Belyi

Teorema 5.2. [16], [22], [40]: La accion del grupo absoluto de Galois
Gal(Q/Q) sobre el espacio de clases de equivalencia de isomorfia de pares

de Belyi de un género dado es fiel.

Para el caso de pares de Belyi de género g = 1, lo anterior fue observado
por Grothendieck. Para g = 0, esto fue verificado por Schneps [40]. Para
g = 2, esto fue observado por Gonzélez-Diez y Girondo (para el caso

hipereliptico) [16]. En el caso no-hipereliptico esto es observado en [22].
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Uniformizacion

6.1. Grupos kleinianos

Otra manera de construir superficies de Riemann es por medio de gru-
pos kleinianos, es decir, subgrupos discretos del grupo M =~ PSLy(C) de
automorfismos holomorfos de la esfera de Riemann C.

Hay una biyeccion natural entre M y PSLs(C) dada por

© : PSL,(C) — M,

donde, si
b
A= ] € PSLQ(C),

c d

entonces b

az +
O(A = .
(A=) =

Diremos que un grupo G < PGLy(C) actia discontinuamente sobre el

punto z € C si:

1. el G-estabilizador de z
G.={AeG: A(z) =z}
es finito, y

2. existe una vecindad abierta U de z tal que

AU)AU =@, AeG—G..
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La region de discontinuidad de un grupo G < PSLy(C) es el conjunto
abierto Q c C (el cual puede ser o no vacio) consistiendo de todos los

puntos sobre los cuales G acttia discontinuamente.

Teorema 6.1. Si G < PGL2(C) tiene region de discontinuidad no vacia,

entonces G es un grupo kleiniano.

Ejemplo 6.1. Grupos kleinianos con regién de discontinuidad va-
cia: El grupo PSLy(Z[7]) es un grupo kleiniano con region de discontinui-

dad vacia. O

Teorema 6.2. Sea G < PGLy(C) un grupo kleiniano con region de dis-
continuidad Q0 # . Sea A una coleccion de componentes conezras de
Q que forma una oérbita bajo la accion de G. Si cada punto de A tiene

G-estabilizador trivial, entonces AJG es una superficie de Riemann.

Ejemplo 6.2. Grupos abelianos de rango 2: Sea G = (A(z) = 2z +
1,B(z) = 2+ 7) = Z2, donde 7 € H. La region de discontinuidad de G es
C. Es claro que todo punto de C es estabilizado solo por la identidad en
G. De esta manera, el teorema anterior nos dice que C/G es una superficie
de Riemann (de género g = 1). O

Ejemplo 6.3. Grupos ciclicos infinitos: Sea A € C tal que || ¢ {0, 1}.
Consideremos G = (A(z) = Az) = Z. En este caso, la region de discon-
tinuidad de G es C\{0} y cada punto alli tiene G-estabilizador trivial. Se
tiene que C\{0}/G es una superficie de Riemann (de género g =1). O

Ejemplo 6.4. Grupos ciclicos finitos: Sea n > 2 un entero y considere-
mos G = (A(z) = 2™/"2) = 7,,. En este caso, la region de discontinuidad
de G es C y cada punto en C\{0} tiene G-estabilizador trivial. Se tiene que
C\{0}/G es una superficie de Riemann no compacta isomorfa a C\{0}. El
cociente @/G es un orbifold de género cero con dos puntos cénicos, ambos

de orden n. O

Ejemplo 6.5. Grupos finitos: Sea G un grupo finito de M y no ciclico
(luego, dihedral o alternante A4, A5 o simétrico &4). En este caso, la
region de discontinuidad de G es C. Se tiene que @/G es un orbifold de

género cero con tres puntos conicos. O

Capitulo 6. Uniformizacion

6.2. Lema de Selberg

Recordemos el siguiente resultado que nos permite asegurar la existencia
de ciertos subgrupos de indice finito de grupos finitamente generados de

matrices (nuestro caso).

Teorema 6.3. Lema de Selberg: Todo subgrupo de matrices que es fini-
tamente gemerado tiene un subgrupo de indice finito que es normal y sin

torsion.

Una consecuencia bonita del lema de Selberg es la siguiente: Si G es un
grupo infinito de matrices que es finitamente generado, entonces G debe

tener un elemento de orden infinito.

6.3. Teoremas de uniformizaciéon

Teorema 6.4. Klein, Koebe, Poincaré: Toda superficie de Riemann

simplemente conexa es isomorfa a una (y solo una) de las siguientes:
C, C, H.
Una consecuencia directa del teorema de uniformizacion es el siguiente.

Teorema 6.5. Sea S una superficie de Riemann. Entonces S es isomorfa
a una superficie de Riemann de la forma §/G, donde S € {@,(C,]HI},

~

G < Aut*(S) es un grupo kleiniano que actia discontinuamente en S

y el G-estabilizador de cada punto de S es trivial.

6.3.1.Caso S = @

Como toda transformaciéon de Mobius acta con puntos fijos, el tnico
grupo G que satisface las condiciones del teorema 6.5 es el trivial G = {I}

y en consecuencia S es isomorfa a C.

6.3.2.Caso S = C

Como
Aut™(C = {A(z) = az + b;a,be C,a # 0}
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y toda transformacion del tipo A(z) = az + b, con a # 0,1 tiene puntos

fijos en C, un grupo G como en el teorema 6.5 debe satisfacer que
G<{T(z)=z+b;beC}.
Por otro lado, la discretitud de G obliga a tener solo tres posibilidades:
1. G—{I}.
2. G=(A(z) =z+by=7Z; (b#0).

3. G ={A(2) = 2+ b,B(2) = 2z +¢) = Z% (b, c son R-linealmente

independientes).

En el caso 1 tenemos que S es isomorfa a C.
En el caso 2 tenemos que S es isomorfa a C* = C\{0}.

En el caso 3 tenemos que S es una superficie de Riemann de género 1.

6.3.3.Caso S = H

De lo anterior, observamos que para toda superficie de Riemann S que
no es isomorfa a C o C o C* o a un toro, se tiene que en el teorema 6.5
vale que S = H. En este caso decimos que S es una superficie de Riemann

hiperbdlica.

6.4. Grupos fuchsianos

Un grupo fuchsiano es un grupo kleiniano que deja invariante el semiplano
superior

H = {z€ C:Im(z) > 0},
es decir, un subgrupo discreto de Aut™ (H).

Teorema 6.6. Sea G < Aut™(H). Entonces, G es discreto si y solo si

actia discontinuamente sobre H.

El resultado anterior nos dice que si G es un grupo fuchsiano para el
cual todo punto de H tiene G-estabilizador trivial, entonces H/G es una

superficie de Riemann hiperboélica.

Capitulo 6. Uniformizacion

En H podemos considerar la métrica hiperbolica

|d2|

&=

La estructura geométrica (H, ds) es llamada el plano hiperbdlico.
Teorema 6.7. Isom(H, ds) = Aut(H).

Las lineas rectas en el plano hiperboélico, llamadas rectas o lineas hi-

perbdlicas, son de dos tipos (véase la figura 6.1):
1. semirrectas euclideanas perpendiculares al borde R.

2. semicirculos euclideanos perpendiculares al borde R.

N

Figura 6.1: Rectas hiperbélicas

Una manera de construir grupos fuchsianos es considerar un poligono
geodésico P < H e identificar pares de sus lados usando algunas isome-
trias (con algunas restricciones técnicas). El grupo G generado por tales
isometrias resulta ser un grupo fuchsiano (el poligono P es un poligono
fundamental para G). Este hecho es conocido como teorema del poligono

de Poincaré. En la proxima seccién veremos un ejemplo usando tridngulos.

6.5. Grupos triangulares

Consideremos un triangulo geodésico A(a, b, ¢), cuyos angulos son de la

forma

Q3

Sl
o3
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donde a,b,ce {2,3,...} U {00} v tal que

1 1 1
-+ -+-<L
a b ¢

Figura 6.2: Tridngulos geodésicos

Sea o0}, la reflexion en el lado opuesto al vértice de angulo 7/k, donde
k € {a,b,c}, y G(a,b, c) el grupo generado por la reflexiones o, op y o.
Entonces, G(a, b, ¢) resulta ser un grupo discontinuo en H (que contiene
isometrias que revierten la orientacién), donde el tridngulo A(a,b,c) es

un poligono fundamental, y tiene una presentacion de la forma:

@(a,b, ¢) ={0a,0p,0c: ai = af = af = (acaa)b = (0b04)

c

= (0.00)" = 1).

Sea G(a,b,c) el subgrupo de indice 2 de G(a,b,c) que consiste de
aquellas isometrias que preservan la orientacion. Asi, G(a, b, ¢) es un grupo

fuchsiano y, si tomamos
A/l = O-Co-b7 A/Q = UaUC7

entonces
Gla.b,c) =y, v2 09 =% = (32m)" = 1).

Un poligono fundamental para G(a,b, ¢) esta formado por

A(a, b, c) U o.(Aa,b, c)) (véase la figura 6.3).

Figura 6.3: Poligono fundamental para G(a, b, c)
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El espacio cociente ]HI/CA?(a7 b,c) es una copia de A(a,b,c) y el espacio
cociente O(a,b,c¢) = H/G(a,b,c) es una esfera con tres puntos conicos,
de ordenes a, b y ¢ (un punto conico de orden o es una pinchadura, es
decir, no esta presente). Este cociente O(a, b, ¢) se denomina una orbifold
de Riemann de signatura (0;a,b,c). Este orbifold tiene como superficie
de Riemann subyacente la dada por la esfera de Riemann menos aquellos

puntos cénicos con orden oo.

6.5.1.T'(2): el caso (a,b,c) = (oo, 00, 0)

Como caso particular, supongamos a = b = ¢ = o0. En este caso, podemos
poner como A(co,00,00) al tridngulo geodésico cuyos vértices son 0, 1 y

o0 (véase la figura 6.4).

Figura 6.4: A(00, 00, 0)

En este caso
G(OO’ 0, OO) = F(2) = <’71a72> =7 % Z,
z
1(2) =2+2, 7(2)= 1=
O(00, 00, 0) = C\{0, 1}.

6.6. Grupos triangulares y curvas de Belyi

Consideremos un subgrupo K, de indice finito, de un grupo triangular
G(a,b,c), donde a,b,c € {2,3,...} u {0}y

1 1 1
-+-+-<L
a b ¢

Si K no tiene torsion, entonces S = H/K resulta ser una superficie
de Riemann (compacta si y solo si a,b,c € {2,3,...}). En el caso de que

alguno de los valores a,b,c sea oo, S resulta ser el complemento de un
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ndmero finito de puntos de una superficie de Riemann compacta (la cual
es tnica modulo isomorfismos).

Para lo que sigue, solo necesitamos asumir que K tiene indice finito
N en G(a,b,c) (pero K puede tener torsion). La orbifold de Riemann
H/K tiene una estructura natural de superficie de Riemann (compacta si
ninguno de los valores a, b o ¢ es igual a c0). En este caso, tenemos una

funcion meromorfa no-constante natural (de grado N)
B:H/K — H/G(a,b,c) c C,

la cual resulta ser, por la construccion, una funcién de Belyi (considerando
la superficie de Riemann compacta asociada).

Por ejemplo, al considerar I'(2) = G(00, 00, ) en lo anterior (luego K
no tiene torsion), tenemos que H/K es el complemento de una colecciéon
finita de puntos de una superficie de Riemann S, la cual resulta ser una
curva de Belyi.

Ahora, consideremos un par de Belyi (S, 8). Sea S = S\B~1({c0,0,1})
y consideremos la funciéon holomorfa (no-ramificada) g% : S° — C\{0, 1}.
Por el teorema de uniformizacion, existe un subgrupo K de I'(2) (de indice
igual al grado de () tal que, médulo isomorfismos, S° = H/K y S8 es
inducido por la inclusion de K en T'(2).

Todos los argumentos anteriores permiten obtener los siguientes teo-

remas; se pueden encontrar mayores detalles, por ejemplo, en [27].

Teorema 6.8. FEzxiste una biyeccion natural entre las clases de equivalencia

de los pares de Belyi y las clases de conjugacion de los subgrupos de indice

finito de T(2).
Mas ain, si (S, 8) es un par de Belyi y
a = lem{deg(v) : ve S, B(v) = 0}
b = lem{deg(v) : ve S, B(v) = 1}
¢ = lem{deg(v) s v e S, A(v) = o0}

satisfacen que a=! 4+ b~! + ¢~! < 1, entonces existe un subgrupo K del
grupo triangular fuchsiano G(a,b,c) (de indice igual al grado de ) tal

que la estructura de superficie de Riemann del orbifold H/K es (isomorfa

N
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a) Sy [ es equivalente a la proyeccion natural dada por la inclusion de
K en G(a,b,c).
La situacién anterior es similar si reemplazamos H por C (respectiva-

mente, C) sia ' +b"1 +c ! > 1 (respectivamente, a L +b~1 +¢c 71 = 1).

Teorema 6.9. FEzxiste una biyeccion natural entre las clases de equivalencia
de los pares de Belyi, con a, b y ¢ como antes, y las clases de conjugacion

de los subgrupos de indice finito de G(a,b,c).
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Accion de grupos y Aut(6,,)

7.1. Accién de grupos

Consideremos un conjunto E # & y llamemos Sym(F) (con la operacion
de composicién) al grupo de las permutaciones (simetrias) de E. Cuando
E ={1,...,n} (donde n > 1), es clasico denotar este grupo por el simbolo
&,,. Consideremos también un grupo G.

Una accion del grupo G en el conjunto E es un homomorfismo
0:G — Sym(E).

Si tal homomorfismo es inyectivo, entonces hablamos de una accion
fiel. Se debe recordar que la condicién para que 6 sea un homomorfismo

es tener la igualdad
0(gh) = 6(g) o 6(h), Vg,h € G.

Si e € E, entonces usaremos la notacion

en cuyo caso, la propiedad de ser # un homomorfismo se lee como

g192(e) = g1(ga(e))-

El G-estabilizador de e por tal acciéon es definido por el subgrupo

Ge={geG:g(e)=¢}
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El grupo de automorfismos es el centralizador Cg < Sym(E) del sub-
grupo 0(G).

Observacién 7.1. Si tenemos una accién, la cual no es fiel, se puede obte-
ner una fiel considerando la accién natural del grupo cociente G/ ker(6).

Es por esta razén que solo nos centraremos en acciones fieles. O
La accion 6 : G — Sym(F) es llamada:

1. Semirregular si, para cada e € E, vale que |G¢| = 1 (estabilizador

trivial).
2. Transitiva si, para todo par e1, e € E, existe g € G con g(e1) = es.
3. Regular si es semirregular y transitiva.

El siguiente resultado muestra ciertas relaciones entre los objetos antes

definidos.

Teorema 7.1. Sea 6 : G — Sym(E) una accidn transitiva y Co < Sym(E)
el centralizador de 6(G) en Sym(FE). Entonces las siguientes propiedades

valen.

1. Cq actia semirregularmente en E (en su accion natural por sime-

trias).
2. Cq actia reqularmente si y solo si G actia regularmente.
3. Si G actia reqularmente, entonces G = Cg.

4. Parae € E vale que C; = Ng(G.)/Ge, donde Ng(G.) es el subgrupo

normalizador de G, en G.

Demostracion. Sea e € E fijo. Entonces (por la transitividad) tenemos

una biyeccion
¢:G/Ge — E: gG. — g(e) = 0(g)(e).

Esta biyeccion permite trasladar nuestra acciéon 6 : G — Sym(F) a la
accion

plofhop: G — Sym(G/G.)

Capitulo 7. Accion de grupos y Aut (S,,)

dada por, para cada h € G, como

h(gG.) 1= hgG..

Por lo anterior, podemos asumir que £ = G/G. y que la accion 0 es

dada por

0(h)(gG.) = hgG..

Calculemos ahora el centralizador C¢ para esta accion. Para que a €

Sym(G/G.) esté en C¢ es necesario y suficiente tener la igualdad
aof(h)=0(h)oa, YheG,

es decir,

a(hgG.) = ha(gG.), Yh.g € G.

Tomando g =1 (el elemento neutro de G), lo anterior dice:
a(hG.) = ha(G.), Vhe G.
Sea b € G tal que a(G.) = bG,. Entonces debemos tener

a(hG.) = ha(G,.) = (hb)G,, Yh e G.

Ahora, «a definida como arriba esta bien definida si y solo si b €

Ng(G.). De esta manera,
Co ={a,: G/G. - G/G, : hG, — ha ‘G, : a e Ng(G.)}.
Arriba hemos usado o~ ! para asegurar que Qgp = Qg © Qp:
aap(hG.) = h(ab)1G. = (b V)a LG, = a,(hb 1G.) = aq(ay(hG.).
De esta manera, obtenemos un homomorfismo sobreyectivo
O : No(G.) » Cq :a— ay,
cuyo kernel es G, es decir,

CG = N(;(Ge)/Ge.
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Notemos que hemos obtenido la parte 4. del teorema. Si G actua re-
gularmente, entonces G. = {1} y Ng(G.) = G, de donde obtenemos que
G ~ Cg, obteniendo la parte 3.

Veamos la parte 1. Sea p € C¢ tal que p(ep) = ep, para algiun eg € E.
La condicion de que p € C quiere decir que g(p(e)) = p(g(€e)), para cada
ee FE ycadageG. SieeE, entonces (por la transitividad) existe algin

g € G tal que e = g(ep). Luego,
p(e) = plg(en)) = g(p(en)) = gleo) = e,

de donde obtenemos que p es la permutacién identidad.

Veamos ahora la parte 2. Supongamos que C¢ actta regularmente en
FE. Entonces esta accion es transitiva y, por la parte 1. del teorema aplicada
a esta accion, tenemos que el centro Ce,, de Cg actiia de manera semi-
rregular. Como 0(G) < Cc,,, tenemos que la accion de G es semirregular y
(como ya era una accién transitiva), es una accion regular.

Veamos ahora en la otra direcciéon. Al tener que la accion de G es
regular, tenemos que G. = {1} para cada e € E. Luego, en la forma de la

accion descrita al comienzo, tenemos que (ya que en este caso Ng(Ge)= G)

Co={a,:G—>G:h—hat:ae G},

de donde vemos que la accién de Cg es regular. O

7.2. Automorfismos de S,

Supongamos que estamos interesados en acciones de un grupo finito sobre
un conjunto finito £. En ese caso, podemos asumir que £ = {1,...,n}
para cierto n = 1.

Recordemos que el conjunto de todos los automorfismos de un grupo
dado K forman a su vez un grupo (con la regla de composicién) denota

do Aut(K). Cada elemento k € K define un automorfismo
bp: K — K :he khk™!

Este tipo de automorfismos se llaman automorfismos interiores y forman
un subgrupo normal Inn(K) de Aut(K). Consideramos el homomorfimo

sobreyectivo
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K > Inn(K) : k— ¢y,

podemos ver que Inn(K) >~ K /Ck, donde Ck es el subgrupo centralizador
de K. En particular, si Cx es trivial, se tiene que Inn(K) =~ K (como es
el caso de K = 6,,, n > 3).

Un automorfismo que no es interior es llamado un automorfismo ex-
terior y el grupo cociente Out(K) = Aut(K)/Inn(K) es llamado el grupo
de automorfismos exteriores.

El siguiente resultado determina estos grupos de automorfismos para

el caso particular K =&, n > 1.
Teorema 7.2. Sean = 1. Entonces

1. Sine {1,2}, entonces Aut(S,,) es trivial.

~

2. El subgrupo Inn(Gg) = G¢ es un subgrupo de indice dos de Aut(Sg).

~

3. Sin>=3 yn #6, entonces Aut(6,) = Inn(S,,) = 6,,.

Demostracion. Como &1 el grupo trivial y G5 = Zs, se tiene que sus

grupos de automorfismos son el grupo trivial. Supongamos ahora que n >

I

3. En este caso, como el centralizador es trivial, tenemos que Inn(&,,)
S

Consideremos algiun elemento ¢ € Aut(S,,) diferente de la identidad.
Denotemos como C al conjunto de las clases de conjugacion de los ele-
mentos de K. Los elementos de C son subconjuntos de &,, de la forma

l.ge S, }, donde 7 € &,,. En particular, ¢ induce una

[7] = {o70~
biyeccion ¢ : C — C, definida por (A)([T]) = [o(7)].

Si 7 tiene orden dos, entonces sabemos que esta permutacién es un
producto disjunto de una cierta cantidad de &k > 1 transposiciones (donde
2k < n). Mas aun, dos elementos de orden dos son conjugados en &,, si
y solo si tienen la misma cantidad de transposiciones en sus descomposi-
ciones anteriores. De esta manera, podemos observar que en la clase de

conjugacion de 7 tiene cardinalidad

()% 7) v
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Ahora, si miramos la clase de conjugacion del elemento 7 = (1,2),
entonces ¢(7) debe ser un elemento de orden dos, digamos con k > 1
transposiciones. Como la clase de [7] y [¢(7)] deben tener la misma car-

dinalidad, lo anterior nos dice que
2(n — 2)! = 2%(n — 2k)!k!

La igualdad anterior funciona solo para k =1 en el caso n # 6. En el
caso n = 6 también funciona para k = 3.

Supongamos ahora que n # 6. En este caso, lo anterior nos dice que
¢ fija la clase [(1,2)], es decir, si tomamos una transposicién (a,b) €
S, entonces ¢((a,b)) sigue siendo una transposicion. Consideremos las
transposiciones 7; = (j,j + 1), donde j = 1,...,n — 1. Sabemos que estas
transposiciones generan &,,. Sean ¢(7;) = o0;, las cuales ahora sabemos
deben ser transposiciones. Como 77 y 79 no conmutan, tampoco lo pueden
hacer o1 y 02. Asi es que podemos asumir que o1 = (l1,l2) y 02 = (l2,13),
donde l1,15 y I3 son diferentes. Ahora, como 71 y 73 conmutan y 7o y 73
no conmutan, lo mismo debe ocurrir con 01,09 y o3; luego, podemos ver
que o3 = (I3,14), donde Iy ¢ {l1,12,13}. Procediendo de manera inductiva,
obtendremos que o; = (I;,1;41), donde lj41 ¢ {l1,...,1;}. Sine &, esla

permutacién definida por n(l;) = j, tenemos que n !

o;n = 7; (estamos
usando la multiplicacién de permutaciones por la izquierda). Luego, (si
¢, denota como antes el automorfismo interior definido por 7n) tenemos
que ¢, o ¢ fija cada 7; y (como estas transposiones forman un conjunto de
generadores) debemos tener que es el automorfismo identidad, es decir,
¢ =, = ¢y-1 € Inn(Ss).

En el caso n = 6, notemos que el argumento anterior nos dice que
si ¢ deja invariante la clase de conjugacion de (1,2), entonces este es un
automorfismo interior. Pero en este caso podriamos tener que ¢ enviase
la clase de (1,2) en la clase de (1,2)(3,4)(5,6), en cuyo caso ¢ es un
automorfismo exterior (un automorfismo interior necesariamente preserva
las clases de conjugacion). En esta tltima posibilidad, notemos que ¢ debe
llevar la clase de (1,2)(3,4)(5,6) en la clase de (1,2), es decir, ¢? debe
ser un automorfismo interior, es decir, [Aut(Sg) : Inn(Sg)] < 2. Lo que
quedaria por verificar es la existencia de un automorfismo exterior. Esto

es un poco més complicado, pero la idea es la siguiente.
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En G4 tenemos que el estabilizador de un punto es isomorfo a Gs
(tenemos seis de tales subgrupos, ellos formando una clase de conjugacion
de subgrupos) y no es subgrupo transitivo. Todo automorfismo interior
necesariamente permuta esos subgrupos.

Ahora, en &g existen otros seis subgrupos isomorfos a &5 (formando
una clase de conjugacion de subgrupos) que son transitivos. Una manera
de ver estos subgrupos es la siguiente. Primero, observemos que en G5 =
{a =(1,2), B =(1,2,3,4,5)) hay exactamente seis 5-subgrupos de Sylow
(cada uno de ellos isomorfos a Zs):

Hy ={(1,2,3,4,5)), Hy =<(1,2,3,5,4)), Hs = {(1,2,4,3,5)),

Hy ={(1,2,4,5,3)) Hs =<(1,2,5,3,4)> y Hs = {(1,2,5,4,3)).

Ahora podemos considerar la accién por conjugacion

0 : 65 - Sym({H17 cee 7H6})
o(H;) =0 'Hjo.
Se puede calcular que:
OZ(Hl) = HG, OL(HQ) = H4, Oz(Hg) = I’I57

B(Hi) = Hi, B(H2) = Hy, B(H3) = H,
B(Hs) = He, B(Hs) = Hs, B(Hg) = Hs.
Esta accion nos determina el siguiente subgrupo transitivo de Gg:
<(17 6)(2a 4)(37 5)7 (2a 4; 6, 57 3)> = 65~

La idea es ver que es posible encontrar un automorfismo de &g que
lleva los primeros seis subgrupos (que no eran transitivos) en los segundos

(que si son transitivos). O
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Grafos y grafos bipartitos

8.1. Grafos

Un grafo es un triple G = (V,E, (), donde V # & y E son conjuntos
disjuntos, y ¢ : E — 2V es una funcién tal que, para cada e € E, la imagen
t(e) tiene cardinalidad 1 o 2. Los elementos de V' son llamados los vértices;
y los de E; los ejes.

Si t(e) = {v1,v2} € E (donde podria ocurrir que v, = vy), decimos que
v1 Y U2 SON vecinos y que vy y vg son adyacentes al eje e.

Si V y E son ambos conjuntos finitos, entoces decimos que G es un
grafo finito. En este caso, el grado de un vértice es igual al nimero de ejes
adyacentes a €l (con el cuidado de contar por dos cada eje de cardinalidad
1, los cuales son llamados bucles).

El grafo es llamado conezxo si dados dos vértices cualesquiera, v,w € V,
es posible encontrar una coleccion finita de ejes eq, ..., e, € F, tales que:
veler), wele,) y, paracada j=1,...,n —1, t(ej) ni(ejq1) # & (es
decir, podemos viajar desde uno de ellos hasta el otro a través de ejes sin

tener que saltar).

Observacién 8.1. En esta exposiciéon, nuestros grafos seran finitos (y en
el caso de dibujos de nifios también serdn conexos, con cada uno de sus
vértices de grado al menos uno y no tendrén bucles). Ademas, si el grafo

es conexo y no hay ejes (E = &), entonces V = {v}. O

Dos grafos G; = (V1, F1,t1) v Go = (Va, Ea, 13) se llaman isomorfos
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si existen biyecciones ¢ : Vi — Vo y ¢ ¢ Ey — FE5 que preservan las
adyacencias, es decir, si e = {v,w} € Ej, entonces ¥(e) = {¢(v), p(w)}.
Cuando G; = Go = G, un isomorfismo es llamado un automorfismo
del grafo G. El conjunto de todos los automorfismos del grafo G, con la
operacion de composicion, resulta ser un ejemplo de un grupo (el cual es

finito cuando el grafo es finito) denotado por Aut(G).

Ejemplo 8.1. El grafo completo K,: Sea n > 1. El grafo completo
K, =(V,E, ) (véase la figura 8.1) es dado por

V={v1,..., 00},
E={e;:i,jed{l,....,n},i <j}(sin=1,entonces & = )

weij) = {vi, vj}
En este ejemplo, Aut(kK,) = S,,.

Ki K2

[ ] o—o©

VAN

Ky K

Figura 8.1: Grafos completos K1, K2, K3y K4

8.2. Dibujando grafos en superficies compactas orientables:

mapas

Recordemos que una superficie orientable es un espacio topologico X,
Hausdorft, conexo y segundo numerable (es decir, hay una base para su

topologia con una cantidad numerable de elementos), junto con una co-
leccion A = {(Uj, z;) : j € J}, donde:

1. cada U; € X es un abierto,
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2 Uyes Uy = X,

3. cada z; : U; — Vj, donde V; es un abierto del plano R2, es un

homeomorfismo, y

. —1 . . . X 2 .,
4. siU; nU; # J, entonces zjoz; ~ : z;(U; nU;) — R? es una funcién

diferenciable con jacobiano positivo.

Una superficie compacta orientable es homeomorfa a la esfera unitaria
S? (género g = 0) o bien a una suma conexa finita de g > 1 (llamada su
género) copias del toro S* x St

Consideremos un grafo finito G = (V, E,.). Una incrustacion de G en
una superficie compacta orientable X corresponde a un grafo _C? = (‘7, E ,7)

que es isomorfo a G, donde
1. VeX;

2. cada elemento de E es una funcién continua o : [0,1] — X, cuya
restriccion al intervalo abierto (0,1) es inyectiva, de manera que
a(0),a(1) € Vy a((0,1)) n V=0 (asi, podemos pensar que un eje

es nada méas que arco simple conectando dos puntos de V),

3.8l a,f : [0,1] - X son dos elementos diferentes de E, entonces

a((0,1)) n 5((0,1)) = &,
4. si a € E, entonces (a) = {a(0), a(1)}.

Usaremos el simbolo G «— X para denotar una incrustacion de G en X.
Es importante notar que puede haber muchas incrustaciones «diferentess
de G en la misma superficie X (por diferentes nos referimos a que no existe
un homeomorfismo que preserva la orientacion T : X — X que lleve una
incrustacion en la otra). La idea de una incrustacion de un grafo es que

podamos dibujar tal grafo en una superficie.

Propiedad 8.1. Todo grafo finito G se puede incrustar en alguna superficie

compacta orientable X .

Demostracion. Idea: Primero, observemos que podemos inscrustar nues-
tro grafo en R3. Considere una vecindad tubular del grafo para obtener

un objeto tres-dimensional (llamado un cuerpo de asas) cuya frontera es
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una superficie compacta orientable. Ahora, empujamos el grafo adecua-

damente hacia la frontera para obtener el resultado. O

Una incrustacion G <— X se dice que define un mapa en X si cada
componente de X\G, los que llamaremos caras del mapa, es topologica-
mente un disco (podemos pensar en que cada cara es un pais y los ejes de
G son las fronteras entre paises). Notemos que para que obtengamos un
mapa, es necesario que G sea conexo (esto es lo que asegura que cada cara

es un disco topologico). Usualmente, denominaremos un mapa por el par

(X, 9).

Propiedad 8.2. Todo grafo finito y conexo G se puede incrustar en alguna

superficie compacta orientable X de manera que produzca un mapa en X.

Demostracion. Idea: Si el grafo no tiene ejes (es decir, £ = ), entonces
G es tan solo un vértice y lo podemos incrustar en S2. Supongamos ahora
que E # . Tomemos una incrustacion G — X. Identifiquemos G con
su grafo incrustado (y que arriba hemos denotado por el simbolo QA) Al
cortar X por G obtenemos una coleccién finita de componentes conexas,
X1,...,X,, cada una de ellas siendo una superficie orientable y no com-
pacta. Si cada una de ellas es topoldgicamente un disco, entonces queda

demostrado.

Supongamos que en alguna de ellas, digamos X, no es topolégicamen-
te un disco. Se puede dibujar una cantidad finita (y dos a dos disjuntas) de
curvas cerradas simples que dividen a X, en una colecciéon de superficies,
cada una de ellas no es topologicamente un disco (es decir, en cada una de
esas componentes vemos en su borde parte del grafo). Podemos cortar X,
por tales curvas y pegamos discos a los bordes que se obtienen (véase la
figura 8.2) para asf obtener un superficie (no necesariamente conexa) X,
cuyas componentes resultan ser topolégicamente discos. Si reemplazamos
X, por )A(r y volvemos a agregar G a estas nuevas componentes, observa-
mos que obtenemos una nueva superficie compacta orientable, de género

menor que X, y una incrustacién de G en ella que define un mapa.

O
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Figura 8.2: El proceso de cortar y pegar

8.3. Formula de Euler

Supongamos que tenemos una incrustacion G < X del grafo finito G =
(V, E, 1) en una superficie compacta orientable X de género g, la cual in-
duce un mapa. Denotemos por « el nimero de caras de tal mapa (notemos
que necesariamente vy > 1). La formula de Fuler nos senala que hay una

relacion entre el género g de X y los datos del grafo G, la cual dice:
2-29=V|-|El+,

donde |V|y |E| y v denotan las cardinalidades de Vy F, respectivamente.
Lo anterior nos dice que

g=1+(E[-|V]-7)/2,

es decir, v debe tener la misma paridad que |E| — |V, y que minimizar el
valor de g > 0 es equivalente a maximizar el valor de ~ tal que 1 < v <
2 + |E| — |V| manteniendo la paridad antes mencionada. Este problema
de minimizacién de g sigue siendo una pregunta abierta; se sabe que es
un problema del tipo NP-dificil y que el problema de determinar cuando

un grafo con n vértices tiene género minimal g es NP-completo [45].

Ejemplo 8.2. El grafo completo K, se puede incrustar en S2 solo para n €

{1,2,3,4}. El grafo K3 puede incrustarse en un toro (g = 1). De manera
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més general, se sabe que para K, el género minimal de una incrustacién
defininiedo un mapa es u(K,) = [(n — 3)(n — 4)/12] (véase, [38]). O

8.4. Conjeturas SE y CDC

Consideremos un grafo finito y conexo G y una incrustacién G — X sobre
alguna superficie compacta y orientable que induce un mapa sobre X. En
el caso de que cada cara de tal mapa es frontera de un ciclo de G (un
camino simple y cerrado), entonces se dice que el mapa es circular. Es-
te concepto circular aparece en [39]. Son ejemplos de mapas no-circulares
aquellos que tienen una sola cara. Una condicién necesaria para la existen-
cia de un mapa circular (para G) es que este grafo sea 2-conexo (al quitar
cualquier vértice, el gafo resultante sigue siendo conexo). La conjetura SE
(strong embedding conjecture) [26] dice que la propiedad de ser 2-conexo
es también una condicién suficiente. Relacionada con la conjetura ante-
rior esté la conjetura CDC' (cycle double cover conjecture) establecida por
Szekeres [44] y Seymur [43] (ver también [39, pag. 10]) la cual asegura
que todo grafo finito, conexo y sin puentes (quitando cualquier eje del
grafo mantiene la conectividad) admite una lista de ciclos de manera que
cada eje estd contenido en exactamente dos de ellos. La conjetura CDC
ha sido verificada para ciertos tipos de grafos en [48] y también se sabe
que es valida para los grafos completos K,,. La conjectura SE implica la

conjetura CDC, pero no son equivalentes.

8.5. Matriz de adyacencia de grafos finitos

Todo grafo finito, con n vértices, puede describirse mediante una matriz
de tamano n x n, llamada su matriz de adyacencia. Esta matriz se cons-
truye enumerando cada vértice con un valor en {1,...,n} (sin repetir)
y colocando en la posicion (i, ) el namero de ejes que conectan los dos

vértices con indices 7 y j. Por construccién, esta matriz es simétrica.

Observacion 8.2. Si escogemos otra enumeracion de los vértices, la matriz
de adyacencia cambia por conjugacion por una matriz de permutacion (es
decir, en cada columna y en cada fila solo hay ceros salvo un y tnico

lugar donde hay un uno). Esto define una accién natural del grupo de
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permutaciones &,,, de manera que la érbita de cada matriz de adyacencia
consiste de las matrices de adyacencias del mismo grafo obtenidas usando
otras enumeraciones de sus vértices. El estabilizador de tal accién de una
matriz de adyacencia corresponde a la accién del grupo de automorfismos
del grafo asociado sobre los vértices. En el caso de que el grafo sea simple
(es decir, no hay bucles y cada par de vértices estd conectado por a lo
mas un eje), entonces su grupo de automorfismos es isomorfo a tal esta-
bilizador. En el caso de que hayan bucles o multiejes, entonces también

debemos mirar la accién a nivel de sus ejes. O

Describir un grafo por medio de sus matrices de adyacencia permite
trabajar con ellos usando programas mateméticos computacionales (por
ejemplo, con GAP [14]).

Propiedad 8.3. Sea A una matriz de adyacencia del grafo G. Para deter-
minar si existe un camino de longitud k que conecta el vértice i con el
vértice j, debemos mirar A* y ver si su coeficiente (i,j) es diferente de

cero. Esto permite decidir, usando A, cudndo G es conexo.

Pregunta 8.1. ;Cémo determinaria la 2-conexidad del grafo por medio de

su matriz de adyacencia? O

Ejemplo 8.3. El grafo completo K, tiene una tinica matriz de adyacencia,
siendo esta aquella matriz con todos su coeficientes fuera de la diagonal

igual a 1 y los sobre la diagonal igual a O. O

Ejemplo 8.4. Consideremos el grafo (véase la figura 8.3):

G =(V ={v1,vq,v3}, E = {e1,eq,e3,e4,€5},t), donde

tler) = tlea) = {v1}, tles) = {v1,va}, tleg) = t(es) = {va,vs}.

En este caso, una matriz de adyacencia de G esta dada por

A=

S = N
N O =
S N O

En este caso, cada elemento de Aut(G) debe fijar cada vértice, dejar

invariante los conjuntos de ejes {e1,es2}, {e4,e5} v fijar el eje e3. Luego,
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solo hay cuatro de tales automorfismos (representados de manera permu-

tacional de los ejes):
p1 = (e1)(e2)(e3)(es)(es), p2 = (e1,e2)(es)(es)(es),

ps = (eq,e5)(e1)(e2)(e3), pa = (e1,e2)(es)(es, e5),

de donde podemos observar que Aut(G) = Z3.

v
3
Y

Y2

Figura 8.3: El grafo G del ejemplo 8.4

8.6. Grafos bipartitos

Hay ciertos grafos que permiten una coloracién de sus vértices usando
dos colores (por ejemplo, blanco y negro), de manera que vértices vecinos
tengan diferentes colores. En este caso, para cada eje e € E del grafo
debemos tener que ¢(e) es de cardinalidad dos (es decir, no podemos tener
bucles). Un grafo con una coloracién de dos colores es llamado un grafo
bipartito.

Si tenemos un grafo finito y queremos ver si podemos particionar sus
conjuntos de vértices V' en dos conjuntos disjuntos Vi y Vp de manera que
dos vértices del mismo conjunto no estén conectados por un eje, entonces

necesitamos ver los circuitos en G (caminos cerrados).

Propiedad 8.4. Un grafo finito es bipartito si y solo si cada circuito tiene

longitud par.

Dos grafos bipartitos son llamados isomorfos como grafos bipartitos si
existe un isomorfismo entre ellos como grafos pero con la propiedad extra

de que el isomorfismo preserva los colores (es decir, envia vértices negros
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en vértices negros). Esto también permite definir el concepto de un auto-
morfismo de un grafo bipartito. El conjunto de todos los automorfismos
del grafo bipartito G, con la operacién de composicién, resulta ser un sub-
grupo de Aut(G), el cual denotaremos por Auty;,(G). Este subgrupo tiene
indice a lo méas dos (genéricamente coinciden, por ejemplo, si existe un
vértice negro cuyo grado no es igual a ningtn grado de un vértice blanco).

Noétese que si partimos con un grafo bipartito, entonces podemos per-
mutar los colores de sus vértices. Estos dos grafos bipartitos son conside-
rados diferentes (independiente de si son o no isomorfos).

Una matriz de adyacencia de un grafo bipartito finito es siempre de la

forma

0 A

A=
tA; 0

Ejemplo 8.5. Consideremos el grafo bipartito (véase la figura 8.4) con

matriz de adyacencia dada por

0
0
2
2

NN OO
S O NN
S O NN

Figura 8.4: El grafo bipartito del ejemplo 8.5

O

Ejemplo 8.6. El grafo bipartito completo K, ,,: Sean n,m > 1. El
grafo completo K, ,, = (V = Vy U Vg, E, ) es dado por (véase la figura
8.5)

VN = {’1117...,1}n}, VB = {wl,...,wm}
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E={e;:ie{l,...,n},je{l,...,m}}
veiy) = {vi,wy}
En este ejemplo,

Sy X S, n#m

Aut Kn m) =
(H.m) { (Sp X Sp) X Zy, n=m

AU-tbip(Kn.m) = Sn X Sm

Una matriz de adyacencia de K, ,, es de la forma

0 B

A=
‘B 0

b

donde B es una matriz de n x m y todos sus coeficientes igual a 1.

<R ~
K

Figura 8.5: Grafos bipartitos completos K1y K31

O

8.7.Una descripciéon permutacional de grafos bipartitos finitos

Consideremos un grafo bipartito finito G = (V, F, ¢). Este grafo puede no
ser conexo, pero pediremos que cada vértice tenga grado al menos
1. Sean Viy < V (respectivamente, Vg < V') el conjunto de los vértices
negros (respectivamente, blancos). Sea « (respectivamente, 3) la cardina-
lidad de Viy (respectivamente, V), es decir, el namero de vértices negros
es a y el de blancos es 8. Tenemos dos particiones Ey = {Niy,..., Ny}
y Es ={Bi,...,Bg} del conjunto de los ejes £, donde los N; (respecti-

vamente, B;) se obtienen considerando los ejes adyacentes a los vértices
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negros (respectivamente, blancos). El hecho de que cada eje solo es adya-
cente a un solo vértice de un color dado, garantiza que efectivamente En
y Ep son dos particiones de E. Asi, al grafo bipartito le hemos asociado
el par (Ey, Ep).

Observacion 8.3. Si el conjunto de ejes E de un grafo bipartito tiene
cardinalidad finita n > 1, entonces podemos considerar una biyeccion
entre £y {1,...,n}. Usando esta identificacion, podemos describir los
grafos bipartitos finitos con n ejes (y cada uno de sus vértices con grado

al menos 1) por medio de pares de particiones de {1,...,n}. O

Ejemplo 8.7. Consideremos el grafo bipartito G del ejemplo 8.5. En este

caso (usando las enumeraciones dadas a los ejes), tenemos
En ={{1,2,3,4},{5,6,7,8}}, Ep = {{1,2,5,6},{3,4,7,8}}.
En este ejemplo se puede ver que

Autyip(G) = {p1, 02,03, Pa, P5, p6) = (((Za x Za) X ZLa) x L) X La,

donde
pP1 = (172)7 P2 = (374)7 pP3 = (576)7 P4 = (77 S)a
P5 = (173)(274)(57 7)(678)7 Pe = (175)(276)(478)(377)
O

Ahora, consideramos otro grafo bipartito G = (‘7, E,Z), con respectivo
par (EMEB) de particiones de E. Si ambos grafos bipartitos G y G son
isomorfos, entonces hay (por la definicion) una biyeccion ¢ : £ — E que
preserva las adyacencias. Tal biyeccién envia la particion En (respectiva-
mente, Ep) a la particion Ey (respectivamente, EB). Reciprocamente, si
existe una biyeccién entre E y E preservando las particiones, entonces G

y G son isomorfos.

Propiedad 8.5. Sean G = (V,E,.) y G = (XA/,E,f) dos grafos biparti-
tos finitos (donde cada uno de los vértices tenga grado al menos uno).
Sean (En,EgB) y (E’N,EB) sus respectivos pares de particiones. Enton-
ces, ambos grafos bipartitos son isomorfos si y solo si existe una biyeccion
P B — E que envia la particion Ey (respectivamente, Eg) a la particion

Ey (respectivamente, Ep).
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Observacion 8.4. Como ya habiamos visto en la observacién 8.3, todo gra-
fo bipartito finito con n > 1 ejes se puede identificar con un par (Ey, Ep),
donde Ey y Ep son dos particiones del conjunto {1,...,n}. El resultado
anterior nos dice, en esta identificaciéon, que dos tales pares (En, Eg) y
(EN,EB) corresponden a grafos bipartitos isomorfos (luego, ambos tie-
nen la misma cantidad n de ejes) si y solo si existe una permutacion
neSym({1,...,n}) =S, tal que n(Ey) = Ex y n(Eg) = Ep. O

8.8. Una equivalencia

Como hemos visto arriba, a cada grafo bipartito finito con conjunto E #
& de ejes le podemos asociar un par (Ey, Fg), donde Ey y Ep son dos
particiones de F.

Ahora, de manera reciproca, consideremos un par (P, Q), donde Py Q
son particiones de un conjunto E # . Supongamos que P = {Py, ..., P,}
y Q ={Q1,...,Qs}. Podemos construir un grafo bipartito finito (a priori
podria no ser conexo) Gp g declarando los elementos de P como los vértices
negros, los elementos de ) como los vértices blancos y considerando tantos
ejes entre P; y ; como la cardinalidad de la interseccién P; n @Q;. Este
grafo bipartito tiene la propiedad que cada uno de sus vértices tiene grado
al menos 1. Se puede notar que Ey = Py Eg = Q.

Dos pares (P, Q) y (]5, @) tal como se dijo son equivalentes si existe
una permutacion de E que lleve la particion P (respectivamente, @) a la

particion P (respectivamente, @)

Propiedad 8.6. Equivalencia: Los procesos anteriormente descritos de-
terminan una correspondencia biyectiva entre las clases de isomorfia de
grafos bipartitos finitos (con todos su vértices de grado positivo) y clases

de equivalencias de pares (P,Q), como arriba.

Usando la descripcion anterior, de grafos bipartitos finitos (con todos

su vértices de grado positivo) por medio de pares de permutaciones:

Pregunta 8.2. ;Qué condiciones deben tener los pares de particiones

(P, Q) del conjunto E para que represente un grafo bipartito conexo? O

Observaciéon 8.5. Automorfismos: Consideremos un grafo bipartito G =

(V,E,1) donde V = Vyu Vg, Vi los vértices negros y Vg los vértices blan-
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cos. Denotemos por Sym(F) al grupo de las permutaciones de F (con la
operacién de composicién). Cada automorfismo de G como grafo bipar-
tito (es decir, que deja invariante Vi) induce una unica permutacion en
Sym(FE) que preserva ambas particiones Ey y Ep. Reciprocamente, cada
permutacién de E que preserva ambas particiones induce un automorfis-
mo de G. Asi, se puede verificar que tenemos un homomorfimo de grupo
inyectivo © : Auty;,(G) — Sym(E) con O(Auty;,(G)) siendo el subgrupo
de Sym(FE) cuyas permutaciones son exactamente aquellas que preservan
ambas particiones Enx y Ep. O

8.9. Una observacién de conteo

Por lo visto anteriormente, para determinar cuantos grafos bipartitos con
n = 1 ejes (y todos su vértices de grado positivo) podemos considerar
E =1{1,...,n} y debemos mirar cuantos pares de particiones (P,Q) de F
podemos obtener.

Cada particion, determina una particiéon de n, es decir, una tupla

(l1,...,lm), donde m es su longitud, tal que
1<l <<y, L+ +lp=n

Hay varias maneras de representar tales particiones, una de ellas es por
medio de ciertas tablas llamadas esquemas de Young (estos son muy tutiles
en la teoria de representaciones de grupos). Un resultado muy famoso,
debido a Hardi y Ramanujan (1918), dice que cuando n tiende al infinito,
el valor de p(n) es asintético al valor e”\/m/éln\/g. Existe una serie
convergente (pero muy complicada), debida a Rademacher (1937), que
permite clacular el valor p(n).

Supongamos que P = {Pi,..., P}, donde P; tiene cardinalidad r;.
Tenemos una particion (rq,...,7;) de n. Médulo equivalencia, podemos
suponer que

Pi={l,...,m1},Po={ri+1,...,r1+r2},...., P ={ri+---+re—1+1,...,n}

De esta manera, el numero de particiones P corresponde (médulo equi-

valencia) a p(n).
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Ahora, para determinar una segunda particién @, primero considera-
mos, por cada particion (sq,...,sy,) de n, particiones de E de la forma
Q=1{Q1,...,Qm}, con Q; de cardinalidad s;. Esta cantidad es dada por

() (),

Pero ahora, por cada una de esas particiones (), podemos identificarlas C ap itulo 9
por medio de todas las permutaciones de E que preservan la particion de
P. Asi podemos ver lo dificil que es intentar contar el nimero de grafos

bipartitos (médulo equivalencia) de un ntimero dado de ejes. D€SS’I;’]7,S d je’n,f(],’n,tS: D]bU_J 0S de IliflOS

9.1. Dessins d’enfants: Dibujos de ninos

Un dessin d’enfant (dibujo de ninios) de género g es un mapa bipartito
(X,G), es decir, X es una superficie compacta orientable de género g y
G c© X es un grafo bipartito (los vértices estan coloreados en blanco y
negro y los vértices adyacentes tienen coloracién diferente) tal que cada
componente conexa de X\G (es decir, cada una de sus caras) es un disco
topologico (un poligono).

Si « es el namero de vértices negros, 5 es el nimero de vértices blancos,
e es el numero de ejes y «y el namero de caras, entonces la férmula de Euler
dice que

2-2g=a+pB+v—e

9.2. La signatura de un dessin d’enfant

Si (X,G) es un dessin d’enfant de género g, entonces cada vértice tiene
asociado un grado (como vértice de un grafo) y cada cara tiene asociado
un grado: la mitad de ejes que hay en su frontera (ejes interiores se cuentan
dos veces).

La signatura o tipo del dessin d’enfant (X,G) es la tupla (g;r,s,t),
donde g es el género de X, r es el minimo comiin multiplo de los grados

de los vértices negros, s es el minimo comtin multiplo de los grados de
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Figura 9.1: Un par de dessins d’enfants de género g = 0
los vértices blancos y ¢ es el minimo comtn miultiplo de los grados de las
caras.

Ejemplo 9.1. Ambos dessins d’enfants en la figura 9.1 tienen signatura
(0;4,6,10). Observe que no existe ningin homeomorfismo (que preserve

o revierta la orientacion) que lleve uno de los grafos en el otro. O

9.3. Dessin d’enfant limpio

Un dessin d’enfant con signatura de la forma (g;r,2,t) es llamado limpio
(clean).

Ejemplo 9.2. Dado un mapa M < X sobre una superficie compacta orien-
table, podemos pintar sus vértices de color negro. En cada eje escogemos
un punto en el interior, el cual pintamos de blanco. De esta manera, cons-

truimos un dessin d’enfant limpio. O

9.4. Valencia (pasaporte) de un dessin d’enfant

Otra tupla que podemos asociar a un dessin d’enfant (X,G) de género g

es la valencia (pasaporte)

Val(X,G) = (a1, ..., 0a; b1, ..., b8 ¢1, ..., ¢y),
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donde

1. « es el nimero de vértices negros;

2. [ es el nimero de vértices blancos;

3. v es el nimero de caras;

4. 1 <a; <az <--- < ag son los grados de los vértices negros;

5. 1< by < by <--- < bg son los grados de los vértices blancos;

6. 1<c <cp <---< ¢,y son los grados de las caras.

Resulta evidente que debemos tener las identidades:

ar+--+ag=br+---+bg=ci+---+c,=¢
y, en particular, por la férmula de Euler,
2-29=a+B+v—(a1+ - +aa).

Ejemplo 9.3. Los dos dessins d’enfants mostrados en la figura 9.1 tienen
la misma valencia: (1,1,1,1,1,1,4;2,2,3,3;10) = (1, 4; 22,32, 10). O
9.5. Cubrimientos ramificados asociados a un dessin d’enfant

Consideremos un dessin d’enfant (X,G) y por cada cara escojamos un
punto interior (los cuales pintaremos de color rojo). Una vez hecha tal
eleccion, podemos construir una funcién continua sobreyectiva @ : X —
@, de grado igual al namero de ejes, que envia los vértices negros a 0, los
vértices blancos a 1, los puntos rojos a o0, los ejes al intervalo (0,1), de
manera que @, restricta al complemento de los vértices negros, blancos y
puntos rojos, resulta ser un cubrimiento. Decimos que @ es un cubrimiento
ramificado asociado al dessin d’enfant (X, G).

El cubrimiento ramificado asociado al dessin d’enfant (X,G) no es

inico, pero dos de ellos son homotépicos relativo a los vértices del grafo.
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9.6. Equivalencia de dessins d’enfants

Diremos que dos dessins d’enfants (X1,G1) y (X2,G2) son isomorfos si
existe un homeomorfismo que preserva la orientaciéon h : X; — X5 de
manera que h induce un isomorfismo entre los grafos bipartitos G; y Go (es
decir, envia vértices negros a vértices negros y vértices blancos a vértices
blancos). Decimos que tal homeomorfismo h es un isomorfismo entre los
dessins d’enfants.

Observemos que si Q1 : X1 — C es un cubrimiento ramificado asociado
a (X1,Gp), entonces Q2 = Q1 o0h™1: Xy — C es cubrimiento ramificado

asociado a (X3, Gs).

Observacion 9.1. Los dessins d’enfants isomorfos siempre tienen la misma
signatura y la misma valencia. Pero, como lo muestran los dos dessins
d’enfants mostrados en la figura 9.1, que no son isomorfos, en este caso

tienen la misma signatura y valencia (pasaporte). O

9.7. Automorfismos de dessins d’enfants

Un automorfismo del dessin dénfant (X,G) es un automorfismo del grafo
bipartito (es decir, preservando el color de los vértices) que es inducido por
un homeomorfismo (que puede revertir o no la orientacién) h: X — X.

Notemos que si h preserva la orientacién, entonces h produce un iso-
morfismo de (X, G) consigo mismo.

Denotaremos por Aut(X,G) al grupo de automorfismos de (X, G) y
por Aut™(X,G) su subgrupo de automorfismos que estan inducidos por
homeomorfismos que preservan la orientacion. Esos grupos son finitos vy,

si no son iguales, entonces Aut™* (X, G) tiene indice 2 en Aut(X,G).

Ejemplo 9.4. El dessin d’enfant (X,G), donde X es la esfera y G es
el grafo bipartito mostrado en el ejemplo 5.5, tiene Aut(X,G) =~ &3 y
Autt(X,G) = Zs. O

Ejemplo 9.5. Los dessins d’enfants mostrados en la figura 9.1 tienen gru-
pos de automorfismos diferentes. Por ejemplo, el que aparece a la izquierda

admite un automorfismo de orden 2 que preserva la orientaciéon (dado por
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una rotacion en 180° en el vértice negro central) y también un automorfis-
mo de orden 2 que revierte la orientacion (dado por reflexién en cualquiera
de las dos rectas que pasan por el vértice negro central y contiene ejes).
Este grupo de automorfismos es isomorfo a Z3. El dessin d’enfant de la
derecha solo tiene un automorfismo de orden 2 que revierte la orientacion
(dado al reflejar una recta diagonal que pasa por el vértice negro central).

Su grupo de automorfismos es isomorfo a Zs. O

Observacion 9.2. Si Q1,Q2 : X — C son cubrimientos ramificados aso-
ciados al dessin d’enfant (X,G), entonces existe un homeomorfismo que
preserva la orientacion h : X — X, induciendo un automorfismo del grafo
bipartito G, tal que Q2 = Q10h y h es homotoépico a la identidad relativa a
los vértices de G. Fijemos un cubrimiento ramificado @ : X — C asociado
al dessin d’enfant (X,G). Sea h : X — X un homeomorfismo que pre-
serva la orientacion (respectivamente, que revierte la orientacion) el cual
induce un automorfismo de G como grafo bipartito. Médulo homotopia,
podemos asumir que Q o h = @ (respectivamente, Q o h = J o @, donde
J(z) = z). Esto determina de manera tnica esta deformacién h. Definimos
como Aut™ (X, G, Q) al grupo de los homeomorfismos h : X — X que pre-
servan la orientacién y que inducen un automorfismo del grafo bipartito
G tal que Qoh = @, por Aut™ (X, G, Q) la coleccién de aquellos h que
revierten la orientacion y tales que J o @Q o h = @ vy, finalmente, el grupo

Aut(X,6,Q) = Aut™(X,G,Q) u Aut™ (X, G, Q). o

Propiedad 9.1. Si Q1 y Q2 son cubrimientos ramificados asociados al mis-
mo dessin d’enfant, entonces existe un isomorfismo 0 : Aut(X,G,Q1) —

Aut(X,G,Q2) de manera que este restringe a un isomorfismo
0: Aut*(X,G,Q1) - Aut®(X,G, Q).

Demostracion. Notemos que hay un homeomorfismo que preserva la orien-
tacion h : X — X tal que Q2 = Q1 o h (ademés h es homotopico a la

identidad relativa a los vértices de G). O

Propiedad 9.2. Si QQ es un cubrimiento ramificado asociado a un des-
sin d’enfant (X,G), entonces ewiste un isomorfismo 0 : Aut(X,G) —

Aut(X, G, Q) el cual se restringe a un isomorfismo

6:Aut™(X,G) - Autt(X,G,Q).
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9.8. Dessins d’enfants y pares de Belyi

9.8.1. Asociando pares de Belyi a un dessin d’enfant

Sea (X, G) un dessin d’enfant y sea @ : X — C un cubrimiento ramificado
asociado a este.

Podemos levantar la estructura de superficie de Riemann de C por
@ para asi obtener una estructura de superficie de Riemann S en X de
manera que @ : S — C es meromorfa. De esta manera, hemos obtenido un
par de Belyi (S, @), donde G se obtiene como preimagen por @ del intervalo
[0,1] (las preimégenes de 0 son los vértices negros y las preimégenes de 1
son los vértices blancos).

Sabemos que ) no es unico y la estructura de superficie de Riemann S
construida depende de Q. Pero sabemos que @ es tinico médulo homotopia
relativo los vértices de G. Luego, las estructuras de superficies de Riemann
son isomorfas (el biholomorfismo estd dado por un homeomorfismo U :
X — X que preserva la orientaciéon y que es homotépico a la identidad
relativa a los vértices de G).

Supongamos que (X1,G1) y (X2,G2) son dessins d’enfants isomorfos,
Q: X1 — C y Qo : Xy — C son cubrimientos ramificados asociados.
Al proceder como arriba, para estos dos dessins d’enfants, obtenemos
estructuras de superficies de Riemann S; y S inducidas por @ y @2,
respectivamente, sobre X7 y X5. Como los dessins d’enfants son isomorfos,
existe un homeomorfismo que preserva la orientacion h : X; — X5 tal que
Q2 0h = Q1. Entonces h : S; — Sy es biholomorfismo y obtenemos que

los pares de Belyi (S1,Q1) y (S2,Q2) son isomorfos.

9.8.2. Asociando un dessin d’enfant a un par de Belyi

Si partimos con un par de Belyi (S, 8), entonces tenemos determinado un
dessin d’enfant (X,G), donde X es la superficie topolégica de S y G es
B71([0,1]) (las preimagenes de 0 son los vértices negros y las preimégenes
de 1 son los vértices blancos).

Es claro que si partimos de dos pares de Belyi isomorfos, entonces los

correspondientes dessins d’enfants son isomorfos.

Ejemplo 9.6. El par de Belyi (C, 3(z) = 23) determina el dessin d’enfant
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mostrado en la figura 9.2.

Figura 9.2: Dessin d’enfant para (C, 8(z) = 2°)

O

Ejemplo 9.7. El par de Belyi (C, 3(z) = 423(1 — 23)) determina el dessin

d’enfant mostrado en la figura 9.3.

\ o 4;«4(1 _ z")
} —e
/

Figura 9.3: Dessin d’enfant para (C, 8(z) = 42*(1 — %))

O

Observacion 9.3. 1. Dado un par de Belyi (S,3) podriamos haber
construido otros dessins d’enfants tomando las preimagenes de [1, +o0]
o0 [—o0, 0]. Estos dos nuevos dessins d’enfants corresponden al dessin
d’enfant asociado a los pares de Belyi (S,1/(1—28)) y (S, (8—-1)/8)
usando [0, 1].

2. Otro dessin d’enfant que podemos construir a partir de (S, ) es
usando (S,45(1 — 3)). Esto corresponde a tomar el dessin d’enfant
asociado a (S, ) y pintar todos sus vértices del mismo color negro
(es decir, los que antes eran blancos ahora pasan a ser negros) y
tomar de cada eje un punto medio el cual pintamos como vértice

blanco.

3. Otro dessin d’enfant seria usar el par de Belyi (S,43/(8+1)?). Esto
corresponde a agregar los puntos medios de caras (los polos de [3)
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como vértices negros y agregar ejes de estos nuevos vértices a los

vértices blancos que viven en el borde de la cara que los contiene.
O

9.8.3. Equivalencia entre pares de Belyi y dessins d’enfants

El proceso descrito anteriormente nos da el siguiente resultado.
Teorema 9.1. Hay una equivalencia entre

1. Clases de isomorfia de pares de Belyi de tipo (p,q,r).

2. Clases de isomorfia de dessins d’enfants de tipo (p,q,r).

3. Clases de conjugacion de subgrupos de indice finito del grupo trian-

gular A(p, q,7).

Hay una equivalencia entre clases de isomorfia de dessins d’enfants,
pares de Belyi y clases de conjugacion de subgrupos de indice finito de

r).

9.9. Accidn del grupo absoluto de Galois en dessins d’enfants

El teorema 9.1 nos da una equivalencia entre clases de equivalencia de
dessins d’enfants y clases de equivalencia de pares de Belyi. Vimos, por el
teorema de Belyi, que tenemos una accion natural (fiel) del grupo absoluto
de Galois Gal(Q/Q) sobre los pares de Belyi; luego, tenemos una accién
fiel sobre los dessins d’enfants. Grothendieck usé esta idea para estudiar
la estructura de Gal(Q/Q) desde un punto de vista combinatorio (esto es
lo que son los dessins d’enfants).

Dado un dessin d’enfant (X,G) y o € Gal(Q/Q), denotemos por el
simbolo (X, G)? al dessin d’enfant (la clase) obtenido por la accién antes
descrita del grupo absoluto de Galois.

Son preguntas naturales, por ejemplo:

1. ;Coémo saber si dos dessins d’enfants son equivalentes por la accién

de Gal(Q/Q)?

2. ;Cémo determinar (X, G)? en términos de o y (X,G)?
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Algunas invariantes bajo la accién del grupo Gal(Q/Q) son las siguien-

tes.

1. (X,6) vy (X,0)? tienen la misma cantidad de vértices negros, de

vértices blancos y caras y sus respectivos grados.
2. (X,6) y (X,G)° tienen la misma signatura y valencia.

3. Aut(X,G) = Aut(X,G)°.

9.10. El grupo de monodromia de un dessin d’enfant

Consideremos un dessin d’enfant (X, G) de género g, con e ejes, v vértices
negros, 3 vértices blancos y v caras.

Consideremos un cubrimiento ramificado @ : X — C asociado a
(X,G). Ahora podemos mirar el grupo de monodromia asociado a @,
un subgrupo transitivo del grupo de permutaciones &, generado por dos
elementos. Observemos que cambiar () por otro cubrimiento ramificado
asociado a (X,G) no cambia la clase de conjugaciéon en &, del grupo
de monodromia. Este grupo de monodromia (su clase de conjugacion) se
puede construir como sigue.

Enumeremos los ejes de G con numeros en {1,2, ..., e}, de manera que

ejes diferentes tienen diferente enumeracion (véase la figura 9.4).

Figura 9.4: Una enumeracion de ejes de G

A cada vértice negro le asociamos un ciclo, de longitud igual a su grado,

usando las enumeraciones de los ejes adyacentes a tal vértice siguiendo la
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orientacién positiva en X. Por ejemplo, en la figura 9.4 solo tenemos un
vértice negro y tiene como ciclo asociado a (1,2,3) € G3.

Con el proceso anterior, obtenemos « ciclos disjuntos, uno por cada
vértice negro y de longitud igual al grado de este. Definimos la permuta-
cion o € S, siendo el producto de todos tales ciclos.

Ahora podemos proceder de la misma manera para los vértices blancos
para obtener una permutacién 7 € &, siendo el producto de S ciclos
disjuntos.

El grupo G(X,G) = {o,7) < &, es llamado el grupo de monodromia
de (X, G).

Ejemplo 9.8. En el dessin d’enfant de la figura 9.4 tenemos que
o=(1,2,3), 7= (1)(2)(3)
G(C,0) =(1,2,3)) = Zs.
O

Otra enumeracion de los ejes de G determina una permutaciéon n € &,
de manera que, si ¢ y T son las permutaciones obtenidas con esta nueva
enumeracién, entonces & = non~ ' y 7 = nrn~ 1. Este hecho lo resumimos

en la siguiente propiedad.

Propiedad 9.3. Otra enumeracion de los lados de G determina una per-

1 -1
ynmn
correspondientes a los vértices negros y blancos, respectivamente. En otras

mutacion n € &, de manera que non~ son las permutaciones
palabras, el grupo de monodromia se determina, modulo conjugacion, por

el dessin d’enfant.

Propiedad 9.4. El grupo de monodromia es un subgrupo transitivo de S,

generado por dos elementos.

Demostracion. Ya sabemos que el grupo de monodromia es generado por
o y 7 (una vez que hemos fijado una enumeracion de los ejes de G).

La conectividad del grafo G nos asegura que dados dos ejes diferentes,
digamos e;1 y e3 de G, entonces existe una coleccion finita de ejes, digamos
q1,---; Qn, de manera que q; = ey, g, = €2 y los ejes gj_; y ¢; tienen un

vértice en comun. Ahora, por la definicién, podemos usar una potencia
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de 0 o 7 (dependiendo del color del vértice comun entre g;_; y ¢;) que
envia la enumeracién de g;_; a la enumeracion del eje g;. Luego, podemos
construir una permutacion en G(X, G) que lleva la enumeracion del eje e;

en la de ey (véase la figura 9.5).

Figura 9.5: a, b, ¢, d, e enteros apropiados

O

Propiedad 9.5. La permutacion To (usaremos la multiplicacion de izquier-
da a derecha) es producto de ~ ciclos disjuntos, cada ciclo corresponde a
cada cara de (X,G) y la longitud de un ciclo es igual al grado de la cara
correspondiente y los nimeros que aparecen en este ciclo son los nimeros
dados a los lados de la cara yendo desde un vértice negro a uno blanco en

la orientacion negativa de la cara.

Ejemplo 9.9. Consideremos el dessin d’enfant de género cero mostrado

en la figura 9.6. Con la enumeracién mostrada, tenemos que
o=(1,2,5)(3,4), 7=(1)(2,3)(4,5)

To =(1,2,4)(3,5).

Figura 9.6: Un dessin d’enfant de género g =0
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Observacion 9.4. La idea anterior de usar permutaciones parece haber
sido ya utilizadas por Hamilton en lo que ahora llamamos ciclos hamilto-

nianos. O

Observemos que el orden de o (respectivamente, de 7 y 70) es el
minimo comtn miltiplo de las longitudes de sus ciclos (disjuntos). Luego,

obtenemos la siguiente propiedad.

Propiedad 9.6. Sea G = {o,7) grupo de monodromia del dessin d’enfant
(X,G) con e ejes. Entonces, el orden |o| de o, el orden || de 7 y el orden

|To| de To son, respectivamente,
|o| = lem{deg(v) : v vértice negro},
|7] = lem{deg(v) : v vértice blanco},
|7o] = lem{deg(f) : f cara}.
La signatura de (X, D) es (g;|o|, |7],|70]) vy
2—2g=1(c)+U(r) —e+I(10),
donde l(n) denota el nimero de ciclos disjuntos que tiene 7.

Observacion 9.5. Como el grupo de monodromia G = {0,7) < &, actia
de manera transitiva en el conjunto {1,..., e}, tenemos una biyeccién na-
tural entre {1,2,...,e} y las clases G1\G, donde G; es el G-estabilizador

de 1. La accion de G sobre los ejes es equivalente a la accion
G x Gl\G s Gl\G

(n,G1p) = Gipn .
Se puede definir un dessin d’enfant como una tupla (G, H, x,y), donde
G es un grupo finito; =,y € G son generadores de G, y H es un subgrupo

de G de manera que

() gHg ' = {e}.

geG
donde e € G denota el elemento neutro. En este contexto, dos tuplas
(G1,Hy,21,y1) y (G2, Ha, x2,y2) definen dessins isomorfos si y solo si
existe un isomorfismo 0 : G; — Gs tal que 8(x1) = x2, 0(y1) = y2 y 6(Hy)
es Go-conjugado a Ho. O
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Observaciéon 9.6. Los grupos de monodromia de los dessins d’enfants son
subgrupos transitivos generados por dos elementos del grupo de permuta-
ciones G.. En general, tales subgrupos son A, (su subgrupo alternante)
y &.. Hay casos donde hay més de tales subgrupos. Los préximos tres

ejemplos son de este tipo. O

Ejemplo 9.10. Consideremos el dessin d’enfant mostrado en la figura 9.7

y la enumeracién de ejes alli presentada. En este caso
o=(1,2,3)(4,6,5)(7)(8)
T =(1,2)(3,4)(5,7)(6,8)
7o =(1,3,6,8,5,7,4)(2)
Usando el programa computacional GAP, podemos verificar que

{o,7) = PSL(3,2) = PSL(2,7) (grupo simple de orden 168).

Figura 9.7: Un dessin d’enfant de género g =0

O

Ejemplo 9.11. Consideremos el dessin d’enfant mostrado en la figura 9.8

y la enumeraciéon de ejes alli mostrada. En este caso

o =(1,2,3)(4,7,5)(6)(9,8,10)(11)(12)
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=(1,2)(3,4)(5,6)(7,8)(9,11)(10,12)

3 1
.\Cff 46,52 ffj}/.
ro =(1,3,7,10,12,9,11,8,5,6,4)(2) \(Y
Usando el programa computacional GAP, podemos verificar que m\T/g
11
{o,7) = M1z (Grupo de Mathieu de orden 95040). /i\
"
T0nY N
3 /
)
B 5 [§
—@
7

Figura 9.9: Un dessin d’enfant de género g = 0

Teorema 9.2. Sean {o1,71) y {02, T2y grupos de monodromia de dessins

:2/‘“/ \)\1; d’enfants (X1,G1) y (X2,G2), respectivamente. Entonces, los siguientes

son equivalentes.

1. (X1,G1) v (X2,G2) son isomorfos.
Figura 9.8: Un dessin d’enfant de género g = 0 (X1,61) y (X2, Go) 1

2. Eziste una permutacion n € &, (donde e es el nimero de ejes) tal
O

que

Ejemplo 9.12. Consideremos el dessin d’enfant mostrado en la figura 9.9 oy =nont, T=nmnt

y la enumeracion de ejes alli mostrada. En este caso

o = (1)(2,5,8)(3)(4,7, 6)(9, 10, 11)(12, 14, 13)(15)(16, 18, 17)(20)(2L, 19, 22)(23)(24) Demostracion. Veamos que (1) implica (2). Consideremos un homeomor-
fismo que preserva la orientacion h : X; — X5 y que induce un isomorfis-
T = (1,2)(3,4)(5,6)(7,10)(8,9)(11, 12)(13,15)(14, 16)(17, 19)(18, 20)(21, 23)(22, 24)

mo entre los dos dessins d’enfants dados. Ahora, dada una enumeracion de
ro = (1,5,4,3,7,11,14,18,20, 17,22, 24, 21,23, 19, 16,13, 15,12, 9, 2)(6, 8, 10) :

) . los lados de Gy, la que nos da lugar la monodromia (o1, 1) para (X1,G1),
Usando el programa computacional GAP, podemos verificar que o
podemos transportarla por h para obtener una enumeracién de los lados

{o,7y =My, (Grupo de Mathieu de orden 244823040). de Gs. Con esta enumeracion obtenemos el mismo grupo de monodromia

anterior. Ya hemos visto que con otra enumeracion de los lados de G, ob-

O . .
tenemos una permutacion 7 de manera que la monodromia con la nueva
El siguiente resultado nos asegura que la clase de isomorfia de un enumeracion es de la forma (oo = non~t, 7 = nrn~ L.
dessin d’enfant esta determinado por su (clase de conjugacion) grupo de Ahora veamos que (2) implica (1). En realidad, veremos un hecho maés
monodromia. fuerte que el que necesitamos; que todo subgrupo transitivo generado por
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dos elementos es el grupo de monodromia de un dessin d’enfant. Para
esto, partamos con un tal grupo transitivo G = {0, 7) < &,.

Por cada ciclo (70); de 7o construimos un poligono P; con tantos
lados como el doble de la longitud del ciclo correspondiente. Enumeramos
los lados de P; de manera ciclica (siguiendo la orientacion negativa del
poligono) en forma alternada usando los numeros en tal ciclo. Los vértices
de P; son coloreados con blanco y negro, alternadamente, de manera que
cada vértice negro esté al comienzo de cada lado enumerado (siguiendo la
orientacion negativa). Ahora, usando o, podemos enumerar los siguientes
lados de P;.

Procedemos a identificar todos estos poligonos por sus lados de igual

enumeracion para obtener el dessin d’enfant deseado.
O

En el siguiente ejemplo indicamos la construccién hecha en la segunda

parte de la demostracién anterior.

Ejemplo 9.13. Sea (o = (1,2,5)(3,4),7 = (1)(2,3)(4,5)) = S5. En este
caso,

7o = (1,2,4)(3,5),

luego debemos considerar dos poligonos, P, y P, donde P; tiene 6 lados
y Ps tiene 4 lados (ver parte superior de la figura 9.10). Ahora, en azul
estan las enumeraciones que damos a cada uno de los lados de los poligonos
usando los ciclos de 70. En rojo estan aquellos que nos obliga o. Notemos
que hay dos lados consecutivos del poligono de 6 lados con el mismo
namero 1; esto dice que tendremos un lado interior. Usando el hecho que
2—2g =5—5+42 = 2, obtenemos que el dessin d’enfant es de género cero
mostrado en la parte inferior de la figura 9.10.

O

Una consecuencia directa del teorema anterior es el siguiente (parte

de lo cual ya habiamos visto).
Teorema 9.3. Fxiste una equivalencia natural entre las siguientes.
1. Clases de isomorfia de dessins d’enfants

2. Clases de isomorfia de pares de Belyi
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Figura 9.10: Los dos poligonos y sus lados

3. Clases de conjugacion de subgrupos transitivos con dos generadores

de grupos de permutaciones

4. Clases de conjugacion de subgrupos de indice finito de T'(2).

Consideremos un dessin d’enfant (X,G) y su grupo de automorfismos
Aut(X,G).

Hagamos una enumeracion de los e ejes de G y construyamos su grupo
de monodromia G = {0, 7) < &,.

Si f e Aut™(X,G), entonces (como f es inducido por un homeomor-
fismo de X que preserva la orientacién y envia vértices negros en vértices

negros), f define una permutaciéon 6(f) € &, tal que

0(f)o = ab(f), 0(f)r = 70(f),

es decir, 6(f) € Z(G) (centralizador de G en &.). De manera reciproca,
si tenemos n € Z(G), entonces (procediendo de manera similar a como
hemos visto al reconstruir el dessin d’enfant a partir de G) se puede
construir f € Aut*(X,G) de manera que 6(f) = 1.

Si f e Aut(X,G)\Aut™ (X, G), entonces (como f es inducido por un
homeomorfismo de X que revierte la orientacion y envia vértices negros

en vértices negros) f define una permutacion 0(f) € &, tal que

0(f)o = at0(f), 0(f)7~" = 76(f).

De manera reciproca, si tenemos 1 € S, tal que

no=oc"tn, nrt =1,
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1 1

entonces vemos que nron_ ! = 771¢!, la cual permuta la mitad de los
lados de cada cara de manera ciclica (similar a lo que hacia 7o, pero ahora
siguiendo la orientacion positiva de cada cara). Esto nos permite construir
un elemento f € Aut(X,G) de manera que 6(f) = 7.

Notemos que la funcién 6 : Aut(X,G) — &, resulta ser un homomor-

fismo de grupos el cual induce un isomorfismo 6 : Aut™ (X, G) — Z(G).

Ejemplo 9.14. Consideremos el dessin d’enfant de género cero como se
muestra en la figura 9.11. Alli se muestra un automorfismo f de orden 2.

Con la enumeraciéon dada, tenemos
o=(1,2,3)(4,5)(6,7), T = (1)(2,4,7)(3)(5,6)
7o =(1,2,5,7,3)(4,6)

n=10(f) = (1,3)(2)(4,7)(5,6)

La permutacién 7 tiene orden 2 y satisface las identidades

non =o', nry =771

Figura 9.11: Un dessin d’enfant de género cero

9.11. Uniformizacién de dessins d’enfants

Sea (X,G) un dessin d’enfant, de signatura (g;r,s,t), y sea G = {o,7) <
S, su grupo de monodromia.

Consideremos el grupo triangular
G(r,s,t) ={x,y 2" =y° = (yz) = 1)
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y €l homomorfismo de monodromia
O(x,g) : G(r,5,1) > G ={0o,7) < &,,
definido por la regla

Ox,0)(x) =0, Ox,g)(y) =1,

y tomemos

Tj = 0%4/(GG), GG)=1{neG:n(j)=j}

Sea
H2, si ri4+s i+t i<l
U=< C, si rl+st+t71=1
C, si ri+st+tt>1

El grupo G(r, s, t) es un grupo kleiniano de isometrias de Uy U/G(r, s, t)
la esfera de Riemann C con tres puntos coénicos, que podemos asumir sean
0, 1 y o0, cuyos 6rdenes son r, s y t, respectivamente.

Consideremos un cubriente holomorfo ramificado 7g(s) @ U — @,
cuyo grupo deck es G(r, s,t), cuyos valores de ramificacion son 0 (de orden
r), 1 (de orden s) y o (de orden t).

La orbifold de Riemann U/I'; tiene una estructura de superficie de
Riemann S}, topolégicamente equivalente a X.

Denotemos por 7r; : U — U/I'; el cubrimiento holomorfo ramificado
regular con grupo deck T';.

Tenemos entonces un cubrimiento ramificado 3; : U/T'; — C de ma-
nera que T4y = 3j ;-

El par (S;, 3;) es un par de Belyi cuyo dessin d’enfant (obtenido como

preimagen del intervalo [0,1]) es isomorfo a (X, G).

9.12. Dessins d’enfants reales

Un dessin d’enfant (X, G) es un dessin d’enfant real si existe un automor-
fismo T € Aut(X,G)\Aut™ (X, G), T? = I. Decimos que T es una simetria
de (X, G).

Supongamos que (X, G) es un dessin d’enfant real, con simetria T
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Recordemos que, al levantar la estructura de superficie de Riemann
de C a X , por medio de un cubrimiento ramificado asociado @ : X — @,
obtenemos una estructura de superficie de Riemann S tal que @ : S — @
es una funcion de Belyi y (S, Q) es un par de Belyi, luego, definible sobre Q.
Ademas, la simetria T" define una simetria de S, es decir, un automorfismo
antiholomorfo de S de orden 2. Luego, el par de Belyi (5, Q) es también

definible sobre R.

Teorema 9.4. Kock-Singerman [30] and Kéck-Lau [31]: Sea (X, G)
un dessin d’enfant real. Entonces, existe un par de Belyi (S, 5) equivalente

a (X,G) donde S y B estdn definidas simultdneamente sobre R n Q.

Es claro que el reciproco al resultado anterior es valido. Consideremos
un par de Belyi (S, 8), definido sobre R A Q. Tomando J(z) =z y J([z0 :
cvizp]) =[Z0: -+ : %], entonces J(S) = Sy JofB = Bo.J. En particular,

el dessin d’enfant definido por (S, B) es real.

Pregunta 9.1. ;Cémo podemos saber si un dessin d’enfant dado es real?

O

Para dar una respuesta a la pregunta anterior, procedemos de la si-
guiente manera. Hacemos una enumeracién de los ejes de D y considera-
mos el respectivo grupo de monodromia (o, 7y < &, donde e es el ntimero
de ejes de G.

Sabemos que cada elemento F' € Aut(X,G)\Aut" (X, G) induce una

permutacién ng € &, tal que

1

-1 - 1 -1
N0l =0 s MNpTlp =T .

También sabemos que cada permutacion 1 € &, tal que non~! = o~ !
and nn~! = 77! proviene de algtin F' € Aut(X,G)\Aut™ (X, G).
Lo anterior permite dar la siguiente respuesta a nuestra pregunta an-

terior.

Teorema 9.5. Un dessin d’enfant (X,G) es real si solo si existe n € &,

de orden 2 tal que non = 0’1, nrn = 1,
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9.13. Ejemplos de dessins d’enfants de género cero

En esta seccién veremos algunos ejemplos de dessins d’enfants de género
cero. En este caso, la valencia de un tal dessin d’enfant (C,G) es de la
forma

(al, ceey Ay bl, ceny bg; Clyvnny C,y)7
donde
1. « es el ntmero de vértices negros;
2. B es el nimero de vértices blancos;
3. v es el namero de caras;
4. 1 <a; <az <---<aq, son los grados de los vértices negros;
5. 1<by <by <--- < bg son los grados de los vértices blancos;
6. 1 <cy <ep <--- < ey son los grados de las caras;
de manera que
ar+- -t ag =by+--+bsg=ci+ -+, =e,
2=a+B+v— (a1 + -+ aq).

Sabemos que existe una funcién de Belyi 5 : C — C de manera
que el dessin d’enfant (X,G) es isomorfo al dessin d’enfant definido por

B371([0,1]). En este caso, 8 es una funcioén racional. Si:

1. p1,..., pa son los ceros de 8 (donde p; corresponde al vértice negro

con grado a;);

2. ¢1,..., qs son los ceros de 3 — 1 (donde ¢; corresponde al vértice

blanco con grado b;); y

3. t1,..., t, son los polos de 3 (donde ¢; corresponde a la cara con grado
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entonces
Ao

(z =p1)" -+ (2 = pa)

B(Z) =k (Z 7t1)cl (Z 775,),)(’7

donde k., p e C — {0}.

Si T es una transformacion de Mdobius, entonces 5 ol también nos
entrega una funcién de Belyi asociada al mismo dessin d’enfant. Esto nos
permite asumir algunos de los puntos p;, ¢; y t; ser 00, 0y 1. Luego, en vez
de considerar las o + 3 + v + 2 parametros involucrados, solo tendriamos
o+ 8 +v —1 aencontrar.

En general, el calculo explicito de S es computacionalmente muy pe-
sado. En esta seccién veremos algunos ejemplos para el caso de dessins

d’enfants de género cero.

Ejemplo 9.15. Modulo isomorfia: solo hay un dessin d’enfant con valen-
cia (4;1%4); es el mostrado en la figura 9.12. En particular, este dessin
d’enfant es punto fijo de cada o € Gal(Q/Q), es decir, es definible sobre
Q. Queremos encontrar una funcién racional 8 : C — C tal que 8 ~1([0,1])
sea tal dessin d’enfant. Como hemos dicho antes, podemos asumir que el
vértice negro es 0, que la tnica pre-imagen de oo es oo (hay solo una cara)
vy que uno de los vértices blancos es 1. Nombremos los otros tres vértices

blancos como a, b y ¢ (a determinar). De esta manera
B(z) = kz*,

B(z)—1=plz—1)(z—a)(z—=b)(z—0¢).

Usando las igualdades anteriores, podemos ver que k = p y tomando
z =1que k =1, es decir, 3(z) = 2* en particular, a = i, b = —1y
c= —i.

O

Ejemplo 9.16. Modulo isomorfia, solo hay un dessin d’enfant con valencia
(12,4;12,22:6); es la mostrada en la figura 9.13. En particular, este dessin
d’enfant es punto fijo de cada o € Gal(Q/Q), es decir, es definible sobre

Q. Queremos encontrar una funcién racional 8 : C — C tal que 8 ~1([0,1])
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Figura 9.12: Dessin d’enfant de género cero y valencia (4;1*;4)

sea tal dessin d’enfant. Podemos asumir que dos vértices negros son 0y 1
(véase la figura 9.13). El otro vértice negro es a y los vértices blancos son
b, ¢, dy e,y que la tnica preimagen de oo es o0 (hay solo una cara). De

esta manera

B(z) = kz'(z — 1)(z — a),

B(2) —1=p(z— b2z —c)*(z—d)(z —e).

Usando las igualdades anteriores, podemos ver que k = p.
Tenemos ademés 6 ecuaciones en las 6 incognitas k, a, b, ¢, d y e. Una

de esas ecuaciones es
l1+a—2b—2¢c—d—e=0.

Las otras ecuaciones quedan un poco mas complicadas. Ya en este
ejemplo podemos ver lo pesado que puede ser buscar § de manera expli-
cita.

O

Ejemplo 9.17. Usando la valencia (13,2,3,8;1%,22 4;16) obtenemos el
dessin d’enfant mostrado en la figura 9.14. En este caso, calcular explici-
tamente [ es muy complicado.

O
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Figura 9.13: Dessin d’enfant de género cero y valencia (12,4;12,22;6)
.\ /——.

Figura 9.14: Dessin d’enfant con valencia (1%,2,3,8;15 2% 4;16)

Ejemplo 9.18. Consideremos el dessin d’enfant de género cero y valencia
(3;1,2;1,2) como se muestra en la figura 9.15. En este caso, para buscar
3, podemos asumir que un vértice blanco es 1, los vértices de centro de

cara son 0y oo, el vértice negro es a y el otro vértice blanco es b. En este

caso oo Kz — a)?
By — 1= ME=DEZD®

Igualando las anteriores nos da que p =k y
E(z—1)(z—b)? = —2 + k(z — a)>.

Tgualando coeficientes obtenemos que

64 -1 1
k=—,b=—,a=-
27" 8 T 1
es decir,
_ (4z—-1)®
Blz) = 272

de donde vemos directamente que este dessin d’enfant es definible sobre
Q.
O
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Figura 9.15: Dessin d’enfant de género cero y valencia (3;1,2;1,2)

Ejemplo 9.19. Médulo isomorfia: solo hay dos dessins d’enfants con va-
lencia (12, 4;12,22;6) como se muestra en la figura 9.16.
Para el dessin d’enfant D1, su grupo de monodromia (con el enume-

rado dado) es G1 = {01,171 ) < G5, donde
01 = (17 2,3, 4)(5)(6)7 T = (17 5)(37 6)(2)(4)7

de donde se puede ver que |G| = 48.
En el caso de Da, su grupo de monodromia (con el enumerado dado)

es Go = (09, 72y < G5, donde
o2 = (1,2,3,4)(5)(6), T2 = (1,5)(2,6)(3)(4)

de donde se puede ver que |G2| =120, es decir, Gy = Gs.
En particular, vemos que Dy y D> no pueden estar en la misma 6rbita

por la acciéon de Gal(Q/Q), es decir, ambos dessins d’enfants son definibles

sobre Q.
s
2 3 |2
*——- —e O Oo—=e
6 3 1 5 1 5
4 4
Dy D,

Figura 9.16: Dessins d’enfants de género cero y valencia (1%,4;12,2%;6)

O

Ejemplo 9.20. Médulo isomorfia: solo hay dos dessins d’enfants con va-

lencia (1%2,5;5%,62;27) como se muestran en la figura 9.17.
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El dessin d’enfant D; tiene grupo de monodromia (con una enumera-

ciéon adecuada) G1 = o1, 71y < Ga7, donde
g1 = (1>2737435),

1 =(1,6,7,8,9)(2,10,11,12,13,14)(3, 15,16, 17,18)(4, 19, 20, 21, 22)

de donde se puede ver que G1 = Aoy
Para el dessin d’enfant D, su grupo de monodromia (con el enume-
rado dado) es Go = {02,723y < &a7, donde

oy =(1,2,3,4,5)

m = (1,6,7,8,9)(2,10,11,12,13)(3, 14, 15, 16, 17, 18)
(4,19,20,21, 22, 23)(5, 24, 25, 26, 27)

de donde se puede ver que G = Asy.
Se sabe que estos dos dessins d’enfants no estan en la misma Orbita
por el grupo Gal(Q/Q); luego, cada uno de ellos es definible sobre Q.
O

9.14. Funciones de Belyi de género cero y dinamica racional

Un buen texto clasico para estudiar dindmica de funciones racionales es
el libro de A. F. Beardon [2].
Consideremos una funcién racional R : C — C. La 6rbita de un punto
2 e C esta dada por
{z,R(2), R*(2),...}.

El congunto de Fatou de R es el abierto F(R) c C donde la familia de
iteradas de R es normal; su complemento, J(R), es el conjunto de Julia
de R.

Hay ejemplos donde F(R) = & (como veremos luego) y cuando el
grado de R es al menos dos, entonces J(R) # . Para ver esto ultimo,
notemos que si d > 2 es el grado de R y tenemos que F(R) = @, entonces
(por la definicién del conjunto de Fatou), debe haber una sucesion de
iteradas R™ que converge uniformemente en toda la esfera de Riemann

a una funcién holomorfa T' (luego una funcién racional de algin grado 1).
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Figura 9.17: Dessins d’enfants de género cero y valencia (1%2,5;5% 6%;27)

Pero el grado de R™ crece exponencialmente en d y, por otro lado, estos
grados deberian tender a [; esto es imposible para d > 2.

La funcién racional R es llamada cadtica si J(R) = C.

Un punto z € C es llamado un punto periédico de R si existe un entero
n = 1 tal que R™(z) = z (en caso que n se pueda escoger como 1, entonces
z es llamado un punto fijo de R). Diremos que z es un punto preperiédico

de R si existe un entero n > 1 tal que R™(z) es periddico.

Teorema 9.6. [2, Theorem 9.4.4]: Una funcién racional R, de grado d >

2, es cadtica si sus puntos criticos son preperiddicos, pero no periodicos.

Un ejemplo de una funcién racional caotica, dada por Sullivan, es

R(z) = (Z;2>2,

cuyos puntos criticos son 0 y 2. En este caso

R
08 0 f15
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R
2808 0195

Notemos que la funcién racional anterior es una funciéon de Belyi aso-
ciada al dessin d’enfant mostrado en la figura 9.18 que tiene la propiedad
de que sus valores criticos o0, 0 y 1 son vértices (blancos y/o negros) y

centros de cara (polos).

C o O
ee]

Figura 9.18: Dessin d’enfant de género cero y valencia (2;1%;2)

Dessins d’enfants de género 0 permiten obtener méas ejemplos de fun-
ciones racionales caéticas. Para hacer esto, consideramos funciones de Bel-

yi g C — C con la propiedad de que
{B(e0), 8(0), B(1)} = {=0,0,1}.

Este tipo de funciones de Belyi se llaman funciones de Belyi dindmicas.
Con esta propiedad, tenemos que cada iterada de (B sigue siendo una
funciéon de Belyi.

Sea (3 entonces una funcién de Belyi dindmica. Esto lo podemos iden-
tificar en el dessin d’enfant diciendo que los puntos o0, 0 y 1 estéan con-
tenidos en los vértices (negros y blancos) y centros de caras. Recordemos
que (precomponiendo con una transformacion de Mobius) esto siempre lo
podemos asumir.

Ahora, como los puntos criticos de la funcién de Belyi son aquellos
vértices negros y blancos y centros de cara que tengan grado al menos 2,
podemos ver en el dessin d’enfant la condicion de que los puntos criticos
sean preperiddicos y no periddicos y de esta manera ver si S es o no

cadtica.

130 =

Capitulo 9. Dessins d’enfants: Dibujos de nifios

Ejemplo 9.21. Consideremos un dessin d’enfant de género cero donde hay
dos vértices blancos v1 y vs, ambos de grado 1. Entonces, si colocamos
v1 = 1, v = o0 y un centro de cara siendo 0, vemos que 1 y 00 no son

puntos criticos (pero 0 si lo puede ser). En tal caso, tenemos:

1. si v. es un vértice negro, entonces su érbita es de la forma

B
v.»ﬂ()ﬁ»ooﬁ»l@

2. si v, es un vértice blanco, entonces su orbita es de la forma

8
v 15

3. si v, es un centro de cara, entonces su orbita es de la forma

B
v*»ﬂoo»ﬂlfj

Observamos que los puntos criticos de 3 son preperidédicos y no perio-

dicos. Luego, por el teorema de Sullivan, 3 es cadtica. O
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Este libro nace a partir de la sistematizacion de las notas de unaserie de semi-
narios impartidos en el Magister en Matematica de la Universidad Técnica Fe-
derico Santa Mariay el Doctorado en Ciencias con mencién en Matematica de
la Universidad de La Frontera cuyo objetivo era explorar las conexiones entre
ciertos objetos combinatorios conocidos como dessins d’enfants (dibujos de
nifnos).

Hoy Ediciones UFRO pone a disposicion de toda la comunidad universitaria
esta verdadera introduccion a la teoria de los dessins d’enfants, que sera espe-
cialmente provechosa para los estudiantes de posgrado en Matematicas y
todos quienes deseen profundizar en temas avanzados de algebray combina-
toria. El libro examina la accién del grupo absoluto de Galois sobre los dessins
d’enfants y su papel unificador entre las superficies de Riemann, la teoria de
Galois, la teoria de niimeros algebraicos y la geometria hiperbdlica plana.




