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Prefacio

Los sucesos naturales, los experimentos y sus resultados que estan regi-
dos por las leyes del azar son mucho méas abundantes que los debidos a
causas deterministas. Se admite que esto es lo que ocurre en la natura-
leza, la sociedad, la economia, la técnica y la ciencia. La probabilidad y
la estadistica proporcionan métodos para el andlisis de los datos de ori-
gen aleatorio y constituyen un instrumento imprescindible en todas las
areas cientifico-técnicas. Su ubicuidad se debe al papel preponderante que
tienen en el desarrollo de las ciencias experimentales y sociales.

La estadistica moderna requiere un buen conocimiento de la probabili-
dad y sus aplicaciones, a fin de poder modelar y cuantificar los fenémenos
aleatorios, que deben ser bien comprendidos para ser tratados correcta-
mente.

Probabilidad y estadistica. Con aplicaciones para ingenieria y ciencias,
de los profesores Salvo, Sanhueza y Puchi, es un texto docente con un efi-
caz y riguroso planteamiento de ambos temas, que son tratados mediante
desarrollos tedricos y numerosos ejemplos y problemas aplicados.

Se trata de una obra que me satisface prologar y recomendar a los
profesores y estudiantes de ingenieria y ciencias que deseen introducirse
en la comprension, descripcion y resolucién de muchos de los problemas

que surgen en los principales ambitos cientifico-técnicos.

Dr. Carles M. Cuadras, Universidad de Barcelona,

miembro electo del International Statistical Institute.
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Presentacion

Este texto corresponde a apuntes de clases de materias de probabilidad y
estadistica impartidas en carreras de ingenieria y ciencias realizadas por
los autores durante su trayectoria académica, complementados por una re-
copilacién de distintas publicaciones. Contar con una versién estructurada
y digitalizada de los apuntes ha sido un anhelo permanente, pensando en
que sea un instrumento de apoyo a la labor docente y, sobre todo, que sea
una guia util para el trabajo auténomo del estudiante.

Los contenidos estan organizados en los siguiente capitulos:

Capitulo 1. Probabilidad: Aborda el concepto de probabilidad desde su
definicién axiomatica, sobre la base del aporte de Kolmogorov. Hace
un recorrido por temaéticas afines como probabilidad clésica, proba-

bilidad condicional y los teoremas de probabilidad total y de Bayes.

Capitulo 2. Variables aleatorias: Considera para el caso discreto y con-
tinuo, conceptos como funcién de distribucién y de probabilidad,

valor esperado y varianza.

Capitulo 3. Distribuciones: Estudia las distribuciones de variables alea-
torias ampliamente conocidas y usadas para modelar situaciones
practicas, en particular algunas de sus propiedades y formas de
aplicarlas al desarrollo de problemas practicos. Ademads, presenta
algunas transformaciones de variables aleatorias desde y hacia dis-

tribuciones usuales.

Capitulo 4. Vectores aleatorios: Es una extensién del capitulo 2 a dos o
mas dimensiones, desde vectores aleatorios bivariados hasta vectores

aleatorios multivariados.

15



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Capitulo 5. Estimacién de pardmetros: Comienza el estudio de métodos
para obtener estimaciones de parametros poblacionales, medidas de
calidad de las estimaciones, estimaciéon por intervalos de confianza

y teoremas limites para obtener aproximaciones de estimaciones.

Capitulo 6. Pruebas de hipdtesis: Aborda métodos para evaluar la ve-
racidad de hipdtesis estadisticas, desde las definiciones de hipétesis
estadisticas y la construccién de test estadisticos hasta pruebas de
hipétesis de uso habitual, como pruebas de comparaciéon de dos gru-
pos independientes (medias, varianzas y proporciones) y de compa-

racién de medidas correlacionadas.

Capitulo 7. Tépicos complementarios: Considera los tépicos de asociacién
o causalidad entre dos variables aleatorias: regresién lineal simple,

anova de un factor y asociacién entre variables cualitativas.

Esperamos que este texto sea un aporte al estudio de la probabilidad

y la estadistica.

Los autores.
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Capitulo 1

Probabilidad

Este primer capitulo tiene por objetivo introducir las nociones basicas
de probabilidad, a partir de un experimento aleatorio hasta realizar un
desarrollo tedrico del concepto de probabilidad por medio de los axiomas

de Kolmogorov, incluyendo los teoremas de Bayes y de probabilidad total.

1.1. Experimento aleatorio y espacio muestral

En esta primera seccién, se presentan elementos bésicos relacionados con
un experimento aleatorio, espacio muestral y suceso aleatorio, los cuales
nos permitirdn modelar diversas situaciones condicionadas por el azar
mediante una expresiéon matematica.

Por ejemplo, la mayoria de las personas en algiin momento nos pre-
guntamos: jsera que hoy va a llover? De alguna manera logramos asignar
una chance de llover y luego decidimos qué ropa utilizar o si llevar o no
un paraguas. Y asi podriamos imaginar otras situaciones en que sentimos
incertidumbre y dependemos de que suceda una de las alternativas que

pueden ocurrir.

Experimento aleatorio

El primer concepto que aparece en la descripciéon anterior es el de ex-
perimento aleatorio. Este consiste en darse una serie de circunstancias y

observar lo que sucede, bajo la condicién de que se conozca el conjunto

17



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

de resultados posibles, el cual debe ser no vacio, pero sin tener la certeza
de cudl ocurrird al efectuar el experimento.
Este tipo de experimento es opuesto a los experimentos deterministi-
cos, en los cuales se conoce de antemano el resultado que se obtendra.
En sintesis, se llamara experimento aleatorio a todo experimento que

satisfaga las siguientes condiciones:
(a) Se conocen todos los posibles resultados del experimento.
(b) Se desconoce un resultado del experimento antes de ejecutarlo.

(¢) Se puede repetir el experimento un gran numero de veces bajo las

mismas condiciones.

Ejemplo 1.1 Algunos ejemplos de experimentos aleatorios son:

(a) Lanzar una moneda al aire y observar el resultado.

(b) Lanzar n monedas al aire y observar el resultado de cada una (n € IN).
(¢) Lanzar un dado sobre una superficie y observar el niimero que aparece.

(d) Seleccionar aleatoriamente 3 fichas desde una témbola que contiene n
fichas (n > 3).

(e) Registrar la cantidad de accidentes automovilisticos que ocurren dia-

riamente en una ciudad.

(f) Seleccionar al azar un punto desde un circulo con centro en el origen

y radio 1. O

Una rifa es un juego en el cual un boleto de entre todos los vendidos
es premiado (elegido usando un método que depende completamente del
azar); la rifa entrega 3 premios a 3 boletos distintos, entonces este tipo
de experimento corresponde al planteado en el punto d del ejemplo 1.1.
Si alguien que compré (o pretende comprar) un boleto estd interesado en
conocer las chances de que su boleto sea elegido, es necesario identificar
todas las posibilidades que arroja la realizacién de este experimento, que

es lo que se presenta a continuacién.

18



PROBABILIDAD

Espacio muestral y eventos aleatorios

El espacio muestral (€2) asociado a un experimento aleatorio es el conjunto
de todos los resultados posibles de dicho experimento. Es decir, se tendra
que w € €2 si y solo si w es un resultado posible del experimento.

Los conjuntos que se forman con cada elemento w € {2 son llama-
dos eventos o sucesos elementales. Asi, el conjunto de todos los eventos

elementales constituye el espacio muestral.

Ejemplo 1.2 Del ejemplo 1.1, para cada experimento aleatorio descrito el

espacio muestral es, respectivamente:

(a) Q = {c,s}, siendo c¢: cara y s: sello.

(b) Paran =2, Q = {(¢,0),(c,s),(s,c),(s,s)}.
(c) ©=1{1,2,3,4,5,6}.

(d) Hay dos modalidades para este experimento: una es sin reemplazo,
donde la ficha seleccionada no se devuelve a la témbola, y la otra es
con reemplazo, donde la ficha seleccionada se devuelve antes de la

siguiente extraccion.

Seleccién sin reemplazo: para la primera selecciéon hay n posibilidades,
para la segunda (al no devolver la ficha seleccionada en el paso ante-
rior) hay n — 1 posibilidades y, finalmente, para la tercera seleccién

habra n — 2 posibilidades.
Seleccion con reemplazo: cada una de las 3 realizaciones del experi-
mento tendra n posibilidades.

(e) Q=1{1,2,3,---}.

(f) Q= {(a,b)|a® +b* < 1}. O

De los ejemplos anteriores (ejemplo 1.2), se desprende que un espacio
muestral puede ser de diferente naturaleza segin el tipo de elementos
que definen el conjunto. Asi, por ejemplo, en los cinco primeros casos,
de los cuales los cuatro primeros son finitos y el quinto es infinito, el

espacio muestral es un conjunto numerable o discreto, mientras que en
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PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

el sexto caso se trata de un espacio muestral continuo. Aun cuando se
podria definir un tercer grupo que fuese una combinacién entre ambos
tipos (discreto y continuo), en este texto el interés estd solo en los dos
casos descritos.

En ocasiones el interés estard en algunos (no todos) los posibles re-
sultados del experimento aleatorio. Por ejemplo, en un juego de dados, el
interés puede estar en que al realizar el experimento aparezca un niimero
par. Entonces, se define con el concepto de evento (o suceso) a cualquier
agrupacion de posibles resultados del experimento aleatorio.

Asi, todo A tal que A € 2 se llamard evento. Ademds, si a todos
los elementos de A es posible atribuirles una posibilidad de ocurrencia,

entonces A serd llamado evento aleatorio.

Definicién 1.1 A = {w;|w; € Q} €  es un evento aleatorio si y solo si es

posible atribuirle una posibilidad de ocurrencia.

Ejemplo 1.3 Se lanza una moneda dos veces. Para este experimento de-
terminar el espacio muestral y el evento que se define por el numero de
caras es igual al numero de sellos.

Solucidén: Para este experimento aleatorio el espacio muestral es:
Q= {(C’ 0)7 (C’ S)v (Sv C)a (Sa S)} :

Por su parte, si se llama al evento A el numero de caras es igual al

numero de sellos, entonces:
A= {(Cv S)a (Sa C)} -0

Definicién 1.2 Algunos eventos que tienen cierta particularidad son:

Yw e Q, A = {w} es un evento elemental.
s A = es el evento seguro.
s A = ¢ es el evento imposible.

= A€ es el evento complementario (o contrario) al evento A. Es decir,

A€ es el evento que ocurre cuando no ocurre el evento A.

20



PROBABILIDAD

Nétese que usando la definicién 1.2 en el ejemplo 1.3 un evento elemen-
tal seria que aparecezca un doble sello, un evento seguro seria que salga
cara o sello en los lanzamientos, un evento imposible seria que salgan tres
caras y, en el caso del evento complementario, serfa: A€ = {(C, ), (S,5)}
(el nimero de caras es distinto al nimero de sellos).

Luego, si se cuenta con dos eventos A y B de un mismo espacio mues-

tral €2, se pueden establecer relaciones, entre las cuales estan:

s AU B:ocurre A o B, incluso ambos. Si w e A U B, entonces w € A

owEDB.
= AnB:ocurre Ay B.Siwe An B, entonceswe Ay we B.

s A c B:siocurre A entonces también ocurre B. Para todo w € A se
tiene que w € B, luego la ocurrencia de A es condicién inevitable de

la ocurrencia de B.
«» A=Bs Ac By Bc A

s An B = ¢: Ay B son eventos disjuntos o incompatibles.

Observacion 1.1 En la interaccién entre dos o més eventos de un mismo
espacio muestral son validas todas las leyes o propiedades de la teoria de
conjuntos. Entre estas se pueden destacar, siendo A, B y C eventos de un

espacio muestral Q:
(@) (AUB)nC =(AnC)u(BnC).
(b) (AnB)UC =(AUC)n(BuC).
(c) (AU B)® = A° n B°,
(d) (An B)c = A°y B,

Ejemplo 1.4 Una témbola contiene bolitas numeradas del 1 al 15. Alea-
toriamente se extrae una bolita y se registra su numero. Sea el evento
A: el numero de la bolita seleccionada es par y B: el numero de la bolita

seleccionada es maltiplo de 3, determinar el espacio muestral y los eventos
AuB,An By A°.

21



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Solucién: El espacio muestral asociado a este experimento es: 2 =

{1,2,---,15}. Para los eventos se tiene:

A=1{2,4,6,8,10,12,14}

A° ={1,3,5,7,9,11,13,15}

B ={3,6,9,12,15}
AnB=1{612}
AUB={23,4,6,7,9,10,12,14,15} .0

Ademis, se presentan las operaciones de unién e interseccién enume-

rable de eventos de un cierto espacio muestral, segin:

oL

(a) U A;: ocurre si al menos un evento A;, ¢ = 1,2,--+ ocurre.
i=1
e

(b) ﬂ A;: ocurre si todos los eventos A;, i = 1,2,--- ocurren.

i=1

Ejercicio propuesto 1.1 Demostrar los resultados de la observacion 1.1.

Hasta el momento se cuenta con un espacio muestral €2 y una coleccién
de subconjuntos del espacio muestral de la que es posible saber las posi-
bilidades de ocurrencia. Ahora se definirdn elementos que nos permitan
determinar el niimero de posibilidades del espacio muestral y de cualquier

evento aleatorio.

Principio de la multiplicacién

Esta propiedad resuelve el problema de saber cudl es la cantidad total
de resultados posibles que tiene asociado un experimento aleatorio finito.
Por ejemplo, una aplicaciéon de este principio es determinar el niimero
de posibilidades del espacio muestral, para el experimento aleatorio de
seleccionar 3 fichas una a una, sin reemplazo, desde una témbola con
n fichas. En efecto, para la primera ficha seleccionada hay un total de n
posibilidades, por cada una de estas posibilidades para la segunda hay n—1
posibilidades (descontando la ficha extraida en la primera seleccién); hasta

aqui se tienen n - (n—1) posibilidades, luego para cada una de estas habra
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PROBABILIDAD

n — 2 posibilidades (descontando las 2 fichas ya seleccionadas en los pasos
anteriores). Por lo tanto, el total de posibilidades serd n-(n—1)-(n—1).

En general, utilizando el mismo andlisis anterior, si se considera un ex-
perimento aleatorio con r; realizaciones, 1 < j < k, donde cada una tiene
una posibilidad de ocurrencia s; (tal como se representa en la figura 1.1),
entonces el principio de la multiplicaciéon senala que la cantidad total de

resultados posibles que tiene un experimento aleatorio se calcula por:

k
[T
j=1

Noétese que este 1iltimo resultado en teoria de conjuntos se denomina

cardinalidad del conjunto y se denota con #(A)

Figura 1.1: Esquema del principio de la multiplicacién

Realizacionesdelexperimento:‘ Ty ‘ T ‘ ‘ Tk ‘

| !

Numero de posibilidades de cada realizacién: S1 S2 Sk

Fuente: elaboracién propia.

Para determinar la cantidad de posibilidades para el conjunto A se

utiliza un elemento matematico llamado arreglo matemdtico o arreglo.

Definiciéon 1.3 Sean x1,xs,--- ,x) las realizaciones de un experimento
(que determina el conjunto A) y sean si, 89, - , s las posibilidades res-
pectivas de las realizaciones del experimento, lo cual se denota como arre-

glo matemaético:
A= {(x1, -+ ,xk)|x; = s; posibilidades, i = 1,2,---  k}.

Utilizando el principio multiplicativo, se tiene desde el resultado an-
terior que la cardinalidad del conjunto A (o la cantidad de posibilidades

del experimento que determina A) es:

#(A) =81-89-- 85 = H ;.

z;€EA

23



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Ejemplo 1.5 Del ejemplo 1.2, la cardinalidad del espacio muestral en cada

caso es:
(a) Q = {cara,sello} = {(z1)|x1: 2 pos.} = #(Q) = 2.

(b) Paran =2, Q = {(z1,22)|z; = 2 pos. } = #(Q) = 2°.

VneN: Q= {(z1,z2, - ,z,)|z; = 2 pos.i=1,2,--- ,n}. Entonces,
#(Q)=2-2---2=2",

(c) 2=1{1,2,3,4,5,6} = {(z1)|r1: 6 pos.} = #(Q) = 6.

(d) Con reemplazo:

Q = {(z1,72,23)|7; =n pos.;i=1,2,3} = #(Q) =n-n-n=nd

Sin reemplazo:
Q = {(z1,x9,23)|x1 = n pos. ;x93 =n —1 pos. ;x3 =n — 2 pos. }
=#Q)=n-(n—1) - (n—2). O

Ejercicio propuesto 1.2 Cudntos ntumeros de 4 digitos pueden formarse

con las cifras 0,1,--- ,9:

(a) Si se permiten repeticiones.

(b) Sino se permiten repeticiones.

(c) Si el ultimo digito ha de ser par y no se permiten repeticiones.

Ejercicio propuesto 1.3 Sea el conjunto {a, b, ¢, d}, determinar la cantidad
de distintas combinaciones que pueden obtenerse usando 3 de las letras
del conjunto dado, considerando que (1) no se permiten repeticiones y (2)

se permiten repeticiones.

Ejercicio propuesto 1.4 Suponer que la fecha de cumpleanos de una per-
sona esta igualmente distribuida entre los 365 dias del ano. Si en una sala
hay n personas, determinar el niimero de posibilidades del espacio mues-

tral asociado y del evento todas las personas han nacido en dias diferentes.

Ejercicio propuesto 1.5 Se lanza un icosaedro regular 4 veces (las caras
del poliedro estan numeradas del 1 al 20). Determinar el nimero de po-
sibilidades que tiene el espacio muestral y el evento no aparece ningin

numero repetido en los lanzamientos.
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PROBABILIDAD

Ejemplo 1.6 Se tienen 5 bolitas en una témbola numeradas del 1 al 5,
donde las bolitas 1, 2 y 3 son azules (A) y las restantes son blancas (B).
El experimento aleatorio consiste en extraer 2 bolitas desde la témbola

sin reposicién. Obtener el niimero de posibilidades:

(a) Totales para las 2 bolitas seleccionadas.

(b) Que se generan con las 2 bolitas seleccionadas.

(c) Si solo se considera el color de la bolita (y no el niimero).

Solucién: Nétese que para (a) y (b) las 5 bolitas se consideran como
distintas y, por ende, una selecciéon de la bolita 1 y la bolita 2 es distinta
a la bolita 2 y la bolita 1. El nimero de posibilidades es respectivamente:

(a) 5-4 = 20 posibilidades.

(b) 2-1 = 2! = 2 posibilidades.

(c) Posibilidades de (A, B): 6, (A, A): 3y (B, B): 1; total: 10. O

Observacion 1.2 Nétese que para el ejemplo 1.6 (usando la letra corres-
pondiente al listado) se cumple que a = b - ¢. Se puede mostrar que esta
regla se cumple también en general, es decir, para N objetos de los cuales

se extraen n y el resultado sera:

N! N! N
N-(N-1)---(N—(n—1)) = —— =nl! = ——— = .
( ) (N=(n=1) (N —n)! me=c n!(N —n)! (n)
Esta tltima expresién se llama coeficiente binomial (o simbolo bino-

mial) y se utiliza para calcular combinaciones de n entre N objetos.

Hasta aqui se cuenta con un espacio muestral {2, eventos aleatorios
y técnicas para el conteo del nimero de posibilidades de un evento. Se
avanzara a determinar la probabilidad de ocurrencia de un evento aleato-
rio, para lo cual se definirdn conceptos y leyes que permitan alcanzar este

objetivo.

Sigma-algebra

Sea ) un conjunto no vacio. Una colecciéon de eventos aleatorios F de

subconjuntos de € se llama o-algebra si y solo si se cumple:
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(a) e F.

(b) Ae F= A°e F.

o8]
(¢c) Aj,As, -+ es una sucesién de eventos: A; € F, = U A, e F.
i=1

Observaciéon 1.3 Ae F< AC Q.

Ejemplo 1.7 Considerar el espacio muestral dado por: Q = {1,2,3,4,5, 6}
y la coleccién de subconjuntos de €2, correspondiente a su conjunto po-

tencia (), luego se tiene que la o-dlgebra F es:

F = W(Q) = {de)a{l}a{Q}a 7{6}7 ,{13273,47576}}'
Se afirma que F es una o-algebra. En efecto, (a) y (b) son inmediatas,
mientras que (c) se puede deducir como sigue:
ox*L
Sea A; = {i},i=1,2,--- 6y A; = {¢}sii=7T,8, . Luego, UAi =

i=1

Qe F. |

Ejercicio propuesto 1.6 Se define F = {¢, 2}, llamada la menor o-dlgebra

asociada a €. Demostrar que es efectivamente una o-dlgebra.

Ejercicio propuesto 1.7 Sea F una o-dlgebra, mostrar que:

(1) pe F.

(2) Si Ay,---, A, € F, se tiene que UAie}'y ﬂAie}'.
i=1 i=1

o
(3) Si Ay, Ay, --- € F se tiene que ﬂ A; e F.
i=1
(4) Sea A, B€e F, entonces A— B =An B°e F.

Ejercicio propuesto 1.8 Considerar el experimento aleatorio de lanzar un

dado (equilibrado) 2 veces, el espacio muestral estd dado por:
Q = {(z1,22)|z1 = 6 pos.,x2 = 6 pos.},

y sea F = p(Q) (conjunto potencia de Q). Demostrar que F es una o-

algebra.
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Observacién 1.4 (F, ) constituyen un espacio medible. Finalmente, se
define la medida de probabilidad para construir el espacio de probabilidad
(F,Q,P).

Ejemplo 1.8 Se define el experimento con 2 resultados posibles: éxito (E)
y fracaso (F) y se repite sucesivamente. Si el experimento se detiene cuan-
do ocurre el primer éxito y es de interés observar el nimero de fracasos

obtenidos, entonces el espacio muestral estd dado por:
Q= {Wl,o.)g,"'},

donde w; representa el resultado experimental cuyas ¢ — 1 primeras com-
ponentes son F*:
w;=(F,F,F,--- F.E).
Ahora se desea asignar una probabilidad (medida de incertidumbre)

al evento A: el primer éxito ocurre después de un niumero par de intentos:
A = {wa} +{wa} +---.

Como A es una unién numerable de eventos elementales (y por tanto
disjuntos), se requiere que A € F para que sea posible atribuirle una
probabilidad. O

1.2. Axiomas de probabilidad

Sea el espacio muestral 2 y F la o-dlgebra asociada a 2. Se define la
funcién P, llamada funcién de probabilidad sobre (F, ), que va desde la
o-élgebra de subconjuntos de 2 a [0, 1] < R.

P: F — R
AeF +— P(A)eR.

Es decir, la funcién asigna a cada A € F un numero P(A4) € [0,1]
que se interpreta como la probabilidad de que ocurra el evento A una
vez realizado el experimento y que satisface los axiomas (de Kolmogorov)

siguientes:

Axioma 1. P(A) >0, VA e F.
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Axioma 2. P(Q) = 1.

Axioma 3. Dada una sucesién numerable de eventos disjuntos, es decir,

AinAj = ¢sii#j,se verifica que:

Observacién 1.5 Los elementos (€2, F, P) definen completamente una pro-
babilidad. Unen lo que se definié como experimento aleatorio (a través del
espacio muestral) y aquellos elementos que permiten asignar un valor a la

ocurrencia de un evento.

Ejemplo 1.9 Considerar el espacio muestral asociado a un experimento
aleatorio dado por Q = {0,1,2,--- ,n} y F una o-dlgebra asociada a Q.

Se mostrard que la siguiente funcién es una funcién de probabilidad:

P(A) = ‘217; (”) AeF.
i
€A

Solucién: Para probar que P(A4) es una funcién de probabilidad se

verifican los axiomas de probabilidad:

(a) Dado que % >0y (Z) = ﬁlw)' > 0, entonces IP(A) > 0.

oro-x 5= 5 )

(c) Sea Ay = {1},A; = {2},--- A, = {n} ysea A; = ¢, para i =
41,

=1
1 n
» 20
z€{1,2,--- ,n}

+(2C)2()-2,0))

=P({1}) + P({2}) +--- + P({n})
=P(A1) + P(A2) + - + P(Apn) + P(Apyr) + -+
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Como A,11 = ¢ = P(A,41) = 0y para los eventos sucesivos:
=Y P(4;).0
i=1

Ejercicio propuesto 1.9 Considerar el experimento aleatorio de lanzar un

dado (equilibrado) 2 veces, el espacio muestral estd dado por:
Q = {(z1,22)|z1 = 6 pos.,xy = 6 pos.},

y sea F = p(02) (conjunto potencia de Q). Mostrar que P(A) = == es
una funcién de probabilidad, VA < Q.

Propiedades de la funcién de probabilidad

La funcién de probabilidad PP(-) o simplemente P tiene asociadas ciertas
propiedades que seran de utilidad para obtener el célculo de probabilidad
de ocurrencia de eventos y posteriormente la resolucion de problemas de
aplicacion. Estas propiedades se refieren a los limites de la funcién P
dado un cierto evento o suceso y, por ende, tienen relacién con la teoria

de conjuntos. A continuacién se estudian algunas propiedades.

Propiedad 1.1 Probabilidad de ocurrencia del evento imposible: si ¢ es el

evento imposible, entonces P(¢) = 0.

Demostracién: Utilizando el tercer axioma de probabilidad se puede

demostrar la propiedad. En efecto, sea:
Al = ¢7A2 = ¢7 7A’n = ¢7An+1 = ¢7

o
Luego, U A; = ¢. Desde el tercer axioma de probabilidad:
i—1

1=

9L

P(¢) = P (U Ai> = 3 P(0) = P(9) = 0.

i=1

Propiedad 1.2 Sea Aj, As,--- , A, una sucesion finita de eventos disjun-

2

tos. Entonces:

LC s
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Demostracién: Considérese la sucesién finita a la cual se agregan su-
cesivos eventos imposibles hasta el infinito, es decir, A,11 = ¢, Apio =

o, - - -. Luego, por el axioma 3, se tiene que:

i=1 i=1

8] n
Por la condicién inicial sobre los eventos A, .1, -, U A; = U Aj;:
i=1 i=1

? 1=

o8]

p (U AZ) YR+ Y P4,
i=1 i=1

i=n+1
donde P(A;) =0 parai =n+1,n+2,---, con lo cual se demuestra el

resultado.

Propiedad 1.3 Sean A y B dos eventos de un mismo espacio muestral,

entonces se cumple que:
P(Au B)=P(A)+P(B)—P(An B).

Demostraciéon: Un primer resultado se obtiene al expresar A U B en
términos de eventos disjuntos. Asi, se definen los subconjuntos disjuntos
S1, S22y S3como S; =An B¢ So=AnBy S;=A°n B (tal como en
el diagrama de la figura 1.2). Para comprobar que son disjuntos basta con

verificar que la interseccién dos a dos es vacia. Luego se puede escribir:
AUB=SUSuUS;=(AnB°)u(AnB)u(A°n B).

Aplicando la funcién de probabilidad y la propiedad 1.2 se obtendra

el resultado, el cual se usara en la otra parte del desarrollo:
P(AuB)=P(An B°)+P(AnB)+P(A°n B).

Por otro lado, A =51 USs =(ANnB)U(AnB)y B=530US53 =
(An B)u (A n B). Aplicando la funcién de probabilidad:

P(A) =P(A n B°) + P(A n B).
P(B) =P(A° ~ B) + P(A n B).
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Figura 1.2: Diagrama con las relaciones entre los eventos A y B

Q

Fuente: elaboracién propia.

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior:

P(A) +P(B) —P(An B) =P(An B°) + P(A°n B) + P(An B)
=P(A u B).

Propiedad 1.4 Si A es un evento cualquiera y A€ es su complemento,
entonces P(A°) =1 —P(A).

Demostracién: Por una parte se sabe que: P(A u A°) = P(Q) = 1.
Ademds, por la propiedad 1.3:

P(Au A%) = P(A) + P(A°) — P(A n A°).
Finalmente, por la propiedad 1.1 P(A n A¢) = P(¢). Entonces:
P(A) +P(A°) = 1.
A partir de dltimo resultado es inmediato que P(A°) =1 —P(A).
Propiedad 1.5 Si A c B, entonces P(A) < P(B).

Demostracién: Si se expresa el evento B como la unién de dos eventos
disjuntos (tal como en la demostracién de la propiedad 1.3), An By
A° n B. Es decir:

B=(AnB)u(A°n B).
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Como Ac B= An B = A, uniendo estos dos tltimos resultados:
P(B) = P(A) + P(A° n B).

Y como P(A€ n B) > 0, se obtendra que P(B) = P(A).

Con las propiedades anteriormente definidas se cuenta con un con-
junto de resultados que permite aplicarlos a la resoluciéon de situaciones
problematicas. Estas situaciones pueden estar dadas por demostraciones
de algin resultado (que se construyen a partir de los ya vistos y las pro-
piedades de conjuntos) y por aplicaciones que impliquen situaciones en

que estd presente la incertidumbre ante un experimento aleatorio.

Ejemplo 1.10 La probabilidad de que un estudiante apruebe el curso de
Probabilidades es de 0,55, la probabilidad de que apruebe el curso de
Calculo es de 0,40 y la probabilidad de que apruebe ambos cursos es de
0,25. Calcular la probabilidad de que:

(a) Apruebe por lo menos uno de los dos cursos.
(b) Apruebe solo el curso de Probabilidades.

(c) Apruebe solo uno de los dos cursos.

(d) No apruebe ninguno de los dos cursos.

Solucién: En este ejercicio se utilizaran las propiedades definidas.
Desde el enunciado se pueden obtener algunos resultados inmediatos, no
sin antes definir los eventos de interés:

A: el estudiante aprueba el curso de Probabilidades.
B: el estudiante aprueba el curso de Calculo.
Luego, se pueden deducir los siguientes resultados (obtenidos de la

propiedad 1.4):

P(A) = 0,55 =P(A°) = 0,45.
P(B) = 0,40 =P(B) = 0,60.
P(A ~ B) =0,25.
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Luego, teniendo en consideraciéon que aprobar por lo menos un curso

es el evento complementario a no aprobar ningun curso:

(a) 1 —P(A° A B°) = P(A U B) = 0,55 + 0,40 — 0,25 = 0,70.
(b) P(A n B°) = P(A) — P(A ~ B) = 0,55 — 0,25 = 0,30.
(©) P((An B U (A° A B)) = P(An B°) + P(A° A B) =

= 0,30 + P(B) — P(A n B) = 0,30 + 0,40 — 0,25 = 0,45.
(d) P(A°A B°) =1 —P(A U B) =1-0,70 = 0,30.

Este ejemplo constituye una muestra de cémo las propiedades enun-

ciadas anteriormente pueden utilizarse para resolver problemas. O

Propiedad 1.6 Para todo evento A € F, donde F es una o-algebra, se
tiene que P(A) < 1.

Demostraciéon: Como A € F = A € (), utilizando la propiedad 1.5,
resulta inmediato que P(A4) < P(Q2) = 1.

Observacién 1.6 A partir de las propiedades anteriores se puede obtener
que 0 < P(A) < 1.

Esta ultima expresion es importante en probabilidades pues restringe
el recorrido de la funcién de probabilidad a un conjunto de infinitos valores
en el intervalo [0, 1], cualquiera sea el evento que se defina. Si bien este
resultado se habia empleado anteriormente, ahora se encuentra explicitado
y, ademas, permite hacer la relacion de equivalencia entre probabilidad y
porcentaje. Ahora la probabilidad de ocurrencia puede medirse como una

proporcién o como un porcentaje.

Propiedad 1.7 Sean A;, As, A3 eventos cualesquiera, entonces P(A4; U
A2 v Ag) = IP(A1) + ]P(AQ) + P(Ag) 7IP(A1 N AQ) 7IP(A1 N Ag) 7IP(A2 N
A3) + IP(Al @ A2 N Ag)

La demostracion se puede obtener considerando un evento B = AU A3
y aplicando la propiedad 1.3 (queda como ejercicio para el lector). Se
puede obtener una expresién para la probabilidad de la unién de n eventos
a partir de la propiedad 1.7.
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1.3. Probabilidad en espacios muestrales finitos

Si se considera un experimento aleatorio que tiene n resultados posibles,

entonces el espacio muestral {) se expresa por:
Q = {wi,wa, - ,wp}, con #(Q) =n

La o-dlgebra asociada en este caso es el conjunto potencia de €2, ©(£2),
el cual tiene una cardinalidad de 2.
Ahora se asume que cada resultado posible del experimento aleatorio

tiene una probabilidad conocida, es decir:

P({w;}) =pj, j =1,2,--- ,ntal que Z pj = 1. (1.1)
j=1
Sea A = {w;1,wi2, - ,wir}, un evento de interés, luego:

P(A) =P ({wi1,wio, -+ ,wir})
=P ({win} U {wig} U - U {wir})
=P ({wir}) + P ({wiz}) + - + P ({wir})
=pi1 +Di2 + -+ Pir.

Observacion 1.7 El supuesto de la expresién 1.1, reemplazado por:

n
P({w;})=p; j=1,2,--- ,m; tal que Zp: 1,
Jj=1
1

desde donde se tiene que p = -, que se denomina supuesto de equiproba-

bilidad. Este supuesto implica que:

1

3
3
*
=2

Esta tltima expresiéon P(A) = %, con A € Q, es conocida como

regla de Laplace o probabilidad clésica.

Ejemplo 1.11 Se realiza un experimento aleatorio de lanzar un dado. Se
desea calcular la probabilidad de que el nimero que aparece en la cara

superior del dado sea un nimero impar.
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Solucién: Espacio muestral Q = {1,2,3,4,5,6} = #(Q) = 6. Es
conveniente notar que el ejercicio estd en un contexto de equiprobabilidad
de ocurrencia de eventos elementales.

Evento de interés: A = {1,3,5} = #(A) = 3, con lo que se obtiene
que P(A) = 2 =0,5. O

Ejemplo 1.12 A partir del ejemplo 1.4, calcular la probabilidad de ocu-
rrencia de los eventos A, B, Au B, An By (An B)°.

Solucién: Como la témbola contiene bolitas numeradas del 1 al 15, la
probabilidad de ocurrencia de una bola cualquiera es 1—15 Asi, a partir de
los resultados obtenidos de la solucién del ejemplo 1.4 y usando la regla
definida anteriormente, se tienen los siguientes resultados:

7 5
A T 15
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A n B) =%+3—3 10_2

5 15 15 3

o B 2_1
P((AUB))=1-P(AUB) =1~ =2.0

Ejercicio propuesto 1.10 Sea el experimento aleatorio de lanzar un dado

P(A) = éyIP(AmB)=3

(equilibrado) 2 veces, se definen los eventos A: sale 8 en la primera tirada
y B: la suma de ambos lanzamientos es superior a 6.
Calcular: (a) P(A), (b) P(B) y (c) P(An B).

Principio de la urna

Este principio agrupa a todos aquellos experimentos que se basan en ob-
servar el resultado de la extraccién de un elemento, dado que se sabe que
el conjunto completo esta dividido por elementos de dos tipos (bolas rojas
y azules, hombres y mujeres, personas a las que les gusta algo y a las que
no les gusta, etc.). Los cuestionamientos de interés para este experimento
tienen que ver con la cantidad de elementos observados del primer tipo
(se sabe que solo hay de dos tipos por lo que los restantes deben ser del
otro tipo) y el orden en que aparecen en la seleccién. En general, se puede
entender que se tiene una urna con M elementos donde M; son del tipo 1
y los restantes M — M7 elementos son del tipo II, desde la que se extraen
n elementos, de uno en uno, bajo la condicién excluyente de reemplazo o

sin reemplazo de la seleccién (véase esquema de la figura 1.3).
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Figura 1.3: Esquema del principio de la urna

//_—> Seleccionar n elementos

L

T
Tipo I i Tipo 11

OOROITICHO.

|
Ce | Ce

|
|
|
i

N J N J

Y Y
M, elementos M;; = M — M, elementos

Fuente: elaboracién propia.

Propiedad 1.8 Considerar una urna que contiene M elementos de la mis-
ma forma y numerados del 1 al M, donde los M; primeros son del tipo I
y los restantes M;; = M — M7y, del tipo II. Se seleccionan aleatoriamente
n elementos de uno en uno y se definen los eventos Uy y Vi, tal que:

Uy: los k (k < n) primeros elementos seleccionados son del tipo Iy los
restantes n — k son del tipo II.

Vi:: hay exactamente k (k < n) elementos del tipo I entre los n selec-
cionados (y los restantes n — k del tipo II).

Si la seleccién es con reemplazo, entonces la probabilidad de Uy y Vi

e - (2) (1= )" 0

P(Vi) :(Z) : (Aﬂif)k (1 - ]‘Aﬁ)nk (1.3)

Si la seleccién se realiza sin reemplazo, entonces:

es:

M['(M - M[)'(M - ’I’L)'

P(Uk) T (M7 —R)(M = M;) — (n— k))IM! (14)
M\ (M—My
P(V3) _ GO (1.5)

G
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Demostracién: Se pueden obtener las expresiones anteriores aplicando
arreglos matematicos y el principio de la multiplicacién. Por simplificacién
solo se construira la demostracién de la probabilidad de Uy con reemplazo

(expresion 1.2). Asi, el arreglo para el espacio muestral y para Uy son:
Q={(x1,x2, - ,xy)|pos. x1 = M,z0 = M,--- ,x,, = M}
Uk ={($1,.T27"' 7mn) |pOS‘ Ty = MI7:E2 = MIa"' 9
Ty = My, w41 = Mr1, T2 = Myr, - 00 = Mi1}.

Luego, #(2) = M™ = M* - Mk v #(Uy) = MF (M — MI)nik. Con
esto, la probabilidad de U}, es:

i%)) -4 z\g\f J_\ﬁ@nk - (]\J\Ij)k <1 - AJ\IDM

P (Uk) =

Las restantes expresiones pueden obtenerse mediante el mismo esque-

ma de resolucion.

Ejemplo 1.13 En una sala hay 20 estudiantes, de los cuales 9 dicen que
les gustan las matemadticas y los 11 restantes, que no les gustan. Se extrae
una muestra de 5 estudiantes (de uno en uno y sin repeticién). Determinar

la probabilidad de que de los estudiantes seleccionados:
(a) A los 2 primeros les gusten las matemadticas.
(b) Haya exactamente 2 a los que les gustan las matemaéticas.

Solucién: El enunciado es un ejemplo de una aplicacién de la propie-
dad 1.8. Llevando los datos a la nomenclatura usada por la propiedad, se
tiene que: M = 20, M; =9y My = 11. Luego: P(Us) = 97!!181!12105!! = 0,038
P(Vy) = (3()2(0133) — 0,383.

5
Con estos resultados, (a) la probabilidad de que a los 2 primeros estu-

diantes les gusten las matemadticas es de 4% y (b) la probabilidad de que

a 2 estudiantes les gusten las matematicas es de 38 %. O

1.4. Probabilidad condicional

La situacién es la siguiente (como ejemplo): se lanzan 2 dados distintos

y se desea calcular la probabilidad de que aparezcan los nimeros 4 y 5.
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Entonces, la cardinalidad del espacio muestral y del evento de interés es:
Q = {(x1,22)|z; = 6 pos.,i = 1,2} = #(Q) = 62 =36
A={(4,5),(5,4)} = #(A) =2
2
“P(A) = 36 = 0,0556.

Ahora, si se sabe que el resultado en uno de los dados es el niimero 5,
entonces se modifica el espacio muestral y, por ende, la probabilidad de

ocurrencia del evento. En efecto, si Q2* es el nuevo espacio muestral:

0* = {(1,5),(2,5),(3,5), (4,5), (5,5), (6,5), (5, 1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,6)}

= #(Q") =11
_o#A)2
= P(A) = A0~ 11 = 0182

Definicién 1.4 Sean los eventos A y B tal que IP(B) > 0. La probabilidad
condicional del evento A dado el evento B es definida por la expresion:
P(An B)

P(AIB) = s

Ejemplo 1.14 Para la situacién introductoria a la secciéon considerando
la definiciéon 1.4, se tendrd que A: aparecen los numeros 4 y 5 al efectuar
el experimento de lanzar 2 dados y B: en cualquiera de los 2 dados ha

aparecido el numero 5. O

Ejemplo 1.15 Considerar el experimento aleatorio de lanzar un dado (equi-
librado) 2 veces. El espacio muestral ) verifica que #(2) = 6-6 = 36. Si
los eventos A y B se definen como: A: sale 8 en la primera tirada y B:
los niimeros de ambas tiradas suman mds que 6. Hallar P(A n B).
Solucién: Aqui se tiene que P(A) = &, P(B) = 21 y luego P(4 n
B) = 2. Con estos resultados se tiene que P(A|B) = 2. O

Observacién 1.8 Se puede probar que P(A|B) satisface las condiciones

para ser una funcién de probabilidad. En efecto:

(a) Como P(An B)>0yP(B) >0, entonces P(A|B) = ]Pg?;?) > 0.

(b) P(Q|B) = 2522 = BB — 1.
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(c) Sea Aj, As,- -+ una sucesién infinita de eventos disjuntos, entonces:
P ((Uf 4) n B)
P((]4B| = (D)
j=1
_IP((Al UAQU"') ﬁB)
- P(B)

Como (A uAsu---)NnB=(A1nB)u(AanB)u---:

P (U4 0 B)
B P(B)

Los eventos A; N B son disjuntos para j = 1,2,---, entonces por la
propiedad 1.2:

Propiedad 1.9 Sean dos eventos A y B, entonces:
P(An B) =P(B)-P(A|B).
Demostracion: se obtiene directamente desde la definicién 1.4.

Ejemplo 1.16 Se seleccionan 2 estudiantes (sin reemplazo) y se desea cal-
cular la probabilidad de que ambos sean fumadores. De la muestra obteni-
da se tiene que el conjunto de estudiantes es de 32, de los cuales 4 fuman
y los 28 restantes no fuman.

Solucién: Sean los eventos A: primer estudiante seleccionado es fu-
mador y B: sequndo estudiante seleccionado es fumador.

Luego, la probabilidad de que ambos sean fumadores es P(A n B) y
se puede calcular mediante la propiedad 1.9:
P(An B)=P(A)-P(B|4) = & - & =0,0121. 0
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Propiedad 1.10 Se puede obtener una generalizacién de la propiedad 1.9,
para esto sean Ay, A, -+ , A, eventos cualesquiera, luego se define el even-

to B=A1nAyn---n A,, se cumplird que:

P(B) = P(A;) - P(As|A;) - P(A3](A1 A Ag)) -+ - P (An

n—1
(14 ).
j=1
Demostraciéon: Puede realizarse mediante induccién matematica.

Ejemplo 1.17 Se seleccionan 4 estudiantes (sin reemplazo) y se desea cal-
cular la probabilidad de que solo el primer y el tercer seleccionado sean
fumadores. De la muestra obtenida se tiene que el conjunto de estudiantes
es de 32, de los cuales 4 fuman y los 28 restantes no fuman.

Solucién: Esta es una extension del ejemplo 1.16, convenientemente
se definen los siguientes eventos:
Aq: primer estudiante seleccionado es fumador.
Ajs: segundo estudiante seleccionado es no fumador.
As: tercer estudiante seleccionado es fumador.
Ay: cuarto estudiante seleccionado es no fumador.

Siendo B = A; n As n A3z n Ay, la solucién al problema corresponde

a calcular la probabilidad de ocurrencia del evento B:

P(B) =P(A1) - P(A2]A1) - P(A3](A1 1 A2)) - P(A4|(A1 0 Az 1 A3))
4 28 3 27
- .22 22 0.0105.
32 31 30 29 0,0105
Con este resultado, la probabilidad de que solo el primer y el tercer

seleccionado sean fumadores es de 0,0105. O

Ejercicio propuesto 1.11 Considerar una urna compuesta por a fichas
azules y b fichas blancas. Se realiza el experimento (secuencial y repe-

titivo) con las siguientes condiciones:

(1) Se extrae una ficha y se observa su color.

(2) La ficha se devuelve con c fichas del mismo color.
(3) Luego se repite (1) y (2).

Para 3 repeticiones del experimento, definir los eventos A;: la i-ésima
ficha es azul y calcular la probabilidad de que en las 3 ocasiones la ficha

seleccionada sea de color azul.
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Independencia de eventos

La probabilidad condicional surge como respuesta a la actualizacion de
la informacién acerca de la ocurrencia de un evento A mediante lo que
se sabe de otro evento B. Es decir, P(A|B) modifica la probabilidad de
ocurrencia del evento A, P(A). Sin embargo, en algunas situaciones ocurre
que P(A|B) = P(A), es decir, la informacién que se tiene de A a través
del evento B no cambia la probabilidad de A. Este concepto se denomina

independencia de eventos.

Definicién 1.5 Sean A y B eventos del espacio muestral ). Luego, Ay B

seran eventos independientes si:
P(An B) =P(A)-P(B).

Ejemplo 1.18 Considerar el experimento aleatorio de lanzar un dado dos
veces y los eventos A: el nimero obtenido en ambas tiradas es impar y
B: la suma en ambas tiradas es impar. Probar la independencia de los
eventos Ay B.

Solucién: En este caso A y B son eventos disjuntos, es decir, P(A n
B) =P(¢) =0.

Ademés, se tiene que P(A4) = 1 y P(B) = 1, entonces P(A4)-P(B) =
Luego, los eventos A y B no son independientes.

o ®-=

Propiedad 1.11 Si A y B son dos eventos independientes, entonces los
eventos A y B¢ también son independientes.

Demostracién: Como A y B son independientes, entonces P(A n B) =
P(A) - P(B). Luego:

P(A A B°) = P(A) — P(A n B) = P(A) — P(A) - P(B) =
P(A)(1 - P(B)) = P(A) - P(B°).

Finalmente, de acuerdo con la definicién 1.5, A y B¢ son eventos inde-

pendientes. Notese que lo mismo ocurre entre los eventos A° y B, y entre
A¢y BC.

Propiedad 1.12 Sean A y B eventos cualesquiera, entonces:

(1) P(B) > 0= Ay B son independientes < P(A|B) = P(A) - P(B).
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(2) P(B) =0= Ay B son independientes.
Se puede generalizar esta propiedad para un ntimero finito de eventos.

Definicién 1.6 Aj, As,--- , A, son eventos independientes si y solo si:

h h
P <m Aj> = H P(A;), para cualquier h < n.
j=1 j=1

Luego, se puede enunciar una propiedad de independencia a través de

la probabilidad condicional.

Propiedad 1.13 Los eventos Aq, As,--- , A, son independientes si y solo

p <Ai

con ]P(ﬂ?:1 A;)#0

S1:

h
ﬂ Aj> =P(4;), i #jy para cualquier h < n,
j=1

Propiedad 1.14 Los eventos Ay, As, - -+ , A, son dos a dos independientes

si y solo si:

]P(AZ‘A]) = P(Al), VZ #* j, siendo ]P(AJ) # 0, V] < n.

Particiones del espacio muestral

Definicién 1.7 Una coleccién de eventos {A;|i € IN} es una particién de Q

si y solo si:
(1) A;nAj = ¢, Vi # j (los elementos A; son excluyentes).

(2) U A; = Q (los elementos A; son exhaustivos).
€N

Ejemplo 1.19 La coleccién de eventos {A, A}, VA € F constituyen una
particién del espacio muestral 2 donde F es una o-algebra de €. O
Probabilidad total y teorema de Bayes

Para la propiedad 1.9 si se considera el evento A como una particién
Ay, As, -+, A, del espacio muestral, entonces la probabilidad de B puede
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ser entendida como la probabilidad de ocurrencia del evento B en cada uno
de los eventos que constituyen la particiéon de A definida anteriormente,
y el célculo de P(B) es la suma de cada probabilidad obtenida en cada
particién de acuerdo con la propiedad 1.9. Este resultado se conoce como
teorema de la probabilidad total.

Otro resultado de interés es la probabilidad de ocurrencia de alguno
de los eventos de la particién condicionado en la ocurrencia de B (por
ejemplo, la particiéon puede ser tres métodos de ensenianza y el evento B,
alcanzar un porcentaje aceptable de los resultados de aprendizaje por parte
de los estudiantes. Entonces la pregunta de interés es ;cudl es la probabili-
dad de que al aplicar el método 1 los estudiantes alcancen un resultado de

aprendizaje adecuado?). Esta situacidn se conoce como teorema de Bayes.

Propiedad 1.15 Ay, Ao, -+, A,, definen una particién del espacio mues-

tral 2. Sea B un evento cualquiera, entonces:

(a) P(B) = Z P(BJ|A4;) - P(A;) (teorema de probabilidad total).

i=1

(MM&&-MEﬁ;%m

,i=1,2,--- ,n (teorema de Bayes).
Demostracion: (a) como los eventos A; constituyen una particién del
espacio muestral 2 y B c €, entonces el evento B se puede expresar como

la unién de este con cada uno de los eventos de la particion:

B =

n
1=

mﬂuﬂ:P@n:P(OUhmm>.

1 i=1

Como (A4;,nB)n(A;nB) = ¢ parai # jy P(4;nB) = P(4;)-P(A4;|B),

entonces:

P(B) = Y P(4; n B) = ) P(4;)P(B|A;).

i=1 =1

(b) Aqui se utiliza la propiedad 1.9 y la propiedad 1.15(a). En efecto:

_P(A4;nB)  P(4) P(B|A)
P(A;|B) = B(B) 3. P(A,) P(BA)

j=1
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Ejemplo 1.20 En una fabrica existen 3 méquinas que producen el 100 %
de los articulos que se elaboran. La méquina M, produce el 20 %; la maqui-
na Mo, el 30 %, y la mdquina M3, el 50 % restante. Por otro lado, se sabe
que el 1%, el 2% y el 3% de los articulos fabricados por las mdquinas
My, Ms y Ms, respectivamente, son defectuosos. Si se selecciona un articu-
lo de la produccién total, determinar la probabilidad de que el articulo
seleccionado provenga de la maquina M si se sabe que este es defectuoso.

Solucién: Se definen algunos eventos de interés para el problema. A;:
el articulo seleccionado proviene de la mdquina M;, i = 1,2,3, y B: el

articulo seleccionado es defectuoso.

ZB] P(B|A;) - P(A;)

:]P(B\AO -P(Ay) + P(B|Az) - P(Az) + P(B[A3) - P(A3)
=0,01-0,20 + 0,02 - 0,30 + 0,03 - 0,50 = 0,023.

Noétese que el evento de interés, para responder a lo que se pide deter-

minar, es A;|B. Luego:

P(B|A:)-P(A;) _ 0,01-0,20
SIS P(BIA)) - P(4)) 0,023

j=1

P(A,[B) =

= 0,087.

Entonces, al observar un articulo defectuoso, la probabilidad de que

provenga de la mdquina M; es de 8,7 %. O

Observacién 1.9 En el teorema de Bayes, IP(A;) es la probabilidad a prio-
ri de ocurrencia del evento A;, y P(A4;|B) es la probabilidad a posteriori
de ocurrencia del evento A; con la informacién que aporta la ocurrencia

del evento B.

1.5. Ejercicios resueltos

1. Sean A, B y C tres eventos en un espacio de probabilidad. Expre-
sar, utilizando la notacién de conjuntos, los siguientes eventos en
términos de A, By C.

(a) Solo ocurre A.
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Ocurren A y B, pero no ocurre C'.

Los tres eventos ocurren.

Exactamente uno de los tres eventos ocurre.
Ninguno de los tres eventos ocurre.

Por lo menos dos de los tres eventos ocurren.

Solucion:

(a)

Si solo ocurre A, entonces no ocurre ni B ni C, es decir, B¢ n
CC€. De esta manera, el evento solo ocurre A se denota con:
(A nBY n C’C) y se lee como ocurre A y no ocurre B y no

ocurre C'.

Que no ocurra B equivale a su complemento: B€. Ocurren A y

B, pero no ocurre C' se denota como (A NnBn CC).

Este evento se puede reescribir como ocurre A y ocurre B y

también ocurre C', lo que en notaciéon conjuntista se denota con
(AnBn(O).

Exactamente uno de los tres eventos ocurre se interpreta como
ocurre A, pero no ocurre ni B ni C; u ocurre B, pero no ocurre

ni A ni C; u ocurre C, pero no ocurre A ni B. Se denota con:
(AmBCmCC) U (BmACmBC) U (CmACmBC).

Ninguno de los tres eventos ocurre se interpreta como que no

ocurre ni A ni B y tampoco ocurre C, esto es, (AC n B¢ n CC).

Por lo menos dos de los tres eventos ocurren implica una disyun-
cién entre ocurren exactamente dos eventos 'y ocurren los tres a

la vez. Ocurren exactamente dos de los tres eventos es:
(AmBmC’C) u(AmCch)u (BmCmAC).

Mientras que el evento ocurren los tres a la vez se denota con
An BnC. Por lo tanto, el evento de interés es la unién de estos

dos eventos.

(AnBnC)U(AnCABY)U(BnCnA“)Uu(AnBnCO).
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2. Se extraen 4 cartas de una baraja con 52 cartas. ;Cudl es la proba-

bilidad de que 2 sean negras y 2 sean rojas?

Solucién: Teniendo en cuenta que el orden en que van apareciendo
los colores es irrelevante y, ademas, que de las 52 cartas hay 26 rojas

v 26 negras, el espacio muestral es:

Q ={(x1,x2,x3,24)|x; =52 — (1 — 1) pos.,i = 1,2,3,4}
= #(Q) =52 51 - 50 - 49.

Debido a que el orden es irrelevante, es posible definir el evento de
interés A: las primeras 2 cartas son rojas y las siguientes 2 cartas

son negras. Entonces:
A ={(z1, 22, 23,24)|21 = 26 pos. , 9 = 25 pos.

3 = 26 pos., 4 = 25 pos.}
=#(A) = 2625 - 26 - 25.

Luego, la probabilidad de A es:

P(4) = #(A) _ 26-25-26-25 _ 325
#(Q)  52-51-50-49 833

3. {Cual es la probabilidad de que los cumpleanos de 12 personas sean

en meses diferentes?

Solucidn: Sea i el nimero de mes, siendo enero el primero, febrero

el segundo, etc., el espacio muestral es:

Q= {21, ,22lr; = 12 pos.} = #(Q) =12---12 = 122,

El evento de interés puede definirse como A: cada una de las 12

personas tiene cumpleanos en un mes diferente al resto:

A={($1,"' ,1‘12|$i=12—(i—1) pOS.,iZl,--- ,12)}
S#(A)=12-11---1 = 12!

Por lo tanto, la probabilidad de que ocurra A es:

12! 1925
P(A) = = =54-107°.
(4) 1212 35831808 5410
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4. Una caja contiene 40 tornillos en buen estado y 10 tornillos defec-
tuosos. Se selecciona una muestra de 5 tornillos. Calcular las proba-

bilidades de ocurrencia de los siguientes eventos.

(a) Ningun tornillo de la muestra es defectuoso.
(b) Ninguno, uno o dos tornillos de la muestra son defectuosos.

(c) La muestra contiene, por lo menos, un tornillo en buen estado.

Solucién: Este problema corresponde al principio de la urna con
seleccién sin reemplazo. Luego, el espacio muestral es N = 50 que
corresponde a la cantidad de tornillos, en el cual se pueden identificar
M; = 40 elementos del tipo I (tornillos en buen estado) y My = 10
del tipo IT (defectuosos). Se extrae una muestra de n = 5 elementos
(tornillos). Entonces, si se define el evento Vj: existen exactamente
k tornillos defectuosos, por lo que se tiene el evento Vi: existen

exactamente k tornillos en buen estado.

(a) El evento de interés ningin tornillo es defectuoso es equivalente
a Vi hay exactamente 0 tornillos defectuosos. Luego, la proba-

bilidad de Vj queda determinada por:

(40)(10)
2251
P(Vy) = ~OZNO 82251 0

(50) T 264845
5

Entonces, la probabilidad de no encontrar tornillos defectuosos
es de 31 %.

(b) Segin el problema se pueden identificar tres eventos: Vo, V7 y
Va. Ya que Vj fue obtenido en el punto (a), de manera anéloga se

puede obtener la probabilidad de los eventos Vi y V5. En efecto:

()
)
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Como los 3 eventos son independientes, la probabilidad de queda

determinada por la suma directa. Asf:
<40> (10) <40> (10) <40) <10>
5 0 4 1 3 2
PVovWiuVe) = =20+ =75y T~ /50
5 5 5

504127
PVouiula) =560

= 0,952.

Entonces, la probabilidad de tener como maximo 2 tornillos de-

fectuosos es de 95 %.

(c) El problema se puede resolver de dos formas diferentes:

Forma 1: Sea B = V£ u V5 u V5 U Vf U Vi el evento de interés,
donde V;, i = 1,2,3,4,5 son eventos excluyentes, por lo que la

probabilidad de ocurrencia de B se obtiene:

L (09 ()
P R

5661

2775660 = 0,999.

(5) ()
(5)

+ + + +

Forma 2: Esta forma es més directa; se usa el complemento del
evento de interés. El complemento del evento por lo menos un
tornillo estd en buen estado es ninguno de los tornillos estd en

buen estado y este evento es equivalente con los 5 tornillos son

defectuosos.
PVFOVEFUVEUVFOUVE) = 1-P(Vs)
75661
= 75660 7Y

5. Se distribuyen, aleatoriamente, 12 monedas de $100 entre 5 nifos
llamados Abel, Bolzano, Cauchy, Dirichlet y Euclides. Calcular la

probabilidad de que Abel reciba exactamente 3 monedas.

Solucién: El espacio muestral es el conjunto formado por todas las
diferentes maneras de repartir las 12 monedas entre los 5 ninos, con-

siderando que puede haber al menos 1 nifio que no reciba monedas.
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Se define el suceso A; como el nimero de monedas que recibe el
i-ésimo nino y cuyos valores pueden ser un entero entre 0 y 12,
es decir, A; = {0,1,2,3,4,...,12}, y considerando a Abel como el
primer nino, a Bolzano el segundo, a Cauchy el tercero, a Dirichlet
el cuarto y a Euclides el quinto (ejemplo: si A3 = 4, quiere decir que

el segundo nino, Bolzano, recibe 4 monedas).

El espacio muestral se denota con:

Q= {($1,$2,x3,$4,$5)|$1 + 2o +T3 + Ty +x5 = 12} .

Asi, se tiene que la cardinalidad del espacio muestral es:

#(Q):<12+5_1

= 1820.
-1 ) 820

El célculo de los casos favorables, teniendo en cuenta que Abel debe
recibir exactamente 3 monedas, por lo que se requiere repartir las

restantes 9 monedas entre los otros 4 amigos, se puede hacer de

(9 Zf; 1) = 220 maneras diferentes.
Por lo tanto, la probabilidad buscada es:
220
P(A; =3) = —— =0,121.

. Un contador tiene sobre su mesa 2 grupos de 20 planillas cada uno.
En el primer grupo existen 2 planillas con errores de calculo y en el
segundo hay 3. Una corriente de aire hace que las planillas caigan
de la mesa y, al recogerlas, una del primer grupo se mezcla con las
del segundo grupo. ;Cudl es la probabilidad de que, al revisar una

planilla del segundo grupo, el contador encuentre un error?

Solucién: Este es un de problema de calculo de probabilidad que
involucra condicionalidad. Primero, se calcula la probabilidad de
que la planilla que paso6 del grupo 1 al grupo 2 contenga un error de

calculo. Para esto, se definen los siguientes eventos:

F4: la planilla que pasa del primer grupo al segundo contiene un
error de célculo. De esta manera, se tiene que:

2 1 18 9
P(El):%:ﬁélP(El):%:l—o.
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Se define el evento E: la planilla seleccionada por el contador, del
grupo 2, contiene un error de cdlculo. Luego, se analizan las proba-
bilidades en el segundo grupo, sabiendo que hay una planilla mas
que al inicio, por lo que el total de planillas en el grupo 2 es 21. Si la
planilla que viene del grupo 1 contiene errores de céalculo, el grupo 2
ahora tiene 4 planillas con errores y 17 sin errores; si la planilla que
viene del grupo 1 no contiene errores, entonces en el grupo 2 hay 3
planillas con errores y 18 sin errores. Esto ultimo, permite calcular
las siguientes probabilidades condicionales:
P(EIE) = oy R(EIE) = 5.

Por 1ltimo, para determinar la probabilidad pedida, se usa el teore-
ma de probabilidad total. Asi:

P(E) =P(E|Ey) - P(E1) + P(E|EY) - P(EY)
4 1 3 9 31

T21710 21 10 210
. En un armario hay 10 pares diferentes de zapatos. Se escogen al azar
y sin reemplazo 4 zapatos. Hallar la probabilidad de que al menos

aparezca un par correcto entre los 4 escogidos.

Solucién: Sea el evento A: al menos aparece un par entre los 4
escogidos. Para determinar P(A) es posible usar el complemento del

evento, A¢: entre los 4 zapatos escogidos mo aparece ningun par.

Para el espacio muestral 2: nimero de maneras diferentes de escoger
4 zapatos entre los 20, sin reposicion, se tiene que su cardinalidad
es:

#(Q)=20-19-18-17.

Para el cdlculo de #(A), reflexionar que entre los 10 pares hay que

elegir 4 distintos representados por un zapato y este puede ser iz-

quierdo o derecho. Asi, se tiene que:

10-9-8-7-2-2-2-2  20-18-16-14 224
20-19-18-17  20-19-18-17 323

P(A°) =

Finalmente, la probabilidad que se buscaba es:

224 99

= 0,3065.
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8. Una empresa produce piezas de dos maquinas I y II, que pueden
presentar desajustes con probabilidad de ocurrencia 0,05 y 0,10 res-
pectivamente. En el inicio del dia de operar una prueba es realizada
y, en caso que la maquina estuviera desajustada, ella quedara sin
operar ese dia pasando por revisiéon técnica. Para cumplir el nivel
minimo de produccién, por lo menos una de las maquinas debe ope-
rar. Determinar la probabilidad de que la empresa cumpla con sus

metas de produccién.

Solucidn: Sea A; el evento: la mdquina i estd funcionando, con i =
1, 2. Luego, para obtener el minimo de produccién diaria, se necesita
tener por lo menos una maquina operando. Esto corresponde a la
ocurrencia del evento: B = (41 n As) u (41 n AS) u (A n A).
Notar que estos tres eventos son disjuntos, con esto la probabilidad

corresponde a:

P (B) = P(A; A As) + P(A; 0 AS) + P(AS A Ay). (1.6)

Asi, quedan por determinar las probabilidades de las intersecciones.
Una forma de abordar este tipo de problemas es apoyarse en una
representacién grafica, el llamado drbol de probabilidades. Cada uno
de los caminos del arbol indica una posible ocurrencia, la cual es
posible completar considerando la informacién disponible, esto es,
P(A1) =0,95y P(Ay) = 0,90 (véase figura 1.4).

Figura 1.4: Arbol de probabilidades

A
0,90 2
0,95 A
0,10 4
0,90 4,
0,05 A€

Fuente: elaboracién propia.
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Al completar el arbol, obsérvese que se asume independencia entre
los eventos A1 y As, pues se cree que la eventual falta de ajuste en
una maquina no interfiere en el comportamiento de la otra. Notese
también que en caso de independencia, la segunda rama del arbol
no es afectada por la ocurrencia de los eventos que aparecen en la
primera rama. Por lo tanto, por la definicién de independencia, se
tiene que P(Az|A;) = P(Az) = 0,90.

Luego, la probabilidad de ocurrencia de A; y Ay estd dada por el
producto de las dos ramas que genera este evento, es decir: P(4; N
As) = P(A3]Ay) - P(As) = 0,95 - 0,90 = 0,855. Usando este andlisis
es posible obtener las probabilidades de los otros dos eventos de la
expresion 1.6, con lo cual se tiene que la probabilidad de mantener

el nivel minimo diario de produccién es de 0,995.

o1 .
. En un cuarto medio, = son hombres. El 20 % de los hombres est4
en el electivo de Termodindmica, mientras que de las mujeres solo
el 10% est4 en ese electivo. Si se selecciona un estudiante al azar,

calcular la probabilidad de que:

(a) Estudie Termodindmica.

(b) Sabiendo que estd en el curso Termodindmica, sea mujer.

Solucién: Se definen los eventos M: el estudiante seleccionado al
azar es muger v T: el estudiante seleccionado al azar estudia Ter-

modindmica.

(a) Para la primera problemética, se puede usar el teorema de pro-
babilidad total, pues la persona que estudia Termodindmica pue-

de ser hombre o mujer.

P(T) =P(T|M) - P(M) + P(T|M*) - P(M°)
1 2 2 1 2

103 03 15

(b) Para la segunda parte, la pregunta hace referencia a una condi-
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cionalidad, lo que implica el teorema de Bayes.

_ P(T|M) - P(M)
P(M|T) CP(T|M)-P(M) + P(T|Me) - P(Mc)
53 1

WM | =

2 1 .
ti3 2

sl

10. Sean 2 monedas, una honesta y otra que resulta cara en cada lanza-

11.

miento con probabilidad 0,6. Se escoje una moneda al azar y, después
de lanzada 4 veces, se observa cara 3 veces. ;Cudl es la probabilidad

de que la moneda escogida haya sido la honesta?

Solucién: Segun el problema se pide calcular la probabilidad de
que la moneda elegida haya sido la honesta sabiendo que salieron 3
caras en los 4 lanzamientos, esto es, teorema de Bayes. Se define el
suceso C: en cuatro lanzamientos aparecen 8 caras 'y H: la moneda
escogida es honesta. Usando el tridngulo de Pascal y el principio
multiplicativo, se obtiene que si se lanza la moneda honesta se tendra

que:
Pl = ;) - 05" 03).

pues la probabilidad de salir cara o sello en una moneda honesta es

0,5. En cambio, si lanzamos la moneda cargada:
c 4 3
PCIH) = () - (0.6)" - (0.4),

Con estas probabilidades claras, mas el hecho de que la probabilidad
de elegir la moneda honesta es igual a la de elegir la moneda cargada

(0,5), la respuesta al problema se basa en el teorema de Bayes:

P(C|H) - P(H)
IO =piatmy ) + Pl PO
() <0,5>‘*

= = 0,4197.
0,4

Se tienen 3 cajas. La caja I contiene 4 bolas blancas y 2 negras, la
caja Il contiene 3 blancas y 1 negra, y la caja I contiene 1 bola

blanca y 2 negras.
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(a) Se extrae una bola de cada caja. Determinar la probabilidad de

que todas las bolas sean blancas.

(b) Se selecciona una caja y de ella una bola (en ambos casos al
azar). Determinar la probabilidad de que la bola extraida sea

blanca.

(c) Calcular en (b) la probabilidad de que la primera caja haya sido

escogida, dado que la bola extraida es blanca.

Solucién:

(a) Extraer una bola de una caja representa ensayos independientes,
por lo que se puede usar el principio multiplicativo. Sea el suceso
B; la bola de la i-ésima caja es blanca, luego la probabilidad de

ocurrencia de los 3 eventos es:

P (B1 n By n B3) =P (By) P (Bz) - P (Bs)
1301

J— 1_
6 4 3

5
(b) Que la bola sea blanca depende de qué caja fue seleccionada,

esto es, teorema de probabilidad total. Se definen los sucesos B:

la bola seleccionada es blanca y Cy: la caja seleccionada es la i,
1

donde ¢ = {1,2,3}. Ademas, para cada i, P(C;) = 3

Con el resultado anterior, la probabilidad de B es:

P(B) =P(B|Cy) - P(C1) + P(B|C2) - P(C2) + P(B|C3) - P(C3)
4131 17
6 3 4 3 3 3 12

(c) Utilizando lo realizado en (b), la solucién es:

P(B|CY)-P(C1) _ §°3

P(Cy|B) = 2?21 P(B|C;) - P(Cy) 1% 21

En un restaurante, 3 cocineros A, B y C' preparan un tipo especial
de torta, y con probabilidades respectivas de 2 %, 3% y 5 % su masa
de torta no crece (no completa satisfactoriamente el proceso de fer-

mentacién de la masa). Se sabe que A prepara el 50 % de las tortas,
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B el 30% y C el 20% restante. Si se observa una masa de torta que
no crecio, jcudl es la probabilidad de que haya sido preparada por

el cocinero A?

Solucidn: Se quiere calcular la probabilidad de que el cocinero A
haya preparado la masa, sabiendo que la masa no crecié. Esto indica

que se debe trabajar con el teorema de Bayes. Definiendo los sucesos:

C1: La masa fue preparada por el cocinero A.
C5: La masa fue preparada por el cocinero B.
Cj3: La masa fue preparada por el cocinero C.

N: La masa no crecid.

Usando el teorema de Bayes, se tiene que:

S P(VIC) - P(C)

1.6. Ejercicios propuestos

1. ;De cudntas maneras pueden sentarse 15 personas en una fila de 5

sillas disponibles?

2. ;Cuantos ntmeros se pueden formar al arreglar los digitos del nime-

ro 4130131 (excluyendo los que comienzan con 0)?

3. En un grupo de 10 amigos, jcudntas distribuciones de sus fechas de

cumpleanos pueden darse al ano?

4. Un estudiante debe elegir 7 de las 10 preguntas de un examen. ;De
cudntas maneras puede elegir si (a) no hay repeticiones y (b) las 4

primeras son obligatorias?

5. Entre 5 matemdticos y 7 fisicos hay que constituir una comisién de

2 matematicos y 3 fisicos. ;De cudntas maneras podria formarse si:

(a) Todos son elegibles.

(b) 1 fisico en particular ha de estar en la comisién.
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(¢) 2 matemdticos concretos no pueden estar juntos.

Hay que poner a 5 hombres y 4 mujeres en una fila de modo que
las mujeres ocupen los lugares pares. ;De cudntas maneras puede

hacerse?

. Cuéntos tipos de collares (circulares) pueden formarse con 4 perlas
azules y 5 perlas rojas usando todas las perlas disponibles (es decir,

modelos de combinaciones de colores que no se repiten)?
Sean los eventos A, B y C de un mismo espacio muestral. Probar:
(a) Sea C = (A n B)°n (A°n B)%:
P(C)=1-[P(A) —P(An B)] - [P(B)—P(An B)].
(b) P[(AnB)u (A°n B)]=P(A) +P(B) —2P(A n B).
(¢) 1 -P(A°) —P(B°) < P(A n B) (desigualdad de Boole).

(d) |P(A) —P(B)| < P(AAB) (desigualdad triangular), con AAB =
(An B¢ u(Bn A°).

(e) P(An B) < P(A) < P(Au B) < P(A) + P(B).
(f) P[(AnB°) | C]=P(A|C)—P[(An B) | C].
(g) P(A) < P(AuU B) = P(A n B) < P(B).

Probar que la funcién dada es una funciéon de probabilidad:

(a) P(A) = Zp(l—p)”_170<p<1, con AcQ={1,2---}.
TEA

(b) P(A) = #A 4 cq

#(€)
(c) P(A) = LEA \/% exp {;£2} dz, con ) = R.

Mostrar que la probabilidad de que ocurra exactamente uno de los
eventos A o B es igual a P(A) + P(B) —2P(A n B).

Un experimento aleatorio consiste en ubicar r bolitas numeradas del
1 al r en n celdas distintas numeradas del 1 al n. Este experimento

permite ubicar incluso todas las bolitas en una misma celda.

(a) Describir el espacio muestral y determinar su cardinalidad.
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(b) Determinar la probabilidad de que cada bolita sea ubicada en

solo una celda.

(¢) Determinar la probabilidad de que una celda especifica tenga k
bolitas (con k < n).

Ocho amigos se fueron de vacaciones a Europa. Ellos tomaron vuelos
distintos y se pusieron de acuerdo para encontrarse en el Grand
Hotel de Paris. Pero resulta que en esa ciudad hay ocho hoteles
con ese nombre. ;Cudl es la probabilidad de que todos ellos escojan

hoteles diferentes?

La noche anterior a la prueba de la asignatura de Probabilidades se
retnen 4 alumnos para estudiar (esta situacién no es aconsejable).
Encontrar la probabilidad de que por lo menos 2 estudiantes hayan

nacido el mismo mes.

Se ha lanzado un dado legal 4 veces. ; Cuél es la probabilidad de que

se obtenga el nimero 3 en 2 de las 4 tiradas?

Una moneda es lanzada 3 veces. Considerar el evento definido por
Aj;: sale cara en el i-ésimo lanzamiento, para i = 1,2,3. Determinar

los siguientes eventos:

a) Af n A,.

(c
(d Al N (A2 v Ag)

(a)
(b) Ai U Ag.
) (A n Ag)°.
)
Considerar el espacio muestral formado por las 24 permutaciones
de los nimeros 1, 2, 3 y 4, todos equiprobables. Se define el evento

A;: el numero i aparece en el i-ésimo lugar, i = 1,2,3,4. Calcular
IP(Al N A2 N A3 N A4)

A, By C son eventos de un mismo espacio muestral, tal que P(B) =
0,5, P(C) = 0,3, P(B|C) = 0,4 y P(A|(B n C)) = 0,5. Calcular
P(AnBn ().
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Sean 2 eventos A y B de un mismo espacio muestral y tales que
P(A) = % y P(B) = %. Mostrar los siguientes resultados:

(a) P(AuB) > %

(b)

(c)
En una fiesta de cumpleanos, donde hay n ninos se reparten d dulces.

(a) Obtener el ndmero de posibilidades para repartir los d dulces.

(b) Calcular la probabilidad de que al repartir los d dulces, al nifio

de cumpleanos le corresponda al menos uno.

(c) Sila cantidad de nifnos es igual a la cantidad de dulces, calcular

nuevamente (b).

Un vendedor de autos nuevos ha comprobado que los clientes soli-
citan en especial algunos de los siguientes extras: transmisién au-
tomética (A), neuméticos pantaneros (B) y/o radio (C). Si el 70 %
de los clientes solicita A, el 75 % solicita B, el 80 % solicita C, el
80 % requiere A o B, el 85 % requiere A o C, el 90 % requiere B o C,
y el 95% requiere A o B o C. Calcular la probabilidad de que:

(a) El préximo cliente solicite a lo menos una de las tres opciones.
(b) El préximo cliente solicite solo una radio.

(¢c) El préximo cliente solicite solo una de las tres opciones

Un detector de mentiras muestra una lectura positiva (indica una
mentira) el 10 % de las veces cuando una persona estd diciendo la
verdad y el 95% de las veces cuando la persona estd mintiendo. Si

dos personas son sospechosas de un mismo crimen y una de ellas es

culpable, determinar la probabilidad de que el detector muestre:
(a
(b
(c

(d) Una lectura positiva para cualquiera de los sospechosos.

Una lectura positiva para ambos sospechosos.
Una lectura positiva para el culpable y negativa para el inocente.
Un resultado completamente equivocado.

)
)
)
)
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Un sistema de propulsién estd formado por un motor y dos calderas.
El sistema funciona cuando estd operando el motor y al menos una
caldera. La probabilidad de que el sistema funcione es de 0,7, la
probabilidad de que funcione el motor y solo la caldera 1 es de 0,4,
mientras que la probabilidad de que funcione el motor y solo la
caldera 2 es de 0,5. Determinar la probabilidad de que el sistema

funcione con el motor y ambas calderas.

Una muestra de tamano 3 es seleccionada sin reemplazo desde una
urna que contiene 6 fichas, de las cuales 4 son azules y el resto,

verdes. Determinar la probabilidad de que:

(a) La primera y la segunda fichas extraidas sean azules y la otra

verde.

(b) La muestra contenga exactamente 2 fichas azules.

En sus ratos libres un profesor se dedica a la pesca. Cierto dia es-
te profesor ha pescado 10 peces, pero 2 son mas pequenos que el
tamano minimo legal. Ese dia no fue del todo bueno, ya que un
inspector de pesca revisé su canasta. El inspector seleccioné al azar
(sin reemplazo) 2 peces del total de 10. ;Cuél es la probabilidad de

que no seleccione ninguno de los pescados de tamano ilegal?

En cada una de las 10 urnas Uy, Us, ..., Ujg hay 10 fichas. La urna
con numero n (para 1 < n < 10) contiene n fichas blancas y 10 —n
negras. Si se extrae una urna al azar y de esta se saca una ficha, la
cual se sabe que es blanca, jcudl es la probabilidad de que la ficha

provenga de la urna 47

Una caja A contiene 12 fichas negras y 8 fichas rojas. Otra caja

idéntica B contiene 10 fichas negras y 20 rojas.

(a) Se toma una caja al azar y se saca una ficha. Encontrar la pro-

babilidad de que la ficha seleccionada sea negra.

(b) Se toma una caja al azar y se saca una ficha que resulta ser

negra. ;Cudl es la probabilidad de que provenga de la caja B?
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Una caja contiene n fichas de las cuales m son blancas. Se extraen
2 fichas y se define el evento A;: la i-ésima ficha seleccionada es

blanca, i =1, 2.

(a) Obtener IP(A2|A1)/IP(A2)

(b) Verificar que la expresién obtenida en (a) tiende a 1 cuando n

y m tienden a infinito.

Una compania de seguros divide a las personas en dos clases: quienes
son propensos a accidentes y quienes no lo son. Sus estadisticas
muestran que una persona propensa a accidentes tendra, en no maés
de un ano, un accidente con probabilidad 0,4, mientras que esta
probabilidad decrece a 0,2 para personas no propensas a accidentes.

Si pensamos que un 30 % de la poblacién es propensa a accidentes:

(a) {Cuél es la probabilidad de que una persona que compra una

nueva péliza tenga un accidente en no mas de un ano?

(b) Suponer que un nuevo asegurado ha tenido un accidente a no
mas de un ano de haber comprado su pdliza. ;Cuél es la proba-

bilidad de que sea propenso a accidentes?

Un andlisis para detectar un escape en una planta de energia nuclear
indica que no hay escape en el 95 % de los casos cuando la planta estd
funcionando correctamente, y senala la falla en el 99 % de los casos
cuando realmente hay un escape. De todas las plantas existentes en

un pais se sabe que el 1% presenta fallas de escape.

(a) Si se analiza una planta cualquiera y el resultado del andlisis
indica que hay un escape. ;Cudl es la probabilidad de que el

resultado esté errado?

(b) ¢{Cudl es la probabilidad de que en una planta elegida al azar el

analisis indique que no hay un escape?

(¢) ¢Cuadl es la probabilidad de error del anélisis?

Como parte de su proceso de seleccién una empresa ofrece a los pos-
tulantes un curso de entrenamiento de dos semanas. Al cabo de ese

periodo los postulantes son clasificados como buenos, satisfactorios
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v malos; la experiencia indica que los postulantes se distribuyen en
25 %, 50 % y 25 %, respectivamente.

Se desea aplicar un test para reemplazar el entrenamiento, el que
tiene como requisito que asegure que un postulante reprobado en el
test es categorizado como malo en el caso de que haya realizado el
curso. Con este objetivo, al iniciar un nuevo proceso de seleccidn, a
los postulantes se les aplica el test y segun el resultado son califi-
cados como aprobados y reprobados; luego de terminado el curso se
obtiene que de los clasificados como buenos, satisfactorios y malos,
el 80 %, 50 % y 20 %, respectivamente, habian sido calificados como
aprobados en el test.

Con estos resultados, determinar la probabilidad de que un postu-

lante aprobado en el test sea considerado malo si realizé el curso.

Dos maquinas de una planta elaboran el total de la produccién de
cierto articulo. La primera maquina elabora el 10 % de la produccién
total. La probabilidad de producir un articulo defectuoso con dichas
méquinas es de 0,01 la primera y de 0,05 la segunda. ;Cuél es la
probabilidad de que un articulo tomado al azar de la produccién de
un dia haya sido producido con la primera maquina, sabiendo que

es defectuoso?

Suponer que en el 40 % de los accidentes en autopistas participa la
velocidad excesiva de por lo menos uno de los conductores, y en el
30% el consumo de bebidas alcohdlicas también en al menos uno
de los conductores. En el caso de que el conductor haya consumido
alcohol, existe una probabilidad del 60 % de que conduzca a exceso
de velocidad, mientras que en el caso contrario esta probabilidad es
de apenas un 10 %. Ocurre un accidente con participacién de exceso
de velocidad, jcudl es la probabilidad de que haya habido consumo

de bebidas alcohdlicas?

Un anélisis de sangre de laboratorio es efectivo en el 95% de los
casos para detectar una determinada enfermedad cuando, en efecto,
estd presente. Sin embargo, la prueba también arroja un resulta-

do falso positivo para el 1% de las personas sanas testeadas (es
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decir, si se realiza una prueba a una persona sana, entonces, con
una probabilidad de 0,01, el resultado de la prueba indicard que
tiene la enfermedad). Si el 0,5% de la poblacién realmente tiene la
enfermedad, jcudl es la probabilidad de que una persona tenga la

enfermedad dado que el resultado de la prueba es positivo?

Supongamos que tenemos 3 cartas de idéntica forma, excepto que
ambos lados de la primera carta son de color rojo, ambos lados de
la segunda carta son de color negro, y un lado de la tercera carta
es de color rojo y el otro lado negro. Las 3 cartas se mezclan en
un sombrero y se selecciona una al azar. Si el lado superior de la
carta elegida (al ponerla sobre una mesa) es de color rojo, jcudl es

la probabilidad de que el otro lado sea de color negro?

En un sistema de alarma, la probabilidad de que se produzca un
peligro es de 0,1. La probabilidad de que la alarma funcione sabiendo
que se produce peligro es de 0,95. La probabilidad de que funcione
la alarma dado que no hay peligro es de 0,03. Hallar la probabilidad
de que:

(a) No haya habido peligro sabiendo que la alarma funciond.
(b) Haya un peligro o la alarma no funcione.

(¢) No funcione la alarma.

Problemas adicionales

A continuacién, se presentan algunos problemas que tienen el caracter de

desafio y que han sido trabajados ampliamente por diversos autores. Sus

soluciones estdn disponibles en textos de probabilidades (se puede realizar

la busqueda por el nombre del problema).

1.

2.

(Problema de los cumpleafios). En un grupo de r personas, jcudl es
la probabilidad de que por lo menos dos de ellas estén de cumpleanos
en el mismo dia? ;Cudl es el numero r de personas para el que se

obtiene una probabilidad de ocurrencia mayor a 0,57

(Paradoja de Bertrand). Un circulo unitario, como se presenta en la

figura 1.5(a), tiene inscrito un tridngulo equildtero de lado igual a
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\/3. ;Cual es la probabilidad de que una cuerda de ese circulo, esco-

gida al azar, tenga una longitud mayor que el lado de ese triangulo?

. (Muestras con y sin reposicién). En un lote de n piezas existen m
defectuosas. Una muestra sin reposicién de r de esas piezas, r < n,
es seleccionada al azar y se desea saber cudl es la probabilidad de

obtener k piezas defectuosas, k < min(r, m).

. (Problema de la eleccién y principio de la reflexién). Suponer que dos
candidatos I y IT disputan una eleccién recibiendo, respectivamente,
a y b votos. Asumiendo que a > b, calcular la probabilidad de que

el candidato I esté siempre adelante en el conteo de votos.

. (Problema del juego de una feria). El juego de una feria consiste en
lanzar monedas de radio r sobre un tablero cuadriculado, donde el
lado de cada cuadrado mide a unidades. Un jugador se hace acreedor
de un premio si la moneda lanzada no toca ninguna de las lineas.
i De qué tamafio deben ser a y r para que la probabilidad de ganar

en este juego sea menor a i?

. (Problema de los dos amigos). Dos amigos deciden encontrarse en
cierto lugar pero olvidan la hora exacta de la cita, inicamente re-
cuerdan que era entre las 12:00 y las 13:00 horas. Cada uno de ellos
decide llegar al azar en ese lapso y esperar solo 10 minutos. ;Cual

es la probabilidad de que se encuentren?

. (Problema de la aguja de Buffon). Considerar un conjunto infinito
de lineas horizontales paralelas sobre una superficie plana, donde
la distancia entre una linea y otra es L. Se deja caer una aguja
de longitud [ sobre la superficie. Suponga | < L. Determinar la

probabilidad de que la aguja cruce alguna linea.

. (Problema de la varilla de metal). Una varilla de metal de longi-
tud [ se rompe en dos puntos distintos escogidos al azar. ;Cudl es
la probabilidad de que los tres segmentos asi obtenidos formen un

tridngulo?

. (Las cajas de cerillos de Banach). Una persona tiene dos cajas de

cerillos, cada una de las cuales contiene n cerillos. La persona pone
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una caja en cada uno de sus bolsillos (izquierdo y derecho) y cada vez
que requiere un cerillo elije una caja al azar de uno de sus bolsillos
y toma de ella un cerillo. ;Cudl es la probabilidad de que en el
momento en que la persona se da cuenta de que la caja del bolsillo
izquierdo esta vacia en la caja del bolsillo derecho haya exactamente

r cerillos?

(La urna de Polya). En una urna se tienen a fichas blancas y b fichas
azules. Un ensayo consiste en tomar una bola al azar y regresarla
a la urna junto con ¢ fichas del mismo color. Se repite este ensayo
varias veces y se define el evento obtiene una ficha blanca en la n-
ésima extraccion. Determinar la probabilidad de ocurrencia de dicho

evento.

(El tablero de Galton). Considere el tablero vertical donde se han
puesto 5 filas de clavos en forma triangular (ordenados de tal manera
que 3 clavos, 1 en la fila superior y 2 consecutivos de la fila inferior,
representan los vértices de un tridngulo equildtero). Una bola que se
deja caer desde la parte superior choca contra el primer clavo y baja
al clavo inferior izquierdo con una probabilidad de 0,5 o baja al clavo
inferior derecho con una probabilidad de 0,5, y asi sucesivamente
hasta caer en alguna de las 6 urnas que se encuentran en la parte

inferior (como se muestra en la figura 1.5(b)):

(a) Determinar el nimero total de trayectorias distintas que la bola

puede tomar. ;Son igualmente probables estas trayectorias?

(b) Determinar el ntimero de trayectorias que llevan a cada una de

las urnas.

(c) Calcular la probabilidad de que la bola caiga en cada una de las

urnas.

(d) Resolver los tres puntos anteriores cuando se tienen n filas de
clavos y por lo tanto m + 1 urnas y la probabilidad de que la

bola caiga a la izquierda es 1 — p y de que caiga a la derecha es

p.
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Figura 1.5: Esquemas de la paradoja de Betrand y del tablero de Galton
o

C

(a) Paradoja de Bertrand (b) El tablero de Galton

Fuente: elaboracién propia.
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Capitulo 2

Variables aleatorias

2.1. Variables aleatorias discretas y continuas

Considérese el contexto de la realizacion de un experimento aleatorio. En
este capitulo se definird una funcién que relaciona eventos pertenecien-
tes al espacio muestral con valores definidos en un conjunto numérico
(por ejemplo, los enteros o los reales). Esta funcién que atribuye valores
numéricos segun sea el interés respecto al fenémeno, serd llamada variable
aleatoria y por medio ella se podra asignar una medida de ocurrencia a
los intervalos numéricos obtenidos.

Con esto, se define una variable aleatoria como una funcién que va del

espacio muestral 2 a los reales. Es decir:

X:0-R
welzr=Xw)eR.

En seguida, se puede notar que, segin la naturaleza del conjunto dado
por el recorrido de la variable aleatoria, se dird que es de caracter discreto
o continuo, con lo cual se puede calcular la probabilidad de ocurrencia de
un rango de valores definidos en el recorrido de la variable aleatoria (que
pueden corresponder a eventos).

A continuacion, se define formalmente el concepto de variable aleatoria

y luego los elementos que permiten calcular probabilidades.

Definicién 2.1 Una variable aleatoria X en un espacio de probabilidad
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(Q, F,P) es una funcién de valores reales definidos en , tal que:
{X <2} ={weQX(w) <z}eF; VxeR.
A continuacién, se presenta un ejemplo para graficar este resultado.

Ejemplo 2.1 Sea el experimento aleatorio: lanzar una moneda 3 veces y
observar el resultado (¢: cara, s: sello), y sea X una variable que mide el
numero de caras que aparecen. Para este experimento se pide definir: el
espacio muestral €2, los valores que asume la variable aleatoria X (w;) v
con este resultado definir su recorrido Recx.

Solucién: Los valores estdan dados respectivamente por:

Q= {(c¢,c,c),(c,¢,8),(c,8,¢), (s,¢,¢), (¢,8,8),(s,¢,9), (s,8,0), (s, 8,5)}.
X({cee}) =3, X({c,¢,s}) =2, , X({sss}) =0. = Recx ={0,1,2,3}.0

Ejemplo 2.2 Un experimento aleatorio consiste en poner en funciona-
miento un componente electrénico hasta que falla, luego, se define la va-
riable aleatoria X: tiempo medio de falla de un componente electrénico.
Para este experimento se pide definir: el espacio muestral €2, el recorrido
Recyx y los valores que asume la variable aleatoria X (w;).

Solucién: Sean ¢; y t;, ¢ = 1,2,--- ,n los componentes medidos y los
tiempos de falla observados, respectivamente, luego los elemento pedidos
son, respectivamente:

Q = {017027"' 7Cn}~

X({er}) = t, X({ea}) = to,---, X({en}) = tn = Reex = {t1, s, ,tn}.
0

Definicién 2.2 Si la variable aleatoria X asume valores en un conjunto
finito o infinito numerable es llamada variable aleatoria discreta. En caso
de asumir valores en un intervalo de la recta real es llamada wvariable

aleatoria continua.

Ejemplo 2.3 El ejemplo 2.1 es un caso en que la variable aleatoria es
discreta, pues asume valores finitos. Por su parte, el ejemplo 2.2 es un caso
en que la variable aleatoria es continua, pues los tiempos son medidos en

un intervalo de recta real. O
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A continuacion, el interés es obtener la probabilidad de ocurrencia de
algin evento para la variable aleatoria. Por ejemplo, la probabilidad de
observar menos de 2 caras al realizar el experimento aleatorio del ejem-
plo 2.1 o la probabilidad de obtener un tiempo de falla superior a un
tiempo tg, con t; < maxt;, al realizar el experimento aleatorio del ejem-
plo 2.2. Para tal objeto, se define la que se llamara funcién de distribucién

acumulada (o simplemente funcién de distribucién).

2.2. Funcion de distribucion

Para obtener el cédlculo de probabilidad de {X < z}, es decir, P({X < z}),

se define la funcién de distribucién de la variable aleatoria X.

Definicién 2.3 La funcién de distribucién para la variable aleatoria X es

una funcién F = Fx definida por:
F(z)=P(X <2) =P({we QX (w) < z}), z€R.
Propiedad 2.1 Propiedades de la funcién de distribucién:
(P].) lim Fx=0y lim FX:]..
T—>—C T—>+0
(P2) Fx es no decreciente: z1 < 29 = F(x1) < F(x2) V1,22 € R.
(P3) Fx es continua por la derecha: ll'm+ F(x) = F(a) a€R.

Como consecuencia de las propiedades del resultado anterior, estan los

siguientes resultados:
1. 0< Fx < 1.
2. Pla< X <b)=P(X<b) —-P(X <a)=F() — F(a).
3. Para cualquier z € R, P(X =2) = F(z) — P(X < x).
4. El conjunto de puntos de discontinuidad de F' es finito o numerable.

Ejemplo 2.4 Para el caso del ejemplo 2.1, la funcién de distribucién esta

dada por:
F(a)=0,sia<0; F(0)=4; F(1)=3; F(2)=1; F(b)=1,sib> 1.
O
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Variables aleatorias discretas

En el caso de una variable aleatoria discreta, es posible definir una fun-
ciéon que represente la probabilidad para cualquier valor de una variable
aleatoria X, esto es, p(r) = P(X = z), la cual es llamada funcién de

probabilidad o funcién de cuantia.

Ejemplo 2.5 Considerar el experimento aleatorio de lanzar 7 monedas al
aire y observar el resultado. Sea X: ntimero de caras que se aparecen al
lanzar las 7 monedas. Calcular la probabilidad de que aparezcan x caras
al realizar el experimento aleatorio descrito.

Solucién: El espacio muestral se define por:
Q= {(x1, - ,x7) | z; = 2 posibilidades,i = 1,--- ,7} = #(Q) = 27.

Por su parte, se tiene que Recx = {0,1,--- ,7}. Luego, la probabilidad

para los valores xg € Recx: P(X = zg) = p(z0) es:

7
P(0) =P((s, - ,5}) = 57 = (2%)

7
P(T) =P(fe,+ e}) = o = (2%)

Generalizando, para x € Recx se obtiene la expresién:

7
P(X:x):p(x):IP(( Gy 37"')):Q7 parax:ovla"' 77~D
—— —— 2

T T—x

A partir de este ejemplo, se establece la propiedad siguiente, la cual,
dada una funcién que asigne probabilidad de ocurrencia para todos los
valores de una variable aleatoria discreta, establece si corresponde a una

funcion de cuantia.

Propiedad 2.2 Sean {x1,xs,--- ,x,} valores del recorrido de una variable
aleatoria discreta X y sean {p1,pa,--- ,pn} las respectivas probabilidades
de cada valor de la variable aleatoria. Si p; = p(z;) cumple con las si-

guientes condiciones, se llamara funciéon de cuantia:
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Demostracién: (1) Como p; = P(X =21) = P(A) >0y si A # ¢ se
cumplird que p(z) > 0.

(2) F(x Zpl, ademas Zpl =1y p = 0 para i = n. Como
i=1 i=1

lim F(x) = 1, entonces Zpi =1.

i=1

Ejemplo 2.6 Considerando la funcién de probabilidad obtenida en el ejem-

plo 2.5, probar que es efectivamente una funcién de cuantia.
()

7 Luego,

Solucidn: En el ejemplo mencionado, la funcién es p(z) =

es inmediato que p(z) > 0, ademas:
7 7) 1
29-2n()-r

Con esto, se prueba que p(x) es funcién de probabilidad para la variable
aleatoria X definida. O

Utilizando la funcién de probabilidad, es posible hacer la relacién con
la funcién de distribucién para el cdlculo de ocurrencia de un conjunto
B € R, en efecto: si los posibles valores de X variable aleatoria discreta

son {x1,xo, -+ ,xpn}, n>7y B ={x1,22, -+, 26}, luego:

F(aze) =P(X < a6) = P(X = 21) + P(X = 23) + -+ + P(X = 1)

=p(@1) + p(x2) + - + p(e).
Ejemplo 2.7 Sea la variable aleatoria X discreta con funcién de cuantia:
p(xz) =c¢-0,8%, x=0,1,2,---
(a) Determinar el valor de ¢ que hace que p(z) sea una funcién de cuantia.

(b) Obtener la funcién de distribucién para X.

(¢) Calcular P(10 < X < 25|15 < X < 30).
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Solucion:
o

c
) C y=1= 08 =——=1=¢=0,2.
omo Z Zoc 108 c

Por tanto, p( )=0,2-0,8% 2=0,1,2,-
o

Se usé la aproximacion en serie dada por: Z ab® = ﬁ, |b] < 1.
=0

(b) La funcién de distribucién se obtiene por:

F(z) = Z P(X >z)=1- Z 0,2-0,8*

k=0 k=z+1

=1-— Z 0,208+ siendo t = k — (z + 1)
t=0

o,
=1-0,2-08""" Y 08!
t=0

1
-1-0.2.0.8"t1 -
0,2-0,8 02

Por lo tanto, F(z) = 1—0,8**!, 2 =0,1,2,---. En el grafico de la fi-

gura 2.1 se aprecia la funcién de cuantia, p(z), y la funcién de probabilidad

1-0,8"%

acumulada, F'(z).

(c)Sea B=10< X <25|15< X < 30:
P(B) - P(15< X <25)  P(X <25)—P(X < 14)
P(15< X <30) P(X <30 P(X <14)

_F(25)—F(14) 0,8 —0,8%
~ F(30) — F(14) 0,815 — 0,831

Ejemplo 2.8 Obtener la funcién de probabilidad acumulada para la fun-

cién de probabilidad (del ejemplo 2.12) dada por:

Recorrido de X
r=0 =1 xx=2 zx=3

_ 1 3 3 1

P(X =x) 3 2 3 1

Solucién: La funcién de distribucion estd dada por:
0 si <0

st 0<z<l1

Flx)=P(X<z)=1{ 1 si 1<z<2 O

Iosi 2<0<3

1 si xz>=3.
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Figura 2.1: Gréfico de la funcién de densidad y la funcién de probabilidad

p(x) F(x)
0,25 Xxxxxxxxxxxxxxxxxxxx—l
% X
020 o " - 08
X
X
[
0,15 - % - 06
[ ]
X
0,10 - o - 04
* [
[
0,05 . 0.2
[ ]
..
....
0,00 -+ @000 00000s0s000ess 0

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31
® p(x) x F(x)

Fuente: elaboracién propia.

Ejercicio propuesto 2.1 Resolver los siguientes puntos:
(1) Graficar la funcién del ejemplo 2.8.

(2) Considerar la funcién de cuantia:

4! 1\N® /2\*™®
- = (= 2 —0,1,2,3,4

(a) Probar que p(x) es realmente una funcién de cuantfa.

(b) Determinar la funcién de distribucién y graficar.

Variables aleatorias continuas

Para una variable aleatoria continua, se tendrd la funcién f(z), llamada
funcién de densidad de X, dada por:
X

Fx(z) = f(t)dt, VxeR.

—C
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Propiedad 2.3 Si f(x) es la funcién de densidad de una variable aleatoria

X, entonces cumplird que:

(1) f(x)>= 0 para todo x € Recx.
2 dr = 1.
@t

Demostracién: (1) Es inmediato por la definicién de funcién de densi-
dad. (2) Por la propiedad 2.1:

T—>C

lim F(z) = 1= f/ Ftyde = 1.

Ejemplo 2.9 Considerar la funciéon de densidad de la variable aleatoria

continua X dada por f(z) = exp{—=x}, x > 0. Obtener los siguientes

resultados:

(a) Verificar que f(x) es efectivamente la funcién de densidad para la

variable aleatoria X.
(b) Calcular la funcién de distribucién.

(¢) Utilizar la funcién de distribucién para calcular P(1,0 < X < 3,0 |
15 < X < 4,0).

Solucién: (a) Se observa que f(xz) > 0, pues e ® > 0, Vo € R™T.

f e Tdr = f e Fdr=0=1.
0 0

Por tanto, f(z) es la funcién de densidad. El resultado anterior se
19 8]

obtuvo usando la funcidn gamma: J " e "dr = T'(n) = (n— 1),
0
n e N.

(b) La funcién de distribucién, y el grafico (véase figura 2.2) para esta,

Ademads:

y la funcién de densidad son:

xr
F(gc)=IP(X<x)=J etdt=1—e"% 2>0.
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Figura 2.2: Gréfico de la funcién de densidad y la funcién de distribucién

) Fix)
1,00 - ’_._._.--0-0-0-—0—0—0—0—0—07 1
0,90 +

0,80 - - 08
0,70 -

0,60 - - 0,6
0,50

0,40 - - 04
0,30 -

0,20 - - 02
0,10 -

0,00 o—e—eoreroroo [

01 10 20 30 40 50 60 70 80 90
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Fuente: elaboracién propia.

(c) Para calcular la probabilidad condicional, se debe reescribir la ex-

presion con la forma de la funcién de distribucion. En efecto:

P(1,5 < X < 3,0)

P(1,0< X <30|15< X <4,0) =

P(15 < X <4,0)
_F0) - F(5) et
~F(4,0) — F(1,5) 6*1’5 — e 40"

Ejemplo 2.10 Sea f(z) = %azQ donde —1 < x < 2. A partir de la funcién
de distribucién, obtener P(0 < X < 1).
Solucidn: Se puede verificar que f(z) es la funcién de densidad. Luego,

la funcién de distribucién estd determinada por:

0 sior<—1
Flz)=P(X <z)={ $(*+1) si —-1<z<2
1 si x> 2.

Asi, se puede reexpresar la probabilidad para aplicar la funcién de
distribucién antes obtenida. En efecto:
PO<X<1)=PX<1)-PX<0)=F1)—-F0)=2-5=35. O
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Observacién 2.1 Para X variable aleatoria continua se tiene que:

F(x)=P(X <2) =P(X <ux).

Calculo de probabilidad para una variable aleatoria

Luego de la definicién y de haber identificado el espacio muestral y el reco-
rrido de la variable aleatoria, interesa obtener la probabilidad de ocurren-
cia de un evento constituido por un conjunto de elementos del recorrido.

Sea B el conjunto de todos los intervalos en los reales abiertos, semi-

abiertos y cerrados. Luego, cualquier conjunto B € R, se tiene que:

Z p(z;) si X es una variable aleatoria discreta
P(X e B) =1 ‘e

f(x)dx  si X es una variable aleatoria continua.
B

En efecto, sea X una variable aleatoria con funcién de cuant{a p(z) (ca-
so discreto) o funcién de densidad f(x) (caso continuo) y la probabilidad

de ocurrencia de un intervalo en los reales, se tiene:
Pla< X <b)=P(X <b)—P(X <a)=Fx(b)— Fx(a).

Si se considera By = {X < b} y By = {X < a}, se tiene que:

b
(@) =Y @) = Y pla), caso discreto
B Bs

r=a

Pla <X <b) = .
flz)dx — f(z)dx = J f(z)dz, caso continuo.

B Ba a

Nétese que para el caso de una variable aleatoria continua, la probabi-

lidad de que X tome valores en el intervalo (a,b) corresponde al drea bajo

la curva de la funcién de densidad entre a y b, tal como en la figura 2.3.

Ejemplo 2.11 Considerando el ejemplo 2.1:

p(0) =P(X = 0) = |
p(1) =P(X =1) =
p(2) =P(X =) =2
p(3) =P(X =3) = 2.0
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Figura 2.3: Gréfico de la probabilidad de que X esté en (a,b)

Fuente: elaboracién propia.

Ejemplo 2.12 En funcién del espacio muestral y la variable aleatoria X
definida en el ejemplo 2.1, hallar la probabilidad para cada elemento del

recorrido de X.
Solucién: Las probabilidades respectivas estan en la tabla siguiente:

Recorrido de X

=0 =1 =2 x=3
_ 1 3 3 1
]P(X = .13) 3 B B g O
Ejemplo 2.13 Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de cuantia
5% —5
p(m)ZIP(X:Jf): e| ) 1‘20,1,"‘.
!

(a) Verificar que p(z) es funcién de cuantia, (b) calcular P(0 < X < 3).

Solucién: (a) p(z) es funcién de cuantia, pues:

(1) p(z) = 0, para todo x € Recx, y

o a0 —

5re~5 _ _

2 Y P(X=a)=) ——=e’ ) =’ =1
=0 =0 z =0 Z

(b) La probabilidad pedida se obtiene mediante:

]P(O<X<3)=23:]P(sz)=]P(X=1)+]P(X=2)+]P(X=3)

=0

25 12
e ?. (5 + 75 + 65) =0,258.0
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Ejercicio propuesto 2.2 Considerar el experimento aleatorio de lanzar una
moneda n veces y sea la variable aleatoria X: cantidad de caras que apa-

recen al realizar el experimento. Luego:
(a) Determinar p(z) y verificar si es funcién de cuantia.

(b) Calcular las siguientes probabilidades: (b.1) P(X < 1), (b.2) P(X >
2), ®3)P2< X <5), (b4 P(X<4|X >1).

(c) Se redefine el experimento aleatorio utilizando ahora una moneda car-
gada la cual es lanzada n veces, donde la probabilidad de obtener cara
es de 60 %. Considerar nuevamente la variable aleatoria X: cantidad

de caras que aparecen y obtener (a).

Ejemplo 2.14 Sea f(z) = 8 * exp{—ﬂflx}, x > 0, 8 es una constante

positiva. La funcién de esta variable aleatoria se muestra en la figura si-

guiente para tres valores del pardmetro 3. (a) Verificar que f(z) es funcién

de densidad y (b) calcular P(0,8 < X < 1,2) y P(X > 1,2 | X > 0,8).
Solucién: (a) f(x) es funcién de densidad, pues:

(i) f(x) =0, pues 8 > 0y (ii) la integral para = € Recx de f es:

x

—1— lim e % = 1.

0 0 T
(b) Célculo de las probabilidades pedidas:
12 ¢ Cos s
P08 < X <1,2) = J’ —e Bdr=eF —e 7.
08 B
P(X>12nX>08 P(X>1,2)
P(X>12|X>08) = =
( 2| ) P(X > 0,8) P(X > 0,8)
26#.!]

Ejercicio propuesto 2.3 Sea f(x) = \/2;? exp {—%;(x - M)Q}, z € R,
weR y o> 0. Verificar que f(x) es la funcién de densidad.

Indicacion: Notese que la funcién de densidad propuesta es simétrica
en torno a u: f(p — xo) = f(p + xo), por lo que el célculo de la integral
de f(z) en el intervalo (—oc, +00) es equivalente a 2 veces la integral de
f(z) en el intervalo (u,+0). Luego, la sustitucién z = “-# lleva a una

integral de tipo funcién gamma.
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Valor esperado y varianza de una variable aleatoria

La esperanza matemadtica de una variable aleatoria es una generalizacién

del concepto de media aritmética. Dada una muestra de valores obser-

vados de una variable X: x;, con sus correspondientes frecuencias: f;,
n

i=1,2,---,n, donde: Z fi = n. La media muestral es:
i=1

f

n
Ji i . .
fi-x; = Z x; —, donde = es la frecuencia relativa.
: . n n
1=1 1=1
La frecuencia relativa se puede considerar como la probabilidad que

tiene el valor z; de presentarse en la muestra total de tamano n. Por tanto:

Esta forma de expresar la media de la muestra sugiere la definicién de

esperanza en el caso discreto.

Definicion 2.4 La definicién estd dada de acuerdo con la clasificacién de

la variable aleatoria:

(1) X esuna variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad P(X =
Zi), » = 0,1,--+  n, se define la esperanza o el valor esperado de la

variable aleatoria X, denotado por ux = E [X], por:

Ty Tn
px =E[X]= ) k-P(X=k) = > k-p(k).
k::bl k:II
Si se piensa la suma como una serie, se exige que sea absolutamente

convergente.

(2) Si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad f(z),
r1 < Ta, entonces el valor esperado o esperanza es:

T2

,uX=E[X]=f x - f(x)dx.

x

Siempre y cuando la integral exista; en caso contrario se dice que la

variable aleatoria no tiene asociado un valor esperado.
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La esperanza o valor esperado de una variable aleatoria se podria in-
terpretar conceptualmente como:

1. El valor medio teérico de todos los valores que puede tomar la
variable, representada como una medida de centralizacion.

2. El centro de gravedad de los puntos que corresponden a los valores de
la variable, asigndndoles una cantidad de masa proporcional a la funcién
de densidad en cada punto.

3. Si la variable es la ganancia o pérdida en un determinado juego de
azar, la esperanza representaria la ganancia media por jugada. Un juego

es equitativo si su esperanza es cero.

Ejemplo 2.15 Calcular el valor esperado asociado a la variable aleatoria

discreta X con funcién de cuantia:
n
p(x) = ( )oﬂ(l —a)"™% x=0,1,--- ,n; 0<a<1(«aconstante).

Solucién: Aplicando la definiciéon de esperanza:

B[X] = iox (Z) a® (1 —a)"®

N n! N o
=2 @ )

N n! . o
:;fﬂx—l)!(n_@ga (1-a)

S n! . o
RPNy

5 (n—1
=na af (1 _ a)nflfw
zZ:]o (a: — 1)
=na@+(1—e)" ' =na()" ! =naO

Ejemplo 2.16 Sea X una variable aleatoria cuya funciéon de densidad esta
dada por f(z) = %x{ —1 < o < 2. Determinar el valor esperado de X.

Solucién: Dado que la variable aleatoria es continua, entonces el valor
esperado corresponde a:

2 2 3 4
E[X]=J71x-f(x)dx:£1%dx: %

2

-1
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Ejemplo 2.17 Considerar la funcién de probabilidad dada en el ejem-
plo 2.1 y obtener el valor esperado.

Solucién: La variable aleatoria del ejemplo 2.1 estd dada por:

Recorrido de X
r=0 =1 x=2 x=3

PX=2) § § 5§ 3
Luego, E[X]=0-5+1-242-343. L1 =3=15 O

Existen ciertas situaciones problematicas en que el valor esperado de
la variable aleatoria no estd definido, pues la sumatoria o integral no es
convergente en el recorrido de la variable aleatoria. A continuacién, se

presentan dos ejemplos en que ocurre esta situacion.

Ejemplo 2.18 Resolver los siguientes problemas asociados al calculo del

valor esperado de una variable aleatoria.

(1) Considerar el experimento asociado a una variable aleatoria con fun-
cién de densidad dada por f(z) = (7 (1 +$2))717 —0 <z < 40.

Determinar el valor esperado de X.

(2) Considerar el experimento aleatorio de lanzar una moneda honesta
hasta obtener una cara. Si la primera cara ocurre en el k-ésimo in-
tento, el apostador gana $ 2*. Calcular la ganancia esperada por un

apostador que se somete a este experimento.

Solucién: (1) En este caso, la integral mediante la cual se obtiene
el valor esperado es divergente en el intervalo en que estd definido el
recorrido, por lo tanto, se dice que el valor esperado de la variable aleatoria
X es indeterminado.

(2) Sea X: ganancia obtenida, con lo cual Recx = {2, 22,23 ... } La
probabilidad de obtener cara en el k-ésimo intento (funcién de probabili-
dad o cuantia de X) y el valor esperado de X, se obtienen respectivamente

por:
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Valor esperado de una funcién de una variable aleatoria

En ciertas oportunidades, la variable aleatoria a la que se desea calcular la
esperanza, X, estda dada o se puede expresar como funcién de otra variable
aleatoria Y, es decir, X = G(Y).

Definicién 2.5 Se considera la variable aleatoria X con funcién de cuantia
p(x) o funcién de densidad f(z). El valor esperado de una funcién de la

variable aleatoria, g(X), es denotado con E [¢(X)] y estd dado por:

Z g(x)p(z), caso discreto

Elg(X)] = { “Fhees

g(z)f(x)dx, caso continuo.
z€Recx

Casos particulares:
(a) Sig(X) = X, entonces se obtiene el valor esperado de X: F [X].

(b) Si g(X) = X*, k € N; entonces E [X*] = 1, es el momento de orden

k de la variable aleatoria X.

(c) Sig(X)= (X —E[X])", ke IN; entonces E [(X — E[X])*] es el mo-
mento de orden k alrededor del valor esperado de la variable aleatoria
X.

(d) Si g(X) = e'¥,t € RY; entonces E [e'*] = Mx(t) = M(t) es la

funcién generadora de momentos (fgm) de la variable aleatoria X.

Propiedad 2.4 Sea X una variable aleatoria (discreta o continua) y c € R,

una constante.
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Demostracién: Sea X una variable aleatoria discreta (los resultados

son analogos para el caso continuo):
(a) Elc] =X e plx) =cXplx) =c, pues 3, p(x) = 1.
(b) E[eX] =Xc-z-p(x) =cX,z- p(x)=c- E[X].

Ejemplo 2.19 La variable aleatoria discreta X tiene funcién de cuantia:

p(x) = p®(1 —p)t=%, con 2 = 0,1, y donde 0 < p < 1. Obtener:
(a) Valor esperado.

(b) Momento de orden k.

(¢) Momento de orden k en torno al valor esperado.

(d) Funcién generadora de momentos.

Solucién: Considerando que la variable aleatoria X es discreta, se

tiene que:

(a) El valor esperado de la variable aleatoria X es:

1 1
E[X]= Y z-pa)= ) z-p"(1-p)'~" =p.
x=0 =0

(b) El momento de orden k es:
1 1
E[X*] =) 2% pla)=da* p"(1—p)' " =
=0 0
=0*p°(1 —p)' O+ 1"p' (1 —p)' ! =p.

(¢) El momento de orden k en torno al valor esperado de X es:

1 1
E[(X —p)* =Y (@ —p)*px) = ), (x —p)*p"(1—p)" ¥ =

(d) La funcién generadora de momentos de X es: M(t) = E[e"*] =

1
Dlep(a) = (1—p) +p-e. O
x=0
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La funcién generadora de momentos, al igual que la funcién de pro-
babilidad (de densidad o cuantia), estd asociada a la variable aleatoria y,
como su nombre lo indica, permite obtener el momento de orden k-ésimo

y, a través de este, el valor esperado de la variable aleatoria (para k = 1).

Propiedad 2.5 Sea X una variable aleatoria, la derivada de orden k de la

fgm evaluada en t = 0 corresponde al momento de orden k. Es decir:
dr &
WMX(L‘) L =E[X"]; k=12,

Demostracién: Se presenta un esquema de demostracién considerando
que la variable aleatoria X es discreta y que la funcién de cuantia p(x)
estd definida para & = x1,x9,--- (el resultado es andlogo para el caso
continuo).

A partir de la definicién 2.5(d) de fgm se tiene que:

Z z-e' - plx) - %M(t) = Z x [X]
=1 t=0  g=z,
o0 2 o0
= N e pe) M| = Y, [X?]
t=0  g=

T=T1

dk © vt dk
wMX(t) = x;gl z” e p(z) - %M(t)

Observacién 2.2 Una demostracién formal de la propiedad 2.5 se obtiene

t=0  z=z,

considerando la expansién en serie de Taylor para exp {t X}. Este desa-

rrollo aparece mencionado en la seccién de ejercicios propuestos.

Propiedad 2.6 Sea X una variable aleatoria y g(X) = g1(X) + ¢2(X) +
-+ g, (X), una funcién real valuada de dicha variable aleatoria. Entonces

(para el caso discreto):
E[g(X)] = Y (91(x) + g2(z) + - -+ + gn(2))p(2)
= Y g1(@)p() + Y. g2(2)p(x) + -+ + ) gn ()

= Elg(X)] + Elg2(X)] + - + E[gn(X)]

Es decir, E

NNgE
B
Il
M=
S
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Corolario 2.1 Sea X una variable aleatoria y ¢; y co constantes. La fun-

cién de la variable aleatoria X, g(X) = ¢; + ¢2 X, cumple con:
(a) Elg(X)] = Elc1 + c2X] = E[c1] + E[coX] = ¢1 + 2 F[X].

(b) La fgm de g(X) estd dada por:

Mg(X)(t) — E[etg(X)] — E[et (61+52X)] — etClE[etch] — etclMX(t*);

t* = th.

Medidas de localizacién

Este concepto permite tener una idea global de dénde se encuentra lo-
calizada la distribucién de la variable aleatoria X. Existen dos medidas
bastante utilizadas: la media o valor esperado, estudiado recientemente,

y la mediana, en la cual se profundizard brevemente a continuacion.

Definicién 2.6 La mediana de una variable aleatoria X es algin ntmero

m tal que:

|~

Como se observa en la figura 2.4, la mediana no es necesariamente
Gnica y no siempre se puede calcular haciendo uso de su definicién, lo
cual es un problema para describir la localizacién de la distribucién de la
variable aleatoria.

Como recomendacién, se puede tener que, si se sabe que la distribucion
de la variable aleatoria es simétrica, entonces el valor esperado coincide
con la mediana; en el caso de distribuciones asimétricas, la mediana puede
ser una mejor medida de localizacion.

Cuando se quiere describir una distribucién de una variable aleatoria
se utilizan las medidas de localizacién. Sin embargo, no son suficientes y es
necesario agregar las llamadas medidas de variabilidad, las cuales vienen
a solucionar un problema: suponer que se tienen dos variables aleatorias
con la misma medida de posicionamiento no asegura que tengan la misma
distribucién; por el contrario, pueden ser muy diferentes (como es el caso
de la figura 2.5), por lo que surge la necesidad de agregar otra medida

para caracterizar la distribucién.
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Figura 2.4: La mediana para tres tipos de variable aleatoria

m=FG o m
w@ mediana

Fuente: elaboracién propia.

Figura 2.5: La mediana para dos funciones de densidad

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

|

1
m

Fuente: elaboracién propia.

Varianza de una variable aleatoria

La varianza indica la dispersion de la distribucién de la variable aleato-
ria, lo que permite contar con una medida de cudn homogénea (menor

dispersién) o heterogénea (mayor dispersién) es la variable.

Definicién 2.7 Sea la variable aleatoria X, se define la varianza de X,
denotada con Var[X] o V[X], como:

Var[X] = E[(X — E[X])?].

A partir de esta definicién, se puede obtener una representacién alter-
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nativa que simplifique el cédlculo. Esto es:

Var[X] = B[(X - E[X])?] = B{(X?) - 2X E[X] + [E[X]]"} =
[X*] - 2B [X] E[X] + (E[X])* =

E
BIX*] - (B[X])* =

2
2 — Mmy.

Es decir, la varianza se puede expresar como la diferencia entre el

momento de orden 2 y el momento de orden 1 (esperanza) al cuadrado.

Propiedad 2.7 Sea la variable aleatoria X, k € R una constante, bajo el

supuesto de que existe la esperanza de X, se cumple que:
(a) Var[k] =0.
(b) Var[kX] = k?Var[X].

Demostracién: (a) Var[k] = E[k*] — (E[k])? = k> — k% = 0. (b) Desde

la definicién 2.7, se tiene que:

Var[kX] = E[(kX)?] — (E[kX])? = K*E[X?] - K*(E[X])? =
= k*(E[X?] - (E[X])?) = kK*Var[X].

Ejemplo 2.20 Sea la funcién de densidad de la variable aleatoria X:
f(z) = (28%) 2% exp {—;}, x>0, >0 (con S constante).
(a) Determinar la fgm de X.

(b) Calcular el valor esperado y la varianza.

(c) Calcular la esperanza y la varianza de g(X) = 2 + 3X.

Solucién: (a) La fgm de X estd dada por:
o

Mx(t):E[etx]:L'etmf(x)dx:J; (2ﬁ3) L2t~ %dl‘

= (28371 L z?exp {—z(B~' — )} dx

87



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Sea z = x(B~ —t), luego dz = (87! —t)~! y se mantienen los limites de

integracién. Asi:

— (2ﬂ3)71(ﬂ71 _ t)73J‘ 22€7z dz
0
=(1-pt)>
(b) El valor esperado y la varianza se obtienen a través de la fmg:

d d

ZMx(t) = 2 (1= =38(1—pt)*

Haciendo t = 0, E[X] = 33. Para calcular la varianza se necesita el

momento de orden 2:

d -4 2 -5
M (0) = L{38(1— B0)7} = 126%(1 - B1)
Haciendo t = 0, E[X?] = 1232. Por lo tanto:

Var[X] = 128% — (38)? = 3462

(c) Por los resultados obtenidos anteriormente, se sabe que F [X] =38y
Var[X] = 352 Asf:

=
)
=

I

2 1 3E[X] =2+98
Var[g(X)] = 278°%

O

Ejemplo 2.21 Sea X una variable aleatoria continua con funcién de den-

sidad: .
f(z) = eT, —0< <o,

Vor

Obtener expresiones para:

(a) La fgm de X.
(b) La fgm de g(X)=0X +pu (6 >0, ueR).

(c) El valor esperado y la varianza de g(X).
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Solucion:

(a) Dado que la fgm es Mx(t) = E[e!*], se tiene que:

1 ([~ 2 1 2 (7 1
Mx (t) = o qu, e T dr = \/ﬂe7 i exp {—2(13 - t)z} dz
La funcién exp {—%(x — t)2} es simétrica en torno a t, luego:
25 [* 1
:\/72? t exp{—Q(x—t)Z} dz.

Haciendo la sustitucién 2z = (z — t)?, se tiene que:

1 2 (™ .,
ez z 2e “dz.

\ 2 0

Resolviendo la funcién gamma, finalmente, se obtiene:

- {2

(b) My(x) (t) = e My (ot) = eile”™ s = eht+0°%
(c) E[g(X)] = cE[X]+p = py Var[g(X)] = 0*Var[X] = o2 El
valor esperado y la varianza de g(X) se obtienen a partir de la fgm de X

(quedan de ejercicio para el lector). O

2.3. Transformaciones de variables aleatorias

Anteriormente, se ha trabajado obteniendo expresiones para la funcién
generadora de momentos, valor esperado y varianza de funciones de va-
riables aleatorias, Y = ¢(X). En esta seccién, se estudiard brevemente
cémo obtener la funcion de densidad de estas variables aleatorias a partir

de otra variable aleatoria.

Propiedad 2.8 Sea la variable aleatoria X con funcién de distribuciéon
Fx(x). La nueva variable aleatoria T' = ¢g(X) tiene funcién de distribu-

cién:

Fot) = Fx(g7(t)), si g(X) es funcién creciente
T 1— Fx(g71(t)), sig(X) es funcién decreciente.
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Luego, la funcién de densidad de T estd dada por:

d d

Fr(®) = Fe(0) = Fx (57 0) [ o7 0.

Demostracién: Sea Fr(t) la funcién de distribucién de la variable alea-

toria Ty g(X) (mondtona) creciente, entonces:

= frlt) = SFx (67 0) = fx (571(0) 5970

Ahora, si g(X) (mondtona) decreciente, entonces:
Fr(t)=P(T <t) =P(g9(X) <1t)
=P(X >g (1) =1—Fx(g7'(1)).

d

= fr() = 4 [1= Fx (7 (0)] = ~fx (57 (0) 970

Finalmente, la funcién de densidad de T, para g(X) creciente o decre-

ciente, es:
= £r0) = x (o) | 0]

Ejemplo 2.22 Sea la variable aleatoria X con funcién de densidad:

flx) = %xz exp {—;} , ©>0, 8>0 (con S constante).

Obtener la funcién de densidad de la variable aleatoria Y dada por
Y =2+ 3X.
Solucién: Como la nueva variable aleatoria Y es funcién de X, en-

tonces, usando la propiedad 2.8:
d
fr(y) = @Fx <:1))(y - 2)) = %fx (;(y - 2))
2
- 3087 (u-2) eo{-2221

= (548%) " (y — 2)2 exp {%;2} , Y>> 2.
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Ejercicio propuesto 2.4 Sea X una variable aleatoria y sea la funcién
flx) = k(z®+ 1), z€(0,2).

(a) Determinar k, tal que f(x) sea funcién de densidad para X.
(b) Determinar Fx y Mx.
(c¢) Calcular el valor esperado y la varianza de X.

(d) Sea la nueva variable aleatoria ¥ = 2X — 1, obtener la funcién de
densidad de Y y My

2.4. Ejercicios resueltos

1. Considerar la variable aleatoria discreta X con funcién de cuantia:

q(1—q)" -
1— (1 _ q)m+1’

p(z) =

=0,1,---,m; 0<g<l1.

(a) Probar que p(z) es una funcién de cuantia.

(b) Determinar el valor esperado de la funciéon H(X) = s~.

c¢) Utilizar el resultado de (b) para obtener una expresién para el

() P p p
valor esperado de X.

Solucién: (a) Funcién de cuantia: f(x) > 0, y la sumatoria en el

recorrido de la variable se obtiene:

m m 17
ZP(”J):Z 1_(1_3m+1

=0 =0
q o N %£ N
T 1- (1—g)m+? <a:z=]0(1 S w=7zn:+1(1 0 )

Como 0 < 1 — ¢ < 1, se garantiza la convergencia de la serie y,
haciendo la sustitucién ¢t = x — (m + 1), se obtiene una serie de tipo

geométrica:

_ q (1 (=gt
I1-(1=¢gm* ' 1—(1-gq) q

S S _
gyt REE

)
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(b) El valor esperado de sX estd dado por:

x

B[] = 3] ) = ) 20 =0 j;m
= 1— _ m+1 Z ]' - q

La convergencia se cumple para 0 < s < 1. Ademds, obsérvese que la
sumatoria tiene la misma forma que la del punto (a), por lo tanto,
la sustitucién t = x — (m + 1) lleva a obtener una serie de tipo

geométrica. En efecto:

B q 1  (s(1 =g+t
_1—%1—qﬁ”1<1—8ﬂ—q) 1-—S(l—q)>
1

q m+1
= 1_(1_q)m+11_8(1_(1)(17(5(1*‘])) )-

(c) Si se considera s = €, se tiene que E[s*] = E[e'X] = Mx(t),

con lo cual se puede obtener el valor esperado (véase propiedad 2.5).

En efecto:

Mxlt) = T =gy - =)™,

d @A) (@A )™ (et (1 )
a =T T g gy Iod(iog)

Finalmente, el valor esperado se obtiene con la derivada de fgm

respecto a t y evaluada en t = 0:

1 L (m+ 1)1 g

e = =7
_ mED(-a) o (m (=gt
BT el R

. Considerar la variable aleatoria discreta X con funcién de cuantia

- x

A
ple) = e =0,1,2,-3 A > 0,
xX.:

(a) Probar que p(z) es una funcién de cuantia.

(b) Determinar la funcién generadora de momentos de X.
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(c) Calcular el valor esperado y la varianza de X.

Solucién: (a) Es inmediato que p(x) > 0, adem4s:

X X 7)\)\3c x AT
Z p Z B Z g = 67)\6)\ =1.
z=0 z=0 z=0 """

(b) La funcién generadora de momentos se obtiene mediante:

(c) El valor esperado se obtiene a partir de la fgm obtenida ante-

riormente:

Dpre() = aetee™ = Lary(o)

U S W
p pr = e et =\ = E[X].

t=0

El momento de orden 2 se obtiene por:

2
%Mx(t) = defe e + (Nef)Ze e .
2
%Mx(t) = e e + (V)2e e = A+ 2?2 = E[X?).
t=0

Finalmente, Var[X] = E[X?] — (E[X])2 = A+ A2 = A2 =\

. Sea X una variable aleatoria continua con una funcién de densidad
fl@) = 2z y Recx = {z | 0 < & < 1}. Se verificard que f(x) es

efectivamente una funcién de densidad.

Solucién: f(z) es una funcién de densidad cumpliendo que:

(1) f(z) =22x>0,pues z >0
1
=1.
0

(2) fl 22 dr = 2*

0

Por lo tanto, f(x) es una funcién de densidad.
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4. Probar que la siguiente funcién es de densidad:

1,.2 ;

zx®, st —l<x<?2
fle)y =42

0, otro caso.

Solucién: En el grifico de la figura 2.6 se muestra la funcién f(z)

definida en el intervalo (—1, 2).

Figura 2.6: Grafico de la funcién de densidad de X

1,5+

Fuente: elaboracién propia.

f(x) es una funcién de densidad, pues cumple que:

(1) 222 >0, pues £ >0y 2® > 0.
2
= 1.

-1

2 3
1 T
2 —p?dr = —
()J‘_lg‘/x €T 9

5. Sea la variable aleatoria continua X con una funcién de densidad:

1 22
fx)=—e 7, —0<x<+0w0.

(a) Probar que f(z) es una funcién de densidad.
(b) Determinar la fgm de la variable aleatoria X.

(c) A partir de (b), calcular la esperanza y la varianza de X.
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Solucién: (a) Para verificar si la funcién propuesta es de densi-
dad, se deben cumplir los supuestos: se tiene que f(z) > 0, el otro

supuesto se verifica mediante:

x

- d R L (" 2y
x)dr = ——e Tdr=— e 7 dx.
—o 1(@) f_m 2 /2T f_x

z?

La funcién h(x) = exp {— 5 } es una funcién par (simétrica en torno

€ o

h(x)dx = QJ h(x) dx. Luego:

a cero), por tanto, es valido que J
0

—oC

! 2fm % d
= — e 2 dv.
21 Jo

Es posible construir una funcién gamma mediante el cambio de va-

. 2 .
riable t = %-, con lo que se obtiene:

1 [* _, 1 /1
=—— | t2etdt=—=I'(=)=1
ﬁL o T (2)

Con lo que se prueba que f(z) es una funcién de densidad.
(b) Resuelto anteriormente, véase ejemplo 2.21(a).

(¢) A partir de la funcién generadora de momentos, se obtiene la
esperanza y el momento de orden 2 y, con estos dos resultados, se

construye la varianza. En efecto:

d 2 d

T Mx(t) = te® = —Mx(1) W E[X]=0
Ly 2 s o Ly E[X2] =1
Lot = f vt = L] =i

Con estos resultados, Var[X] = E[X?] — (E[X])? = 1.

. Sea la funcién asociada a la variable aleatoria continua X: f(x) =

c-0e % 9 >0, z> 0. Determinar:

(a) El valor de ¢ para que f(x) sea una funcién de densidad.
(b) La funcién de probabilidad acumulada de X, es decir, Fx(t).

(c) La fgm de la variable aleatoria X.

95



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

(d) E[X™] y luego usar para calcular la varianza.

Solucién: (a) Para que la funcién f(z) sea de densidad debe cumplir
los supuestos: (1) se tiene que f(z) > 0 = ¢ > 0, (2) con el otro
supuesto se obtiene el valor exacto de c:

o

L o0
J f(x)dx = CJ Oe 9% dx = ce % =1.
0 0

0

Luego, para ¢ = 1, f(z) es una funcién de densidad.

(b) La probabilidad acumulada de X:

t

¢ ¢
Fx(x) =P(X <t) = L flx)de = L O % dp = 07 0= 1—ef

(¢) La funcién generadora de momentos de la variable aleatoria X
se obtiene por:
oL

Mx(t) = B[] = f efe 0" du = f e (6= gy
0 0

joe) —1
:9:<1_f> _
. -t 0

(d) E[X™] se obtiene aplicando la definicién y usando la transfor-

macion z = 6z. En efecto:

- X
E[XTL] _ J $n96—9$ dr = ef xne—aw dr = Hin F(TL + 1) _
0 0

Usando el resultado anterior, la esperanza (n = 1) y la varianza de

X son:

o,

Var[X] = E[X?] — (E[X])? = 57' —(™H2 =072

E[X] =

. Sea X una variable aleatoria continua con una funcién de densidad
f(z) = 2e71#l para —1 < 2 < 1. Comprobar que: (a) E[X] = 0; (b)
Var[X]=2—5e"L.
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Solucién: Valor esperado y varianza de X se calcula como:

1 1 1 0 1
E[X] = J xie_lx‘ dz = 3 <J xe®dx + f e d$>
- -1 0

—1+671+e*1—e*1—671+1) =0.

Segtin el resultado anterior, Var[X] = E[X?], entonces:

! 1 1 0 1
Var[X] =J 22l el gp = = <J 2267 da _I_f g dm)
—1 2 2 -1 0

1

=3 (xZez —2ze” + 261|(11 — 2% —2ze " — 267I|(1))
1

=3 [0e” — 0e® +2e° — (le ! +2e " +2¢ 1) —1le '—

—2e 1 — 27t — (=070 —0e70 — 26_0)]

1

25(2 —el—2et—2e et 2t 21492
1

:5(4 —10e7') =2 —5e7h

1 1
Wexp{—w(x— 04)2} con —o0 < x < 00, —00 <
a <oyl >0 (ay b constantes).
-«
0

(a) Probar que la funcién de densidad de Z = es:

fz(2) ! L2 0 < z<m
Z\Z) = —F—€Xp 4§ — <% , con — z .
2w 2

(b) Probar que la funcién de densidad de Y = Z2 es:

1 y
frly) = —y ze %, y>0.

\/27ry

Solucién: (a) Si se obtiene la funcién de distribucién acumulada de

Z se puede obtener su densidad, pues L Fy(2) = fz(z). Ast:

Fz(2) = P(Z < 2) =P (XH_O‘ sz>

=P(X <20+ a) = Fx (20 + «).
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Derivando (usando la regla de la cadena), la funcién de densidad es:

1 22 1 22
677ﬂ: e 2.

V2 Var

fz(2) = fx (20 + ) -0 =

El intervalo en que se encuentra z es:

—w<r<o=>-w<zHt+ta<ow=-0<z<0o0.

(b) Se procede de igual manera que en el caso anterior. En efecto:

Derivando (aplicando regla de la cadena), la funcién de densidad es:

1 1
fry) = fz(Vy) - ﬁ + fZ(_\/g)ﬁ
e 1 1 et 1
NCZ NN 7 2y
L S

= €

N NN

€

El intervalo en que se encuentra y se obtiene considerando que:
Y=22=y>0.

. Sea X una variable aleatoria que representa la concentracién, en
partes por millén (ppm), de un cierto contaminante del aire. Esta

variable tiene una funcién de densidad:

f(z) = (2a)7! exp{—m;m}, —wo <z <o, a>0, R

(a) Encontrar una expresion para Fx(z) (FDA de X). Luego, consi-
derar a = 1y 8 = 2 y utilizar F, para calcular el valor numérico
de P(X >4 | X > 2).

(b) Determinar e interpretar el valor esperado de X.
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Solucién: (a) La funcién de densidad presenta un cambio de signo
en x = f3, por tanto, la FDA se calcula en dos intervalos reales

divididos por el punto de cambio. En efecto, para = < [ se tiene:

Fy(z) f; F(t) dt = fjl(2a)_1 exp {t;ﬂ} dt

= (2a)_1exp{t_6}am = 1exp{m_ﬁ}.
o 2 o

Para x > [ se tiene:

Fx(:E)

Il
%
\
Q.
Py
_I_
%
S
[\
£
L
@
"
o
—~—
\
K
——
U
~

Paraa=1y 8 =2,1a FDA es:

Lexp{z -2}, si —oo<a<2

Fx(x) ={ f—%exp{*(l“*Q)}a siz> 2.

Luego, la probabilidad que se pide se calcula por:

P(X>4nX>2) P(X<4) 1-Fx(4)

P(X>4|X>2)=

P(X > 2) CP(X>2) 1-Fx(2)
1—1+1e (472 %efz 1 5
= 5 =2 — =2-¢72=0,135.
1-1 i 2

(b) El valor esperado (usando o =1y 8 =2):

* 1
—xe 12 gy

—
2 o
<f e*2dx + j e (#=2) dx)
2

512 o o o
e 2 — " 2|7—xe (@=2) _ (@ 2)‘ )
— )

E[X] =

1
2
1
2
1
2

1
(2¢° —€” —0+0+2¢° +e):§(2—1+2+1):2.

Es decir, la concentracion esperada del contaminante en el aire es

de 2 ppm.
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10. El tiempo de sobrevida en horas de un aparato electrénico es una

variable aleatoria continua X con una funcién de densidad:

Flz) = %333, si0<z <1
%exp{l—m}, sixz>1.
Luego, la FDA estd dada por la expresion:
, siz <0
Fx(z) = x?, si0<z<1

0
1
5 ~

i(1—exp{l —a}), siz>1.

2.5. Ejercicios propuestos
1. Considerar la variable aleatoria discreta X con una funcion de cuantia

p(x) = <Z>kz(1 -k 0<k<1l2=0,1,2,..,n.

(a) Probar que p(z) es una funcién de cuantia.
(b) Determinar la funcién generadora de momentos de X.
(¢) Calcular el valor esperado y la varianza de X.

2. Para el problema 27 (ejercicios propuestos del capitulo 1), suponer
que la caja contiene 15 fichas en total, de las cuales 6 son blancas, y
que se efectia el experimento aleatorio de seleccionar 2 fichas. Ahora
se define la variable aleatoria X: nimero de fichas blancas obtenidas
en las 2 extracciones.

(a) Obtener el recorrido de la variable aleatoria X.
(b) Obtener para cada valor del recorrido de X la respectiva pro-
babilidad de ocurrencia.

3. Sea la variable aleatoria continua X con una funcién de densidad:

1 n_q _z
f(x)=m$2 e 2, nelN x> 0.

(a) Probar que f(z) es una funcién de densidad.

(b) Obtener la funcién de distribucién de X.
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(¢) Determinar la fgm de la variable aleatoria X.

(d) Calcular E[X*] y usar este resultado para calcular la varianza.

. La funcién de distribucién de la variable aleatoria X es:

0 six<—1
Flz)=1{ f(z+1)+2(x+1)? si-1<2<0
1 siz > 0.

Determinar: (a) P(X > —%); (b) P(|X]| > 0,5); (c) IP(|X — %| <1).

. Sea X una variable aleatoria continua con:

;—5 si 0<x<5b
flx) = 102?” si 5<z<10
0 otro caso.

(a) Verificar que f(x) es una funcién de densidad.
(b) Encontrar F(x).

(¢) Determinar el valor esperado de X.

. Sea F(x) la funcién de distribucién de una variable aleatoria X:

F(x)z{ ae”, siz <0

—%e‘z +b, siz>0.

(a) Determinar el (los) valor(es) de a y b, tal que se cumplan las
propiedades de la funcién de distribucién.
(b) Determinar la funcién de densidad de X y (re)definir las condi-

ciones para a y b.

. Sea F(x) la funcién de distribucién de una variable aleatoria X:

0, siz<0
F(z)=+4 2z —22%, si0<z<1
1. six > 1.

(a) Mostrar que f(z) = 2 — 2z, 0 < z < 1 y verificar que es una

funcion de densidad.
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(b) Mostrar que E[X] = 1.

El grafico de la figura 2.7 representa la funcién de distribucion de
una variable aleatoria X, la cual en [0, 1] es una funcién cuadratica

y en otro caso es una recta.

Figura 2.7: Gréfico de la funcién de distribucién de X

b I
0,75

0 1 2 3 4

Fuente: elaboracién propia.

(a) Obtener una expresién para la funcién de distribucién.
(b) Obtener, a partir de (a), la funcién de densidad de X.

(c) Caleular (1) P(X < 1), (2) P(X < 1), (3) P(X > 1), (4) P(} <
X<3)yB)PI<X<4).

. Sea X una variable aleatoria cuya funcién de densidad se representa

en el grifico de la figura 2.8 (siendo 0 < k < 2), donde los segmentos
de recta unen los puntos (0,0) y (k,a), y los puntos (k,a) y (2,0).

(a) Obtener una expresién para la funcién de densidad.

(b) Obtener, a partir de (a), el valor esperado y la varianza de X.

La variable aleatoria X tiene una funcién de densidad f(x) = ax +
br?, 0 <z < 1. Si E[X] = 0,6, entonces:

(a) Encontrar los valores de a y b, tal que f(x) sea efectivamente

una funcién de densidad.
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Figura 2.8: Gréfico de la funcién de densidad de X

1,00

0 k 1 2

Fuente: elaboracién propia.

(b) Calcular P(X < 1).

(c) Obtener la varianza de X.

Resolver cada una de las siguientes situaciones para determinar la
fgm y, a partir de este resultado, obtener la esperanza y la varianza

de la variable aleatoria X.

(a) Sea X una variable aleatoria discreta con una funcién de cuantia
pz) =02 22 1 08a(l —a)®, 2=0,1,2,---, (0 < a <1,

!

constante).

(b) Sea X una variable aleatoria continua con una funcién de den-
sidad f(z) =2-e72%, 2 > 0.

||

Sea fx(x) = 15, si |z| < 4 la funcién de densidad de la variable

aleatoria X.

(a) Mostrar que si Y = X2, entonces fy(y) = % con y € (0, 16).
(b) Obtener fz(z) y Fz(z), donde Z = |X]|.

En la propiedad 2.5 se realizé un esquema de demostracién para el

resultado:
ak
E[X*] = —Mx(t)

otk t=0
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Ahora, se pide demostrar este resultado considerando la expansion
en serie de Taylor de !X y, con este resultado, obtener las derivadas

respectivas y evaluar en t = 0; la expresién (convergente) es:

£ ;
X _ (tX)
etX = ; o

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad f(z) = %, —1 <
x < 1. Determinar:

(a) La funcién de distribucién acumulada de X.

(b) La funcién de densidad de la nueva variable aleatoria Y = X2.

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad f(z) = a(1 —

z),0 <z <1

(a) Determinar a tal que f(z) sea una funcién de densidad.

(b) Encontrar la funcién de densidad de la nueva variable aleatoria

_ 1
T=+x=5.
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Capitulo 3

Distribuciones

3.1. Introduccién

Considerando que una distribucién de probabilidad es un listado de to-
das las posibilidades de resultados de una variable aleatoria junto con la
probabilidad asociada a cada uno de estos resultados, para ciertas varia-
bles aleatorias (discretas y continuas) se puede determinar la probabilidad
de ocurrencia de los valores determinados por el recorrido mediante una
funcién, la cual es llamada funcién de distribucion.

Las expresiones dadas por las funciones de probabilidad de las dis-
tribuciones de variables aleatorias van a depender de ciertas constantes,
que se llamaran pardmetros de la distribucién y surgen de la naturaleza
e interés de los experimentos de estudio. Habitualmente los parametros
determinan tres medidas que describen el comportamiento de la poblaciéon
para la caracteristica de interés X . Estas son: posicién, escala o dispersién
y forma o asimetria.

Es decir, las distribuciones de probabilidad son aproximaciones tedri-
cas a la realidad poblacional, teniendo en cuenta que la realidad es com-
pleja y puede asumir multiples formas que son muy dificiles de representar
mediante un modelo matematico.

Ademads, como un contenido optativo, este capitulo finaliza con un
apartado dedicado a trabajar las distribuciones de variables aleatorias con
MS-Excel. Dicha herramienta entrega la oportunidad de realizar célculos

de probabilidades y de densidades.
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Definicién 3.1 Como se ha anticipado, las distribuciones de variables alea-
torias que se estudiaran a continuacién responden a situaciones particula-
res que habitualmente reciben un nombre propio, por lo que adoptaremos

una notaciéon para resumir la distribucién de una variable aleatoria X:
X ~ Distribucién(8),

donde X es la variable aleatoria, ~ es un simbolo que se lee como dis-
tribucion o distribuye y @ es un vector que contiene los pardmetros que

especifican la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria.

Si se sabe que la variable aleatoria X sigue una cierta distribucion,
entonces esta tiene asociados algunos elementos: funcién de cuantia o de
densidad, la funcién de distribucién, funcién generadora de momentos,
valor esperado (si existe) y varianza. Al contrario, se puede identificar
una distribucién para una variable aleatoria X si se conoce la funcién de
probabilidad o la funcién generadora de momentos; no asi el valor espera-
do y la varianza, que no son suficientes para identificar una distribucién

especifica.

En resumen:

X ~ Distribucién(0) < p(z), f(x); F(x); Mx(t)
= E[X],Var[X].

3.2. Distribuciones de variables aleatorias discretas

Cuando el recorrido de la variable derivado del experimento es de caracter
discreto (toma valores finitos o infinitos numerables), es decir, el recorrido
estd contenido en el conjunto de los enteros, se habla de una distribucién
de variables aleatorias discretas. A continuacién, se hace un recorrido
por algunas de las distribuciones usuales, para las cuales se especifica
el experimento asociado y la funciéon de cuantia, a partir de la cual se
deriva la funcion generadora de momentos para obtener la esperanza y la

varianza.
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Distribucién de Bernoulli

Definicién 3.2 Un experimento se dice que es de tipo Bernoulli (o ensayo
de Bernoulli) si solo consta de dos resultados posibles mutuamente ex-
cluyentes, éxito y fracaso, con una cierta probabilidad en la poblacién de
estudio. Por tratarse de eventos complementarios, éxito y fracaso, la suma

de las probabilidades asociadas a cada uno de estos eventos debe ser 1.

En efecto, supongamos que la probabilidad de éxito de un experimen-
to realizado bajo las condiciones de un ensayo de Bernoulli es p, y la

probabilidad de fracaso es ¢ = 1 — p. Es decir:

D si z=1 (éxito)
p(x) = .
1—-p si z=0 (fracaso).

Luego, p(z) = p®(1 —p)* %, x = 0,1 es la funcién de cuantia asociada
a la variable aleatoria discreta X que distribuye Bernoulli de pardametro
p. Esto se denota con X ~ Bernoulli(p).

A partir de la funcién de cuantia se puede obtener la funcién gene-
radora de momentos y, de ese resultado, obtener el valor esperado y la

varianza:

Mx(t) =] e"p(x) = "p(0) + e"'p(1) = 1 — p + pe' = q + pe’.

z=0
0
E[X] = = Mx(?) _=r
62
E[X*] = 5 Mx(1)] =p.
t t=0

Distribuciéon binomial

La distribucién binomial consiste en la repeticién de n ensayos de Ber-
noulli, es decir, cada una de las n repeticiones del experimento tiene dos
resultados posibles, mutuamente excluyentes, éxito y fracaso. Ademsds,
las repeticiones son independientes entre si y tienen una probabilidad de

éxito, p, constante de ensayo en ensayo.
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Definiciéon 3.3 La variable aleatoria X, que mide el nimero de éxitos que
aparecen en los n ensayos, pertenece a la familia de las distribuciones
discretas. Entonces, X sigue una distribuciéon binomial si es el resultado

de n experimentos de Bernoulli; la notacién y la funcién de cuantia son:
X ~ Binomial(n,p),n >0, 0 <p <1

@p(l') = (Z)pz(l 7p)nim7 T = Oa 1727' T, N

La distribucién depende de la cantidad de repeticiones del ensayo de
Bernoulli, n, y del parametro que indica la proporcién de éxitos, p. El
grafico de la figura 3.1 muestra, para n = 10 y n = 20, la funcién de
cuantia y la funcién de probabilidad acumulada considerando p igual a
0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5.

Figura 3.1: Funcién de cuantia y funcién de distribucién

0,50 Funcién de cuantia, n=10 Probabilidad acumulada, n=10
0.40 1,00 el 8
- ;,* et
0,30 0,80 w s R
’ ’ ’
0,60 Faa iy
0,20 i s
040 1 P
0,10 s g
020 | o
X ;’_'—
0,00 0,00 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
~@- p=0,5 =+~ p=04 p=0,3 =%~ p=0,2 —~m~ p=0,1 ~@- p=05 -+~ p=04 p=0,3 =%= p=0,2 == p=0,1
030 F\Cuncién de cuantia, n=20 Probabilidad acumulada, n=20
\
(Y 1,00 I-I}H—H—J-"-H—H—.-l
0,20 i A el Pl Fagi%
, | Y - 0,80 Fox o
i II \ x‘ " ‘A‘ o ’ P
o NN NN 0,60 ; F S 8
LIS 2 S W ) ro .
0,10 ! (NN NN, 0,40 i/ s 0
’ \,‘ \’ 1Y g r o/ / 7
# LN N 020 |/ A s .
; L }D xo \\g ” L 5 &
0,00 (ésrete T e stkubwiiadiesree, 000 ledbocbe®
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
~®- p=0,5 =4- p=0,4 p=0,3 =%= p=0,2 —#@~- p=0,1 ~®- p=0,5 =4~ p=0,4 p=0,3 == p=0,2 —@- p=0,1

Fuente: elaboracién propia.

Ejemplo 3.1 En este ejemplo se obtendra la funcién de cuantia para la
distribucién binomial a partir de la definiciéon del experimento aleatorio.

La variable aleatoria considera la probabilidad de ocurrencia de x éxitos
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entre n ensayos. Para obtener la funcién de cuantia, se obtendra primero la
probabilidad de ocurrencia de x éxitos en los primeros ensayos, entonces
si se tienen n ensayos y los primeros x son éxitos, la probabilidad de
ocurrencia es:

P(X =z)=p"(1-p)"™".

Luego, todas las posibles combinaciones para obtener z éxitos entre

los n ensayos, se obtienen por:

()= s

Asi, la probabilidad de ocurrencia de x éxitos entre los n ensayos Ber-
noulli con probabilidad de éxito p, que corresponde a la funcién de cuantia

de una variable aleatoria X de distribucién binomial, es:

P(X =2x) =p(z) = (Z)px(l -p)"* x=0,1,2,--- ,n.0O

Propiedad 3.1 La funcién generadora de momentos de la distribucién bi-

nomial, se obtiene a partir de la funcién de cuantia como sigue:

Mx(t) = Z
Jra

) (
"
Z ( ) 2(1—p)" .
Esta expresién corresponde a la forma del binomio de Newton para a = pe?

y b= (1— p), entonces:

Mx(t) = (1 —p+pe")" = (q+ pe")"

Por su parte, de la funciéon generadora de momentos se puede obtener

el valor esperado y la varianza:

d
E[X] = @MX(” = np.
t=0
2 d2 2
E[X"] = —-Mx(t)] =n(n—1)p”+np
dt? t=0

Var[X] =B[X*] = {E[X]}? =np(l—p)=n-p-q.
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Ejemplo 3.2 Suponer que un estudiante rinde una prueba de 10 pregun-

tas de verdadero y falso y que ademaés este estudiante no estd prepara-

do y adivina las respuestas (es decir, selecciona las respuestas al azar).

Considerando la variable aleatoria X: numero de respuestas contestadas

correctamente por el estudiante, determinar:

(f)

11i,

La distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X.
La probabilidad de que conteste correctamente todas las preguntas.
La probabilidad de que conteste correctamente 5 preguntas.

La probabilidad de que apruebe el examen, si este se aprueba contes-

tando al menos 7 preguntas correctamente.

El nimero esperado de preguntas contestadas correctamente y la va-
riabilidad.

La probabilidad de que obtenga un puntaje de al menos el 40 %.

Solucidn: (a) Cada pregunta de la prueba es un ensayo de Bernou-

pues tiene dos respuestas posibles: éxito (respuesta correcta) y fra-

caso (respuesta incorrecta). Por la construccién de la prueba, la pro-

babilidad de éxito y fracaso debe ser igual y constante para cada una

de

las 10 preguntas. Si X: numero de respuestas correctas, entonces:

X ~ Binomial(n = 10,p = 0,5) con:

p(z) = <10) -0,5% - 0,507 = (1()) -0,519.
xr X

(b) p(10) = (50) - 0,51 = 0,5 = 0,00098.
(c) p(5) = (%) - 0,50 = 0,246.
(d)P(X >7) = i -(10) 20,510 = 0,17188
= T ) ) *
() E[X]=n-p=10-05=5yV(X)=n-p-q=10-0,5-0,5 = 2,5.
(f) P(X > 4) = 0,828. m

Distribuciéon geométrica

Sea el experimento de realizar repeticiones de ensayos tipo Bernoulli hasta

obtener un éxito, bajo las condiciones de independencia entre los eventos y
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de probabilidad de éxito constante de ensayo en ensayo. La variable alea-
toria que mide este tipo de experimentos se dice que sigue una distribucién

geométrica.
Definicién 3.4 X ~ Geométrica(p) < p(z) = (1 —p)* ' -p,xz=1,2,---

Ejemplo 3.3 En este ejemplo se obtendra la funcién de cuantia para la
distribucién geométrica a partir de la definicién del experimento aleatorio.
La funcién de cuantia se puede derivar obteniendo resultados para algunos
casos particulares y generalizando para x. Para esto hay que tener en
cuenta que P(X = i) es la probabilidad de que en el i-ésimo ensayo se

produzca el primer éxito y que la probabilidad de éxito es p. Por tanto:

O

Propiedad 3.2 A partir de la funcién de cuantia se puede obtener la fun-
cién generadora de momentos y, a su vez, el valor esperado y la varianza

de la variable aleatoria con distribucién geométrica.
(a) Mx(t) = pet(1 — qet)~L.

(b) E[X]=p".

(¢) Var[X] = (1= p)p2.

Demostracién: (a) La funcién generadora de momentos:

Mx(t) = Z SO

=0
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la convergencia se garantiza para ¢ - ef < 1:

p 1 _p_ g
q(1—ge')+1 ¢ (1—qe)

(b) ¥ (c) Valor esperado y varianza quedan de ejercicio para el lector.

Indicacion: véase propiedad 2.5 y la definicién 2.7.

Ejercicio propuesto 3.1 Construir graficos de una variable aleatoria X
con distribuciéon geométrica, con p = 0,1, p = 0,2 y p = 0,3, para la
funcién de cuantia y la funcién de distribuciéon acumulada. Esbozar los
graficos y luego utilizar MS-Excel para el grafico exacto (este ultimo se

aprecia en la figura 3.2).

Figura 3.2: Funcién de cuantia y funcién de distribucién de X

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
—ep=0,1 p=0,2 -+ p=03

0,80 T

0,20 »

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
—ep=01 -+ p=02 -+ p=0,3

Fuente: Elaboracién propia.

Ejemplo 3.4 Se sabe que en un cierto proceso de fabricacién, en promedio,
1 de cada 100 articulos estd defectuoso. ;Cudl es la probabilidad de que
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el quinto articulo que se inspecciona sea el primero defectuoso que se
encuentra?

Solucién: Se define la variable aleatoria X: nidmero de inspeccio-
nes necesarias hasta obtener el primero defectuoso, donde la probabi-
lidad de encontrar un articulo defectuoso es de 0,01. Por tanto: X ~
Geométrica(p = 0,01).

Finalmente, la probabilidad de que el quinto articulo que se inspeccio-
na sea el primero defectuoso que se encuentra es:

P(X =5) =0,01(1 —0,01)>"! = 0,0096 = 0,1 %. O

Distribucién binomial negativa

En experimentos donde es de interés determinar la cantidad de ensayos
(independientes) necesarios para observar el k-ésimo éxito, se dice que
los valores observados tienen o siguen una distribuciéon de probabilidad

binomial negativa.

Definicién 3.5 En experimentos donde es de interés determinar el niime-
ro de ensayos de tipo Bernoulli independientes que son necesarios para
obtener el k-ésimo éxito, con probabilidad p (y probabilidad de fracaso
qg=1-p),k=23,---,lavariable aleatoria sigue una distribucién llamada

binomial negativa (Bneg) con pardmetros k y p, es decir: X ~ Bneg(k, p).

Definicién 3.6 X ~ Bneg(k,p) < p(z) = (ij)pkqm’k, x = k,k+
Loy k=1,2,---.

Ejemplo 3.5 Obtener la funcién de cuantia para la distribucién binomial
negativa a partir de la definicién del experimento aleatorio.

Solucién: De acuerdo con la definicién del experimiento aleatorio para
esta distribucion, el recorrido de la variable aleatoria X es: k, k + 1,---
y, en cada realizacion del experimento, la probabilidad de éxito es p. Con
estos datos se obtiene la probabilidad para los valores del recorrido, los
cuales son:

X = k: necesariamente cada uno de los primeros k ensayos son éxitos,
entonces P(X = k) = p(k) = p*.
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X =k +1: el k-ésimo éxito debe ocurrir en el ensayo k + 1, por lo que
debe haber exactamente k — 1 éxitos en los primeros ensayos. Entonces
P(X=k+1)=pk+1)=(7)p" ¢

X = x: el k-ésimo éxito debe ocurrir en el ensayo x y debe haber
exactamente k — 1 éxitos en los primeros x — 1 ensayos. De este analisis se
obtiene la funcién de cuantia de una variable aleatoria X ~ Bneg(k, p):

P(X =2x) =p(x) = (i_i)pkqwk, z=kk+1,---. 0
Propiedad 3.3 La funcién generadora de momentos, el valor esperado y

la varianza de X estan dados, respectivamente, por:

(a) Mx(t) = (pe'(1—qget)™)".

(c) Var[X]=k-q-p~2, k=2,3,---.

Ejercicio propuesto 3.2 Demostrar los resultados para la propiedad 3.3.

Indicacion: Usar el siguiente resultado:

(1—)" = Z[: (HT;_l)ti.

i=0
Observacién 3.1 Si k = 1, entonces la distribucién binomial negativa es
equivalente a la distribucién geométrica. Este resultado es claro, pues la
variable aleatoria con distribuciéon binomial negativa, en este caso, mide
el niimero de prueba hasta que ocurre el primer (k = 1) éxito. Para evitar
esta situacién, algunos textos definen la distribucién binomial negativa

para valores de k superiores a 1, es decir, k = 2,3,---.

Ejemplo 3.6 Sila probabilidad de que un nino expuesto a una enfermedad
contagiosa la contraiga es de 0,4, ;cudl es la probabilidad de que el décimo
nino expuesto a la enfermedad sea el tercero en contraerla?

Solucién: Si se considera la variable aleatoria X: numero de ninos
expuestos a una enfermedad contagiosa hasta que ocurra el tercer conta-

giado, por tanto:
-1
X ~ Bneg(k =3;p=04) = p(x) = (x ) > 0,4%.0,6%3, =34, -

Asf, P(X = 10) = (3) - 0,4°- 0,6” = 0, 065.
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Distribucién hipergeomeétrica

Supéngase que para cierta caracteristica se puede dividir al total de la
poblacién de estudio, N, en dos grupos. El grupo I tiene m elementos y,
por su parte, el grupo II tiene los restantes N — m elementos. El experi-
mento consiste en extraer n elementos de la poblacién (uno a uno y sin
reemplazo) y enseguida contar la cantidad de éxitos encontrados (si un
elemento pertenece al grupo I se considera un éxito; por tanto, si es del

grupo II se considera un fracaso).

Definiciéon 3.7 La variable aleatoria X, que cuenta el nimero de éxitos
entre n objetos elegidos sin reemplazo de una poblacién antes caracteri-
zada, sigue una distribucién llamada hipergeométrica, cuyos parametros
son el tamano de la poblacién: IV, el numero de elementos del grupo I
de la poblacién: m, y la cantidad de elementos que se seleccionan de la
poblacién: n. La siguiente es la funcién de cuantia y se presentan gréficos
para distintos valores de los tamanos de poblacién, poblaciéon de éxito y

muestra:
X ~ Hiperg(N,m,n) & P(X =z) =

Propiedad 3.4 El valor esperado y la varianza de X son, respectivamente:

(a) E[X]=n"p, donde p = %.

(b) Var[X]=n-p-q}—2,dondep=2yqg=1-2.

2

Los gréficos de la figura 3.3 muestran el comportamiento de la funcién
de cuantia f(z) y la funcién de distribucién F'(x) para distintos valores de

los parametros de la distribucién, de tamanos muestrales y poblacionales.

Ejemplo 3.7 Un lote de 20 articulos es aceptado o rechazado basidndose
en una inspeccion de 4 extracciones al azar. Se acepta el lote si a lo mas
hay un producto defectuoso. ;Cudl es la probabilidad de que el lote sea
rechazado si se sabe que 2 de los 20 productos estdn en mal estado?

Solucién: Para este ejemplo, se mide la variable aleatoria X: nimero
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Figura 3.3: Funcién de cuantia y funcién de distribucién de X ~ Hiperg

080 7 Funcién de cuantia, m=6, n=7 Probabilidad acumulada, m=6, n=7
0,50 o 100 I
040 | -7, A LN *
\ L7 NS \
0,30 \ K A r
\I\I RN \\
0,20 S " KN \
J )‘\\ P . “
0,10 A ')(\ N AN
000 I €27 —a-—o’ X===Se=r_Jrzead
o 1 2 3 4 5 6 2 4
- ®= N=10 - 4= N=15 N=30 = %= N=50 - ®= N=10 - %= N=15 N=30 = %= N=50
100 7 Funcién de cuantia, m=4, n=2
0,80 RN 1,00
.
.
0,60 s 0,80
A N 0,60
0,40 I e NN
- SN 0,40
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NI e 0,20
=3z
0,00 - : BRRLER . 000 4 : : ‘
0 1 2 0 1 2
- ®= N=10 - 4= N=15 N=30 = %= N=50 - ®= N=10 - %= N=15 N=30 = %= N=50

Fuente: elaboracién propia.

de articulos defectuosos en las 4 elecciones. Por tanto:

X ~ Hiperg(N =20,m = 2,n = 4)
()65
(%)

2\ (18
En este caso, P(X > 1) = P(X =2) =p(2) = % = 0,0316. O

=P(X =2)=p() = , =0,1,2.

Distribucién de Poisson

Existen experimentos en los que interesa determinar con qué probabilidad
ocurren eventos como el nimero de averias de una cierta maquina en
una jornada de trabajo, el nimero de particulas emitidas por un atomo
radiactivo en t segundos, el numero de errores tipograficos en una revista,
el nimero de llamadas que ingresan a una central telefénica en un periodo
de tiempo determinado, etc. Es decir, en este tipo de experimentos interesa

asignarle una probabilidad de ocurrencia a un evento en un periodo de
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tiempo fijo o en una regiéon determinada.
Aquellos experimentos que cumplen las condiciones anteriores se ajus-

tan a un proceso de Poisson, que se denota con X ~ Poisson(A).

Definiciéon 3.8 Una variable aleatoria X sigue una distribuciéon de Poisson

de pardmetro A (A > 0) si su funcién de densidad es:

p(.’I}):IP(X:J})Iil, ‘T:071727"'
Z:

Propiedad 3.5 La funcién generadora de momentos, el valor esperado y

la varianza de X son, respectivamente:
(a) Mx(t) = e e =1,

(b) E[X] = A

(¢) Var[X] = A

Demostracién: Sea X ~ Poisson(\):

_ X1 _ - S (Aeh)” __=A et a(et=1)

(a) M(t)=E[e*] =e Z = e =e .
=0 xZ.
) E[X] = La@| =
dt =0
2
(c) E[X?] = %M(t) =N+ )\ Asf, Var[X] = A,
t=0

Ejemplo 3.8 Suponer que los clientes que llegan a una fila de espera lo
hacen en una tasa de 4 por minuto y que este proceso de llegada ocurre
de acuerdo con un proceso de Poisson. Determinar la probabilidad de que
al menos una persona llegue a la fila en un intervalo de medio minuto.
Solucién: Considerar la variable aleatoria X: numero de personas
que llegan a una fila en medio minuto. De acuerdo con la definicién de
la variable aleatoria, se debe determinar la tasa de personas que llegan
a la fila en medio minuto; considerando que es proporcional y constante,
entonces la tasa de personas que llegan a la fila en medio minuto es de 2.
Por tanto, X ~ Poisson(A = 2) y la funcién de cuantia estd dada por:
e~22%

p((E):IP(X:(E): [ .%'20,1,2,"',
X
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de donde la probabilidad de que llegue al menos una persona a la fila en

el intervalo de medio minuto es:

220
0!

WV
=

Il
—

|
=~
s

Il
=

Il
—_

|

o8]
>iplx) =P(X —1-¢2=10,865.0
=1

Aproximacion a la distribuciéon binomial por la distribuciéon de

Poisson

Es conveniente realizar esta aproximacion cuando se tiene una gran can-
tidad de ensayos de Bernoulli y una probabilidad de éxito en cada ensayo
muy baja (cercana a cero). En ese caso, la distribucién binomial se apro-
xima bien mediante la distribucién de Poisson, donde A es el producto de
n 'y p, la cantidad de ensayos y la probabilidad de éxito de cada uno. Es
decir:

Sea X ~ Binomial(n,p) donde n — o y p — 0, entonces: X ~

Poisson(\ = np), donde ~ denota que es una distribucién aproximada.

Observacion 3.2 En la practica, se puede obtener una buena aproxima-
cién para n > 30 y p < 0,1. En el mejor de los escenarios, si n > 100 y

p < 0,1, se obtiene una aproximacién muy buena.

Ejemplo 3.9 En un sistema de control de la calidad de un producto termi-
nado, un experto estima que hay una probabilidad de 0,001 de encontrar
un articulo defectuoso durante un periodo de tiempo de 5 minutos en una
estacion de la cadena de produccién continua. Es de interés determinar la
probabilidad de: encontrar exactamente ningun articulo defectuoso y de
encontrar un articulo defectuoso, en un experimento en que se revisa la
aparicién de articulos defectuosos en 100 periodos de 5 minutos.

Solucidén: Sea X: ndmero de articulos defectuosos observados en 100
periodos al azar de 5 minutos, entonces X ~ Binomial(n = 100;p =
0,001), con lo cual se obtiene que:

P(X = 0) = 0,9048: la probabilidad de no encontrar articulos defec-
tuosos es de 90,48 %, v

P(X = 1) = 0,0906: la probabilidad de encontrar un articulo defec-
tuoso es de 9,06 %.
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Notese que en este ejemplo n es grande y p pequeno, usando la dis-
tribucién de Poisson dada por X ~ Poisson(A = np = 0,1), entonces
la probabilidad de no encontrar articulos defectuosos y de encontrar un
articulo defectuoso es, respectivamente:

P(X =0) =0,9048 y P(X = 1) = 0,0905. Es decir, 90,48 % y 9,05 %,
respectivamente, que corresponden a valores cercanos a los obtenidos uti-

lizando la distribucién binomial. O

3.3. Distribuciones de variables aleatorias continuas

Distribucién normal

La distribucién normal constituye un tipo de distribucion de probabilidad
de més amplio uso practico y estudio tedrico durante el desarrollo de la
estadistica y la probabilidad. Esta amplitud de uso estd dada porque mu-
chos fenémenos reales se pueden aproximar mediante esta distribucion; de
ahi que su estudio se masificara y sea hoy fuente obligada para adentrarse
(o al menos para iniciarse) en la inferencia estadistica y en el estudio de
la modelaciéon estadistica.

Desde el punto de vista gréfico, la distribucién es simétrica en torno a
un punto (llamado pardmetro de localizacién) donde se localiza la media,
la mediana y la moda. Por esta razon la forma es de campana (el grafico de
la distribucién normal es llamado campana de Gauss). La extensién o am-
plitud de la distribucién hacia ambos extremos es similar y se determina
por un parametro llamado de escala o de dispersién. Estos dos parametros,

de posicién y de escala, son los que determinan la distribucién.

Definiciéon 3.9 Sea X una variable aleatoria continua que toma valores
en todos los reales y sean u y o2 los pardmetros de posicién y escala,

respectivamente, entonces:

X ~ N(p,0%) & f(z) =

1 1 )

donde —c0 <z <0, peRy o2 >0.

La densidad f(x) es una funcién simétrica en torno a pu, por tanto,
P(X < pu) =05y P(X > pu) = 0,5 En la figura 3.4 se aprecia el
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grafico de una variable aleatoria con distribucién normal media 0 y la
desviacion estandar para tres valores. Aqui es posible observar que valores
més grandes de la desviacién estandar implican mayor dispersién de los
datos; algo parecido se aprecia respecto del aumento de la curva para la

funcién de distribucién acumulada.

Figura 3.4: Funcién de densidad y funcién de distribucién X ~ N(0,03)

09 12

Fuente: elaboracién propia.

A continuacién, se entregan algunos resultados para caracterizar la
distribucién normal asociados a la funcién generadora de momentos y los

parametros de posicién y de escala.

Propiedad 3.6 La funcién generadora de momentos, el valor esperado y

la varianza son:
(a) Mx(t) = exp {m + t?ff;’}.
(b) E[X] = p

(c) Var[X] = o2

Demostracion: (a) Para obtener la funcién generadora de momentos
de la variable aleatoria X, se aplica la definicién y se resuelve la integral.

En efecto, se tiene que:

Mx(t) = B[] :f

exp {tx} f(z) dx. (3.1)

Resolviendo la ecuacion 3.1 se puede obtener la funcién generadora de

momentos de X.
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(b) ¥ (c) A partir de la primera y la segunda derivada parcial de la
funcién generadora de momentos de X respecto a t y evaluadas en ¢ = 0,
se puede obtener una expresién para el valor esperado y la varianza. En

efecto:

iMx(t) = (u+to?) - exp t,u—l—tQa—z
dt 2
d2

2
T Mx(t) = [w(p+to®) + 0% +to® (u+to?)] - exp {tu+t202}.

Evaluando ambas expresiones obtenidas anteriormente en ¢ = 0, se

tiene que el valor esperado y la varianza son:

E[X]=py Var[X] = o>

Distribuciéon normal estandar

Existe un caso particular de la distribucién normal en que it = 0y 02 = 1.
Esta es la llamada distribucién normal estandar, la cual presenta ventajas

particularmente para el calculo de probabilidades.

Propiedad 3.7 Si X ~ N(u,0?), entonces Z = g(X) = X ~ N(0,1). Es
decir, la nueva variable aleatoria Z sigue una distribucién normal estdndar

(con media 0 y varianza 1). Nétese que la funcién de densidad de Z es:

f(z) = \/%exp{—;zz} — 0 <z < 40o0.

Demostracién: La idea sera obtener la funcién generadora de momentos
de la variable aleatoria Z y ver que tenga la forma de la distribucion

normal estandar, de esta manera:

My(t) =E[¢'?] = E [exp {t XU_ “}] — exp {_W} E [e%] _

g

:exp{_t:}MX(;) =ex/p{/1i/;exp {%—F;Zj} =
(e

Con este resultado y el hecho de que en la propiedad 3.6(a) siu =0y

0?2 = 1, entonces se obtiene que Z ~ N (0, 1).
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Tal como se anticipé anteriormente y después del resultado de la pro-
piedad 3.7 queda de manifiesto, dado que cualquiera sea el valor numérico
de los pardmetros p y 02, la transformacién lleva a una variable aleatoria
con parametros 0 y 1, respectivamente; luego el cdlculo de probabilidades
para esta distribucién puede realizarse a través de Fz(z). La siguiente

definicién permite obtener valores para la probabilidad de Z.
Definicién 3.10 Se define la funcién ®(-) como:
D(2) = Fz(z) =P(Z < 2).

Ademas, se puede mostrar que ®(z) es una funcién que admite inversa

(es 1 a 1), con lo cual se cumple que:
P2)=aez=12,=d o).

Definicién 3.11 Sea la variable aleatoria X ~ N(u,?), el resultado para

Z de la propiedad 3.7 y la definicién 3.10, se obtiene:

FX(J:):IP(XSJ:)=IP<X“$H)

g (o)

=]P<Z<x;u> =q><x;“).

Es decir, a través de la funcién ®(-) se permite el célculo de probabi-

lidades para una variable aleatoria con distribucién normal con cualquier

valor de p y o2, utilizando la distribucién normal estdndar.

La importancia del resultado de la definicién 3.11 es que, si se cuenta
con los valores de la imagen de ® para todos los valores de z (argumento de
la funcién), se tendrian los valores tabulados para una variable aleatoria
con distribucién normal estdndar. Ademds, como la funcién ®(-) admite
inversa, es posible obtener un valor dentro del recorrido de la variable
aleatoria Z dado por una probabilidad.

Este valor puede ser llamado percentil o puntaje z, por ejemplo, el
percentil 85 estd definido por z = 1,03, o sea ®(1,03) = 0,85. Ademds,
como la funcién ® admite inversa, entonces, ®71(0,85) = 1,03. Nétese que
otra forma de escribir el resultado anterior es zp g5 = ®-1(0,85) = 1,03,
que simplifica la escritura reemplazando la funcién inversa por la variable

aleatoria y la probabilidad acumulada como subindice.
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Ejemplo 3.10 Sea X una variable aleatoria X ~ N(u = 1,75y 0? = 0,52).
Se desea calcular (a) P(X < 1,80), (b) P(X > 1,60) y (c) P(1,55 < X <
1,85).

Solucién: Segin el gréfico (véase figura 3.5) y usando la funcién @(-):

(a) P(X <1,80) = P (Z < 1’800_51’75) =
=P(Z <0,1) = $(0,1) = 0,5398.

(b) P(X >1,60)=1—P (Z < 1’600_51’75) —1-P(Z < —-03)
=1—®(—0,3) = 1—0,3821 = 0, 6179.

() P(1,55 < X <1,85) =P (1550_5175 <Z< 1850_5175>

= P(—0,4 < Z <0,2) = 9(0,2) — B(—0,4)
=0,5793 — 0,3446 = 0,2347.

Figura 3.5: Gréafico para las probabilidades a calcular

P(X < 1,80) P(X = 1,60) P(1,55 < X < 1,85)

1,80 1,60 1,55 1,85

Fuente: elaboracién propia.

Ejemplo 3.11 (1) Obtener el percentil de orden 97,5% de una variable
aleatoria que sigue una distribucién normal estdndar Z ~ N(0, 1).

(2) Sea ke Rty Z ~ N(0,1). En la ecuacién P(—k < Z < k) = 0,95,
obtener el valor de k.

Solucién: (1) El percentil de orden 97,5 % de una variable aleatoria

que sigue una distribuciéon normal estandar estd dado por:

20,975 = ®1(0,975) = 1,96.
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Es decir, si Z ~ N(0, 1), entonces se tiene que en esta variable aleatoria
bajo el valor z = 1,96 se encuentra el 97,5 % de las observaciones.

(2) Del gréfico de la figura 3.6(a) se tiene que:

Aplicando la condicién inicial, se tiene que:
2-P(Z<k)—1=095=P(Z <k)=0,975.
Aplicando la funcién ®(-) y la funcién ®~1(-):
(k) = 0,975 = k = &(0,975) = 2,975 = 1,96.

Es decir, P(-1,96 < Z < 1,96) = 0,95 (véase el grifico de la figu-
ra 3.6(b)). O

Figura 3.6: Grafico de cuantiles para la distribucién normal estandar

(a)

0,02

|

I

I

; ;
-k 0 k

(a) Valores —k y k (b) Valores —z0,975 ¥ 20,975

Fuente: elaboracién propia.

Distribucién uniforme

Existen situaciones experimentales en que cada valor en el recorrido de
la variable aleatoria tiene la misma densidad y esta definido para un in-
tervalo especifico; por esto los parametros de la distribucién estan dados
por los limites del intervalo en que esta definida. Nétese que en caso de

que el intervalo esté especificado, por ejemplo (0, 1), la distribucién estara
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completamente especificada. Por las caracteristicas dadas, es llamada dis-

tribucién uniforme.

Definiciéon 3.12 La variable aleatoria X sigue una distribuciéon uniforme

en el intervalo (a,b), si:

X ~ Uniforme(a,b) < f(z) = %, a<zx<b.
—a

Dado que la distribucién estd definida para un intervalo acotado en los
reales, para cualquier otro intervalo de valores de x € R que no intersecte al
intervalo (a, b), la densidad estard definida como cero. Habitualmente esto
se deja de manifiesto en la definicién de la funcién de densidad asociada a
la variable aleatoria; sin embargo, para simplificar, en adelante se omite,

teniendo en cuenta esta acotacion.

Propiedad 3.8 La funcién generadora de momentos, el valor esperado y

la varianza de X estan dados, respectivamente, por:

bieta

(a) Mx(t) = e:(bfa)

(b) B[X] = o5,

(¢) Var[X] = &z22

2
Demostracion:
tX ’ ¢ 1 1 tb et — et
Mx(t) =F = z dr = z =
(a) Mx(t) = E[e7] L"’ b—a T tb—a) |, tlb—a)
b 2 b 1
1 T 1
(b)E[X]zLa:b_adx—2b_aa=2(b+a)
b 11, 1
(c) E[X?] = J z? dx = 2% =~ (b* +ab+ad?)
a - b—a . 3

Luego, la varianza es:

Var[X] =E[X?] - (E[X])*
1 1
- 4 2 4 4 2 2 o 2 - o 2.
3 (4b* + 4ab + 4a® — 3b” — 6ab — 3a”) 12(6 a)
Noétese que los resultados obtenidos en (b) y (¢) también se podrian

obtener utilizando la funcién generadora de momentos.
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Distribucién gamma

Esta distribucién (al igual que la distribucién exponencial) es utilizada
principalmente para modelar variables que describen los tiempos de so-
brevida o tiempos hasta que se produce § veces un determinado suceso.
Desde un punto de vista tedrico, es utilizada para modelar variables
aleatorias con asimetria hacia los valores bajos del recorrido de distribu-
cién o a la izquierda de la media. La distribucién queda especificada por
dos parametros, a y 8, donde « da la forma a la distribucién y también
determina la convergencia de la distribucién. Por su parte, 8 determina
el alcance de la asimetria de la densidad y se puede interpretar como el

tiempo promedio entre la ocurrencia de un suceso.

Definicion 3.13 La variable aleatoria X sigue una distribuciéon gamma si:

1
@)= Ty

a-1_—%

e ?, x>0, a>0, >0 (q,p valores fijos),

0

donde I'(«a) = ,[ t* et dt es la llamada funcién gamma.
0

Propiedad 3.9 La funcién generadora de momentos, el valor esperado y

la varianza de X estan dados, respectivamente, por:

(a) Mx(t) = (1 - Bt)=™.

(c) Var[X] = ap?.

Demostracion: (a) La funcién generadora de momentos de X:

o

Mﬂﬂ=Ek“J=L ' f(z) da

_ . 1 a—1 _E
7L F(a)ﬂax exp{ ﬁ—l—tx} dx

([ st

b ﬁzaflefz 2, con z = z(%

- ), = AR
1

= Tt —

=(1-pt)""
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(b) Valor esperado:

Ew]zz%@m = aB(1 =Bt~ = aB.

t=0

(c) Var[X] = E[X?] — (E[X])?, entonces:

Bix? = Lanw = Laga— gy
dt? o dt

= aff(a+1)(1- B,
= af*(a+1).

t=0

Finalmente, se obtiene: Var[X] = af?(a +1) — (aB)? = af>.

Propiedad 3.10 Si X ~ Gamma(a = 1,3) entonces X ~ Exp(f8) es la

distribucién llamada exponencial de parametro (3, para la cual:
(a) X ~Exp(B) & f(z) = %67%, x>0, (8> 0 constante).
(b) La funcién generadora de momentos es Mx (t) = (1 — 3t)~ 1.
(c) El valor esperado es: E[X] = .

(d) La varianza es: Var[X] = 2.

Demostracién: Estos resultados son inmediatos si en la propiedad 3.9
a=1.
Una notacién alternativa para la distribucién exponencial es utilizar

el pardmetro \ en lugar de /3, con A = 871,

Propiedad 3.11 Si X ~ Gamma(a = 4,3 = 2), entonces: X ~ x3(n),
llamada distribucion chi-cuadrado, donde n es denominado grados de li-
bertad.

(a) La funcién de densidad es:

1 n_ T
R R

N3

(b) El valor esperado y la varianza son E[X]| = ny Var[X] = 2n, res-

pectivamente.

Demostracién: Usar en la propiedad 3.9: a = 5 y 8 = 2.
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Distribucion beta

Esta distribucién se ajusta a disenos experimentales donde la variable
aleatoria toma valores en el intervalo (0, 1), por lo que es posible utilizarla
para modelar proporciones y se usa en inferencia como un paso previo a
la distribucion binomial. Este tultimo dato hace referencia a la llamada in-
ferencia bayesiana, donde la distribucion beta es utilizada frecuentemente
como distribucién a priori cuando se trabaja con observaciones de tipo

binomial.

Definicién 3.14 La variable aleatoria X ~ Beta(a, () si su funcién de

densidad es:

Pa+8) .
1@ = tar@®™

Una forma alternativa de definir la funcién de densidad de distribu-

(1-2)’1 0<z<1la>0p3>0. (32

cién beta es por medio de la utilizacién de la funcién beta, que se define

como B(a, 8) = FISEQK%) Con esto se tiene que la expresién 3.2 se puede

reescribir como:
1

f(x)=B(a ﬂ)x“‘l(l—x)ﬁ—l, 0<z<1l, a>0, 8>0.

Propiedad 3.12 El valor esperado, la varianza y el momento de orden k

de X ~ Beta(a, ) son, respectivamente:

(a) E[X]=a-(a+8)".

(b) Var[X] = aB-[(a+B)2(a+B+1)] .

(c) B[X*] =T(a+p)T(a+k) (D@l (a+B+k) .

Demostracion: Se obtendrd el momento de orden k-ésimo y, a partir
de ese resultado, el valor esperado y la varianza. En efecto:
1
B[X*] =B(a, 8)7! J 2= — )81 g
0
_ D(a+B) T(a+ k)BT
=B 1.B k,B) = :

_T(a+B)l(a+ k)
T(a)T(a+k+3)
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Con k = 1 se tiene E[X] el valor esperado y con k = 2 se tiene F[X?],

que se utiliza para calcular la varianza:

B L@+ Al +1) _ allot+Filia)
“T(@T(a+1+5)  (a+ALlo+7)

BX?) :?(Z i B)L(a+2) _ ola + 1)D{a+BD6]
T(a)l(a+2+8) (a+pB)(a+pb+1)al(a+P)
(a + ﬂg((lo;l; +1)
Var[X] = T ;)(?0;1; . (a Jar 5>2
"G T

Propiedad 3.13 Si X ~ Beta(1, 1), es decir, los pardmetros son o = 8 =
1, se obtiene que X ~ Uniforme(0, 1).

Demostracién: es inmediata al evaluar la funcién de densidad de una
variable aleatoria con distribuciéon beta en @« = § = 1, con lo que se

obtiene la funcién de densidad de una distribucién uniforme con a =1y
b=1.

Otras distribuciones de variables aleatorias continuas

Las siguientes variables aleatorias tienen importantes aplicaciones en la
modelacion de distintos fenémenos. Sin embargo, para los alcances de este

texto se presentaran solo las distribuciones y las principales propiedades.

Distribucién de Weibull

La variable aleatoria continua X sigue una distribucién de Weibull si:

X ~W(a,0) < f(x) = aaaj exp{7<§)a}, x>0, a>0,60>0.

Propiedad 3.14 El valor esperado y la varianza para la distribuciéon de
Weibull son:
E[X]=0T(1+a )y Var[X] =602 [T(1 4+ 227 1) —=T?(1 +a V)]
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Distribucién log-normal

La variable aleatoria continua X se dice que tiene distribucién log-normal,

con notacién X ~ LogN(u,o?), si y solo si:

202
Propiedad 3.15 El valor esperado y la varianza son:
E[X] =exp {u + %2} y Var[X] = exp {2p + o?}.

1 1
f(x)ZNeXP{(logxu)z}’ x>0, peR, o >0
g

3.4. Distribuciones de variables aleatorias con MS-Excel

Si X es una variable aleatoria que sigue una distribucién conocida (ya sea
de naturaleza discreta o continua), es posible obtener algunos resultados
graficos y de célculo de probabilidades asociados a ella. En este contexto,
resulta tutil apoyarse en una herramienta informatica para procesar la
informacién. En este caso, se utilizard MS-Excel, basicamente porque se
trata de un software masificado entre los usuarios de MS y, ademas, tiene
asociada la posibilidad de graficar y realizar cdlculos mediante el ingreso
de férmulas, y cuenta con funciones para las distribuciones de uso comun.

A continuacion, se presenta la representacion de algunas de las distri-

buciones estudiadas en este texto mediante el uso de MS-Excel.

’ Distribucién Probabilidad acumulada (F(z)) ‘
Binomial DISTR.BINOM.N(Nimero de éxitos;Nim. de ensayos;
Probabilidad de éxito;Acumulado)
Bernoulli DISTR.BINOM.N(Nim de éxitos;1;Probabilidad de éxito;
VERDADERO)

Binomial negativa  NEGBINOM.DIST(Num_fracasos;Num_éxitos;Prob_éxito;
Acumulado)
Hipergeométrica DISTR.HIPERGEOM.N(Muestra_éxito;Nim_de_muestra;

Poblacién_éxito;Num_de_poblacién;Acumulado)

Poisson POISSON.DIST(x;Media;Acumulado)

Normal DISTR.NORM.N(x;Media;Desv_estandar;Acumulado)
Normal estdndar DISTR.NORM.ESTAND.N(z;Acumulado)

Gamma DISTR.GAMMA.N(x;Alpha;Beta;Acumulado)

Beta DISTR.BETA.N(x;Alpha;Beta;Acumulado)

Weibull DISTR.WEIBULL(x;Alpha;Beta;Acumulado)
Log-normal DISTR.LOGNORM(x;Media;Desv_estandar;Acumulado)

En todos los casos, el argumento de las funciones Acumulado tiene dos
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opciones: VERDADERO, que entrega la probabilidad acumulada hasta x o
hasta el nimero de éxito, y FALSO, que arroja la funciéon de cuantia para

z o el niamero de éxitos.

3.5. Ejercicios resueltos

1. Ciertos items producidos por una maéaquina son clasificados como
defectuosos o no defectuosos; la probabilidad de que ocurra un item

defectuoso es de 0,05 y, ademas, son independientes.

(a) Suponer que se extraen 10 {tems para ser inspeccionados, {cudl

es la probabilidad de que uno o mas de un {tem sea defectuoso?

(b) Estos items posteriormente son embalados en cajas de 20 uni-
dades para ser distribuidos, con la especificacién de que un 15 %
de los items por caja son defectuosos. Un inspector rechazara
una caja si al revisar 2 items encuentra a lo menos 1 defectuoso.

Determinar la probabilidad de que la caja sea rechazada.

(¢) Suponer que se agregé un componente nuevo a dicha méquina
para mejorar la calidad, produciendo 100 items por hora, de los
cuales 1 es defectuoso. ;Cudl es la probabilidad de que produzca
menos de 3 items defectuosos en una produccion de 1000 unida-
des? ;Cudl es el ntimero esperado de items defectuosos en una

jornada laboral?

Solucién: (a) El experimento es una repeticién de ensayos de Ber-
noulli, por tanto, se trata de una variable aleatoria binomial con
n =10y p = 0,05. Si se llama a la variable aleatoria X, entonces la
respuesta a la pregunta es:

P(X>1)=1-PX =0) =1—(1)0,05°(1 —0,05)10°0 =1 —
0,959 = 0,401.

(b) El experimento se trata de una distribucién hipergeométrica con
N =20,m=3(m=20-15%) y n = 2, entonces:

PX=21)=1-P(X=0)=1- (3()2(01;‘7) =1— 138 =0,284.

(¢) Se trata de un experimento binomial, pero como n es grande y

p es pequeno se puede obtener una buena aproximacion a través de
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la distribucién de Poisson de pardmetro A = np = 10. Asi f(x) =

—10 x
%. Luego, la respuesta a la pregunta es:

P(X <3)=P(X =0) +P(X = 1) + P(X = 2)

109 101 102
—10 —
(W + I + j) = 0,0028.

En una jornada laboral de 8 horas se esperan 8 items defectuosos.

. La variable aleatoria X tiene una fgm dada por (2 + 3¢)5.

(a) Probar que X ~ Binomial(n = 5,p = 3).
(b) Obtener la fgm de la variable aleatoria g(X) = 2X + 3.
(c¢) Obtener la probabilidad de que g(X) < 5.

Solucidén: El problema se basa en identificar la distribucién de pro-
babilidad a partir de la funcién generadora de momentos (en el
capitulo 2 se vio que la fgm identifica a una distribucién de proba-
bilidad y viceversa) y la aplicacién de la propiedad de la funcién de
una variable aleatoria.

(a) Si X ~ Binomial(n,p) = Mx(t) = (1 —p+ pe")™ = (q + pe')".

3

En el caso propuesto, si n = 5y p = £, se tiene la distribucién

binomial con dichos parametros.

(b) La fgm de g(X) = 2X + 3 es:
Myx)(t) =& [et'g(X)] =E [et(2x+3)]
—E [e2X . ] = & . B [2X]

5
5 3
=3t Mx(2t) = 3t (8 + €2t> .

() P(2X +3<5) =P (X <1)=p(0) +p(1) = 4(2)".

. Un jugador de basquetbol realiza repetidos lanzamientos desde la
linea de tiros libres. Suponer que los lanzamientos son ensayos de

Bernoulli independientes con p = 0,7.

(a) Calcular la probabilidad de que al jugador le tome menos de 5

lanzamientos lograr su primer éxito.
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(b) Calcular la probabilidad de que al jugador le tome menos de 5

lanzamientos lograr su segundo acierto.

(c) Obtener el nimero esperado de lanzamientos para que el jugador

logre su cuarto acierto.

Solucidn: (a) Sea la variable aleatoria Xi: el nidmero de lanzamien-
tos hasta el primer acierto, entonces X ~ Geométrica(p = 0,7).
Luego, la probabilidad de que requiera menos de 5 lanzamientos

para acertar por primera vez es:

P(X; <5)=P(X; <4)=1-0,3" =0,992.

(b) Sea Xs: el nimero de lanzamientos hasta el sequndo acierto,
entonces X ~ Bneg(k = 2;p = 0,7). Luego, la probabilidad de que

realice menos de 5 lanzamientos hasta el segundo acierto es:

4
1
P(X;<4)= ) (x : )0,720,3””2 = 0,916.
r=2

(c) Sea X3: el niimero de lanzamientos hasta efectuar el cuarto acier-
to, entonces X3 ~ Bneg(k = 4;p = 0,7). Luego, el nimero esperado

de lanzamientos hasta el cuarto acierto es:

4
0,7

E[X3] = = 5,71.

. Un ingeniero va todos los dias de su casa a su oficina ubicada en el
centro de la ciudad. El tiempo promedio para su viaje de ida es de 24
minutos, con una desviacién estandar de 3,8 minutos. Suponiendo

que la distribucién es normal, obtener:

(a) La probabilidad de que un viaje tome al menos media hora.

porcentaje de las veces que llega tarde al trabajo, s1 la em-

b) El je de 1 1 de al trabajo, si 1
presa abre a las 9:00 h y él sale diariamente de su casa a las 8:45
h.

(¢) La probabilidad de que pierda el café si sale de su casa a las
8:35 h y el café se sirve en la oficina de 8:50 h a 9:00 h.
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(d) Lalongitud de tiempo por arriba de la cual encontramos el 15 %

de los viajes maés lentos.

Solucién: Definiendo la variable aleatoria X: tiempo de viaje (que

tarda el ingeniero desde su casa hasta su oficina) en minutos.

(a) A partir del enunciado se tiene que X ~ N(u = 24;02 = 3,8%).
La probabilidad de que un viaje tome al menos media hora, P(X >
30), queda determinada por:

X — —24
JP(X>30)=1_1P(X<30)=1—1P( b B )
(<) i

=1-P(Z<158) =1—d(1,58)
— 1—0,9429 = 0,0571.

(b) El ingeniero llegard tarde al trabajo si se demora mas de 15

minutos, luego la probabilidad pedida es:

X—p _15-24
IP(X>15)=1—IP(X<15)=1—IP< F< 538 )
U )

=1-P(Z<-237)=1—®(-2,37)
=1-0,0089 = 0,9911.

(c) Para que pierda el café, el ingeniero deberia demorar mas de 25

minutos, esto es:

X—p  25—24
]P(X>25)—1—]P(X<25)—1—1P( F< = )
O’ )

=1-P(Z<026)=1—®(—2,37)
=1-0,6026 = 0,3974.

(d) Esto se puede interpretar como determinar para qué valor de
X =t la probabilidad de que el ingeniero demore més de ¢ minutos

es igual a 15 %.

P(X >t)=0,15=P(X <t)=1-0,15= 0,85

X—pu t—24
P =0,85
( o 3.8 ) Y

/N
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como Z = =1 ~ N(0,1), luego:

o

t—24 t—24
<I>< s )0785=>38<I> (0,85) = 1,04.

3

Con lo cual se obtiene que t = 27,95. Es decir, el 15% de los viajes

de mayor duracién estaran por sobre los 28 minutos.

. En una ciudad el consumo diario de agua (en millones de litros)
sigue una distribuciéon gamma con parametros « =2y 5 = 3. Si la
capacidad diaria de dicha ciudad es de 9 millones de litros de agua,
jcudl es la probabilidad de que en cualquier dia dado el suministro de
agua sea inadecuado? Ademds, se pide encontrar la cantidad media

y la desviacién estandar del consumo diario de agua.

Solucidén: Se sabe que X ~ Gamma(a = 2,8 = 3) = f(z) =
Wma’leﬂ%, x > 0, entonces se conoce el valor esperado y la
varianza de X, que son dados por E[X] = aff = 6 y Var[X] =
aB? = 18. También se sabe que el suministro es inadecuado si no
alcanza para cubrir la demanda diaria de agua; luego la probabilidad
de que en un dia dado el suministro de agua sea inadecuado se

obtiene mediante:

P(X >9) = re 3dxr = —xe 3 dr =4e .
X =9 | o J, s
. La longitud de tiempo para que un individuo sea atendido en una
cafeteria es una variable aleatoria que sigue una distribucién expo-
nencial con media de 4 minutos. ;Cual es la probabilidad de que
una persona sea atendida en menos de 3 minutos en al menos 4 de

los siguientes 6 dias?

Solucidén: Se sabe que X ~ Exp(A = 4) y se llama al evento de
interés A (que una persona sea atendida en menos de 3 minutos en
al menos 4 de los siguientes 6 dias). Ademds, el evento A estable-
ce una repeticién de experimentos (esperar por la atencién en una
cafeteria) en 6 ocasiones que consideraremos como independientes;
estos experimentos siguen una distribucién exponencial. Luego, se

debe calcular la probabilidad de que, de esas ocasiones, en al menos
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4 sea atendida antes de 3 minutos, es decir, puede ser atendida antes
de 3 minutos en 4, 5 o 6 ocasiones, los cuales se consideran eventos

independientes y se denominaran A;, i = 4,5, 6, respectivamente.

Asi:

donde:

6

P(A;) =( )(]P(X) < 3)(P(X = 3))5*

= (f) (Fx(3))%(1 = Fx(3))57% i=4,5,6.

Ademés, el valor (%) es producto de la cantidad de maneras en que

puede ocurrir el evento A;. Luego:
5 76 4 ,
p) -3 () era- e ey
i=4
La funcién de distribucién acumulada de X se obtiene de una dis-

tribucién exponencial con pardmetro A = 4. En efecto:

Fx(x) = f e Mdt=1—e
0

Finalmente, evaluando (z = 3 y A = 4) y reemplazando en la ecua-

cién 3.3, se tiene que:

P(A) = i <f) (1 — e™12)i(e=12)6-7,

. Una distribucién que se aplica para el estudio de sobrevida de apara-
tos electrénicos es la distribucién de Weibull. Sea X ~ Weibull(a, 6),
entonces la funcién de densidad asociada estd dada por la expresién:

flx)=a- -7t exp{— (g)a}, x> 0.

Al respecto, se sabe que la vida de servicio, en anos, de la bateria
de un aparato para sordos es una variable aleatoria que tiene una
distribucién de Weibull con pardmetros a = 2 y 6 = /2. Se desea

determinar:
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(a) {Cudnto tiempo se puede esperar que dure la bater{a?

(b) {Cudl es la probabilidad de que la baterfa esté en operacién

después de dos anos?

Solucién: Se sabe que X ~ Weibull(aw = 2,6 = +/2), entonces:

22
f(z) = m-exp{—Q}, x> 0.

(a) El tiempo esperado de duracién corresponde a la esperanza de

X, el cual estd dado por E[X] =60T'(1+ 1) = @

(b) Por su parte, la probabilidad de que la baterfa esté en operacién

después de dos anos esta dada por:

L x2
P(X > 2) :f xexp{—Q} dr =e 2.

2

. Si la proporcion de televisores de una cierta marca que requiere
servicio técnico durante el primer ano de operaciéon es una variable
aleatoria que sigue una distribucién beta con a = 3 y 8 = 2, jcual
es la probabilidad de que al menos el 80 % de los nuevos modelos
de la marca que se vendieron este ano requieran servicio durante su
primer ano de operacién?

Solucién: Se sabe que X ~ Beta(a = 3,8 =2) = f(z) =2-22(1—
z), 0 < x < 1. La probabilidad de que al menos el 80 % de los nuevos

modelos de la marca que se vendieron este ano requieran servicio
durante su primer ano de operacién esta dada por la expresién:
1

P(X >0,8) = J 22%(1 —x)dr =1—-1,6-0,8%.
0,8

. Sea X ~ N(u,0?), se pide:

(a) Calcular el valor esperado de la funcién g(X) = a + bX + c¢X?2,

donde a, b y ¢ son constantes reales.

(b) Demostrar que la distribucién de la nueva variable aleatoria T' =

(%)2 es chi-cuadrado con 1 grado de libertad.
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Solucién: (a) E[g(X)] = Ela+bX +cX?] = a+bE[X]+cE[X?],
como X ~ N(p,0?), entonces E[X] = py Var[X] = 2. Luego:

Elg(X)]=a+bu+c (Var[X] + (E[X])?) = a+bu+c (o + p?).

(b) Nétese que la variable aleatoria T' = g(X), entonces su funcién
de densidad se puede obtener mediante la funcién de distribucién.
Ademds, como X ~ N(u,0?), entonces es conocida su funcién de

densidad. En efecto, utilizando este tultimo resultado se tiene que:

Fr(t) =P(T <t) =P ([X_“r < t>

a

=1P<X‘“ <\/E> =P (X -l < ovi)
]P(—a\/f<X— sox/i)
=]P(u—a t<X<u+a\/i)

Fx(pu+ovt) — Fx(p—ovt).

Aplicando la derivada parcial respecto a x a Fr(t), se obtiene la
funcién de densidad de la variable aleatoria T

fr(t) =fx(p+ 0\/5)%/% + fx(pu— ax/f)%/%

Esta funcién de densidad corresponde a la funciéon de densidad de
una distribucién chi-cuadrado con 1 grado de libertad, correspon-

diente a la distribuciéon de T'.

Si la variable aleatoria X tiene funcién de densidad f(z) = 0x%~1,
0 <z <1, 6>0, se puede probar que la distribucién de la variable
aleatoria Y = —log(X) es exponencial de pardmetro 6 (E[Y] =
o71).
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Solucion: Encontraremos la funcién de densidad de la variable alea-

toria Y. En efecto:

Fy(y) =P <y) =P(-log X <y) =P(X >e™¥) =1-Fx(e™").

Luego, derivando se obtiene:
Fry) = fx(e)e v =0(c) eV =0, y>0,

que corresponde a la funcién de densidad de una distribucién expo-

nencial de pardmetro 6.

Sea la variable aleatoria X que mide la concentracién de cierto con-
taminante, en partes por millén, la cual se sabe que sigue una dis-

tribucion logaritmica normal:
Y =log(X) ~ N(u,0?).

Con pardmetros i = 3,2 y 02 = 1,0, determinar la probabilidad de
que la concentracién exceda las ocho partes por millon.

Solucién: La probabilidad pedida es P(X > 8); el célculo consiste
en encontrar la forma de la distribucién normal estdndar Z. En

efecto:
P(X>8)=1-P(X<8) =1- IP(log(X) < log(8))

1 2 1 —-3,2
]P<Z og)-52  logt®) =52

—1,12) = 0,8686.

3.6. Ejercicios propuestos

Distribuciones de variables aleatorias discretas

1.

2.

Mostrar que X ~ Bernoulli(p) = Y = X? ~ Bernoulli(p).

Mostrar que para una variable aleatoria X con distribucion de Pois-
son se cumple la propiedad de pérdida de memoria dada por la

expresion:

P(X >a+bX >a)=P(X >b), cona,be Z™.
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3. Un pediatra desea reclutar a 5 parejas que esperan su primer hijo
para participar en un régimen de parto natural. Por estudios realiza-
dos con anterioridad, el médico sabe que la probabilidad de que una
pareja elegida al azar acceda a participar es de 0,2, entonces desea
calcular la probabilidad de que se requiera preguntar a 15 parejas

antes de encontrar a 5 que estén de acuerdo en participar.

4. En un sistema de transportes, los expertos creen que la probabilidad
de que un tren sufra un desperfecto mecanico es de 0,001 por viaje
(entendido como un trayecto completo) y que este hecho no influye
en un futuro desperfecto. Sea la variable aleatoria X: nidmero de

desperfectos que se presentan en los prorimos 100 viajes:

(a) Especificar la distribucién de probabilidades de X.

(b) Calcular la probabilidad de que no se produzca ningtin desper-

fecto.

(c) {Cudl es la probabilidad de que se produzca exactamente un

desperfecto?
d) Para (c), realizar la aproximacion mediante la distribucion de
, p

Poisson para calcular el resultado obtenido en (c).

5. Una muestra de tamano 3 es seleccionada sin reemplazo desde una
urna que contiene 6 fichas, de las cuales 4 son azules y el resto,
verdes. Determinar la probabilidad de que:

(a) La primera y la segunda ficha sean azules y la tercera verde.
(b) La muestra contenga exactamente dos fichas azules.

6. Un jugador de tiro con arco dispara al blanco y sabe que la proba-

bilidad de acertar es 1 de 100. Determinar:
(a) La distribucién de la variable aleatoria nidmero de aciertos en n
disparos.

(b) La cantidad de disparos que tendrd que realizar para que la
probabilidad de dar en el blanco por lo menos una vez sea de
0,9.
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Considerar la variable aleatoria X ~ Binomial(n,p) y las funciones

de esta variable aleatoria T y T5, dadas por:

X X +1
T =—vyTy, = .
! ny 2 n+2

Ademads, se define el error cuadrdtico medio (ECM) por:
ECM(T;) = Var[T;] + (E[T;] — p)?, i=1,2.

Se pide calcular el ECM de T y de T5.

Distribuciones de variables aleatorias continuas
Demostrar que:

(a) Z ~ N(0,1) = Z2 ~ x*(1).
(b) X ~ Gamma(a,b) = T = 2Xb~! ~ x?(2a).

Sea X ~ N(0,1), mostrar que:

(a) E[X?*1] = 0.

(b) B[Xx2F] = CKL

Se desea capturar 14 gacelas jévenes con destino a una reserva ani-
mal. Para la expedicién se dispone de 3 vehiculos que pueden trans-
portar una carga de 500, 700 y 1000 kg, respectivamente. El jefe de
la expedicién no sabe como elegir un vehiculo y pide a un profesio-
nal con conocimientos de estadistica que le ayude a decidir cudl es
el vehiculo mas idéneo para la expedicién, convencido de que este
elegira el vehiculo més ligero capaz de transportar a las 14 gacelas.
El jefe de la expedicién le da la siguiente informacién: se sabe que
el peso de una gacela normalmente tiene una media de 50 kg y una

desviacion tipica observada de 6 kg.

El tiempo, en horas, que toma reparar una bomba de calor es una
variable aleatoria X que tiene una distribucién chi-cuadrado con
1 grado de libertad. ;Cudl es la probabilidad de que la siguiente
llamada de servicios requiera: (a) a lo mds una hora para reparar
la bomba de calor, (b) por lo menos (o al menos) dos horas para

reparar la bomba de calor?
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PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

El consumo diario de energia eléctrica, en millones de kWh, es una
variable aleatoria X que tiene una distribucién gamma con media

(o valor esperado) 6 y varianza 12. Se pide encontrar:
(a) Los valores de los pardmetros a y 3.
(b) La probabilidad de que en cualquier dia dado el consumo de

energia diario exceda 12 millones de kWh.

Se estudia el uso promedio de potencia (dB por hora) para una
compania particular y se sabe que tiene una distribucion log-normal

de pardmetros p = 4 y o0 = 2. Se requiere saber:

(a) ;Cudl es la probabilidad de que la compania utilice mas de 270
dB durante una hora particular?

(b) ¢Cuél es el uso de potencia media (dB promedio por hora) y

cudl es la varianza?

La distribucién exponencial tiene la siguiente propiedad, llamada de

pérdida de memoria:

P(X>s+t] X >s)=PX >1).

Probar esta propiedad. Ademads, utilizar este resultado para deter-
minar P(3 < X < 8) y P(Y > 100 | Y > 50).

El cuantil de orden p-ésimo de la distribucién de una variable alea-
toria X, denotado con xz,, es definido como P(X < x,) = p, donde
0 < p < 1. Cuando p = 0,5, el cuantil es llamado mediana de la
variable aleatoria X. Determinar la mediana de las distribuciones

normal, exponencial y log-normal.

X sigue una distribucién de Cauchy (X ~ Cauchy(a,b)), si la fun-
cién de densidad es f(z) = (br(1+ (252)?))"', z € R.

(a) Mostrar que el valor esperado se indetermina; usar a = 0 y
b=1.
(b) Determinar la funcién de distribucién para X ~ Cauchy(a,b).

(c) Calcular la mediana y la moda para X ~ Cauchy(a,b).
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17. Las distribuciones gamma, exponencial y de Weibull son aplicadas
a problemas de confiabilidad y de prueba de vida, como los tiem-
pos de falla o la duracién de la vida de un componente medida en
algun tiempo especifico hasta la falla. La confiabilidad de un com-
ponente o producto se define como la probabilidad de que funcione
apropiadamente por al menos un tiempo especifico. Si R(t) define
la confiabilidad de un componente o producto en el tiempo ¢, pode-
mos escribir R(t) = P(T > t). Por otro lado, la tasa de falla de un
componente es definida por Z(t) = f(t) - (R(t))~!. Para las distri-
buciones exponencial y de Weibull, determinar la funcién R(t) y la

tasa de falla.
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Capitulo 4

Vectores aleatorios

4.1. Vectores aleatorios bivariados

En el capitulo anterior, se estudiaron las caracteristicas de una variable
aleatoria desde un enfoque unidimensional. Ahora se estudiarédn desde un
enfoque bidimensional, donde se organizan las variables en arreglos ma-
temédticos formando vectores de naturaleza aleatoria y, posteriormente,
como una extension al caso multivariado. El punto de partida es la defi-
nicién de una variable aleatoria bidimensional o, si se lo considera como
un ente matemadtico, vector aleatorio. Posteriormente, se analizaran las

propiedades conjuntas y univariadas de los componentes del vector.

Definicién 4.1 La expresion (X, X»)? es llamada vector aleatorio si y
solo si cada uno de sus componentes es una variable aleatoria:

X, 9
X = Q- R
(X2>

Observacion 4.1 Las variables aleatorias bidimensionales se clasifican en:
discretas (si X; y Xo son variables aleatorias discretas), continuas (si X
y X> son variables aleatorias continuas) y mixtas (si una variable aleatoria

es discreta y la otra continua).

Variables aleatorias bidimensionales continuas

Definicién 4.2 Sea (X1, X2)7 una variable aleatoria bidimensional conti-

nua. La funcién de densidad conjunta asociada a esta variable aleatoria
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bidimensional, denotada con f(z1,z2), es una funcién real valuada que

cumple con las siguientes condiciones:

(a) f(Il,.Z‘Q) >0V (CC17I2)T € RGC(X17X2>T - RQ.

(b) Jf f(z1,x2) dx1dxe = 1.

Recx,x,

Para calcular probabilidades, se debe tener en cuenta que el espacio
ahora es R?, por lo que corresponde el clculo mediante integrales dobles
(caso continuo) o doble sumatoria (caso discreto). Si bien la definicién
es aplicable para el caso discreto y hay problemas de aplicacién que se
pueden enfrentar mediante distribuciones bivariadas discretas, este texto
utiliza principalmente ejemplos para el caso continuo.

Desde el punto de vista gréfico, en este caso se trabaja con voliimenes
(3 dimensiones). Para calcular probabilidades se trabajard con curvas de
nivel en el plano (acotadas por la relacién entre las dos variables alea-
torias), el que estard acotado en la tercera dimensién por f(x,y). Para

obtener ese volumen es necesario utilizar integrales dobles.

Ejemplo 4.1 Considerar (X7, X2)? una variable aleatoria bidimensional

continua con f(ry1,x2) = exp{—xr1 — x2}, 1 >0, 5 > 0.
(a) Verificar que f(x1,x2) es funcién de densidad.

(b) Caleular (b.1) P(X; > 2, Xs > 5), (b.2) P(X; > X») v (b.3) P(X, +
X5 > ].)

(¢) Graficar (b.1), (b.2) y (b.3).

Solucidn: (a) Se tiene que f(x1,x2) = e~ 172 > 0. Ademas, se cum-

ple que:
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(b.1) La probabilidad pedida se obtiene como:

oL e
IP(Xl > 2,X2 > 5) = f J. e T2 dridxo
2 5

= f e ™1 |:J e T2 d$2:| dxq
2 5

= 6751 e Mdry =e e t=c".
2

(b.2) La probabilidad estd dada por:

Iv’s] T a€£L X1
P(X; > X,) = J’ j e T2 dyydry = f e ™t [J e 2 dxg] dxy
o Jo 0 0

= J’ e '(1l—e ™)dry=1-0,5=0,5.
0

(b.3) Finalmente, se puede calcular:

1 pc AL po0
PX;+Xo>1) = J f e 172 dxydrg +J f e 12 dxydrs.
0 Ji—z, 1 Jo
Una forma alternativa de obtener este ultimo resultado es mediante:
1 pl—xo
P(X:+ X2 >1) :1_J J e T2 oy dry = 27 L.
0 J1

(¢) Los gréficos que representan cada situacién se pueden ver en la
figura 4.1 y se obtienen directamente de la definiciéon de probabilidad de

variables aleatorias bivariadas. O

Figura 4.1: Regién de integraciéon dada por la probabilidad a calcular

(b.1) (b.2) (b.3)

x; Xz X2

“ 1
Fo)
X =1-x

2 E X 1 X1

Fuente: elaboracién propia.
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Funcion de densidad marginal

Definicién 4.3 Sea (X1, X2)? una variable aleatoria bivariada con fun-
ci6én de probabilidad conjunta conocida f(x1,z2). La funcién de densidad

marginal de la variable aleatoria X7, estd definida por:

fr) = | o) o

Recx,

fX2($2) = J f(l'l,l’g)dl'l.

Recx,

Ejemplo 4.2 Sea (X1, X2)T una variable aleatoria bivariada con funcién
de probabilidad:

flz1,m0) = 27 + 33131‘2

L0<21<1,0<a0 <2

Se pide determinar la funcién de densidad marginal de X; y Xo.

Solucién: (a) Densidad marginal de X7:

I2:2

2 2
Fx,(z1) = f (22 + x13x2)dm2 - (ﬁm ¥ “3””2)
0

12:0

2
:2x%+§x1 0<z; <1

f(x1) es efectivamente funcién de densidad de X;. En efecto:

1 1
2
J le (.%‘1) dry = f 21‘% + gl‘l dxrq
0 0
23, 1 2) '
= | o7 + 527 = 1.
(9],
(b) Densidad marginal de Xs:
! 2 T1T2
fxy(x2) = . (21 + —=)dy
(x:{) + x%xQ) e
3 6 2120
1 1
—g+6$2 ,0< 20 <2
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f(x2) es efectivamente funcién de densidad de X5, pues:

2
=1
0

2 21 1 1 1
L Ix, (352) dxy = L g + 6352 dxo = <3332 + 12%%)
O

Ejemplo 4.3 Encontrar las funciones de densidad marginal a partir de la

funcién de densidad bivariada:
(a) fzy,29) =e 1772 21 >0, 29 > 0.
(b) f(xth) = €_$17 0< To < 7.

Solucién: (a) Las funciones de densidad marginal de X7 y X2 son,

respectivamente:

oL 0
Ix,(z1) = J e T2 dpy =™ f e "2dry =e ", x1 > 0.
0 0

o 9 s s}
fx,(z2) = J’ e TR dp = e "2 f e "ldry = e "2, 19> 0.
0 0

(b) Las funciones de densidad marginal de X7 y X2 son, respectivamente:

ZT1

fx,(z1) = J e "tdxy = e_wlxg‘gl =z ", 11 > 0.
0
Is 8}

fx,(x2) = j e tdx, = —6711|

2

x> _
=e "2 x5 >0.
2

d

Ejercicio propuesto 4.1 Las variables aleatorias X e Y tienen funcién de

densidad conjunta f(z,y) = £, 22 +y? < 4.
(a) Determinar P(Y > 2X).
(b) Determinar la funcién de densidad marginal de X.

(¢) Calcular P(|X]| < 1).

Otro de los conceptos importantes que surgen a partir del anélisis
bivariado es el de independencia entre dos variables aleatorias. Lo que

interesa determinar es si los cambios que se producen en una variable
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aleatoria X afectan o son consecuencia de los cambios en otra variable
aleatoria Y. Si es asi, se habla de que existe relacién o correlacion entre
las variables X e Y'; en caso contrario, se dice que las variables aleatorias
son independientes o que no hay correlacién entre ellas (o que esta es

marginal).

Definicion 4.4 Las variables aleatorias X; y X5 son independientes si y

solo si:

Ixixa (21, 22) = fx, (21) - fx,(22).

Funcién de densidad condicional

Definicién 4.5 Sea (X1, X3)? una variable aleatoria bivariada con funcién
de densidad conjunta f(x1,z2). La funcién de densidad condicional de la
variable aleatoria X7, dado un valor fijo de X5, digamos Xo = xo, estd

definida por:
f(xh 332)

fxl\XFxQ (r1) = m

Andlogamente se define la funcién de densidad condicional de la va-
riable aleatoria X5, dado un valor fijo de X7 = z;:

f(z1,72)

Pxalximar (@2) = F 0

Observacion 4.2 Las funciones de densidad condicional son funciones de
probabilidad; por tanto, son positivas y la integral de la funcién en el
recorrido es igual a 1.

10 < x9 < x1. Ademads, se sabe que

Ejemplo 4.4 Sea f(x1,x9) = e~
fx (1) = x1e7™ 21 > 0y fx,(x2) = €772, 29 > 0. Determinar las
funciones de densidad condicional de X7 | Xo = x5y Xo | X1 = 1.

Solucién: Segin la definicién 4.5:

(a) fX1|X2:;1;2(371) = 2:7:; =e 1T g1 > x4,

(b) fX2|X1:z1(332) = mf;il = ;117 T2 < 1.
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Ambas funciones son densidades. En efecto:

oC e
Jle‘Xz=w2($1) dry = J "I ) = "2 =1.

To —1 o

X1 1 To 1
JfXQ‘Xlzrl(xz)dxz = J —dzy= 2| =10

0o 1 z1 |y

Observacion 4.3 Desde la definicién 4.4 y la definicion 4.5 es facil probar

que si X7 y Xo son variables aleatorias independientes, entonces:
(a) le\Xz(%) = fx,(z1).

(b) fXQ\X1 (72) = fx,(22).

Valor esperado de un vector aleatorio

Definicién 4.6 Sea (X1, X2)? una variable aleatoria bivariada con una
funcién de densidad conjunta f(x1,z2). Sea G una funcién real valuada
definida sobre (X1, X2)? (G : R? — R). El valor esperado de G(X71, X2)

estd dado por la siguiente expresion:

E[G(Xl, XQ)] = J:[ G(Xl, Xg)f(ai‘h .1‘2) dl‘g d.]?l.
R

Ejemplo 4.5 Sea la funcién de densidad bivariada f(z1,2z2) = 6(1 — a1 —
T9), 0 < wy < 1—my, 21 > 0y sea G(X1,Xs) = X2X5. Obtener una
expresién para E[G(X1, X2)].

1 pl—x; 1
Solucién: E[G(X1, X5)] = f f 23226(1— 21 —22) dzg doy = i
0 Jo
O

Ejemplo 4.6 Sea (X1, X2)T una variable aleatoria bivariada con funcién
de probabilidad conjunta f(x1,z2) = exp {—9&01 — 0*1302}, r1>0,20>0

y 6 constante positiva. Calcular el valor esperado de:
(a) Gl(Xl,XQ) = X1 . XQ.
(b) Ga(X1, X2) = Xi.

(¢) G3(X1,X2) =exp{t (X1 + X2)}.
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Solucién: (a) Valor esperado de X1 Xs:

E[XlXQ] = f J T1X2 €Xp {—01‘1 — i} deQ d$1
0 0 ¢

= zre 0 [J T €Xp e ] dx
L 1 . 2 { 0 } 2 1
v 8 v )
_ —0zq L2 _T2
—L T1€e 0 [Jo 0 exp{ 7 } dxg] dxy,
s

dondeJ l 220 L exp {—971@} dxo = E[X3] y Xo ~ Exp(0). Asi E[X5] =
0
0, luego:

€L
=0 f Ozqe 0™ dxq,
0

o0

donde f ‘xlﬁe*(’“dm = E[X1]y X1 ~ Exp(671Y). Asf E[X1] = 671,
luego: ’
E[X1X]=60-0""=1.

(b) Valor esperado de Xj:
E[Xy] = folf(xlax2) dxy dzo

oC x£
= J f T1exp {—9301 - x2971} dxo dxq
o Jo

- 1 -1
= J z1e 9719 [J ~ 29 dxg] dzq,
0 o 0

€L 1
donde f ] exp {_:E2971} dxo =1, pues es la integral en su recorrido de

Xo ~ Exp(6). Luego:

o
= J x10e %1 dxy.
0

Este 1ltimo resultado corresponde al valor esperado de una variable
aleatoria con distribucién exponencial de pardmetro !, cuyo valor es
6~'. Finalmente:

E[X,]=06""
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(c) Valor esperado de exp {t (X1 + X2)}:
Elexp {t (X1 + X2)}] = Hexp{t (X1 + Xo)} F(2r, 29) das das

= J J exp {t (X1 +X2)}exp{—9x1 —9_11'2} dxo dxy
o Jo

8] o 1
= j etrre— 0 [I elw2e= 07 @2 d:zrg] dxq
0 0
[ 8] oAxL 1 1
= j etrre—0r1g [f etr2 Z g2t dxg] dxy,
0 0 ¢

donde:
o
J g1 exp{tacg}exp{—G_lxg} dzo = Elexp{tza}] = Mx, (t)
0

v Xo ~ Exp(f) = Mx, (t) = (1 — 0t)~!. Luego:

e

=(1-—6t)7! f V exp {tz1} x10e7% dxy,
0
donde:
‘/X,‘
J 0 exp{tzy}xy exp{—x10} dx; = Elexp{ta1}] = Mx, ()
0

y X1~ Exp(61) = My, (t) = (1- %)

Finalmente:

Elexp {t (X1 + Xo)}] = W'D
0

Ejercicio propuesto 4.2 Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de

densidad conjunta dada por f(z,y) = zexp{—x(y + 1)}, conz > 0, y > 0.

(a) Determinar las funciones de densidad marginal correspondientes y

discutir sobre la independencia de X e Y.
(b) Calcular el valor esperado y la varianza de X.
(¢) Determinar Fy y encontrar la mediana para la variable Y.

(d) Calcular P(X > 1|Y > 1). O
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Propiedad 4.1 Sean las variables aleatorias X7 y X, se define la cova-

rianza entre X; y X5 (denotada con Cov(X1, X2)) por:
CO’U(Xl,XQ) = E[XlXQ] — E[Xl] . E[XQ]

Ejemplo 4.7 Considerando el ejemplo 4.6 para calcular la covarianza en-
tre las variables X7 y Xo.

Solucién: En el ejemplo 4.6 se obtuvo que: E[X1X3] =1y E[X;] =
60—, adem4s, calculando, se tendrd que E[X5] = 6. Finalmente, por la
propiedad 4.1, la covarianza entre X; y X es: Cov(X1, Xo) =1—071-0 =
0. O

Coeficiente de correlacién

En términos précticos, y al igual que la covarianza, el coeficiente de co-
rrelacién es una medida de asociacién entre dos variables aleatorias, que
mide la asociacién de tipo lineal entre las variables (aumentos constantes
en la proporcién que define la relaciéon, en cualquier unidad de cambio de

una de las variables).

Definicién 4.7 Sea el vector aleatorio (X7, X2)T, se define el coeficiente
de correlacion lineal entre las variables aleatorias X7, X2, denotado con
p(X1, X3), también llamado coeficiente de correlacién de Pearson, por la
expresion siguiente:

COU(Xl, Xg)

p(X1, Xa) = VWVar(X)Var(Xs) Shsest 1)

Propiedad 4.2 X; y X, son variables aleatorias independientes, entonces:
E[X, - X5] = E[X4] - E[X2]-
Demostracién: Considerando el valor esperado de X7 - X3, se tiene:

E[X1Xs] = ffxlef(xlva) dxy dxy.
R
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Como X7 y X5 son variables aleatorias independientes, entonces f(z1,z3) =

f(@1) -« fz2). Ast:
EIX1X,] = f f 1w f(21) f(ws) dos das
5
_ f:vlf(xl) szf(xz)dxz] da,
donde J 2o f(ws) das = E[Xs]. Luego:
E[X1 X2] = E[X,] J 21 f(21) das
— E[X1]- E[Xa].

Observacién 4.4 A continuacién, se presentan algunos resultados para el

valor esperado y la covarianza entre variables aleatorias independientes:
1. El resultado anterior se puede generalizar para el caso en que se

desee determinar el valor esperado de G1(X;) - Go(X32), donde las

variables aleatorias X7 y Xs son independientes. En tal caso:

E[G1(X1) G2(X2)] = E[G1(X1)] E[G2(X2)].

2. Como la Cov(X1, Xs) = E[X1X5] — E[X1]E[X2] y siendo X7 y Xo

variables aleatorias independientes:

E[XlXQ] = E[Xl] E[XQ] = CO’U(Xl,XQ) = 0.

Propiedad 4.3 Sean X; y X5 variables aleatorias, entonces se cumple que:
Var(X: £ Xo) = Var(Xy) + Var(Xz2) £2 - Cov(X1, Xs).

Demostracién: Para la varianza de la diferencia de variables aleatorias



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

(andlogo para la suma):

V(X1 — X2) = E[(X1 — X2)*] — (E[X1 — X2])?

E[X1 + XQ —2X1X2] — ((E[X1])2 + (E[ng])2 - 2E[X1]E[X2])

E[Xl] + E[XQ] —2F[X1X5]— (E[Xl])2 — (E[Xz])2 + 2E[X41]E[X2]

= (E[XT] - (E[X1])?) + (E[X3] — (E[X2])?) — 2(E[X1X2] + E[X1]E[X2])

donde E[X?]—(E[X:])? = Var(X;) y E[X1X2]+ E[X1]E[X2] = Cov(X1, X2):

=Var(X1) + Var(Xz2) — 2 - Cov(X1, X2).
Esperanza y varianza de distribuciones condicionales

Definicién 4.8 Sean las variables aleatorias Xy, Xo, X1 | Xo = 29 y
Xo | X1 = 1, a partir de las cuales se definen expresiones para el valor

esperado y la varianza condicional:

(1) E[Xy]| X2 =12 = fmfxl\xfz:m(%)d%

E[X2 | Xl = .fL'l] =

—

T2 fX, X, =2, (T2) da.

(2) Var(Xy| Xe = x2) = B[X? | Xo = 23] — (E[X1 | Xo = 22])?
Var(Xe | X1 =21) = B[X3 | X1 = 21] — (E[Xo | X1 = 21])%

Ejemplo 4.8 Sea f(x1,22) = €™, 0 < 29 < x1 < © la funcién de
densidad conjunta de (X1, X2) y sea fx,|x,—a,(71) = exp{wa — 21}, 22 <
x1 < 00, con zo un valor fijo. Determinar la esperanza y la varianza de
X1 | X = 9.

Solucién: Aplicando la definicién 4.8:

T1fx, | Xy=ay (T1) dT1 = J 1€ day
T2

oC

E[X1 | X2 = 23] :f

T2

19 6]
= "2 J zie “tdry = 1+ zo.

z2
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En el caso de la varianza es necesario obtener:

v s)

s 8}
BIX] | Xy =22] = J, T3 x| Xoms (1) dy = J, rie*2 T dry
T3

2

90
= "2 f x%e*“ dri =2+ 2x9 + mg

T2

Finalmente, la varianza es:
Var(X; | Xo = x3) = 2 + 229 + 235 — (1 + x2)?
=2+ 220+ 25 —1— 215 — 25 = 1.
O

Propiedad 4.4 Sean X; y X, variables aleatorias y sea X; | Xo = 22 la
variable aleatoria condicional de X; dado un valor fijo x5 de la variable

aleatoria X5, se tienen los siguientes resultados:
(a) E[E[X1 | X2]] = E[X1].
(b) Var(X;) = E[Var(X; | X2)] + Var(E[X1 | X2]).
Demostracién: (a) Valor esperado del valor esperado condicional:
E[E[X:1 | X2]] = JE[Xl | Xo = xa] fx,(x2) dzo
= J’ (J T1fx,|x, (xl)dm) fx,(22) das
= ijﬁf(xlym) dzydze = E[X1].
(b) Varianza marginal como funcién de distribuciones condicionales:

E[Var(X: | Xo)] = E E[X12 | Xo] — (E[X1 | Xz])Q]
E[E[X} | X5]] - E[(E[X) | X2])?]

[
[
E[X7] - E[(E[X: | X2])°].
[
[

Var(E[X: | X2]) = E[(E[X:1 | X2])%] — (E[E[X: | X2]])?

[
E[(B[X1 | X2])%] — (E]

( (
( (E[X1])*.
Finalmente, se obtiene: E[Var(X; | X2)]-Var(E[X; | X2]) = E[X{]—

(E[X1])? = Var(Xy).
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Observacién 4.5 Sea G(X;) funcién de la variable aleatoria X;, 7= 1,2y
sea X | Xo = x9 la variable aleatoria condicional de X7, dado un valor

fijo x5 de la variable aleatoria X5, se tiene que:
E[E[G(X1 | X5)]] = E[G(X1)].

Observacion 4.6 Notese que para los resultados expresados en la propie-

dad 4.4, se obtienen resultados andlogos para X | X.

4.2. Transformaciones de variables aleatorias bivariadas

En ocasiones el tratamiento analitico de distribuciones de variables alea-
torias bivariadas genera complicaciones. En estos casos se puede recurrir
a transformaciones que permitan resolver el problema, las que implican
cambios en el espacio donde estd definida la funcién de densidad por me-
dio de la funcién que define la transformacién. Asi, es necesario recurrir
a herramientas de algebra lineal donde se definen las condiciones y el

algoritmo de resolucién.

Definicién 4.9 Sea (X1, X3)” una variable aleatoria bivariada con funcién
de densidad f(z1,22) y sea, ademés, la nueva variable aleatoria bivariada
(¥, Y2)T, tal que:

(Y1, Y2)T = (G1(X1, X2), Go(X1, X2)) T

Es decir: Y1 = G1(X1,X3) e Yo = Go(X1, X3). Donde Gy y G2 son
transformaciones continuas que admiten derivadas parciales. Entonces, la

funcién de densidad conjunta de (Y7, Y2)7 estd dada por:

s Wi y2) = fxix (G, v2), G (Y1, 12)) 1] (4.2)

donde |J] es el valor absoluto del jacobiano, que es el determinante de
una matriz construida con las derivadas parciales de la transformacion

definida por:
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Observacion 4.7 Notese que si X1 y Xo son variables aleatorias indepen-

dientes, entonces la ecuacion 4.2 se puede escribir como:

thYz(ylayQ) = fX1 (Gfl(ylﬂy2))fX2(G51(y17y2)) |J‘ .

2
_ Tri+x2

Ejemplo 4.9 Sea f(x1,z2) = ﬁ exp{ 5 }, x1 € R, 29 > 0, con-

siderar la transformacién dada por:

Xy

VX2

Determinar la funciéon de densidad conjunta de la variable aleatoria
bivariada (Y7, Y2)7.

Solucién: Desde la transformacién indicada se obtiene x1(y1,y2) v

Y1= yYQZXQ.

x2(y1, y2) v, posteriormente, el jacobiano de la transformacion:

T
Y1 = —~ = x1(y1,y2) = Y1\/Y2 Y2 = T2 = $2(y1,y2) = Y2.

N

Y1
J[f z«lﬁ]ﬁﬂ_@

La funcién de densidad conjunta de (Y7, Y3)? estd dada por:

fY1,Y2(y17y2) = fX17X2(y1\/y27y2) Y2

1 Yiys + Yo
LN exp{ 2 VY2
_ 1 _Yiye 2
o P 2

}791€]Ra y2>0
O

Ejemplo 4.10 Sean X; ~ X%, i = 1,2 variables aleatorias independien-
tes. Encontrar la funciéon de probabilidad de la nueva variable aleatoria

bivariada (Y7, Y2)? dada por la transformacién:

Vv = (= x '
1,12 X1+X2; 2
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.. . -1 .
Solucién: Si X; ~ x?, entonces fx,(z;) = («/27r xz) exp {—% ,
x; > 0, ¢ = 1,2 y por independencia se tiene que la funcién de densidad

conjunta de (X1, X2)7 estd dada por:

1 1 T+
le’X2($1,$2):%($1l’2) 2exp{— 12 2}, r1 >0, 20 >0.

Luego, z1(y1,y2), x2(y1,y2) y el jacobiano de la transformacién estén

dados por:
I 192
Yy = = 21(y1,92) = ny Y Y2 = T2 = T2(Y1,Y2) = Yo
A ) 1—1
Y2 Y1
J = (1-y1)?2  1-wn = |J| = L
0 1 (1-y1)?

La funcién de densidad conjunta de (Y7,Y3)” estd dada por:

Y1Y2 Y2
le,YQ(ylva) = fX1,X2 <1 o 7?»/2) : (1 o 91)2

_1
oy NP (e e\ e
2r \1—wu P 2(1—wy1) 2 (1—91)?

Yy >0, 0 <y <1.

O

Ejercicio propuesto 4.3 Sea (X,Y’) una variable aleatoria bidimensional

con funcién de densidad conjunta:
1 2, .2
flz,y) ==, 0<z”+y <1
7T

Demostrar que las variables aleatorias U = v/X2 + Y2y V = arctan {%}

son independientes.

Algunas distribuciones de probabilidad construidas a través de

transformaciones bivariadas

En esta seccién se presentan algunas distribuciones de probabilidad ge-

neradas a partir de transformaciones bivariadas. Es decir, se obtiene una
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nueva variable aleatoria desde la definicién de una operacién entre varia-
bles aleatorias. Para obtener la distribucién de la nueva variable aleatoria
se puede utilizar la fgm (en casos aditivos), pero en casos multiplicativos
se puede aplicar la técnica de transformacién de variables aleatorias con-
siderando un vector bivariado y luego calculando la funcién de densidad

marginal para la variable de interés.

Distribucién chi-cuadrado

Propiedad 4.5 Sea una variable aleatoria Z ~ N(0, 1), entonces la nueva
variable aleatoria X = Z?2 sigue una distribucién chi-cuadrado con 1 grado
de libertad, denotado por X ~ x%(1).

Ademads, si se tiene Xy y X,, variables aleatorias que siguen una dis-
tribucién chi-cuadrado independientes con n; y ns grados de libertad,
respectivamente, entonces la variable aleatoria W = X; + X5 distribuye

chi-cuadrado con n; + ng grados de libertad, lo que se denota con:
W = X1+ X5 ~ x*(n1 + na).

Demostracién: Para mostrar que X ~ x2(1), se puede utilizar la fun-

cién de distribucidn, pues F'(z) = f(x):
Fx(t) =P(X <t)=P(Z2<t) = Fy (\/z) _F, (—\/i) ,

Aplicando la derivada parcial respecto a t se tiene que:

1 1 1
t) = — (\/ft)=—ex {t} t>0.
Por su parte, para demostrar que W ~ x2(n; + ns), se puede utilizar

la fgm de la distribucién chi-cuadrado. Es decir:
My (t) =E [exp{t(X1 + X3)}] = E[exp{t - X1 }] - E [exp {t - X}]
:MX1 (t) : MXz (t)7

donde que X; y X5 son independientes, se tiene que:

NN

= [Mx, ()]* = (1 = 20)"

La ultima expresién corresponde a la fgm de una variable aleatoria

con distribucién chi-cuadrado con 2 grados de libertad.

161



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Distribucion t-Student

Propiedad 4.6 Considerando las variables aleatorias independientes Z ~

N(0,1) y Y ~ x2(n), la nueva variable aleatoria T, dada por la expresion:
Z

VY -1

se dice que tiene una distribucién t-Student con n grados de libertad.

T =

Demostracién: Para determinar la funcién de densidad de la distribu-
cién t-Student, se utilizard una transformacién bivariada de (T, Z)T
(Ty, T»)T definida convenientemente por:

Z
VY -t

luego se obtiene la funcién de densidad de (77,7%)7 y la funcién de den-

T1= yT2=Y>

sidad marginal de interés, que en este caso es la asociada a 7. La funcién
de densidad de (T}, T3)7 es:

z
t1=71:>z=t1\/t2-n*1yt2=y

y-n-
Vo -n~l h(t
J:l zon (iy)]:>|J|:W~

Por otra parte, la funcién de densidad conjunta de (T,Y)?, por ser
variables aleatorias independientes, es:

2

f2y(ew) = F2(2) fr () = \/%exp{z} ml(g)exp{g},

Finalmente, la funcién de densidad conjunta de (77, 7%)7 es:

fro (i, t2) = fxl,x2 Wiy -n 1 ty) - A/tg -t

expl -2 (2L >0 6 >0
\/27r2 S0(Z) p{ 2 <n 2 L

Luego, la densidad marginal de T} es:
o
fr(t1) = J fry 1y (t1, t2) dia
0
r(=) (1)

2
+1) ,—00 < t; < 400.
n

n+1
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Donde la tltima expresién corresponde a la funcion de densidad de una

variable aleatoria con distribucién t-Student con n grados de libertad.

Ejercicio propuesto 4.4 Demostrar que las expresiones para el valor espe-

rado y la varianza para una variable aleatoria con distribucion t-Student

_n_
n—2"

estan dadas por: 0 y respectivamente.

Distribucién F de Fisher

Propiedad 4.7 Considerar las variables aleatorias independientes X; ~
X"%i’ i = 1,2. Se define la variable aleatoria F' por la expresién:
Xy -ngt
F= : nila
X2 )
se dice que sigue una distribucién F' de Fisher con ny y no grados de
libertad (correspondientes a los grados de libertad del numerador y deno-

minador, respectivamente).

Demostracién: La funciéon de densidad de la distribuciéon F de Fish-
er se puede obtener definiendo una transformacién bivariada y luego la

distribucién marginal adecuada. En efecto, sean:
-1

T1 Ny nq
W=—"""""—7JF=T1=Y1-"Y2-— Y Y2 =172
T2 " Ny n2
oS h(t n
J = n2y2 (7y) - ‘J| :y271~
0 1 n2

Por su parte, la funcién de densidad conjunta de (Y7,Y2)?, por ser
variables aleatorias independientes, es el producto de las funciones de
densidad marginal de ambas variables aleatorias. Donde:

fxi(z) = 22@1}(75)3«"122 exp{—%} x; > 0.
Luego, la funcién de densidad conjunta de (Y7, Y2)? estd dada por:

ni

ni
fY1,Y2(y17y2) = fX1 <y1 Y2 ) 'sz(yQ) “Y2 —
na na

—_

n_qp ritnae g
pl 2z
- ni+no Y1 Yo

272

1 n
-exp{—2 (ylnl—*_l) yg}, y1>0, y2>0.
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Finalmente, la funcién de densidad asociada a la distribuciéon F de

Fisher corresponde a la funcién de densidad marginal de Y;. En efecto:

1 A5 R |
n

fY1 (yl) = n n1+no y12
r)ris)2—="

L onptne g 1 n
J Yg * exp{—2 (yll + 1) y2} dysz.
0 n2

Luego, llevando la integral a una del tipo gamma se puede obtener lo

siguiente:

(nl +no

~—

F 2 n1 ks
= < 7 — 1 2 .
Fee ()

2

m‘g

Ejercicio propuesto 4.5 Como Y7 sigue una distribucién F de Fisher, uti-
lizar la funcién de densidad para demostrar que la esperanza y la varianza

estan dadas respectivamente por:

2n3 (nq +na — 2)
774(712 - 2)2(TL2 — 4)7

n2

ng > 2 y

ne > 4.
7742727

4.3. Vectores aleatorios multivariados

Esta seccién es una extensién de vectores aleatorios bivariados consideran-
do ahora un vector de dimensién (n x 1), cuyas componentes son variables
aleatorias. La seccién comienza con algunas definiciones acerca del espacio
en que se construyen la medida de probabilidad y la funciéon de densidad
multivariada (y los elementos que pueden obtenerse a partir de esta), para
luego abordar el concepto de muestra aleatoria, que es el que permite dar
el paso a las distribuciones muestrales y, posteriormente, a la inferencia

estadistica.

Definicién 4.10 Sea €2 un espacio muestral asociado a un experimento
aleatorio. Se llamara vector aleatorio X aquel vector cuyas componentes

solo son variables aleatorias unidimensionales, es decir, X;,i =1,2,--- ,n,

164



VECTORES ALEATORIOS

es una variable aleatoria en IR y se denota con:

X1

X .
X = . :(X17X2?“'7Xn)

Xy
Funcién de densidad conjunta

Definicién 4.11 Sea X = (X7, X, -- 7Xn)T un vector aleatorio. La fun-
cién f: R™ — R es una funcién de densidad conjunta del vector aleatorio

X si y solo si cumple con las siguientes condiciones:

(1 .’171,{1}2, *yn ) 0V(.’L’1,£L’27"' xn)TERn

JJ folainv"' (En)d(End.’En 1° d‘rl = 1.

Ejemplo 4.11 Probar que la funcién asociada al vector aleatorio X =

(X1, Xo, - 7Xn)T es funcién de densidad y estd dada por:

f($1,$2,'-- 73771) :(27'(0'2)7% exp{ QL Z }

zieR,0=1,2,--- n,

donde € Ry 0 € R™ son constantes.

Solucién: Para que f(x) sea funcién de densidad debe cumplir con
las dos condiciones dadas por la definicién 4.11. En efecto:

(1) f(z) > 0y (2) la integral multivariada es:

[ (zwwexp{ 2(17%”1(%_#)2}_
jJWJJW J (27"0) 3.(2m0?) "% .. (2m0?) %

1 1
exp{fﬁ (x1 — “)2} - -exp{fﬁ (zn fu)z} dzy --- dxi.

En el resultado anterior, cada una de las integrales que se generan
tiene la siguiente forma:

+o0
f (2m0%) ™% exp {

—C

202(33@@2} de; =1,i=1,2,--- ,n
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Noétese que la funcién en cada una de las n integrales corresponde a
la funcién de densidad de la distribucién normal, por lo que el resultado
es: 1" = 1. Luego, f(x) es funcién de densidad de la variable aleatoria

multivariada X. O

Funcion de densidad marginal multivariada

Se denotard fx,(z;), j = 1,---,n la funcién de densidad de la variable
aleatoria X;. La obtencién de la funcién de densidad marginal desde un
vector aleatorio multivariado es una extensién analoga al caso bivariado;
dado que ahora se cuenta con n variables aleatorias, la funcién de densidad
de la j-ésima variable aleatoria corresponde a la integral multivariada con

respecto a las restantes n — 1 variables.

Definicién 4.12 Sea X = (X1, Xo,---,X,)T un vector aleatorio. Las n
variables aleatorias que componen este vector son variables aleatorias in-
dependientes si y solo si la funcién de densidad conjunta puede ser escrita

Ccomao:

f(r1, @2, ) = HfXj(xj)7
j=1

donde fx,(z;) es la funcién de densidad marginal de la variable aleatoria

Xj,conj=1,2,---,n valor fijo.

Ejemplo 4.12 Desde el ejemplo 4.11, se probara que las variables aleato-
rias X1, Xo, -+, X,, son variables aleatorias independientes.

Solucién: Desde la definicién 4.12 se establece que el producto de las
n funciones de densidad marginal debe ser igual a la funcién de densidad
conjunta. En efecto, sea X; la j-ésima variable aleatoria que compone el

vector aleatorio X, es decir, j = 1,2,--- ,n es un valor fijo. Asi:

Fi (o) =(2n®) H oxp f =51y = 2

n 1 <
'JJ"'J(QWUz)_Tl exp{—22 (xi—u)} dry - - dxy.
" iz
Cada una de las n — 1 integrales del resultado anterior es de la funcién

de densidad de una variable aleatoria con distribucién normal, por lo que
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son iguales a 1. Finalmente, se tiene que la funcién de densidad marginal
de X es:

_1 1
fX](Z‘]) = (27'('0'2) 2 GXP{M(J}'] - /,L)2}7 —0 < Zj < +00.

Dado que la expresién anterior es valida para j = 1,2,--- ,n, se puede
probar que el producto de las n funciones de densidad es igual a la funcién
de densidad de la variable aleatoria multivariada X, con lo que se prueba

que las variables aleatorias X7, Xo,--- , X, son independientes. Es decir:

n

[T, (e9) = [T znot) 4 {~gpata = w?}

j=1
= ((27r02)_5)nexp{ Z:] }

202
= (2n0?)" % exp { Z }

= f($1,$27"' 7:En)-

Definicién 4.13 Sea X = (X1, Xo,+-+, X,,)? un vector aleatorio. Las va-
riables aleatorias que componen el vector aleatorio X: X1, Xo,--- , X, son
llamadas idénticamente distribuidas (id) si y solo si cada una de estas tiene
la misma distribucién con los mismos pardmetros (igual valor). Ademds,
si las variables aleatorias idénticamente distribuidas son independientes,

se habla de variables aleatorias iid.

Ejemplo 4.13 Sean las variables aleatorias X7, Xs,--- , X, independien-
tes idénticamente distribuidas y X; ~ Exp((). Se desea obtener la funcién
de densidad conjunta de las n variables.

Solucién: Como X; ~ Exp(f) (con i =1,2,---,n), entonces f(x;) =
%exp {—%xi}, x; > 0. Por lo tanto, la funcién de densidad conjunta est4
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dada por:

i | 1

f(mlax27 7$n)=nij($3)=HﬂGXp{ /Bx]}
j=1 j=1
n\" 1«
=(—=] exp{—— T
() {5 20)
O

Ejemplo 4.14 Las variables aleatorias X7, X3, - -- , X,, son independientes
y Xi ~ N(u,0?), para i = 1,2,--- ,n. Probar que las variables no son

idénticamente distribuidas.

Solucion: Las variables aleatorias no son idénticamente distribuidas

T

pues el pardmetro de la distribucién 6 = (u,02)? cambia para cada fun-

cién marginal. O

Definicién 4.14 Los componentes de un vector aleatorio definido por X =
(X1, Xo,-++,X,)T constituyen una muestra aleatoria si y solo si las n

variables son:
(1) Independientes.
(2) Idénticamente distribuidas.

Ejemplo 4.15 Las variables aleatorias Xi, Xo,---,X,, constituyen una
muestra aleatoria, donde X; ~ Binomial(1,p). Determinar la funcién de
densidad conjunta.

Solucién: La funcién de densidad conjunta es:

f(xlax% s 7$n) = H fXj(xj) = HpIJ(]- _p)l_Ij
j=1 j=1
:pZ;”:l Ti(1 — p)zg;l(l*wj)
:pZ}Ll Ti(1 — p)"—Z}Ll zj
[l

Propiedad 4.8 Si X1, Xo, -+, X, son variables aleatorias independientes
ysiYr = Gi(X1),Ye = Ga(Xa),--+, Y, = Gp(X,) son nuevas variables

aleatorias (funciones de las variables aleatorias iniciales), entonces:

ElY:1 Y- Y] = E[V1] - E[Ys] -+ - E[Y].
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Demostracién: Dado que las variables aleatorias X; (i = 1,2, ,n)
son independientes, entonces f(x) = f(z1)--- f(z,) y ademds G(X) =
G1(X1) - G2(X2) -+ - Gp(Xy), luego:

BV Yar Y] =E[GXO) = [[ - [ 6(@) - f(a)de
[t st s,
[ R S PR
- (-G an ) (G50 - fan s

=F[G1(X1)] - B[G1(X2)] - E[Gn(X,)]
=E[Y1]- E[Y2] - E[Yy].

Propiedad 4.9 Si X3, Xs, -, X, son variables aleatorias, entonces la fun-
ci6n generadora de momentos de la nueva variable aleatoria Y = > | X;

estd dada por:
(1) My(t) = H Mx,(t), si X1,Xs,---, X, son variables aleatorias inde-
i=1
pendientes.
(2) My (t) = [Mx,(t)]", si X1, X2, , X, son variables aleatorias iid.

Demostracion: (1) Si se asume que G;(X;) = E [etXi], 1=1,2,--,n,
entonces por la propiedad 4.8 es inmediato el resultado. (2) Las variables

X1, Xo,-++, X, son iid, entonces:
My (t) = Mx, (t) - Mx,(t)--- Mx, (t) = [Mx,(t)]" .

Ejemplo 4.16 Sean X3, X5,---,X,, una muestra aleatoria, donde X; ~

N(0,1). Determinar la distribucién de las nuevas variables aleatorias:
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Solucién: (a) X1 ~ N(0,1) = My, (t) = exp {1 t?}, ademds aplican-
do la propiedad 4.8:

1 " 1
My (t) =[exp{2-t2}] =exp{2-t2-n}
Lo
= exp t-0+§-t-n .

Esta ultima expresién corresponde a la fgm de una variable que sigue
una distribucién normal con valor esperado u = 0 y varianza o? = n.
Entonces: .

Y =Y X; ~N(0,n).
i=1

(b) En el ejercicio resuelto 9(b) del capitulo 3, se comprobé que Z ~
N(0,1) = T = Z? ~ x*(1) (chi-cuadrado con un grado de libertad).

A partir de la fgm se obtiene:
My(t) = [Mr(@)]" = [0 —20 2] = (1—20)°%.

La ultima expresién corresponde a la fgm de una variable aleatoria

con distribucién chi-cuadrado con n grados de libertad. O

Ejemplo 4.17 Para realizar una obra de construccién se utiliza arena y
concreto. Quienes planifican necesitan conocer el costo de estos materiales.
Asi, considerando las variables X: cantidad de arena (en toneladas) e
Y: cantidad de concreto (cientos de libras) y, siendo X ~ N(pq1;0,25),
Y ~ N(u2;0,04), donde se sabe que la arena tiene un costo de US 7 por
tonelada y, el concreto, de US 3 por 100 libras y, ademads, se agregan
US 100 por otro tipo de costos. El costo total estd dado por C(X,Y) =
100 4+ 7X + 3Y, encontrar la distribucién de la variable aleatoria C.
Solucién: Se obtiene la distribucién de C' usando la funcién genera-

dora de momentos:

Mc(t) =E[e'*] = E[exp {t(100 + 7X + 3Y)}]
=El[exp {100t + 7Xt + 3Y't}]

=F[exp {100t} - exp {7Xt} - exp {3Y't}]
=exp {100t} Elexp {7Xt}] - E[exp {3Y't}]

— exp {100t} - Mx (7t) - My (3t).
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Como X ~ N(u1;0,25), entonces Mx (t) = exp {7tus + 3(7t)? - 0,25};

de forma andloga se obtiene My (t), luego:

(7)?
2

Me(t) =exp {100t} - exp {7tu1 + 5

+ 2
: 0725} - exp {?ﬂm2 + BO7 0,04}
1
= exp {t(lOO + Tuy + 3ua) + 5752(12,25 + 0,36)} .

Finalmente, a partir de este tltimo resultado se tiene que C' ~ N(100+
Tp1 + 3ps; 12,61). O

Distribucién del promedio y la varianza muestral

La distribucién del promedio y de la varianza muestral es un elemen-
to previo al capitulo sobre estimacién de parametros. En este sentido,
si bien tanto el promedio como la varianza muestral son elementos pun-
tuales de una distribucion, se pueden entender como variables aleatorias
toda vez que el experimento de obtener una muestra aleatoria puede rea-
lizarse en las mismas condiciones repetidas veces, por lo que es posible
obtener (tedricamente) un conjunto de valores puntuales que constituyen

las variables aleatorias.

Definicién 4.15 El promedio de una muestra aleatoria esta definido como
la media aritmética de un conjunto de variables aleatorias y se funda-
menta en el hecho de que un experimento aleatorio puede reproducirse
bajo las mismas caracteristicas. El promedio, denotado con X,, para X;,

i=1,2,--- ,n o, simplemente, con X, estd dado por la expresién:

La idea es obtener la distribucién de una nueva variable aleatoria que
representa al promedio. En efecto, a continuacién se presenta una pro-
piedad mediante la cual se puede asociar la distribucién de una muestra
aleatoria, basada en una distribucién normal, con los parametros de la

distribucién del promedio.

Propiedad 4.10 Sean X, X5, -, X,, una muestra aleatoria, donde X; ~

N(p,?). La distribucién de la nueva variable aleatoria X conocida como
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el promedio de la muestra aleatoria sigue una distribucién normal dada

por:
— 1< o?
X=-YXi~N(p—).
nizl n

Demostracién: Por la propiedad 4.14 y la propiedad 4.9(b), se tiene

que:

R R
- (. (1)) - <eXp{;M+;(:L> U})
_exp{m ;twj},

Esta 1ltima expresion corresponde a la distribuciéon de una variable
aleatoria normal con los parametros pedidos.

Ademas, se puede estandarizar la distribucién del promedio y calcular
probabilidades desde una distribucién normal estandar. Si llamamos X al
promedio de una muestra aleatoria X1, Xo,--- , X,,, donde X; ~ N(u,0?),

la distribuciéon Z estandarizada se puede construir mediante:

_ X

a2
n

VA

~ N(0,1).

Definicién 4.16 Sean X;, X5, -, X,, una muestra aleatoria, se define la

varianza muestral por:

1
n—1

S% = i(Xi - X)%
i=1

Propiedad 4.11 Sean Xy, X, -+, X, una muestra aleatoria donde X; ~
N(u,0?), entonces la variable aleatoria Y, que contiene la varianza mues-

tral S2, tiene una distribucién:

152 =Y ~x3(n-1).

2
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Demostracién: Para mostrar este resultado, hay que escribir una ex-

presién equivalente a Y, de tal manera que aparezcan u y o2. En efecto:

nole_ iZ(Xi—XV

Y =
o2 o2

1 n

S

1 & - -
S

2[2 F P 2K - ) DX u)}

i=1 i=1

Luego, se puede reexpresar la tiltima expresion considerando que Y-, (X;—

w) =nX —nu=n(X —p), con lo cual:

- [i<xi—u>2—n<)‘<—u>ﬂ-= 52ty - (2=t

1
=1 i=1 g-n 2

Por otra parte, analizando la distribuciones de la tltima expresion:

X; — X;—p\?
X; ~ N(po?) =21 (o, 1) =»( “) <)
g

o
n 2
X; —
= <Z “) ~ x*(n).
. o
=1
Efectuando un analisis similar al anterior:

(E8) < em =y ~vmn

1
o-n32
Distribucién del minimo y del maximo

Sean X1, Xa,---, X, variables aleatorias independientes, donde X; tiene
una funcién de densidad fx,(x;), se conoce como el minimo a la variable
aleatoria més pequena (en el sentido matemdtico de la expresién) y al
mdzrimo como la variable aleatoria de mayor valor. El minimo y el méximo

se denotan respectivamente con:

(a) M =min{Xy, X2, -+, X,}.
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(b) T = méx {Xl,XQ, ce 7Xn}

Luego, conociendo la funcién de densidad de las variables aleatorias
X, es de interés conocer la distribucion de la variables aleatorias M y T
definidas anteriormente. A continuacién, se presenta una propiedad que

permite solucionar esta inquietud.

Propiedad 4.12 Las funciones de densidad de las variables aleatorias M
y T, conocidas como el minimo y el maximo de las variables aleatorias
X1, X9, -+, X, estan dadas por:

fr(t) =n-[Fx, (""" fx, (t). (4.3)
Far(m) =n-[1= Fx,(m)]""" - fx, (m). (4.4)
Demostracion: (4.3) En este caso:
Fr(t) =P (T <t) = P (méx {X1, X, , X} < 1)
=P{Xy <t} n{Xo<t}n---n{X, <t})
“P(X; <) P(Xa<t)-- P(X, <t), donde X; es id
=Fx, (t) - Fx,(t) -+ Fx, (t)

Realizando la derivada parcial respecto a t:

fr(t) =n-[Fx, """ fx, (0).
(4.4) Al igual que el caso anterior, la funcién de densidad del minimo
se obtiene mediante:

Far(m) =P (M < m) = P (min {X1, Xz, - , X} <m)
=1—-P(min{X;, Xs,---, X} >m)
=1-P{X;>m}n{Xa>m}n - n{X,>m})
=1-P(Xy>m)-P(Xy>m)---P(X, >m)
=1— (1= Fx,(m))- (1= Fx,(m))--- (1= Fx,(m))
=1—[1- Fx,(m)]"

Realizando la derivada parcial respecto a m:

fa(m) =n-[L= Fx,(m)]" ™" fx,(m).
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Ejemplo 4.18 Sean X1, X5,---,X,, una muestra aleatoria, donde X; ~
Exp(f3). Determinar la funcién de densidad del minimo y del méximo.

Solucién: Para obtener las funciones de densidad para las variables
aleatorias se utiliza la propiedad 4.12. En efecto, dado que X; ~ Exp(f),
se tiene que:

Ix, () =leXp {;x} . x>0.

B
Fx,(x) =Jx ;exp{—;t} dt =1 —exp{—;x}, x> 0.
0

Luego, la funcién de densidad del méximo es:

n—1
frt)=n- [1—exp{—;t}] -;exp{—;t}, t> 0.

Por su parte, la funcién de densidad del minimo es:

far(m) =n - [1 ~1+exp {—lm}]nl L {—lm}

B B B
n e p{ nm} m >0
=—.exp{——my, .
B B
De los resultados obtenidos es inmediato que M ~ Exp(g). O

4.4. Ejercicios resueltos

1. Sean Ay B en (2, F, P), se definen las siguientes variables aleato-

rias:

X = 1, si A ocurre v = 1, si B ocurre

0, sino 0, sino.

Obtener: (a) Q, (b) Recxy, (¢) P(X,Y), (d) px(2) y py (y)-
Solucién: (a) 2 = (A°nB°) v (A°nB)u (An B° u(An B).
(b) Recxy ={(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)} = {0,1} x {0,1} = Recx x
Recy. (c)
P(A°n B¢, si z=y=0
P(A°nB), si z=0,y=1
P(AnB°), s z=1y=0
P(AnB), s z=y=1.

Pxy(z,y) =
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(d) Las distribuciones marginales de X y de Y se pueden deducir

desde la relacién de la tabla siguiente:

Y
p 0 1 P(X = )
0 P(A°~ B°) P(A°nB) | P(A°)

1 P(AnB?) PAnB) | P(A)
P(Y =y) P(B) P(B) 1

Entonces, siendo P(X =) = px(z) y P(Y =y) = py(y):

1-P(A4), siz=0

px(z) :Zy:PXY(fUay) = { P(A), —

1-P(B), siy=0

py(y) = ZpXY(mvy) = { P(B) si y = 1.

. Sean X; ~ x%(4), i = 1,2 (chi-cuadrado con 4 grados de libertad)

variables aleatorias independientes. Encontrar:

(a) E[Y —1],donde Y = X; - X, 1.
(b) Var[X? — X3].

Solucién: (a) Se sabe que X; ~ x*(4) = fx(z) = T x; exp{—%} y
B[X;] =4, i=1,2. Ast:

E[Y —1]=E[X;- X, ' —1] = E[X1]- E[X>™'] -1
=4-B[X, '] -1,

donde:

Finalmente, E[Y —1]=2—-1=1.
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(b) Var[X?—X2] = Var[X?]+Var[X2]—-2-Cov(X?, X2). Como las
variables aleatorias X; son independientes, entonces Cov(X?, X3) =
0. Por su parte, Var[X,?] = E[X;*] — (E[X,%])".

Es posible obtener los momentos de orden 2 y 4 (en torno a 0) a
través de la fgm. Recordando que la fgm de una chi-cuadrado con 4

grados de libertad es Mx, (t) = (1 — 2t)~2. En efecto:

d _ -3
SM (1) = 4(1— 20

2
%Mxi (t)=24(1—-2t)"*
d3
ﬁMXi(t) =192(1—2t)°
d4
%Mxi(t) =1920 (1 — 2t) °.

Luego, haciendo t = 0, se tiene que E[X?] = 24 y que E[X}] = 1920.

Finalmente:

Var[X1% 4+ X5?] = 2- (1920 — 24%) = 2688.

. La distribucién conjunta de las proporciones de dos enzimas en cier-
to sistema bioldgico es descrita adecuadamente por la funcién de

densidad conjunta:
flx,y) =303 +y), 0<z<h, O0<y<fh, O0<z+y<b,

donde 0 < 0 < 1 es un pardmetro desconocido. Se pide:

(a) Calcular P(X >Y).

(b) Las funciones de densidad marginal de X y de Y.
Solucién: (a) Aqui la regién de integracién estd acotada por la
recta y = x y las restricciones iniciales de las variables (véase la

figura 4.2). Luego, se tiene que:
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Figura 4.2: Grafico para P(X >Y)

2%

Fuente: elaboracién propia.

g 0—y % :1;2
P(X>Y)= J J flx,y)dxdy = 39_3f 5~ my) dy
0

0 Jy

:30"’[g ((02y)2 f(efy)yfﬁf 2) dy

-y
Y

2

. (2 (6 . (6 2
=363J <2_2y2>dy=393<2y—3y3>
0
_ags (070 200V _1
B 22 3\2 T

(b) Las funciones de densidad marginal estdn dadas por:

A
2

0

0—x 3
fx (@) =f0 Pl yydy = 3070 %), 0<z <0

03(0* —y*), 0<y <.

N w

0—y
fr(y) = f f(z,y)dx =

0

. La variable aleatoria X tiene funcién de densidad f(z) = ae™**,
x > 0. Por su parte, la variable aleatoria continua Y, independiente
de X, tiene funcién de densidad f(y) = fe™?Y, y > 0. Al respecto,
se pide:

(a) Determinar la funcién de densidad conjunta de la variable alea-
toria (U, V)7, definida por la transformacién: U = X — Y y
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V=X+Y.
(b) Determinar la funcién de densidad de la nueva variable U.
Solucién: La densidad conjunta de (U, V)T se obtiene mediante la

transformacién de variables aleatorias bidimensionales. En efecto,

u(z,y), v(z,y) y el jacobiano de la transformacion estén dados por:

— o — utv
u=x—y - T 5
=x+y y =5
1 1 1
_ 2 2 _
J 41 :>|J|—§.
2 2

La funcién de densidad conjunta de (U, V)7 es:
1 u+v v—u
fU,V(va)—QfX< 5 )-fy( 5 >

= ;aexp{augv}ﬁexp{ﬁUQU}
- Pesp {20 ep{ tla+8)},

—v<u<wv, v>0.

La funcién de densidad marginal de U es:

folu) = %ﬂexp{—g(a —5)} [f_/; exp{—%(a —1—5)} dv+

fL exp{fg(a + 5)} dv]

u

B R

-2 |*
exp{—%(a—i—ﬂ)}ia_i_ﬁ ]

= aafﬁ(e“a +e "), —oo <u< +o.

_|_

) i

+
a+ b

—Uu

+

5. Sean X1, Xy variables aleatorias independientes idénticamente dis-
tribuidas, donde X; ~ Exp(A = 1). Obtener la distribucién de
Y = X1 + Xo.
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Solucién: Desde el enunciado se tiene que la funcién de densidad
conjunta de (X1, X2)T es f(zy,22) = e e ™2, 21 > 0, x5 > 0.
Luego, se define (convenientemente) la transformacién bivariada si-

guiente y se obtiene el respectivo jacobiano:

Y1 =21 + T2

J=-1=|J =21
”o p 2

X1 — T2
Finalmente, obteniendo la densidad marginal para Y; se tiene que:

1 _ .
fyl(yl) = 56 y17 S1 ‘y2| <Y, Y12 0.

Gréficamente, la transformaciéon modifica la regiéon donde se define
la funcién de densidad conjunta para la curva de nivel dada en el

plano z = 0 (véase figura 4.3).

Figura 4.3: Gréfico de la transformacién de (X1, X2)” a (Y1, Ya)”

V2
X2
=x; +x 2
V1 1 2 > N
1 Y2 = X1 — X3 7 \v,
v
b N
%
Recy, x, Recy, y,
Y1
Transformacion SV
2 >
N\ 4
1 X1 N
2 v
7

Fuente: elaboracién propia.

6. Probar que si ¥7 ~ Gamma(e,1) y Y2 ~ Gamma(3,1) (indepen-
dientes), entonces se tiene que:

Y,

X = —— ~ Bet .
Y1+Y2 ea(a7/8)

Solucién: Se define (convenientemente) la transformacion:

— Y — ZT1ZT2
o1 yity2 n 1-—z;
T2 = Y2 Y2 = T2.
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Como y1 >0y y2 >0, se tiene que zo >0y 0 < z1 < 1.

Luego, el jacobiano de la transformacién estéd dado por:

22
(1—21)°

i3
(1—21)%

(lfmzl)Q 1flxl
J = = |J| =
0 1

Con esto, y el hecho de que las variables Y7 e Y5 son independientes,

la funcion de densidad conjunta de estas es:

1 1 Bl gy —
frive (1 9e) = =t 'y VT g >0 g >0,
['(a)T(B)

La funcién de densidad conjunta del vector (X1, X2)T es:

le,Xg ($17$2) =

1 ( w12 )al 5 m.g(%)*“
C(@T(B) \1 -2 ? (1—a1)?
conxe >0y 0<z <1.

La funcién de densidad de la variable aleatoria X corresponde a la
densidad de la variable aleatoria X;. La densidad marginal de X;
se puede obtener resolviendo la integral de la funcién de densidad

conjunta, respecto a la variable aleatoria Xs.

Siendo ¢ = I'(a)T'(B), se tiene que:

o0
Ixy (21) = J Ix1 x5 (T122) dao
0
o 0 C 11—z (1—1‘1)2 P 1—x1 2 2

1 zy ! P atB-1 T2
=- 1 x e — dza.
c(1—a)*t J;) 2 *P 1—x ?

Haciendo el cambio de variable u = lfxlxg -z =u(l—x1)y

dzg = (1 — x1)du, la integral toma la forma:

a—1 9L
z « « -1 _—u
P (o) :c(llx)aHJ (1 — 1)+ ut+i e g
— 1 0
1 a—1 o
= _. xliaﬂ (1 —$1)a+6'f e P
c (1—%1) 0
1 B o
= o ) L T(a+8),0 < <1,
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Y]
Como X7 =X = Y1T1Y2’ se tiene que la funcién de densidad es:
Lla+B) .1 -1
fx(z) = —— g l1—2)% 0<a <1,

que corresponde a la funcién de densidad de una variable aleatoria

con distribucién beta con parametros a y 5.

7. Sean X; y X, variables aleatorias y sea X1|X2 = x2 la variable

aleatoria X; dado un valor fijo o de Xs. Mostrar que:

E[E[X1Xs|Xs]] = E[X2 E[X1]Xo]] = E[X:1X5]

Solucién: Dado que se tienen tres igualdades, se procederd a mos-

trar la igualdad de a pares:
E[E[X1X2|X2]] = HE[mlleXz] f(@1, 22)dz1d2s
=J<Jx1x2-f(x1x2)dm1) F1, w2)dzrdas
_ fo (Jxl . f(xlxg)dxl) Flar, w0)dardas
_ J’szE[azﬂXg] Flw1,20) derdas

=F [QZ‘Q - B [$1|X2]] .

E[X,E[X1|X3]] = fsz [X1]Xo] f(22) dao
_ JxQ (Jxlf(a:ﬂXg)dm) F(2) das
_ ffxgxlf(xﬂxg)f(xg) dary davs
_ ffxlzgf(xl,:rg)dxldxg

= E[X1Xa].

8. Sea (X1, X3)” una variable aleatoria continua bivariada, para la

cual la funcién de densidad marginal de X; es fx,(x1) = e ™1,
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a funcién de densidad condicional de X5 | X7 = 7 es

=exp{—x2 + 21}, 0 <1 < 29 < 00. Se pide:

(a) Calcular P(X; + X2 < 1).

(b) Determinar la varianza de la variable aleatoria Y = X7 + X5.

Solucion:

cién estd acotada por la probabilidad pedida y por las restricciones

iniciales de las variables (véase la figura 4.4), luego se plantea y

resuelve:

X2

(a) Para obtener P(X; + X5 < 1), el drea de integra-

Figura 4.4: Grafico para P(X; + X3 < 1)

2™
Y

N
]\+
4

P(X; +

X1

N

Fuente: elaboracién propia.

0,5 pl—xz
Xo<1)= J J f(w1,22) dvy day.
0 1

183



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Se sabe que f(x1,22) = fx,/x,=a, (¥2) - fx, (21), luego:

0,5 pl—x;

- f f Fxaixs o (22) - i (1) e das
0,5 ' -

= f (—67w2) |ac1 . dxy

0,5
= f ("t — e 1) day

0,5
=(1-—¢e") f e~ dxy

0
= (L= ™))"

=(1-e")(1—e %) =0,249.

(b) La varianza de la variable aleatoria ¥ = X; + X5 se calcula

mediante la siguiente expresién:

Var[Y] = Var[ X1 + Xz] = Var[X1] + Var[Xz] + 2 Cov(X1, X3).

Cada uno de los componentes de la expresién anterior se pueden

obtener por:
X1 ~ Exp(1) = E[X?] = Var[X1] + (E[X1])? = 2.

Por otra parte, E[Xz2] = E[E[X2 | X1]] v E[X3] = E[E[X3 | X1]],

entonces

Var[Xs] = E[E[X3 | X1]] - (E[E[X> | X41]])%,
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donde los valores se calculan mediante:

e

J T2 fx,|x, (T2)drs = f roe” " dxo

x1 x1

B[Xs | X1]

o |
—e m2| =x1 + 1.
T1

= —xqe 2

E[E[X2 | Xl]] = E[Xl + 1] = E[Xl] +1=2.

E[X22 | X1] ZJ fngQ\Xl (w2)dxo

3
=™ (—x%eif’” — 2x9e 2 — 2671’2) |;f1

=" (z2e ™ 4 210”7 4+ 2 T)

=z} + 22 + 2.

E[E[X] | X1]] = E[X{ +2X1 +2] = E[X{] +2E[X1] +2=6.

Por lo tanto, Var[Xs] = 6 — 22 = 2. Y para la tltima expresién, el

resultado se obtiene por:

Cov(X1, X2) = E[X1X,] — BRI EEX5TT donde:

oc ox*
E[XlXQ] = J f 1‘11’2679:2 dI’Q dl‘l
0 Xy

o
= J I (—xge_“ — €_x2>|;/v1 dSCl
0

( 2o —pie ) day

l
)
El

x>
xfeﬂ“ dri — f rie *rdxy
0

X2 — (B[X1])? = Var[X1] = 1.

Finalmente, Var[Y]=1+2+2-(1-1-2)=1.

. Sea (X1, X5)T una variable aleatoria bivariada. Determinar la co-
rrelacién entre X7 y Xo sabiendo que la funcién de densidad con-
dicional de X2|X; = x1 y la funcién de densidad marginal de X;

estan dadas, respectivamente, por:

fXo|X1(22) =(e- 1) "exp {—(a-z1) 22}, 22> 0,0 >0
fx,(x1) =fexp{—Bx1},z1>0,8>0.
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Solucién: A partir de las funciones de densidad, se obtiene lo si-

guiente:
X; ~Exp(B ) =E[X ] =8y Var[X;] = 82

Xo| X1 ~ Exp(az) =E[Xs|X1] = axy vy Var[Xa|X1] = (ax;)?.

Para calcular la correlacion entre X; y Xs, se requiere obtener los

siguientes resultados:

E[X,X,] =E[X,E[X,|X,]] = E[X1-a- X1] = aE[X?]
« (Var 1+ (E[X1]) ) = 3aB72
E[X] E[E[leXl]] = BElaXi] = ap™"
Var[Xs] =E[V[Xs|X1]] + V[E[X2|X1]] = E[(aX1)?] + V[aX;]

=3028"2

Con estos resultados, la correlacién entre X; y X es:

2 -2 _ -1 —1 1
Corr(Xy,Xs) = ap p~aB = —.

Sean X1, Xs,--+,X,, una muestra aleatoria, donde X; ~ N(0,1).
Determinar la funcién de densidad de las siguientes variables alea-

torias:

(a) Y1 =exp{9X — 5}.
Y, = iX?- (i X?)
i=1 i=5

Solucién: (a) Dado que X; ~ N(0,1), entonces X ~ N(0,n"1).

De esta manera, es conocida la funcién de densidad de la variable

-1

aleatoria X, la cual estd dada por:

1 1
fX(;v)—Wexp{—inxQ} —0 <z < o0.
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Para determinar la funcién de densidad de Y7, se utilizara la funcién

de probabilidad acumulada, en efecto:

Fy,(y) =P (Y1 <y) =P (exp {9X — 5}

0)

<
_ - 1 5
=P (9X—5<logy) =IP<X< 910gy—9>

o1 5
=Fg (X < -logy—= ).
x-< g logy 9>

Aplicando la derivada parcial respecto a y, se tiene que:

1 5\ 1
=fe (X <>logy— =) —,
Ivi(y) ﬁx( g logy 9> o y>0

1

1 2

(b) Para obtener la funcién de densidad de Ys, se puede reescribir

la expresion, tal que Y, = %, donde:
4 n
T :ZX? y T2:ZX1'27 donde Ty ~ x*(4) y Ta ~ x*(n — 4).
=1 =5

Estos resultados llevan a una distribucién F de Fisher:
n—4 Ty -471

.Y, = ~
4 P T Ty (n—4) 1t

F(4,n —4).

Finalmente, la funcién de densidad de Y3, estd dada por:

sz (y) =

n_ 4fF(4,n—4)(y)v y > 0.

Sean X1, Xs, -+, X, variables aleatorias independientes, donde X; ~

N (pi,02). Determinar la distribucién de:
Y=>3X;
i=1
Solucién: Por la propiedad 4.9(a) se tiene que:
n n 1
My (t) = H Mx,(t) = H exp {t,ui + tQU?}
i=1

i=1 2

n 1 n
:exp{tZui+2t2ZU§}
i=1 i=1
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De la ultima expresion se tiene la fgm de una distribucién normal,

identificando los pardmetros se tiene:

Y~N<§n]m,§n]a§).

i=1 =1
4.5. Ejercicios propuestos
L Sea f(x,y) = c(lz + [y]), 2] +|y[ < 1.
(a) Verificar que ¢ = 3.

(b) Probar que P(X+Y < 1,X >0,Y > 0) = 1. Graficar la regién

de integracion.

(¢) Sean fx(x)y fy(y) las funciones de densidad marginal de X e

Y respectivamente. Probar que:

fx@)=20-a), el <1 ()= 20—y <1

(d) Mostrar que X, Y no son independientes.

2. Sea f(z,y) = k(z?2 +9?), 0 < 2 < y < 1 funcién de densidad

conjunta del vector aleatorio (X,Y)T. Se pide:

Encontrar el valor de k para que f(z,y) sea funcién de densidad.

Determinar la funcién de densidad marginal de X e Y.

)
)
(¢) Determinar la funcién de densidad condicional de YV | X = z.
) Calcular Var[X + Y.
) Calcular el coeficiente de correlacién.

)

Determinar una expresién para P(0 < X < 0,2]0,1 <Y <0,5),

no se requiere resolver las integrales.

3. Cousiderar la funcién f(x1,x2) = exp {—z1}, 1 > x2 > 0, asociada

a un vector aleatorio bivariado (X1, X2)T.

(a) Verificar que la funcién definida es efectivamente funcién de den-

sidad del vector aleatorio bivariado (X1, X2)7.

(b) Calcular P(X; + X5 < 1).
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. Sean X1, X5 ~ Uniforme(0, 1) variables aleatorias iid, sea la trans-
formacién bivariada Y7 = X7 + Xo y Yo = X7 — Xo.

(a) Demostrar que f(y1,42) = 0,5; —yo <y1 <2 —1ys, 2+ 1y <
Y2 < Y1-
(b) Graficar la transformacion.

. Sean Xi,Xs ~ Exp()\) variables aleatorias iid. Probar que YV =
X1 + X2 ~ Gamma(2, ).

. Sean X; ~ Gamma(ag, A) y Xo ~ Gamma(as, A) variables aleato-

rias independientes. Probar que:

(a) Y7 = X1+X ~ Beta(aq, as).
(b) Y5 = X1 + X3 ~ Gamma(a; + ag, A).

(¢) Y1, Ys son variables aleatorias independientes.

. La covarianza entre dos variables aleatorias X; y X5 es:

Cov(Xy, X5) = E[(Xy — E[X1])(X2 — E[X5])].

Probar los siguientes resultados:

ov(X1, Xs) = E[X1 X5] — E[X1]E[X2].
ov(a1 X1 + by,a2Xs + be) = ajas Cov(X1, Xs).
Cov(X1, Xo + X3) = Cov(X7, X2) + Cov(X7, X3).
Var[U] = YL, a;Var[Yi] + 22 Y, _ai; Cov(Y;, Y;), donde la

111

a

b

(c
(d

(a) C
(b) €
)
)

doble suma estd dada para los pares (i,j), con ¢ < j, siendo
U=>",aY;, tal que E[Y;] = p; y a; constantes, ambos para
1= 17 27 en

. Determinar el coeficiente de correlacion entre X; y X5, sabiendo que
la funcién de densidad de la distribucién condicional de X7 |Xs = o,

asociada a la variable aleatoria bivariada (X1, X2)7, es:

1 1
Ix1|Xo=as (T1) = exp{ (w1 — Iz)z}v —0 <21 < +00,

\/2mx3 223

y la funcién de densidad marginal de Xs: fx,(22) =1, 0 < 29 < 1.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Sean X; ~ N(u1,0%) y Xo ~ N(p2,03), donde X; y X5 son varia-

bles aleatorias independientes. Calcular:

(a) E[X? + X3], nétese que E[G1(X1) + G2(X2)] = E[G1(X1)] +
E[G2(X2)].

(b) B[(X1— ) oy exp{(Xz — p2) - 05 ' }]-

(¢c) La fgm de X7 + Xo. Luego, a partir de este resultado sefialar
la distribucién de X; + Xo.

Sea fxy(z,y) = 2, z,y > 0, z +y < 1 la funcién de densidad

conjunta del vector aleatorio (X,Y)T:

(a) Graficar el recorrido de (X,Y)T.

(b) Probar que fx(z) =2(1—=z),si0 <z < 1.

(¢) Probar que Y|X = 2 ~ Uniforme(0,1 — x) para cada x € (0, 1).
Andlogamente, X|Y =y ~ Uniforme(0,1 —y), y € (0,1).

Probar que si X ~ Poisson()) y Y|X = 2 ~ Binomial(x, p), enton-
ces Y ~ Poisson(\p).

Sean X; y X, variables aleatorias y sea X; | Xy = zo la varia-
ble aleatoria condicional de X; para un valor fijo xo de la variable

aleatoria X5. Mostrar que:

E[E[X1Xs | Xo]] = E[Xs E[Xy | Xo]] = E[X1 Xo].

Mostrar que E [(aX1 + X2) | Y] =aE[X1 | Y]+ B E[X2 | Y].
Dadas las distribuciones condicionales siguientes, probar que:

(a) Y|X = z ~ Binomial(z,p) = Var(Y|X = z) = zp(l — p).
Ademés, probar que Var(Y) = p(1 — p)E[X] + p*Var(x).
1— 2
(b) Y|X =z ~ Uniforme(0,1 —z) = Var(Y|X =z) = %
Sea la distribucién condicional de Y | X = z ~ N(pz,1 —p?) y
la distribucién de la variable aleatoria X ~ N(0,1). Determinar el

coeficiente de correlacién entre X e Y.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

VECTORES ALEATORIOS

Sean Y; e Y, variables aleatorias independientes, con Y; ~ x%(2).
Determinar la funcién de densidad de la variable aleatoria V:
Y

V= .
Yi+Y

Sean Y1 ~ x%(n1) e Ya ~ x%(n2) y, ademéds, Y7 e Y son variables
aleatorias independientes. Determinar:

(a) E [Yl‘”fi].

Y2-’ﬂ2

Sea (X1, X2)T un vector aleatorio bivariado continuo tal que las
variables aleatorias X; ~ x2(n;), i = 1,2 son independientes. De-
terminar una expresion para la funcién de probabilidad de la nueva
variable aleatoria bivariada (Y7,Y2)T, dada por la transformacién
(Y1, V2)T = (X1- X, 1, Xo)7 y, ademds, la funcién de densidad mar-

ginal de la variable aleatoria Y7.

Sea fxy(z,y) =2(x+y—2xy), 0 < z,y < 1, la funcién de densidad
conjunta del vector (X,Y)”. Probar que:

(a) X ~ Uniforme(0,1). Andlogamente, Y ~ Uniforme(0, 1).
(b) Cov(X,Y) = —4. Donde E[X] = E[Y] = y E[XY] = 2.

Sean las variables aleatorias independientes idénticamente distribui-
das X1, Xy, donde X; ~ N(p,02), i =1,2. Se define Y; = X; + X»
e Yo = X7 — X5, determinar si Y7 e Y5 son variables aleatorias inde-

pendientes.

Sea el experimento aleatorio de sacar una ficha desde una urna (estén
numeradas del 1 al N) y sea X: nimero de la ficha. Luego, con la
ficha seleccionada se lanza una moneda honesta la cantidad de veces
que indica la ficha y se define la variable aleatoria Y: ndmero de
caras obtenidas. Sea X = x (la ficha seleccionada tiene nimero z),

luego se lanza la moneda x veces, entonces se pide mostrar que:

(a) Y|X =z ~ Binomial(z, §) y que P(X = z) = %.
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(b) P(X =2,V =y) = (’y”) (%)y(l—%)w*y%7 y=0,-,r =
1 N.

R

N+1)(N—1
(¢) Cov(X,Y) = %.

22. Sea X, X, -+, X, donde X; ~ Bernoulli(p). Probar que:

Z X,; ~ Binomial(n, p).
i=1

23. Sea X1, X, -+, X,, donde X; ~ N(u,c?). Asumir que las variables

aleatorias X y S? son independientes y estdn dadas por:

Se requiere determinar:

(a) La funcién de densidad de la variable aleatoria S2.
(b) La funcién de densidad conjunta de X y S2.

(¢) Elvalor esperado de la variable aleatoria @ = X2 exp {(n — 1)S%}.
24. Sean X1, X5, -+, X} variables aleatorias independientes:

(a) Si X; ~ x2(1), demostrar que:
k
DX~ X3 (k).
i=1
(b) Si X; ~ x%(n;), i =1,---,k, demostrar que:

Zk]XZwX? (in)

25. X1, X9, , X, v Y1,Ys,--- Y, son muestras aleatorias indepen-
dientes, donde X; ~ N(p1,0%2) y Y; ~ N(uz,03).

(a) Demostrar que:
1 & o3
— Z Xi ~ N(,U,l, 7)
n = n
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26.

27.

28.

29.

30.

VECTORES ALEATORIOS

(b) Encontrar el valor esperado y la varianza de la nueva variable

aleatoria T
1 ¢ 1 ¢
T = nZYieXp{nZXZ}.
=1 1=1

Las variables aleatorias X, X5, -+, X,, constituyen una muestra
aleatoria. Determinar la funcién de densidad conjunta de las n va-
riables, si:
(a) X; ~ Beta(6,?2).
(b) X; ~ Gamma(a, ).
Sean X1, Xs,- -, X,, una muestra aleatoria, donde X; ~ Poisson(\).

Determinar el valor esperado de las nuevas variables T} y T5, dadas

por las expresiones:

2 n
=X Th=—"Yix,.
! 2 n(n—l—l)i;Z

Las variables aleatorias X7, X3, --, X, son independientes, X; ~
Binomial(1, p). Determinar el valor esperado de las funciones T7 y

T5 siguientes:
- 1
Th=X T2:§(X1+X2+X3).

Sean las variables aleatorias X, Xo,--- , X,, independientes, donde

X, ~ Uniforme(0, ). Determinar el valor esperado de las variables:
(a) U, = 2X.

(b) T = mé‘X {X1,$27 e 7XTL}

Sean X1, X5,---,X,, una muestra aleatoria, donde la funcién de
densidad de X; es f(x;) = 20 2x; exp{—@’%cf}7 z; > 0,0 > 0.

Determinar el valor esperado de la funcién:
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32.

33.

34.

35.

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Sean X1, Xo, -+, X,, una muestra aleatoria, con X; ~ Binomial(2, ).

Determinar el valor esperado de T', con:

1 n
=—UWU-1).ConU = ) X,
sn@n — W 1) Con ;
Sean X1, Xo,---,X,, una muestra aleatoria de tamaio n;, don-
de X; ~ N(u1,0%), y sean, ademds, Yi,Ys, - ,Y,, una muestra

aleatoria de tamaro no (independiente de la anterior), donde Y; ~
N(uz,03). A través de la funcién generadora de momentos, obtener

la distribuciéon de la variable aleatoria T
1 & 1 &
T=— X, — — Y;.
ny 1:211 N9 ;

Sean X1, X, -, X, una muestra aleatoria, donde X; ~ N(u,0?).

Determinar el valor esperado de las siguientes variables aleatorias:

(a) Vi = ;) <(n —9) zn] X2+ (nX)2>.

(b) Y2

I

3=

ag
Lol

(c) Y3 = %Z (X; — X)2.

Sean X, X5, -+, X,, una muestra aleatoria, donde X; ~ N(0,1).
Se definen las siguientes variables aleatorias:
_ X2
Y1 =exp{9X -5} y Yo = ==L
X =S

(a) Determinar, por separado, la funcién de densidad de Y7 e Ya.

(b) Determinar, por separado, el valor esperado de Y] e Y5.

Sean Xi, Xs,---,X,, una muestra aleatoria, donde la funcién de
densidad de X; estd dada por f(x;) = fexp{—60z;}, z; > 0. Deter-

minar:

(a) La funcién de densidad conjunta de X7, Xo,--+ , X,,.
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(b) La funcién de densidad de las nuevas variables aleatorias: M =
min{Xl,Xg, T 7Xn} y T = HlEiX{.Xrl,‘ng7 s ,Xn}

(c) P(T <5).

(d) La distribucién de la variable aleatoria X = 23" | X;.

Sean Xi, X5,---, X, una muestra aleatoria, donde la funcién de
densidad de la variable aleatoria X; es f(z;) = 021, 0 <2 < 1,
0 > 0:

(a) Mostrar que Y7 = log (X7') ~ Exp(6~1).

(b) Mostrar que T = 1 3" log (X; ') ~ Gamma(n, (nf)~1).
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Capitulo 5

Estimacion de parametros

5.1. Inferencia estadistica

La inferencia estadistica esta constituida por un conjunto de fundamen-
tos, métodos y técnicas que permiten describir y, en general, conocer las
caracteristicas de la poblacion a través de la informacién de una muestra
(aleatoria). Considerando que la poblacién estd definida por pardmetros,
en la muestra los elementos respectivos se llaman estadisticos, que son
los utilizados para obtener aproximaciones (bajo un nivel de confianza
aceptable) de los pardmetros y/o para poner a prueba creencias acerca
de los mismos pardmetros (esta relacién se presenta en el esquema de la
figura 5.1).

Figura 5.1: Esquema del proceso de inferencia estadistica

Objetivo:
|

., . Adquirir
Poblacién: X~Distr(0) informacion
acerca de 6.

Muestra Permite:
Adquirir
X1, X5, -, X iid Distr(B) conocimiento

acerca de 6.

Fuente: elaboracién propia.
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Ejemplo 5.1 Sea la variable aleatoria X: tiempo de falla de un compo-
nente electronico, la cual (en la poblacién) es X ~ f(z]6) = §exp {—z},

x > 0. Se desea:
(a) Tener conocimiento acerca del tiempo medio de falla.

(b) Contar con un intervalo que cubra el tiempo medio de falla con un
95 % de confianza.

(c) Verificar que el tiempo promedio de falla es mayor o igual a 10000

horas.

Solucién: El tiempo medio de falla en la poblacién corresponde al va-
lor esperado, el cual es E[X] = 6. Si se cuenta con una muestra aleatoria,
cuyas componentes son X1, Xo, -, X, variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas que siguen la misma distribucién que la
variable en la poblacién, entonces:

(a) Una estimacién de 6 (denotada por (9\) estd dada por el tiempo de
falla medio observado en la muestra:

é‘ _ Z:L:1 X;
n

= X,.

(b) Determinar un intervalo que cubra el tiempo promedio de falla
con un 95 % de confianza. Se puede obtener resolviendo la ecuacién de la
probabilidad de que 6 se encuentre entre dos valores, a; y as, sea de 0,95,

en la cual las incégnitas son a; y as y se expresa como:
P (a1 <6< CLQ) = 0,95.

(¢) Aqui se puede enfrentar este problema obteniendo la probabilidad
de que 6 > 10000, para lo cual se debe asumir algin supuesto adicional

para especificar la incégnita. O

Los tres problemas que aparecen en el ejemplo 5.1 son los que resuel-
ve la inferencia estadistica a través de fundamentos tedéricos y métodos
o técnicas de andlisis de informacién. Especificamente, (a) y (b) son pro-
blemas de estimacién de pardmetros, mientras que (c) es un problema de

pruebas de hipétesis.
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En este capitulo se presentan fundamentos y métodos (técnicas) pa-
ra obtener estimaciones puntuales e intervalos en que se encuentre un
parametro. Ademas, se estudia el comportamiento del pardmetro estima-
do bajo supuestos de muestreo aleatorio, referido a consistencia y eficiencia

en el contexto estadistico.

5.2. Conceptos de inferencia estadistica

Poblacion

La poblacidn se define como el conjunto del universo en estudio (individuos
u objetos).

Un elemento observable llamado variable aleatoria, X, es lo relevante
para el estudio. La variable aleatoria posee una densidad (cuantia), que
depende de un vector de pardmetros (0) desconocido; es de naturaleza

no-observable y es una caracteristica de la poblacion. Esto se denota con:
X ~ f(x]0), 6 € O,

donde O es el espacio paramétrico, el cual es un subconjunto de RP.
En la literatura, el vector de pardmetros 6 es conocido como el estado

de la naturaleza.

Ejemplo 5.2 Algunos ejemplos de poblacién asociada a un experimento
aleatorio son:

(1) Sea la variable aleatoria X definida como:

X = { 1, presencia del atributo

0, ausencia del atributo,

donde X ~ Bernoulli(p); p € (0,1) y f(zlp) = p*(1 —p)'~%; E[X] = p,
Var[X] =p- (1 —p). p: proporcién de individuos u objetos que poseen el
atributo.

(2) La variable aleatoria X es nimero de clientes que llegan a la fila de
un banco en un cierto periodo. Entonces X ~ Poisson(A), f(z|A) = ’\I;;A7

x=0,1,2,---,00; A>0; © = (0, +0); E[X] =\, Var[X] = Ay A: tasa
media de llegada.
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(3) La variable aleatoria X es tiempo de falla de un cierto componente
de un sistema. Entonces X ~ Exp(X,0) y f(z|\,0) = +exp{—1(z —0)};
x =6, A>0,60>0 (\: pardmetro de escala, §: pardmetro de posicién).

(4) Modelo normal: X ~ N(u,0?), donde X: puntaje obtenido en un

test o tension a la que es sometida una viga. O

Muestra aleatoria

Una muestra aleatoria es obtenida por medio de la realizaciéon de un
experimento aleatorio desde una poblaciéon X ~ f(z|0), la cual es un
vector aleatorio X = (X1, X, -+, X,,)T, donde las variables aleatorias
X1, Xs,---,X,, son independientes y poseen densidad f(z|f). Entonces
X € Q (Q: espacio muestral).

Luego (2, F,{f(:|0) : 0 € ©}) es un modelo estadistico, es decir, una
familia de espacios de probabilidad indexada por el parametro.

El concepto de muestra aleatoria fue presentado con anterioridad en
la definicién 4.14 (del capitulo 4), donde ademds se trabaja de forma
operativa como concepto resumido de variables aleatorias iid. Aqui se
vuelve a presentar, dada la importancia que tiene en la estimacion de

parametros.

Funcién de verosimilitud

Definicién 5.1 La funcién de verosimilitud de € de una muestra aleatoria
X = (X1, Xo,-,X,)7T, proveniente de la poblacién X con funcién de
densidad f(z|6), viene dada por:

n

L(6) = L(B|z;) = | | f(:,0), 0eoO.

=1

El principio de verosimilitud dice que la informaciéon que entrega la
muestra aleatoria X = (X1, X, -+, X,)T acerca del pardmetro 6 estd

representada en la funcién de verosimilitud.

Ejemplo 5.3 Algunos ejemplos de funcién de verosimilitud son:

(1) Sea X ~ Binomial(n = 2,p). Luego la funcién de verosimilitud y
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el gréifico para p (figura 5.2) estdn dados por:

L(p) = <2>pm(1 —-p)**  2=0,1,2

Figura 5.2: Gréfico de L(p|z) para X ~ Binomial(n = 2,p)

L(plx) !
08 - L(plx =0) L(plx = 2)
0,6 -
04 -
Liplx=1)
0,2 -
0 T T T T \
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
p

Fuente: elaboracién propia.

(2) Sea la muestra aleatoria X = (X1, Xa,---, X,,)T X; ~ Bernoulli(p),
la funcién de densidad es p(z|p) = p®(1 — p)! . Asi, la funcién de vero-

similitud estd dada por:
L(p) = p>*i(1 —p)" 2"

Nétese que > X; es una funcién de la muestra, que representa la can-

tidad de éxitos en la muestra. O

Estadistico (estadigrafo)

Definicién 5.2 Sean X;, Xo,- -, X,, una muestra aleatoria, una estadisti-
ca T puede ser definida como:

(1) T es una funcién de la muestra aleatoria, T' = T(X), luego también
es una variable aleatoria que asume valores en algiin espacio Y.

(2) T es una funcién definida sobre el espacio muestral y asumiendo
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valores en Y.

T:R" >R
e y=T(X)
Ejemplo 5.4 Sean Xi, X5, --,X,, una muestra aleatoria, donde X ~

Bernoulli(p). El siguiente es un ejemplo de estadistica:
T =T(X)=> X, ~ Binomial(n,p) y asume valores en {0,1,--- ,n}.
T:{0,1),---,(0,1)} —{0,1,2,---,n} -
r=(X1,Xo,-,X,) —my=T(X1,Xe, -, X,)=2X;

5.3. Estimacién puntual

Para realizar la estimacién se contara con la informacién de una variable
aleatoria a través de una muestra aleatoria tomada desde una poblacion de
interés. Es decir, sea la muestra aleatoria X1, Xa,- -, X, tomada desde
una poblacién con distribucién conocida, los pardmetros asociados a dicha
distribucién, y que se pueden anotar como un vector de parametros 6,
son los que se estimardn. El proceso de asignar un valor (obtenido como
funcién de la muestra aleatoria inicamente) a un pardmetro es llamado
estimacion puntual y el valor obtenido, estimador puntual, entendiendo
como parametro un vector cuyas componentes son los pardmetros de la
distribucién subyacente.

A continuacién, se estudiardan algunos métodos para conseguir estima-

dores de dichos pardmetros (estimaciones puntuales).

Método de maxima verosimilitud

Este método se basa en la maximizacién de la funcién de verosimilitud
respecto de los pardmetros, procedimiento que determina funciones de la
muestra como estimadores de los parametros respectivos, que no dependen
de los pardmetros. Estos estimadores son llamados estimadores de maxima

verosimilitud.

Definicién 5.3 Se define un método para estimar los pardmetros, conocido
como método de méaxima verosimilitud, que consiste en obtener los valores

de los pardmetros que maximizan la funcién de verosimilitud.
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Observacion 5.1 Para simplificar el proceso de maximizaciéon de la fun-
cion de verosimilitud se utiliza el logaritmo de dicha funcién, llamada

funcién de log-verosimilitud y denotada por £(8]|z;). Luego, se tiene que:
£(0|x;) = log (L(8|z;)) Z (z;,0

Definicién 5.4 Sea 6 un vector de pardmetros asociado a una cierta fun-
ciéon de densidad para una muestra aleatoria X, Xs,---,X,. El vector
O,y es el vector que contiene los valores estimados para el parametro 6

mediante el método de maxima verosimilitud.

Definicién 5.5 Sean X1, Xo,---, X,, una muestra aleatoria, donde la va-
riable sigue una distribucién que es conocida, el estimador de maxima

verosimilitud (EMV) del pardmetro 6 se define por:
Oy = méiX{L(O\Ii)} = m;ix{ﬂ(akci)}.

Ejemplo 5.5 Sean X, X5, -+, X, una muestra aleatoria, donde X; ~
Exp(6). Obtener el estimador de méxima verosimilitud del parametro 6.
Solucidén: Segun la definicién 5.5, para obtener el EMV se requiere la

funcién de verosimilitud y de log-verosimilitud. Asi, se tiene:

Igualando la primera derivada respecto a cero de la funcién anterior,

arroja un valor candidato a valor extremo. Entonces:

A

n 1 n

0 ~ 1 &
- -~ Y'x,.
% (f)x;) =0 = Oy - ; i
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Ademss, se puede comprobar que el valor anteriormente obtenido co-
mo candidato a maximo lo es realmente mediante la segunda derivada

evaluada en dicho valor:

,,

002 €(0]z:) 7 93 le,

0? n?
~L(0]x;) ==
06> | 0=0rrv (Ximg i)?

Este tltimo es un valor negativo, luego /1 es un méximo de L(0)x;)

y, por lo tanto, el estimador de méxima verosimilitud del pardmetro 6.

Ejemplo 5.6 Sean X, X5, -+, X,, una muestra aleatoria de una variable

X ~ N(u,0?). Se desea obtener el estimador de maxima verosimilitud del
pardmetro 6 = (u,0?)T.

Solucién: Se obtiene la funcién de log-verosimilitud:

0(6]2:) =§1 ( exp{—%;(xi—u)QD

n

Z[ log /27 — log Vo2 — ( u)2]

i=1

_n n 9 1 < 9
7—§log2—§10g0 —T‘Q;(xi—p).

La primera derivada de la funciéon de log-verosimilitud, respecto al
vector que se quiere maximizar igual a cero, arroja un vector candidato a
valor extremo. Como se trata de un vector, se deben hacer las derivadas

parciales respecto de cada uno de los componentes del vector. Entonces:
n 1 n
—€(0|x1 = Z == Z Ty — N (5.1)
i=1 i=1
i€<e|x->——i+—i(x-— ? (5.2
902 T T 902 T g(g2y2 4t T '
Luego, los maximos para ambos parametros se obtienen resolviendo el
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sistema de ecuaciones formado al igualar a cero las ecuaciones 5.1 y 5.2:

_ 1 ¢ .
fiarv =~ ;X - X. (5.3)
-5 1 ¢ 1 ¢ >
o2y == D (X =) = = Y (X - X)*. (5.4)
i=1 =1

Finalmente, para verificar que los valores dados por la expresion 5.3 y
la expresion 5.4 son, efectivamente, maximos de la funcién de verosimilitud
se debe tener que la matriz hessiana evaluada en 6y es definida negativa

(queda de ejercicio para el lector).

Ejemplo 5.7 Sean X;1, X0, -, Xy, con i = 1,2,--- |k un conjunto de
k muestras aleatorias independientes, donde en las poblaciones se tiene
X; ~ N(u;,0?). Se desea obtener el estimador de maxima verosimilitud

para 0= (M17M27 T 7Mk702)T‘
Solucién: Se comienza por la funcién de log-verosimilitud:

L(O|z1,22, - ,ax) =L (p1,0°|21) - L (2, 0%|22) - -+ - L (pk, 0% |z,
=T 1£ (uiro?la)
i=1
E(Blwr, @2, wk) = Zf(ﬂua2)
i=1
k n X
N NG 2
_2211 g[WeX { 2 5 (@i — 1) }]
k k TR
__nkE log(27) — % log o2 — 55 Z Z (s — M)z
i=1j=1

0 1 « 1 [
3 €(0|zij) ) Z (zij — i) = p) (Z Lij — nﬂl) (5.5)
v j=1 j=1
0 nk 1 & 9
60_25(0@1‘]‘) = — 552 + 2(02)2 ;;(IU - /Li) . (5.6)
En la ecuacion 5.5 el resultado es valido para ¢ = 1,2,--- , k. Igua-

lando a cero las derivadas y resolviendo el sistema de ecuaciones, se
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obtienen las componentes del vector de pardmetros estimados an =
(i, fiz, -+, fig, 02)T dados por:

n

i 1 .
,E;Xw i=1,2,-- k.
1 kK n 1 n
7k Z (zij — Nz = 7]{ Z Z (X
n i=1j=1 n i=1j=1

O

Una propiedad del EMV de mucha utilidad es que, si se cuenta con el
EMV de un parametro, entonces el EMV de una funcion de este pardametro
es el EMV evaluado en dicha funcién; esto se cumple solo si la funcién es

1 a 1. A continuacién, se presenta este resultado de invarianza del EMV.

Propiedad 5.1 Sean X;, Xo,---, X, una muestra aleatoria con X ~ f(x|6)
v sea 0y el EMV de 6, entonces g(éMv) es el EMV de ¢(#), cuando g(-)

es una funcién 1 a 1. Este resultado es conocido como propiedad de inva-

rianza del EMV.

Demostracién: Siendo g(+) una funcién 1 a 1, tal que 6 = g~—* (g(0)),

la cual se utiliza para obtener la funcién de verosimilitud:
L(0:x) = L (g~ (9(0)) ;) -

Luego, 9 maximiza ambos lados de la igualdad, asi:
=g (900)).

Desde este 1ltimo resultado se obtiene que g(é) = g/(g) O sea, el EMV
de g(0) es g(é)

Ejemplo 5.8 Sean X7, X5, -, X, una muestra aleatoria, donde la distri-
bucién de la variable aleatoria es X ~ Bernoulli(f). Se desea obtener el
estimador de méxima verosimilitud para § = 6 — 62.

Solucién: Nétese que el parametro § se puede expresar como funcién
de 6, siendo ¢ = g( ) = 6 — 62. Luego, por la propiedad de invarianza se
tiene que & = g(@) 9(9)
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En efecto, el andlisis anterior implica obtener el estimador de maxima

verosimilitud de 6:

£(0]x;) = log8 - Z x; +log(1 — Z
=1 =1
0 1 1 =
2! 0) = 5 ;x -1 (n—;xi)
Ony = X

Finalmente, § = g(X) =X - X2
En este caso, la propiedad 5.1 de invarianza del estimador de maxima

verosimilitud simplifica el calculo para obtener el estimador. O

Ejemplo 5.9 Desde el ejemplo 4.17, considerar el parametro 6 igual al
costo real promedio, es decir, § = E(C). Obtener un estimador para 6.

Solucién: Como 0 = F(C) = E(100 + 7X 4+ 3Y) = 100 + Ty + 3uq,
entonces, usando la propiedad 5.1 de invarianza:

~

6 = 100 + 771 + 37.

Luego, usando el método de maxima verosimilitud (véase ejercicio 5.6),
se obtiene que fi; = X y f15 = Y. Finalmente:

0=100+7X +3Y.0

Ejercicio propuesto 5.1 Sean X7, Xo,---, X, una muestra aleatoria con
X; ~ Exp(B). Encontrar los estimadores de méxima verosimilitud para

los parametros:
(a) 61 = E[X].

(b) 6, = P(X >1).

Método de los momentos

Este método, a diferencia del método de maxima verosimilitud, no requiere
conocer la distribucion de las variables aleatorias que componen la muestra
aleatoria, sino solo el valor esperado de X[, r =1,2,--- , g, donde el vector
de parametros 0 es de dimensiéon g x 1. Es decir, si el parametro tiene solo

un componente, es de 1 x 1, entonces se requiere conocer E[X;].
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Definicién 5.6 Sean X1, Xo,---, X,, una muestra aleatoria, donde se co-
noce el valor esperado de X/ . El método de los momentos para estimar el
pardmetro @ (de dimensién ¢ x 1), denotado por 0 MM, Se obtiene resol-

viendo el sistema de ecuaciones siguiente:
1 n
I
s
n
DS
N2 =
i3

S|

n

q _
2.t =
i=1

Ejemplo 5.10 Sean X;, Xo,--- , X,, una muestra aleatoria, donde E[X] =
u y la varianza Var[X] = 2. Se desea encontrar un estimador para el
vector 8 = (u,0?)T, que, como tiene dimensién 2, esa serd también la

cantidad de ecuaciones que compongan el sistema. Entonces:

1 n
— Z z; =E[X] = p.
n =
fo = Var[X] + (E[X])? = ¢® + 1.
De estas ecuaciones se tiene que el estimador de momentos es:

Laive =— ZX X.

n

M == ZXQ i’ ZX2 X2 = Z(X—X'ﬁ

i=1

O

En caso de que no se disponga de una muestra aleatoria y, en su lugar,
se disponga de variables aleatorias independientes, entonces el siguiente

resultado es una posibilidad para obtener el estimador de momentos.

Observacion 5.2 Sean Xq, Xo,---, X, variables aleatorias independientes

(no necesariamente identicamente distribuidas), donde X; tiene el mismo
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supuesto que la variable aleatoria X medida en la poblacién. Entonces el
estimador de momentos para el parametro @ de dimensién ¢ se obtiene

resolviendo:
1 [1 &
nia nia

1& (1 &
I PP

1 1 ]
ﬁfozE ﬁizzle .

Ejemplo 5.11 Las variables aleatorias Y7, Y5, -+, Y, son independientes,
con funcién de densidad f(y;) = (Bx;) "t exp {—yi(ﬁxi)’l}, y; > 0, donde
los elementos x; son constantes positivas y § > 0. Se requiere obtener el
estimador de momentos para el parametro .

Solucién: El estimador de momentos se obtiene considerando que la

esperanza de X; estd dada por E[Y;] = Sx;. Entonces:
1 n 1 n 1 n 1 n
Ny —pgl= == 1= 23. .
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

Finalmente, evaluando 8 = Bass, se tiene el estimador:

Método de minimos cuadrados

A diferencia de los métodos anteriores, este método no requiere conocer
la distribucién de la muestra aleatoria, ni el momento de orden r. El

requerimiento es solo conocer el valor esperado de la variable aleatoria.

Definicién 5.7 Sean X1, Xo,---, X, una muestra aleatoria, donde se co-
noce el valor esperado de la variable X, E[X], el que depende de g pardme-

tros 601,602, ,60,. El método de minimos cuadrados es definido como el
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minimo con respecto a los ¢ pardmetros de la expresion:

n

QBlzs) = Y (X — B[X])*.

=1

Ejemplo 5.12 Sean X1, Xs,---,X,, una muestra aleatoria, donde X ~
Exp(B). Luego, se sabe que E[X] = (. Entonces:

= 2 [wi = 81 = Buc = min{}) [ri -
i=1 i=1

3

1 n
Finalmente, Q =2 Z ) = ﬁMC == Z = O

Ejemplo 5.13 Sean Xi, Xo, - - , X,, una muestra aleatoria, tal que E[X] =
a+BA;, donde A; son constantes positivas. Obtener el estimador de mini-
mos cuadrados del vector de pardmetros 8 = (a, )7

Solucidén: La ecuacién Q(0|x;) en este caso es:
Z (a+ B A
Las derivadas respecto de 6 son:
L Q=2 i~ (a+ A
oo Lyl !

ﬁQ 722[(%7(@%&))-&].

Tgualando a cero y resolviendo, los estimadores son:
Buc == ! =3 zn]Aixi_fEZn:Ai
Zizl(Ai —4) i=1 i=1
aye =X — BucA.O

5.4. Propiedades de los estimadores

Hasta el momento se han presentado métodos para obtener estimadores
para un parametro 6. Ahora, si se tienen dos estimadores distintos, di-

gamos él y §2 para el pardametro 6 de interés, surge la interrogante de
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como seleccionar entre estos estimadores el mejor para el parametro en
cuestién.

Puede hacerse la analogia con jugadores de tiro al blanco: suponer
que se tienen los resultados de los lanzamientos de tres tiradores (véase
la figura 5.3), se establece que el mejor tirador es el tercero pues sus

lanzamientos cumplen con las siguientes caracteristicas:

(1) En general, los lanzamientos estédn cerca del blanco.
(2) La distancia que hay entre los tiros realizados es pequena.

(3) Los tiros estdn alrededor del blanco.

Figura 5.3: Analogia de los tiradores con propiedades de los estimadores

Tirador 1 Tirador 2 Tirador 3
s
X 3
X
X

Insesgado No insesgado Insesgado
Poco preciso Preciso Preciso
Poco certero Poco certero Certero

Fuente: adaptaciéon de Sharon L. Lohr. Sampling: Design and Analysis. Arizona State
University, 2009.

Asumiendo que el blanco es el valor del pardmetro y los tiros son la
estimacién, se tiene que un estimador debe cumplir con las tres carac-
teristicas anteriores (o al menos informarse acerca de estas), las cuales

son:
Insesgamiento: E[a] = 4.
Precisién: Var[g] es pequetlo.

Certero: (eficiente): E [(é - 9)2] es pequeno.

Luego, se avanza a lo que se llamara consistencia del estimador, estu-

diando el comportamiento del estimador en muestras grandes (n — ).

211



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Esta propiedad puede ser complementaria con la anterior, pues si el esti-
mador depende de n (tamafo de la muestra) se deberia mejorar la esti-
macién en la medida que se cuente con mayor informacién acerca de la

poblacién.

Ejemplo 5.14 Se tiene una muestra aleatoria Xy, Xs,--- , X,,, donde X ~

N(p,0?). Son estimadores de los parametros u y o2, respectivamente:

li zySQ ! i(Xi_XF'

3

Entonces, se quiere conocer qué tan buenos son estos estimadores para
los parametros respectivos, para lo cual se definen propiedades asociadas
a la distribucién del estimador del pardmetro (como variable aleatoria);

el valor esperado deberia ser el parametro y la varianza pequena. O

Insesgamiento

Definicién 5.8 Sean 6 = T(Xy, X, -+, X,) un estimador del pardmetro

6. El estimador @ es un estimador insesgado si y solo si:

Este es el primer requisito que se le pide a un estimador: ser insesgado.
Esta propiedad se fundamenta en que, dada una muestra aleatoria, esta
se puede repetir en las mismas condiciones y en cada una de ellas obtener
un nuevo estimador, por lo que se tiene que este estimador tiene una dis-
tribucion asociada. Lo que se espera es que la esperanza de la distribucion

del parametro estimado sea el pardmetro.

Ejemplo 5.15 Sean X1, Xs,---, X, una muestra aleatoria, donde X ~
N(p,0?). Verificar si los siguientes estimadores para los pardmetros o2 y
et respectivamente, son insesgados:

1 & -
_1Z(Xi—X)2 y e

i=

.x‘

[

Solucién: Para obtener E[S?] recordar que:

n—1
o2

X ~ N(p,0%) = -S%~ X% (n—1).
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Con este resultado, E[S?] = 02, lo cual verifica que S? es un estimador
insesgado para 2.

Siendo X ~ N(u,02-n™1), se obtiene E[eX] usando la fgm de X:

Por lo tanto, eX no es un estimador insesgado de e*. O

Observacion 5.3 En el ejemplo anterior, se puede observar que si n —

00, entonces eX

es un estimador insesgado de e*. Este resultado lleva al
concepto de estimador asintdéticamente insesgado; entonces, un estimador

0 es un estimador asintéticamente insesgado para el parametro 6 si:

~

lim E[6] = 6.

n—0

La observacién anterior dice que, si no se dispone de un estimador
insesgado, una alternativa es que el valor esperado del estimador converja
al parametro en la medida que n es grande. Por lo tanto, en estos casos

se requiere de una muestra aleatoria de un n suficientemente grande.

Observacion 5.4 En ciertos casos, cuando no se dispone de un estimador
insesgado, es posible construir estimadores insesgados. Por ejemplo, en
el caso de que se tenga una muestra aleatoria X, Xo,--- , X, con X ~
N(u,0?), el EVM de o2 y el valor esperado de este son:

- 1 < - n—1
oy = - DX - X)? =

i=1

n—1
2.

Sy Elddn] = "=

Entonces, - - 5%, es un estimador insesgado para el pardmetro o

Precisién de la estimacion (eficiencia)

Otra de las propiedades de un estimador se refiere a la variabilidad. Su-
poner que se dispone de dos pardametros, ambos insesgados, aunque uno
presenta mayor variabilidad que el otro, entonces se dice que el segundo

estimador es mas eficiente que el primero.
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Propiedad 5.2 Sea 9 un estimador insesgado del pardmetro 6 y Sean o*
otro estimador insesgado del mismo parametro 6. El estimador 0 es de

minima varianza si y solo si:
Var[0] < Var[6*].

Para medir la eficiencia de un estimador # se utiliza un indicador para

comparar la variabilidad del estimador, llamado cota de Cramer-Rao.

Propiedad 5.3 Sean X1, X5, -+, X,, una muestra aleatoria, donde X tie-
ne una distribucién conocida (y luego también es conocida la funcién de
densidad). Ademads, sea 9 un estimador insesgado del pardmetro 6. En-

tonces:

A~

Var[0] = CCR,

donde CCR es la cota de Cramer-Rao y se define por:

L -1
CCR = A - i, |
nB[(Flogf@)’| e Eldmlog (@]

Ejemplo 5.16 Sean X, Xs,---,X, una muestra aleatoria, donde X ~

N(u,0d), con o2 conocido. Analizar la eficiencia del EMV, EMM y EMC

para p es X (que son insesgados).

Solucién: Nétese que Var[ji] = Var[X] = %3 Ademéds, para calcular

la cota de Cramer-Rao se tiene que:

@) =~ exp {~gala =}

«/27r08 _m
1 1 1
log f () = — log(2m) — 3 loga? — = (& — o)’
0

0 1
alogf(a?) = UTQ)(:C — 1)

0? 1
Tuglogf(x) = _;8-
Luego, CCR = U—f = Var[], se dice que el estimador es eficiente. [

Observacion 5.5 En la propiedad 5.3 la expresién de la cota de Cramer-

Rao es la primera expresién (basada en la primera derivada de la funcién
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de log-verosimilitud); la segunda igualdad se cumple bajo ciertas con-
diciones de regularidad. Para los casos en estudio de este texto se han

seleccionado aquellos en que se cumplen las condiciones.

Definiciéon 5.9 En caso de que la varianza del estimador sea mayor que
la cota de Cramer-Rao, es conveniente definir un coeficiente de eficiencia.

Se define la eficiencia relativa de un estimador (ER) como:

CCR

ER = —=.
Var[0]

Observacién 5.6 A partir de la propiedad 5.3, se tiene que FR < 1.

Ejemplo 5.17 Sean X;, Xo,---, X, una muestra aleatoria, donde X ~

N(u,0?). En el ejemplo 5.15 se probé que S? es un estimador insesgado

2

para el parametro o<; se verificard la eficiencia de este estimador.

Solucién: Dado que 2515% ~ x?(n — 1), entonces Var[S?] = 2(0?)? -

(n —1)71. Por su parte, la cota de Cramer-Rao se obtiene mediante:

0) =g exp { =5 -}
log f () = — 3 log(2m) — 5 log o — - (x — p)?
53108 (0) = = 503 + 5o (o )?
081 (0) =5 — o )
Luego, la cota de Cramer-Rao es:
—1
can = -1 ﬁ B ﬁE[@—u)Z] . 2(22)2'

De este resultado se tiene que la varianza del estimador no alcanza la
CCR. Luego, se puede obtener la eficiencia relativa del estimador, la que
esta dada por:

Fr-""1

n
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Error cuadratico medio

Sea 0 un estimador cualquiera (posiblemente no insesgado) del pardmetro

6. El error cuadréatico medio (ECM) del estimador 8 esté dado por:
~ ~ 2
ECM(@) =E [(e - 9) ] .

~

Propiedad 5.4 Una expresién equivalente para el EC M (0) es:
~ ~ ~ 2
ECM() = Var[0] + (E[a] - 9) .
Demostracion: El resultado se obtiene a partir de la definicién 5.4:
~ [/~ 2 ~ ~ N 2
ECM(@) = E | (0-10) ] - F [(a—E[e] + E[6] - 0) ]

- E ((5— E[é])2 + (E[é] - 9)2 +2(0 - E[0)(E[f) - 0)]

- E :(5— E[é])g] +E [(E[é] - 9)2] +28[(0 - EI8)(216) - 6)]

= Varld] + (B[] - 9)2.

Ejemplo 5.18 Sean X, X, -, X,, una muestra aleatoria con X ~ N(u,o?).
Se propone como estimador del pardametro 6 = e a 9 = eX. Obtener una
expresion para el ECM de este estimador.

Solucién: Usando la propiedad 5.4:

Mo X1 _ (4 _ i 2( _ p, iz
E[f] = Ele ]—MX(t—l)—eXp{,u—i-Qna =t expy ooty

Nétese del resultado anterior que 0 no es insesgado.
N N2
Varld) = E[0?] — (E[@]) ,

donde E[§2] = E[e*X] = Mg(t =2) = exp {2u + 2%2} Luego:

. o2 o2
Var[0] = exp {Zu + 2} —exp {Q,u + }
n n

= ECM(0) = exp {2u} - (1 —|—exp{2z2} - Qexp{;}) .0
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Ejemplo 5.19 Sean Xi, Xo,---, X, una muestra aleatoria, donde X ~
N(u,0?). Encontrar una expresién para el EMC del estimador de méxima

verosimilitud de o2:

i=1
Solucién: El ECM (5?) se obtiene resolviendo:

—1
E[6Y] = 1202
n

n—1

o2 5% ~ x3(n—1) = Var[63,,] =— 3 7

Con estos resultados el ECM es:

2
~ 2(n—1 -1
ECM(63,) = (nn2 )J4+ [nn 02—02] .0

Estimadores consistentes

Esta propiedad controla tanto el valor esperado como la variabilidad del
estimador y se fundamenta en que, si la muestra es tan grande como la
poblacién, el comportamiento del estimador deberia tender al pardmetro

en el valor esperado y la varianza disminuir tendiendo a cero.

Definicién 5.10 El estimador 6 del pardametro 6 es llamado un estimador
consistente si:

lim E [(ﬂ =0 y lim Var [é] —0.

n—LC n—xKC
Es decir, 0 es un estimador consistente para el parametro 6 si es

asintéticamente insesgado y la variabilidad asintética tiende a cero.

Ejemplo 5.20 Sean X7, Xs,---,X, una muestra aleatoria, donde X ~
N(p,0?). Se quiere probar que 53,y es un estimador consistente del
pardmetro o2.

Se sabe que 63, = + 3" | (X; — X)?. Entonces:

~ n—1
E[UJQWV] = - a2
~ 2(n—1
VaT' [0'12\4\/] :%(0’2)2.
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Aplicando limites de n — o0 a las expresiones anteriores:

. ~2 2
Ji B[] =0
,. A2 _
nh_Ig Var [63y] =0.

Por lo tanto, 63, es un estimador consistente del pardmetro o2. O

Ejercicio propuesto 5.2 (1) Sean X, Xo,---, X,, una muestra aleatoria,

donde la funcién de densidad de las variables aleatorias X es:
_ Ll
fl@i) = 5z, ,x =1, 0> 0.
(a) Estudiar la consistencia del estimador de maxima verosimilitud de 6.

(b) Determinar si el estimador de méxima verosimilitud de 6 es el mejor

estimador dentro de todos los estimadores insesgados.
(2) Sean X1, X»,- -, X,, una muestra aleatoria, donde X; ~ N(0,02).
(a) Determinar cudl de los siguientes estimadores es consistente:

1 n 1 n 2 1 n B
TIZEZXE T2: EZXz T3:EZ(XZ'7X)2'
=1 i=1

=1

(b) Si tuviese que elegir un estimador de los anteriores, jcudl seria la

eleccién? Fundamentar.

5.5. Estimacién por intervalos

En la seccién anterior se estudiaron métodos para obtener estimaciones
puntuales para un parametro de una variable aleatoria por medio de una
muestra (ademds de las propiedades que se esperan para dichos estima-
dores). Ahora se estudiardn métodos para obtener un intervalo en que se
encuentre el valor del pardmetro, con una cierta probabilidad (o confian-
za) de acertar; es decir, aqui la estimacién no se hace mediante un valor
puntual, sino mediante un conjunto de valores y, por ello, estos métodos

se llaman estimacién por intervalos de confianza.
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Por ejemplo, Sean X7, Xs,- -, X,, una muestra aleatoria, donde X ~
N(p,03), donde 03 es un valor conocido. Se sabe que X es un estimador

del pardmetro p, ademas:

, _

_ X —

X ~ N(u, U—T?) = 7=""1 < N0,1). (5.7)
%0

n

Por otra parte, como Z ~ N(0,1), entonces P(—1,96 < Z < 1,96) =
0,95 y, reemplazando Z por la equivalencia dada en la expresién 5.7, en-
tonces la probabilidad siguiente es igual a 0,95:

Y _ 2 _ 2
]P<1796$)i/7“$1,96)=IP<X1,96-«/%SM$X+1,96-4/%>.
o5 n n

Este resultado se interpreta como que la probabilidad de que el pardme-
tro p (la media) esté entre los valores X — 1,96 - 4/ %8 y X +1,96 4/ %‘%

es de 0,95. Es decir, se ha encontrado un intervalo en el cual se hallara el

parametro bajo cierta probabilidad. A esto se le llamara estimacion por
intervalos de confianza.

Si bien el resultado anterior fue obtenido para un valor de probabilidad
particular, se puede generalizar a un valor cualquiera. En efecto, considére-

se una probabilidad de 1 — « y una variable aleatoria Z ~ N(0,1):
P(-z1 2 <Z<2n g)=1-a

El grafico de la figura 5.4 muestra la regién donde se calcula la pro-
babilidad, la cual estd definida entre —z1_g y z1—g en el recorrido de la
variable aleatoria Z ~ N(0,1).

Reemplazando Z segun la expresién 5.7 y despejando u:

_ 2 _ 2
P(X—zlg-ﬂaoé,u X—i—zl,%- UO)zl—a.
n n

Luego, el intervalo de confianza del 1 — « para el pardmetro u es:
2 2
- [05 S [o
|:XZI_Q. 70,X+Z1_g. 0].
2 n 2 n
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Figura 5.4: Gréfico de Z ~ N(0,1) para la construccién de una regién critica

Fuente: elaboracién propia.

Cantidad pivotal

Una de las claves para resolver la situacion anterior fue considerar la
distribucién de la variable aleatoria Z segiun la ecuacién 5.7. Nétese que
en dicha ecuacién estan p y el estimador de méxima verosimilitud de p,
X, y la distribucién asociada no depende de ningiin pardmetro (o valor
desconocido). Estos tres elementos son los que se deben considerar para
construir intervalos de confianza para un parametro. A continuacién, se
presenta el concepto de pivote, una funcién que contiene el pardmetro y el
estimador de maxima verosimilitud del parametro y sigue una distribucién

que no depende de ningun parametro.

Definicién 5.11 Sea § un estimador del parametro 6. Una funcién f del
estimador y del pardmetro 6, es decir, f(é7 6), se conoce como una can-
tidad pivotal o pivote si y solo si la distribucién de f (5, #) no depende del

parametro 6.

Ejemplo 5.21 Las siguientes funciones son ejemplos de pivotes:

(1) Sean X1, Xo,--- , X,, una muestra aleatoria, donde X; ~ N (u, 03),
donde o2 es un valor conocido. Se sabe que X es un buen estimador del
parametro p1, ademés X ~ N(u, 02 -n~!). Sea:

Xy

f(XwU') '\'N(Ov]-)

70
n
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Entonces, f(X, ) satisface las condiciones para ser funcién pivote.
(2) Sean X1, Xo, -+ , X,, una muestra aleatoria, donde X; ~ N(u,0?).

Se sabe de las siguientes variables aleatorias independientes que:
X — n—
E~ N1y 55
o2 g
V

Por los resultados obtenidos anteriormente, la siguiente funcién es pi-

g2 o X*(n —1). (5.8)

vote para el pardmetro u:

¢ N e,
f(X,u)—S_\/nf1 TS(n—1).

(3) Obsérvese que la variable aleatoria W de la expresién 5.8 del punto

anterior es una cantidad pivotal para el pardmetro o2:

n—1

f(0%,0%) = 2=5% ~ x2(n - 1).
g

(4) Sean X1, X5, -+, X, v Y1,Ys,---,Y,,, muestras aleatorias inde-
pendientes, donde X ~ N(u1,02) vy Y ~ N(ug,03), siendo o7 y o3 valo-
res conocidos. Se desea construir una cantidad pivotal para el pardmetro
0 = o — 1.

Aqui se puede obtener que el EMV de 6 es 6 =Y — X. Por otra parte:

= 0'2 — 0'2
ny n2

_ — 2 2
Luego, Y — X ~ N (/_},2 — U1, % + %) Finalmente, recordando que

0? y 02 son valores conocidos, el pivote para 6 es la funcién:

~ Y X (yo—
£(0,0) = 2(“22 M) N(0.1). o
S

Método del pivote

Los pivotes pueden ser utilizados para construir intervalos de confianza
para el pardametro 6, del cual depende la funcién pivotal. Para ello, se
pueden considerar los siguientes pasos:

Paso 1: disponer de un pivote, f(g, ), para el pardmetro 0 (de interés).
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Paso 2: fijar los valores de U; y de Ug de modo que el pivote se en-
cuentre entre estos valores, donde Uy es el percentil de orden 5 y Us, el
percentil de orden 1 — 5 de la distribucién de f (5, ). Entonces, se puede
determinar la probabilidad de que el pardmetro se encuentre entre Uy y

Ug, la cual es 1 — «, es decir:
P (U< f(0.0)<Us) =1-a.

Paso 3: despejar el pardametro 6 a partir de la cantidad pivotal, de tal

manera que la expresién anterior se transforme en:
P (I(@) <0< S(é)) —1-a.

Finalmente, el intervalo de confianza para el parametro 6 esta dado por
[I(é), 5(5)], con una probabilidad o confianza de 1 — « (véase figura 5.5).

Figura 5.5: Intervalo de confianza para el pardmetro 6

1) 56

Fuente: elaboracién propia.
Observacion 5.7 Para distribuciones simétricas en torno a cero, se tiene
que Ug = —Uj.

Ejemplo 5.22 Los siguientes intervalos de confianza se obtienen para los

parametros y pivotes obtenidos en el ejemplo 5.21, respectivamente.
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(1) Como se dispone del pivote y este tiene asociada una distribucién
P

simétrica en torno a cero, en el paso 2 de la construccién de un intervalo
de confianza, la siguiente expresion es igual a 1 — a:

n< X 4+ zi_ar[— | .
2 n
Luego, el intervalo de confianza para p con una confianza de 1 — « es:
%0

2
S g
RRRERE :

2
, X + Z1-g - 1 .
n
(2) El pivote sigue una distribucién simétrica en torno a cero, entonces
la siguiente expresion es igual a 1 — a:
P

—t1_a < X—p
2

S2

_ 52 _
Ktp_a |=P X —t;_ey/— <
2 2 n

5'2
u< X+ t1,% ) .
n
Luego, el intervalo de confianza para pu, con una confianza de 1 — «,
es:

_ 2 2
lth_g-\li,X+t1_g-\/i‘|

(3) El pivote para o2 sigue una distribucién que no es simétrica; la
construcciéon del intervalo de confianza 1 — « es la siguiente:
P <X

—1).52
= SQ<X§§>_P<W<

(n—1
5 <o’ <
Xi-g

) S2>
e ]
X5
Finalmente, con una confianza de 1 — «, el intervalo para o

2 es:
n—1)-8% (n—1
Xffg

. 521
k) 2 N
Xs
cero, entonces:

(4) La distribucién de la funcién del pivote es simétrica en torno a

~—

~—

Y- X~ (2 —pm

—21,%< 2('u /‘)<217% =1—-«
1 4 %2
ny no
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Despejando el pardmetro de interés, po — p1:

_ _ 2 2 _ _ 2 2
]P(Y—X—zl_a-qlal+%<M<Y—X+zl_a~ "1+"2)—1—a.
2 ni no N ni1 n2

Luego, el intervalo de confianza para po — pq, con una confianza de

1—aq, es:
2 2 2 2
= > g g = = g ag
Y—X—zi a2+ 2,Y-X+z_ 24/ L+2]|. O
ny no nq o

Ejemplo 5.23 Con los intervalos de confianza obtenidos en el ejemplo 5.22
y la informacién empirica que se entrega a continuacion, se cuantificaran
algunos resultados para los parametros de interés, suponiendo en todos
los casos que el nivel de confianza es de 95 % (a = 0,05).

(1) Se tiene una muestra aleatoria para la variable X, donde n = 35y

X = 12,1. Ademas, se sabe por estudios anteriores que la varianza de la

poblacién es de 1,35 (02 = 1,35), con lo cual se tiene que:

P (12,1 1,96 - 1:’))?;5 <p<12,1 41,96 - 1:’))15) -1-a
Este resultado se tiene del hecho de que z1_g = 29,975 = 1,96. Luego,
el intervalo de confianza para u estd dado por: [11,72 ; 12,49], con una
confianza del 95 %.
(2) Considerando los siguientes datos: n = 20, = 10,3, s> = 0,79 y
a = 0,05, y sabiendo que ty975(20) = 2,093, se tiene que:

0,79 0,79
- ° < < ) 9 ° =Y, .
P (10,3 2,093 20 @< 10,3 + 2,093 20 ) 0,95

Finalmente, con una confianza del 95 %, u € [9,88 ; 10,72].

(3) Considerar dos muestras aleatorias, tal que X ~ N(uq,100) e
Y ~ N(ug,160) independientes, donde ny = 32 y ny = 40. Las medias de
las muestras son Y = 250 y X = 190, luego:

100 160 100 160
250 — 190 — 1,96 - 4/ —— + —— ; 250 — 190 + 1,96 - | — + ——
l50 90 — 1,96 - 4|5 + — % 5 250 — 190 + 1,96 - 4 [ o= + 40]

Finalmente, el intervalo de confianza es: [54,77; 65,23]. O
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Ejemplo 5.24 A partir del ejemplo 5.9, (a) construir un intervalo de con-
fianza de 1 —a« para el costo real promedio, en funcién de n; y ny (cantidad
de muestras de arena y concreto, respectivamente), y (b) si la cantidad de
arena y concreto que se necesita es de 30 toneladas y 40 libras, respecti-
vamente, interpretar el intervalo de confianza del 95 % para el promedio
real en términos del problema.

Solucién: (a) Como § = 100 + 7X + 3Y, ademds X ~ N(uy, 122) y
Y ~ N(ua, On‘m) Entonces el pivote es:

1 X +3Y -0
,_1004+7X +3 <N(@,1).
12,25 , 0,36
ni + na

Pl|—2z_2< =1-a.

donde:
~ _ _ 12,25 0,36
I1(0) =100+ 7X +3Y — 21 _a +
n1 Nno
~ _ _ 12,25 0,36
S(0) =100 +7X +3Y + z1_«a 4+ 0.
nq %)

(b) 2 Xi=30,2Y; =40y 212 = 29,975 = 1,96, luego:

A 210 120 12,25 0,36
I(0) =100 + — + — — 1,96 — 4+ /.
ni n2 ni n2
210 120 12,25 0,36
5() =100 + == + == + 1,964/ —= + ==,
nq no n n2
Finalmente, 6 € [I(A); S(A)]. O

Intervalos de confianza asintéticos

En caso de que se disponga de una muestra suficientemente grande, es
posible construir intervalos de confianza asintéticos para el parametro de
interés. Estos intervalos de confianza se obtienen mediante la construc-

cién de una cantidad pivotal que se aproxima a la distribucién normal.
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Esta propiedad es bastante til en casos en que sea complejo obtener una
cantidad pivotal y en que se disponga de una muestra aleatoria con un n

grande.

Propiedad 5.5 Sean X7, Xo,---, X, una muestra aleatoria, donde la va-
riable aleatoria X tiene alguna distribucién (conocida) que depende de un
parametro 6. Sea 0 mv el estimador de maxima verosimilitud del parame-

tro 6. Entonces:
9(Orrv) = 9(0)
] ‘

[Z9
\/—nE[ log f(x;) ]

donde g(-) es una funcién real valuada y ~ es un simbolo que representa

£(0,0) =

L N(0,1), (5.9)

2R, Cg\ >

Onrv

2

una distribucion aprozimada. Es decir, la expresion 5.9 corresponde a una
distribucién asintética, por ende, es valida solo si n es grande (n — ).

Asi, la funcién f(§7 0) es pivote para 6.

Ejemplo 5.25 Sean X, X5,- -, X,, una muestra aleatoria, donde la va-
riable aleatoria X ~ Bernoulli(#). Se quieren construir intervalos de con-
fianza para los pardmetros 6 y 6 = (1 —0) 6.

Solucién: Se sabe que la funcién de cuantia de la variable aleatoria
es f(z;) = 6% - (1 —0)1"%,4i = 1,--- ,n, a partir de la cual se puede
obtener la funcién de log-verosimilitud y luego el estimador de méaxima

verosimilitud. En efecto:

£(0|x;) =log0 - Z x; +log(l1—0) - (n— Z Z;).

i=1 =

a 1 n n
ag e = 5 ; 1—0 (n = @),

i=1

s

GMV = X
(1) Para construir el intervalo de confianza para 6, se define la funcién
g(6) = 0. Para obtener el valor esperado que aparece en el denominador
de la expresion 5.9, se necesita la segunda derivada del logaritmo de la
funcién de densidad, realizando el calculo:
02 T 1—=z
0 -
22 01 =~z — T
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Considerando que E[X] = 0 y evaluando la expresién en § = Onry:

—n-E [;;e(mx)] - ﬁ
2 n
—n-E [;25(9@] e TTOCD

Luego, reemplazando en la expresién 5.9, se obtiene f (5, #), una fun-

cién pivotal para 6:

_ X - (1-X _ IX-1=-X)\ .
]P(X—zlg- gs&sXﬁ-zl,%- H)zl—a.
n n

Entonces, el intervalo en que se encuentra el pardmetro 6, con una

confianza aproximada de 100 - (1 — a) %, es:

lX_Zlg../X-u—m?Xmg.,/M],

(2) Para construir el intervalo de confianza para el pardmetro §, se
considera que g(0) = §(0) = 6 - (1 — 6). El estimador de mdxima verosi-
militud de 6, 5 M se obtiene considerando la propiedad 5.1 de invarianza

de estimadores obtenidos con este método:

Sy = g@MV) — Oy - (11— éMv) =X (1-X).

El pivote para el parametro § se puede obtener desde la expresién 5.9,

para lo cual se necesita obtener una expresion para:

0

59(0) =1-20 > 2 4(6) —1-2X.

00

0=0mv
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Con este resultado, més los obtenidos en (1), se tiene que la funcién

pivotal para §: f(g, 0) estd dada por:

- X1-X)-6§ .
7@.0) = 20 vy,
(1—2X)2X(1—
Definiendo h(X) = % Finalmente, se tiene:

P[X(l—X)—zl,%-h(X)S(SSX(l—X)-I—Zl,%-h(X)] ~1l—a.

Entonces, el intervalo en que se encuentra el pardmetro §, con una
confianza aproximada de 100 - (1 — «) %, es 6 € [I(é), S(é)} donde:

IB) =X(1- X)— 2 » _\/(1—2X)2§.(1_X)

~ _ 1-X)2X-(1-X
5(0)=X(1—X)+21;-\/( ) - ( ).D
Ejercicio propuesto 5.3 Sean X1, Xo,---, X, una muestra aleatoria con

X ~ Exp(a), considerar los estimadores de méxima verosimilitud de los
pardmetros 01 = E[X] y 02 = F(z,a) = P(X < x). Obtener intervalos

de confianza aproximados para estos dos parametros.

Teorema central del limite

El teorema central del limite es de gran importancia para el desarrollo de
la estadistica inferencial, pues, a partir de una muestra aleatoria con cual-
quier distribucién, permite obtener una nueva variable aleatoria mediante
una transformacién lineal que siga una distribucién normal estandar. Ya
hemos visto las ventajas que presenta la distribucién normal estdandar para

el calculo de probabilidades y para la obtencién de intervalos de confianza.

Propiedad 5.6 Sean X, X5, -, X,, una muestra aleatoria desde una po-
blacién con media E[X] y varianza Var[X]. El teorema central del limite
(TCL) muestra que Z,, tiene distribucién asintética normal con media 0

y varianza 1. Es decir, Z,, ~ N(0,1) cuando n — 00, donde:
_ X — E[X]

[ Var[X]

228

Zn ~ N(0,1).



ESTIMACION DE PARAMETROS

Una forma alternativa de expresar Z,, es:

ML X - B X

Z’ﬂ mn
Var [Zi:l Xi]

Ejemplo 5.26 Sean Y7,Ys,---,Yig000 una muestra aleatoria donde Y; ~

Bernoulli(p = 0,20). Se desea calcular la probabilidad:
10000
P <1980 < D) X< 2050) :
i=1

Solucién: Si se define ¥ = 232?00 X;, entonces Y ~ Binomial(n =
10000; p = 0,20). Desde este tiltimo resultado se conoce el valor esperado
y la varianza de Y: E[Y] = 10000 - 0,20 = 2000 y Var[Y] = 10000 - 0,20 -
0,80 = 1600.

Utilizando el teorema central del limite:

1980 — 2000 2050 — 2000
( < Zn < ) — P (—0,50 < Z, < 1,25).
V1600 V1600

Finalmente, utilizando el hecho de que Z,, ~ N(0,1):
P (0,50 < Z, < 1,25) = ®(1,25) — ®(—0,50) = 0,5859. O

Observacion 5.8 Notese que para aplicar el TCL es suficiente conocer el
valor esperado y la varianza. En el ejemplo 5.26, si bien se conoce la distri-
bucién de la variable aleatoria y con esto se puede obtener directamente
la probabilidad pedida mediante Fx(x), para efectos de ejemplificar la
propiedad 5.6, se resuelve mediante la aproximacién asintética a la distri-

bucién normal.

Ejemplo 5.27 Sean X7, Xs,- -, X,, una muestra aleatoria, donde X; ~
Bernoulli(6) y el tamano de la muestra es suficientemente grande para que
se cumplan las condiciones del TCL, se sabe, a partir del ejemplo 5.25,

que un estimador para 6 es 9.

(a) Asumiendo el valor maximo para la varianza, obtener un intervalo de

confianza para 6.

(b) Calcular el tamafio de muestra minimo para que el ancho del intervalo

no sea superior a § y con un nivel de confianza de 1 — a.
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Solucién: (a) Segtn los datos entregados, X; ~ Bernoulli(f) = E[X]

0y Var[X] = 0(1 —6). El valor méximo para la varianza se obtiene por:

VMMj=M@=0ﬂ—@:7%ﬂ@=l—%=0:9=0@

Con lo cual, usando el TCL, se obtiene un pivote para 6:

2 ~ Y _
X~N(ﬁ5>:f@m=X b N@©,).
n 0,52

Con lo cual el intervalo de confianza es:

9€|:21_\/7+X zl_,\f ]

(b) Desde la parte (a), aplicando las condiciones dadas para el intervalo

de confianza, se tiene:

O 5
g o S0
Por lo tanto, n > 61 21-g O
5.6. Ejercicios resueltos
1. La muestra aleatoria X1, Xo,--- , X, fue obtenida de una poblacién

con X; ~ Gamma(a, 3). Bajo el supuesto de que « es conocido,

encontrar el estimador de maxima verosimilitud del parametro S.

Solucion: Para encontrar el estimador mediante el método de maxi-

ma verosimilitud, se obtiene la funcién de verosimilitud (L) y la de
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log-verosimilitud (¢):
ﬁ e {5
—1 -
(o ) <nx> exp {_5 5 xl} |
{=—nlog (8°T( le—i-(a— 1) log (sz>
= —nalog B —nlogI'(a le (a—1)log (ﬁxz>
i=1

Realizando %E e igualandola a 0, se obtiene el estimador de méxima

verosimilitud de f:
~ 1 1
= .. E X, =
Buv o n

. El tiempo de falla (en horas) de un instrumento electrénico es una
variable aleatoria T con funcién de densidad f(t) = 0 exp {—0(t — 3)},
t > 3. Se prueban n articulos seleccionados al azar y se anotan sus
tiempos de falla 11,75, -- ,T,. Encontrar el estimador de méxi-
ma verosimilitud del pardametro desconocido € utilizando la muestra

aleatoria.

Solucién: Para realizar la estimacién solicitada se requiere de la
funcién de verosimilitud, para luego maximizarla y obtener los can-

didatos a valor extremo (en este caso maximo):

=[Toespi-00t; - 3)}

—Q”exp{ z”: 0(t; —3)}
j=1

emfo(gien)}

£(0) =nlog(0) — 0 (Zn] tj — 3n> .

Jj=1
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Luego, la derivada parcial de £(#) respecto a 6 es:

0 n 2

—(0) = — — t; —3n ).

S0 (5=

Finalmente, igualando la derivada parcial a cero y evaluando en

la segunda derivada de la funcién de log-verosimilitud respecto al

parametro:
n -1
Orrv =m0 <2tj—3n) .
j=1
. Sean X1, X, -+, X,,, una muestra aleatoria, donde X; ~ N(u, ko?)
vy k es una constante positiva. Ademds, Sean Y7,Ys,---,Y,, una

muestra aleatoria (ambas independientes), donde Y; ~ N(u,0?).
Determinar el estimador de maxima verosimilitud para pu y o? uti-

lizando las nq 4+ ny observaciones.

Solucién: Si se utilizan las n; + ns observaciones, la funcién de
verosimilitud es igual al producto de la funcién de verosimilitud de

las ny y las no observaciones. Entonces:

L(M702) = fXJ(wj)'Hij(yj)
j=1 j=1
_ 1 n
=\27ko?  exp {_Qk 5 ), (@ u)Q} Vore?
g
j=1
n2
exp {—22 (y; N)z}
j=1
1 <
Un,0%) = = “Hlog(2mho®) — o2y 3 (= )~
2 2ko® &
—n2 2 N 2
- log(2m0”) — @jﬂ(yj — )"

Luego, las derivadas parciales de la funcién de log-verosimilitud res-

pecto de cada pardmetro son:
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2

e Sy + g Dy~ )

du a o? o

d 1 , 1 ) 1
@5 = 9k(02)2 Z(xj — )7+ 2(07)? Z(Z/j — )= (m +“2)@-

Finalmente, igualando las derivadas parciales a cero y resolviendo el
sistema de dos ecuaciones, se obtienen los estimadores de maxima
verosimilitud para los parametros pedidos. Los cuales son, respecti-
vamente:

— ni N2
ﬁMv=<%—n2) 1 (;ZQ/’J—ZZ/J
j=1

ni
63y = (1 +n2) " D (@ — iy )2 (R — k2.
j=1

. Se obtienen 200 observaciones utilizando una muestra aleatoria. El
resumen de estas observaciones es ZZ 1 Xi =300 2200 X2 = 3754.
Utilizando estos valores, obtener valores numéricos de estimadores

de momentos de la media y la varianza poblacional.

Solucién: A través de la definiciéon del método para obtener esti-

madores de momentos:

200
300 3
E[X1] X; = E[X,]="L =2
(%] 200Z = v = BRG] = 555 = 5
1 200 3754
E[X}] = 2= """ = 18,77

200 &7 200

Finalmente, c/r\QMV =VarX, = E[X?] — (E[X1])? = 16,52.
. Sean X1, X5,--+, X, e Y7,Y5,--- )Y, muestras aleatorias indepen-

dientes, con X; ~ Poisson(\) e Y; ~ Poisson(A(1 — 6)). Se pide:

(a) Escribir la funcién de verosimilitud para X1, Xs,--- , X, y para

Y1,Ys5,--- .Y, en forma conjunta (para las 2n observaciones).

(b) Encontrar los estimadores de mdxima verosimilitud para los

parametros Ay 6.
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Solucién: (a) Las funciones de verosimilitud y log-verosimilitud en

forma conjunta para las 2n observaciones son:

LN 6 @,y) = [ [ £l - [ ] F@wilX0)
=1 1=1

n —1
:e—nA(Q—G))\Z;‘:l T, ()\(1 _ 9))22;1 Yi (H xz'%')
1=1

LN, 0) =—n\(2-0)+ i x;log A + log(A\(1 — 6)) i Yi — C.

i=1

(b) Los estimadores de maxima verosimilitud se obtienen de las de-

rivadas parciales de la funcién de log-verosimilitud:

a 1 n n
a3l 0) =n(6 —2) + 5 (Zl i + ; y)
i 1 &

25t 0) =nA — — Z Yi.

Igualando a cero ambas derivadas parciales, se tiene un sistema de
ecuaciones del que es posible obtener los estimadores pedidos. En

efecto, los estimadores son:

. Las variables aleatorias Y7, Y5, - ,Y,, son independientes, con fun-

cién de densidad:

1 1
fly:) = Ba, exp {ﬁfmyi}’ y; > 0, (z; > 0 constantes, 8 > 0).

(a) Obtener una expresién para el estimador de méxima verosimi-

litud para el parametro 3.

(b) Determinar el valor esperado y la varianza del estimador obte-

nido en (a).
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Solucién: (a) La funcién de verosimilitud (y de log-verosimilitud)
y su posterior maximizacién esta dada por:

n

L) =T ((Bz) " exp{~(Ba:) 'y:})

i=1

=67 [ [()” exp{ BT (w; }

i=1

€(5)=—nlogﬁ+log<n ) 8~ 12

i=1 i=1
0

30 =- nf=t + p2 ; (x

Tgualando la dltima expresién a cero, se tiene el estimador pedido:
~ 1 & Ui
Buv = = Z =.
n Z;
i=1
(b) El valor esperado y la varianza del estimador son:

1 n
IR

i=1

n

= % D@ B

i=1

E [BMV] =E

Noétese que Y; ~ Exp(Bx;), entonces E [Y;] = fBx;, luego:

1 n
:E,E 27 By = B.
Ex_lY "g )2Var [V;]

Como Y; ~ Exp(Bz;), entonces Var [Y;] = 3?22, luego:

i ST -

. Sean cuatro poblaciones (i = 1,2,3,4), donde en cada una de ellas

Var [BMV =Var

se obtienen muestras aleatorias independientes X;1, Xjo, - - , X;p, de
tamafio n,. En la i-ésima poblacién, se asume que X;; ~ N(u;, a?),
1=1,2,3,4,7=1,2,--- ,n;. Ademds, se asume que las poblaciones

X;; constituyen un conjunto de 4n variables independientes. Se pide:
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(a) Considerando solo la poblacién 2, encontrar el estimador de

méxima verosimilitud para puo.

(b) Encontrar el estimador de maxima verosimilitud para el pardme-

tro 0 = g — po + ps.

Solucién: (a) Considerando @ = 2, se tiene la muestra aleatoria
X21,X22,' - 3X2n27 con ng ~ N(,UJQ,O'Q). Desde esta deﬁnicién,
los estimadores de méxima verosimilitud han sido obtenidos en el

ejercicio 5.6 y son:

T
~ 1 &2
0 _ (> 2T _ | s -7 2 ]
MV (MQ,U ) ($2,n § (302 $2)

2=

(b) Sea W = X1; — Xo; + X3;, dada la distribucién de X, se tiene

que:

2 2 2

ag g ag
W~ N(un — po + iz, — + — + ).

ny n2 ns

Luego, el estimador pedido es §MV =21 — Ty + T3.

. Sean X1, X, ..., X,, una muestra aleatoria, donde la funcién de den-
sidad de X; es:

2
f(z;) =20 2x; exp{—z;} , x;>0,0>0
(a) Encontrar el estimador de maxima verosimilitud para 62.

(b) Determinar si el estimador encontrado en (a) es insesgado y

consistente.

(¢) Encontrar un intervalo de confianza aproximado para el pardme-

tro 62.
Solucién: (a) El estimador se puede obtener maximizando la fun-
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cién de verosimilitud o de log-verosimilitud:
L(0%) =] 20 2a;exp {-X7072}
= (2072) exp{ 2y x
£(6%) =nlog (202 QZXQ + log (H X; )
—nlog2 —nlog (0%) — 0% X? + log (]‘[ Xi) .

. of
Realizando 92 = 0 vin
n 1
- . Xz2 =
Bov () 2
X2 =
(éva D2

R = Lyxe

(b) Para estudiar si el estimador es insesgado, se debe tener que la
esperanza del estimador de maxima verosimilitud es igual al parame-

tro, esto es:
E[a?v[v] =B [:LZXE] = E[X2] :

Para calcular este tltimo resultado, se puede hacer uso de la defini-

cion de esperanza de una funciéon de variable aleatoria:
v o]
E[X?] =J, a? 20 %z exp {—270 %} du;
0
:J 207223 exp{ —z260™ 2} dx;
0
20
=HQJ ue “du = 6%, con u = x29 2,
0
De esta manera, se tiene que el estimador es insesgado.
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Por su parte, para analizar la consistencia, debemos calcular la va-

rianza del estimador y analizar su limite para un ntimero muy gran-

de de n, es decir, lim Var [912\4‘/]. Si este limite es cero, entonces el
n—>x

estimador es consistente.

02 _i 2 K 21 _ l 2
Var [QMV] = Var [Z Xi] . Var[X;] = nVar[Xi] (5.10)
1
L (mx - e, G.11)
Para calcular E [X}], nuevamente se aplica la definicién y se hace

uso de integrales.
E[X}] =L xf - 207 2x; exp {—9;} dz;

= L 20227 exp {—0;} dx;

=f u20*e %idu;, con u; = %
1 92
0
=0T (3) = 26*.
Reemplazando en la ecuacién 5.11:
02 1 4 272
Var | By | = (B [X]] - (B[X7))?)
1
== (20" - 6*)
n
2194
0.
Finalmente:
lim Var [6y | = 1t " o
o L A PMv | = B T

Esto prueba que el estimador es consistente.

(c) Para la distribucién aproximada, g(6?) = 62 y la segunda deri-

vada de g(f) respecto a 02 es 462. Asi, la funcién pivotal es:

~,

A 02, — 6% 02, — 62
f(03,0%) = 2L = MV ~ N(0,1)
(QJQVIV)2 7(0]\/“/)2
—n vn
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Luego, como la distribucién del pivote es simétrica, se tiene:
02 2
P (—zl,% < f(Oyy,07) < zl,%> =1-o.

Finalmente, despejando el pardmetro 62, se obtiene que el intervalo

de confianza es:

\/ﬁ 27 \/ﬁ 2

02 02
2 N2 Oy .02 Orv
0° e GMV Z1—< 0MV + Zl—a|.

. Sean Xj, Xs,---, X, una muestra aleatoria. Encontrar el intervalo
de confianza aproximado de (1 — «) - 100% para el pardmetro 6,

cuando la funcién de densidad de X en la poblacién es:

(a) f(x) = 0°(1— )",z = 0,1.

(b) f(z) = 0c?z=*+Y 2z > ¢, donde ¢ es una constante positiva
conocida.

(¢) f(z) =a26"%exp{—0,50"22%}, = > 0.

(d) f(z) = Bca® Ltexp{—02°}, x > ¢, donde ¢ es una constante

positiva conocida.

Solucién: Para obtener un intervalo aproximado para el pardmetro
6 se necesita el estimador de méxima verosimilitud en cada caso. Si
se maximiza la funcién de verosimilitud respecto de 6, se tiene que

los estimadores para (a), (b), (c) y (d) son, respectivamente:

X:n (nlog(c) — Zlog(:z:i))il ; \/ﬁ; n (Z xf)il

Luego, la funcién pivotal f (5, 0) requiere de la funcién g(6), que en
los cuatro casos es g(f) = 6. Obteniendo los resultados que requiere

la propiedad 5.5 para obtener el pivote y aplicar la igualdad:

P(-z1-5 < f(0.0) <z1-3)=1-a,

con lo cual los intervalos de confianza aproximados para 6 son:
- z(1-z) . - z(1-z
(a) [ac — 21 an/ o = 2.5+ 21— a4/ = - w)].
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(b) [éb — 219 Ry; 0, + 217%Rb],

donde R, = \/n1 <§b_2 — log(cgb(éb — 1)*1)).

(c) [50 —z1-g Re; b, + zl_%Rc], donde R, = \/@C (2n(x —0-1)) .

(d) [@d (1 — \/nflzl,%) ;éd (1 + \/nflzl,%)], donde éj (j =a,b,c,d)
es el estimador de maxima verosimilitud de 8 obtenido anteriormen-

te para (a), (b), (¢) y (d).

Sea la muestra aleatoria X, Xs, -, X,, donde la funciéon de den-

sidad de X estd dada por:

1 1
f(x) = Bxexp{—m:vg}, x>0, (8>0).

(a) Mostrar que el estimador de méxima verosimilitud de 3 es B MYy =

1 2 . . . )
5 2, X; . Verificar la consistencia de Sasv .

(b) Mostrar que X? ~ Exp(28) y, a partir de este resultado, mostrar
ademds que Y, X? ~ Gamma(n, 23).

(c) Utilizando (b), mostrar que 8713 X2 ~ x?(2n).
(d) Construir una funcién pivotal para f.

(e) Hallar un intervalo de confianza para  con un nivel de confianza
de 1—a.

Solucién: (a) Estimador de maxima verosimilitud de §:

1 2
((B,z) =—nlogff — %Zml + log (l | 331)
0 n 1
Gp__ny Ly
F 3 + 232 le
A partir de este ultimo resultado se tiene que el estimador es:

~ 1
Bmv = %fo

Para verificar la consistencia de Byy, utilizar el resultado de (c)

(queda de ejercicio para el lector).
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(b) Para mostrar que X? ~ Exp(283), se puede utilizar la funcién de

distribucién, entonces:

Fxa(t) =P (X <) =P (Vi < X < VA)
o () ().

Derivando la expresién respecto a t, se obtiene la funcién de densi-
dad:

fx2(1) (\/5) + %t fx (—\/i)

— 1 f

NG Vit
1 1 1

=2wﬁex"{‘ t}

—1 1t t>0

weXp{_Qﬁ}’ -0

La tltima expresion corresponde a la funcién de densidad de una
distribucién exponencial de parametro 25. Usando la funcién gene-
radora de momentos y que las variables X; tienen todas la misma

distribucién, entonces:

Mo () = (1 288) ™",

con lo cual, efectivamente, Y’ X? ~ Gamma(n, 23).

(c) Siendo T'= 371 Y X2, luego utilizando la fgm:

Mp(t) = My, x2(87') = (1 =20) 7" = T ~ x*(2n).

(d) El pivote se obtiene directamente de (c):
F(B.B) =871 Y. X2 ~ x*(2n).

(e) Usando el pivote anterior, el intervalo de confianza para S con

un nivel de confianza de 1 — « es:

_ X7 X7
P(X%;<512X3<X§_g)=lP(>m<B<ﬁ =1—oa.
-5 5
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11. En un taller automotriz se ha tomado una muestra aleatoria de 100
vehiculos, para los cuales se midi6 el tiempo promedio de reparacién,
que resulto de 4 dias. La cuasi desviacién tipica (desviacién estdndar

de la muestra) es de 4,5.

(a) Estimar un intervalo de confianza del 95 % para la media.

(b) Para una probabilidad del 95 %, determinar un tamafio n para
estimar el tiempo medio, de forma que el error sea a lo més de

un dia.

Solucién: (a) Desde el enunciado del problema, los datos son:

= Muestra aleatoria de 100 vehiculos: n = 100.
= Tiempo promedio de reparacién es de 4 dias: T = 4.

= La desviacion tipica de la muestra es de 4,5 dias: s = 4,5.

Tanto para (a) como para (b), se pide utilizar una confianza

del 95 %, entonces 1 — a = 0,95 = z1_a = 2 975 = 1,96.

Conocidos T y s, el intervalo de confianza para la media es:

45
T+o o —— =44196 —

- 2 n £/100
=4 +0,88.

Es decir, con el 95% de confianza, se estima que el tiempo medio
que tarda en ser reparado un vehiculo en el taller es de entre 3,12 y
4,88 dias (entre 3 y 5 dias).

(b) Se pide que p € (T £ 0) (con§ = 1), como d = z;_a-4 |Var [éMV],

entonces:

s 4.5
52217%‘%:1,96'\/52

Jn =882 =n="77,79 ~ T8.

1

Con un tamafio de muestra de 78 vehiculos y una probabilidad del
95 %, se puede estimar el tiempo medio que tarda en ser reparado

un vehiculo con un error de a lo més un dia.
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12. En una prueba de aptitud se sabe que el nimero de aciertos es de
1000 con una desviacién estandar de 125, sobre la base de la expe-
riencia. Si se aplica la prueba a 100 personas seleccionadas al azar,

calcular las siguientes probabilidades que involucran al promedio X :

(a) P (985 < X < 1015).
(b) P (X > 1020).
(c) P (960 < X < 1040).

Solucién: A partir del enunciado del problema, se conocen los datos
de valor esperado, desviacion estandar y tamano de muestra, que
son, respectivamente, E[X] = 1000, /Var[X] = 125 y n = 100.

Utilizando el teorema central del limite:

- 985 — 1000 1015 — 1000
P <£X<1015)=P|—<Z, £« ———
(a) (985 015) ( 125 95 >

=P(-1,2< Z, <1,2) = 0,7698.
(b) En este caso, se tiene que:

P (X >1020) =1 —-P (X <1020) =1 —-P(Z, < 1,6)
=0,05848.

(c) Este resultado es andlogo a (a): P (960 < X < 1040) = P(-3,2 <
Z, < 3,2) = 0,9986.

5.7. Ejercicios propuestos

1. Sean Y; ~ N(a + Bz;,02), i = 1,2,--- ,n variables aleatorias in-
dependientes y los elementos z;, constantes conocidas. Utilizar la

funcion:
n

9(yila, B Z O‘+55E1)) )

para encontrar los estimadores de maxima verosimilitud de a y 8y

la funcién de verosimilitud para obtener el estimador de o2.
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. Sean X1, Xy, -+, X, eYq,Ys, -+ )Y, muestras aleatorias indepen-
dientes. Encontrar los estimadores de maxima verosimilitud para 6,

y 02 (01,62 > 0), siendo las funciones de densidad:

T 2 y y?
flz) = elexp{%l}, x>0, fly) = %QXP{%} y > 0.

. Sean X1, X5, -+, X,, una muestra aleatoria. Determinar los estima-
dores de maxima verosimilitud para los pardmetros A y u, donde la

funcién de densidad es:

T — )2
) =g ten {5 ET s

. Sean X1, X5, -, X, una muestra aleatoria, donde X; ~ Beta(6,2).

(a) Encontrar el estimador de maxima verosimilitud para 6.
(b) Evaluar el estimador si los valores en la muestra son:
0,30 0,80 0,27 0,35 0,62 0,55 0,60 0,35 0,45

051 0,63 059 0,68 082 056 039 040 0,69
044 055 064 034 0,67 092 0,34

. Sean X1, X5, ---, X, una muestra aleatoria, donde la funcién de
densidad de X; estd dada por f(z) =60z, 0<xz <1, 6> 0.
(a) Mostrar que el estimador de maxima verosimilitud de 6 es fun-
, _ 1
cién de X, donde X, = (] [/, Xi)".
(b) Estudiar el insesgamiento del estimador encontrado en (a).
. Las variables aleatorias Y7, Y5, --,Y,, son independientes, con fun-

cién de densidad f(y;) = (Ba;) "' exp {~y;(Ba;) "'}, i > 0y a; son

constantes conocidas y positivas, 8 > 0.
(a) Obtener expresiones para los estimadores de méxima verosimi-
litud, momentos y minimos cuadrados para el pardmetro 3.

(b) Estudiar el insesgamiento de los estimadores obtenidos en (a).

En aquellos que son insesgados, determinar la varianza.

(¢) Silos a; =1 para ¢ = 1,2,--- ,n, determinar un intervalo de

confianza aproximado para el pardmetro (.
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Sean Y7, Ys, Y3 una muestra aleatoria con fy (y) = 6! exp {—H_Iy},
y > 0. Considerar los siguientes estimadores del pardmetro 6: 51 =
Vi, s = 0,5(Y1 + Ya), 03 = L(Yi +2Y2), 64 = min(V1,Y2,Y3) v
fs = Y. Para cada uno de estos estimadores, determinar (a) el in-

sesgamiento y (b) el estimador de menor varianza.

Sean X1, Xo, -+, X,, una muestra aleatoria, donde X; ~ Beta(6, 1).
Determinar:

(a) El estimador de maxima verosimilitud para 6.

(b) El valor esperado y la varianza del estimador encontrado en (a).
(c) Elinsesgamiento y la consistencia del estimador obtenido en (a).
Sean X1, Xo,---,X,, una muestra aleatoria con X; ~ Poisson(}\).

Estudiar el insesgamiento y la consistencia de estos dos estimadores

de A\:
2

T=XTy=—
! ro2 n(n +1) !

n
1 X;.
=1

(a) Determinar el valor esperado y la varianza de T y T5.
(b) Estudiar el insesgamiento y la consistencia de Ty y Ts.
Sean Y7, Y5, - -+, Y, una muestra aleatoria, donde la variable Y; tiene

una funcién de densidad dada por f(y) = 6%, 0 < y < 6. Dos

estimadores son propuestos para estimar el pardametro 6:
Tl = k1Y, T2 = ]fQM, M = méX{Yl,Yé, e 7Yn} .
(a) Encontrar los valores ky y ko para que T} y T sean estimadores

insesgados del parametro 6.

(b) Determinar si los estimadores de (a) son consistentes para el

pardametro 6.

(¢) Proponer un estimador insesgado para el pardmetro 6", r € N y

calcular su varianza.

Sean X1, Xo, -+ , X,, una muestra aleatoria con X; ~ Uniforme(0, 6),
se define la estadistica T = min(Xy, Xo, -+, X,,).
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(a) Mostrar que fr(t) = n(1—071¢)"=10~! es la funcién de densidad
de T

(b) Mostrar que Ty = —-T es un estimador insesgado para 6.
Sean X1, -+, X,, una muestra aleatoria con fx(z) = 383y~ 4,y > 3;
se define la estadistica T = /X, - Xs.

(a) Mostrar que |[E[T] — 8| = £.

(b) Mostrar que ECM(T) = 3142

Sean X1, --, X, una muestra aleatoria, donde la funcién de densi-
dad de X; estd dada por: f(z) =6 'exp{—6"'z;}, z; > 0.

(a) Obtener el estimador de minimos cuadrados para 6.

(b) Determinar si el estimador de minimos cuadrados es consistente.
(c) Encontrar un intervalo del 95 % para el pardmetro 6 utilizando

el estimador de minimos cuadrados.

Sean X1, Xs,- -+, X,, una muestra aleatoria, donde X; ~ N(u, ko?)
y k es una constante positiva. Obtener, con 100 - (1 — a) %, un

intervalo de confianza exacto para el pardmetro p.

Sean X1, Xo,-- -, X,, una muestra aleatoria, donde X; ~ N (100, 02).

Obtener, con 100 - (1 — a) %, el intervalo de confianza:

(a) Exacto para el pardmetro o2,

(b) Aproximado para el parametro 6 = o.

Sean X1, Xo, -, X, v Y1,Y5, .-+ .Y, muestras aleatorias indepen-
dientes, donde se tiene que X; ~ N(u1,0%) e Y; ~ N(u2,0?), y sean
X e Y los estimadores de méxima verosimilitud de los pardmetros

1 Y Wa, respectivamente.

(a) Asumiendo que o y 03 son pardmetros desconocidos pero igua-
les, es decir, 07 = 05 = o2, entonces construir un intervalo de
confianza exacto del (1 — a) - 100 % para el pardmetro u; — po.

(b) Construir un intervalo de confianza exacto del (1 — «) - 100 %

para el pardmetro 6 = o7 - (03) 1.
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Sean X1, Xs, -+, X,, una muestra aleatoria donde X; ~ Bernoulli(p).

Construir un intervalo de confianza aproximado para:

(a) El pardmetro p.
(b) El pardmetro p?.

Sean X, X5, -+, X,, una muestra aleatoria, donde X; ~ Gamma(c, 3).
Bajo el supuesto de que a es conocido, encontrar un intervalo de

confianza aproximado de (1 — pg) - 100 % para el pardmetro .

Sean Xi, X, , X, una muestra aleatoria, donde X; ~ N(u,03),
con of conocido. Determinar un intervalo de confianza aproximado

de (1 — ) - 100 % para el pardmetro 6 = exp{u}.

La funcién de densidad de la variable aleatoria bivariada (X,Y)”
es:

flz,y) = exp{—(0z+971y)}, x>0,y>0y0>0.

_1
Se obtiene una muestra aleatoria Uy, Us, - - - , U, donde U; = (%) 2

(a) Obtener un estimador insesgado para 6 como una funcién de
1\ g
n 21‘:1 Ui.

(b) Calcular la varianza del estimador insesgado propuesto en (a).

En una muestra aleatoria de tamano n = 4, se tiene:

T = 3,3 To = —0,3
z3 = —0,6 x4 = —0,9

Con una desviacién estandar de o = 3, encontrar un intervalo de

confianza del 90 % para p.

En un taller de construccion se preparan tablas de variados anchos.
Se sabe que el ancho es una variable aleatoria que sigue una distri-

bucién normal con varianza desconocida.

Para una muestra de tamano n = 10 se tiene:

z1 = 20,0 zy = 19,7 z3 = 20,1 zq =199
Ty = 20,2 Te = 19,5 Ty = 20,3 rg = 20,4
Tg = 19,6 10 = 20,0
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Determinar un intervalo de confianza del 95 % para o2.

El director de los medios de comunicacién de una agencia publici-
taria publicé un anuncio de un banco en dos revistas. En cada una

de ellas se colocaron anuncios semejantes.

Un mes méas tarde, una compania de investigacién encontré que
226 de los 473 lectores de la primera revista sabian de los servicios

bancarios, al igual que 165 de los 493 lectores de la segunda revista.

(a) ;Son adecuados los tamarios muestrales para utilizar la aproxi-

macion normal?

(b) Encontrar un intervalo de confianza del 95 % para la diferencia
de proporciones de los lectores que tienen conocimiento de los

servicios.

Para i = 1,2,...,ky j = 1,2,...,n, Sean X;; ~ N (u;,0?) (k po-
blaciones de tamano n cada una). Se asume que las variables Xj;
constituyen un conjunto de variables aleatorias independientes. Sa-

biendo que para i =1,2,..., k:

5 %
1_n- i ,uun

Jj=1

1 & — (n—1)
2 2 2
Si:nfl, (X — Xi) = o S7 ~x*(n—1).

j=1

k

(a) Siendo 0 = Z ¢ipti, mostrar que el estimador de méxima vero-
i=1
similitud es:

k
é\ = Z ClX’L
i=1

(b) Mostrar que:
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(d) Probar que con (1 — «) - 100 %, se tiene que:

k(n—1) k(n
J2E< 2 o(k(n—1)) Z ((k(n 252)

2
X1- g X%
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Capitulo 6

Pruebas de hipdtesis

El conjunto de secciones secuenciales que abarca el drea de la inferen-
cia estadistica comienza con la estimacién de pardmetros y continiia con
pruebas de hipétesis. Seguin lo expuesto en el capitulo anterior, se cuenta
con una técnica que permite conseguir estimaciones puntuales e interva-
los en que se encuentra un parametro con una cierta probabilidad. Este
capitulo entrega técnicas para enfrentar disenos experimentales en los que
se requiere decidir acerca de la veracidad de una aseveraciéon sobre una
poblacién o de la comparaciéon de caracteristicas de interés entre dos o
mas poblaciones.

En concreto, se estudiaran técnicas para comprobar:

(a) La validez de afirmaciones acerca de pardmetros poblacionales:

u = po: la media puede asumir el valor pg.

(b) Comparaciones entre poblaciones (a través del promedio):
11 = pe: la produccién de una empresa mediante la implementacién
de dos sistemas de turnos es igual.

(¢) Comparaciones entre mediciones en diferentes instantes de tiempo:

ua = pp: la produccién antes del entrenamiento es igual a la que se
observa después, medidas en los tiempos: A (antes del entrenamiento)

y B (después del entrenamiento).
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Es decir, estas técnicas permitiran abordar hipdtesis y comprobar ob-
jetivos de una investigacién cuantitativa.

Este capitulo y el anterior constituyen la base de la inferencia estadisti-
ca, que luego continua con la modelacién estadistica de fenémenos reales

por medio de la utilizaciéon de la axiomatica de probabilidad.

6.1. Elementos iniciales de pruebas de hipdtesis

A continuacién, se presentan conceptos para comprender y luego aplicar

las técnicas de pruebas de hipétesis.

Definicién 6.1 Una prueba de hipétesis estadistica es el procedimiento
que permite estudiar una conjetura acerca de los parametros de la distri-

bucién de una variable aleatoria.

Ejemplo 6.1 Sea la variable aleatoria X: tiempo de falla de una mdquina,
donde X ~ Exp(A), con E[X] = A. Se desea responder si el tiempo medio
de falla de una méquina es superior a 500 horas.

Solucién: La conjetura se debe presentar para los pardmetros de
la distribucién, en este caso, para el tiempo medio que corresponde al

parametro A. Es decir, la hipétesis es si A > 500. O

Las pruebas estadisticas se basan en el contraste de dos hipotesis com-

plementarias, las que se llamaran y denotaran con:
= Hipdtesis nula: Hy.
» Hipdtesis alternativa (a investigar): Hj.

Definicién 6.2 Se define el espacio paramétrico © como el conjunto de
todos los valores posibles que puede tomar un parametro 6 y se tendra que
0 € ©. Ademas, la hipétesis nula y alternativa definen, respectivamente,

B0y 01 (0 =0 U O1) de la siguiente manera:
= Hy: 0e @0.

L] H1:06(91.
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Ejemplo 6.2 Considerar la variable aleatoria X ~ Exp(f3). Se desea pro-
bar la siguiente hipétesis Hy : 8 < 1 versus Hy : > 1.

Solucién: Dado que la variable aleatoria X ~ Exp(f), se sabe que
B > 0. Entonces, el espacio paramétrico estd dado por © = {§| > 0} =

R*. Luego, el espacio paramétrico para ambas hipétesis estd dado por:
" Hy:<1=0p={p0<p<1}.

IH126>1:>@1={6|5>1}. O

Si se considera el valor del parametro dado en Hy, entonces queda
especificado el valor del parametro asociado a la distribucién. En aquellos
casos en que esto no ocurre, como, por ejemplo, distribuciones que tienen
mas de un parametro, es necesario definir alguna regla que permita evaluar
la hipdtesis y distinguirlos. En este sentido, la siguiente definicién ayuda

a clasificar la hipdtesis.

Definiciéon 6.3 Si la hipdtesis estadistica especifica completamente la dis-
tribucidn de la variable aleatoria (es decir, dada la hipdtesis no hay pardame-
tros desconocidos en la distribucién), se denomina hipétesis simple. De lo

contrario, la hipdtesis se llama compuesta.
Ejemplo 6.3 (1) Sean la variable aleatoria X ~ Exp(/3) y la hip6tesis:
Hy:p5=1versus Hy : 8 # 1.

Entonces, © = {88 >0} y ©9 = {B]|8 =1}. Por lo tanto, es una
hipétesis simple.

(2) Sea la variable aleatoria X ~ N(u,0?), considerar la hipétesis:
Hy:p=1versus Hy : p # 1.

Asf, © = {(p,0%)| — 0 < p < +mw,0% > 0} y 9 = {0?|0? > 0}. Esta
es una hipétesis compuesta, debido a que o2 no queda especificado en Hy

(es un pardmetro desconocido). O

Luego, para aplicar las técnicas que permitan decidir entre Hy y Hj,

se requiere definir para las hipétesis compuestas supuestos referidos al
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pardmetro desconocido, como, por ejemplo, 02 = o2, es decir, asumir que
la varianza es conocida.

El paso siguiente, ya definidos Hy y Hi, es, dada la informacién de
una muestra aleatoria, seleccionar una técnica cuya aplicacién conduzca

a la decisién en favor de Hy o en favor de Hj.

Definicién 6.4 Un test estadistico de una hipétesis es una regla, basada
en una muestra aleatoria, que cuando es aplicado conduce a la decisién

en favor de Hy o en favor de Hj.

Esta definicién implica que la decisién acerca de la hipétesis planteada
se realiza con la muestra y se extiende a la poblacion, proceso que genera
la incertidumbre sobre que lo que ocurre en la muestra sea lo mismo que en
la poblacién. Entonces, se define la probabilidad de equivocarse al decidir

acerca de una hipétesis basandose en el resultado de un test estadistico.

Definicién 6.5 Al decidir acerca de una hipdtesis mediante una prueba
estadistica basada en una muestra aleatoria, se definen dos tipos de errores

que se podrian cometer en el proceso:

= Error tipo I: Rechazar Hj en la muestra, dado que Hy es verdadera
en la poblacién. Luego, se define o como la probabilidad de cometer
un error tipo I, conocida como nivel de significacion. El error tipo
I es igual a o y, andlogamente, se define 1 — a como el nivel de
confianza (ya utilizado anteriormente en el capitulo sobre intervalos

de confianza).

s Error tipo II: No rechazar Hy en la muestra, dado que Hy es falsa
en la poblacion. Luego, a la probabilidad de cometer un error tipo 11
se la llama (3. A partir del error tipo II se puede definir la llamada
potencia del test, que se obtiene por 1— /3, es decir, es la probabilidad
de rechazar Hj sobre la base de una muestra aleatoria, dado que Hy
es falsa en la poblacién. Teniendo en cuenta esta definicion, se puede
notar que la potencia depende del valor de 6 € ©, por lo que se habla

de la funcién potencia.

El siguiente esquema resume la definicién 6.5, presentando los errores

tipo I y tipo II como productos de la decisién asumida con la evidencia
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que entrega la muestra y lo que realmente ocurre, que estd dado por la

poblacion.
Poblacién
Hy es falsa  Hy es verdadera
Rechazar H Acierto Error tipo I
- (Hy es falsa). 1-p @
Decisién
No rechazar Hy Error tipo II Acierto
(Hy es verdadera). Ié] 11—«

Se utiliza un test estadistico T', que es una funcién real valuada que
depende solamente de los elementos X1, Xo, -+, X,,, que constituyen una
muestra aleatoria T : R* — R. Por medio de este test estadistico se podra

tomar la decisién en favor de Hy o en favor de H;.

Observacion 6.1 Habitualmente, se habla de rechazar Hy o de aceptar
Hy, cuando se decide en favor de H; o en favor de H, respectivamente.
Esta forma de expresar la decisién de una hipdtesis se debe a que H;
es la hipdtesis de investigacién (que plantea el investigador y que busca
evidencia que la respalde) y decir que se rechaza Hj (que es falsa) implica

aceptar Hi.

6.2. Region de rechazo

El criterio de la regién de rechazo permitira decidir en favor de Hy o de

Hy, bajo un cierto nivel de confianza.

Definicién 6.6 Sea R c R llamada regidn de rechazo, en la que se recha-
zard Hy si un estadistico T pertenece a ella. En caso contrario, se dice que
no hay evidencia suficiente para rechazar Hy, sobre la base de la muestra

aleatoria.

Desde la definicién 6.6, surge la necesidad de determinar un valor k € R
(dependiente de «), tal que para valores mayores o menores a k (segun

corresponda) se rechazard Hy, véase la figura 6.1.



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Figura 6.1: Regién de rechazo

R¢ R

Fuente: elaboracién propia.

Lema de Neyman-Pearson

Este lema entrega un método que permitira calcular un valor ¢ que defina

la mejor regién que podria obtenerse.

Propiedad 6.1 Se desea contrastar la hipdtesis Hy : # = 0y versus H; :
@ = 6,, donde 6y y 6, definen completamente el espacio paramétrico.
Entonces R es la mejor regién critica de nivel « (es decir, si se fija a priori
el nivel «, es esta regién la de mayor potencia), y siendo ¢ (valor que
depende de «, por lo que en algunos textos es llamado c¢,) el valor que
define el punto desde el cual se define R y el restante es R. Asi, se puede

determinar el valor de ¢ desde la expresion:
P(§R|H0 10 = 90) = Q.

En términos practicos, para determinar R de la propiedad 6.1, se consi-
dera rechazar Hy sobre la base de la informacién que entrega la muestra (a
través del estimador de 6) en comparacién con un valor critico ¢ que defi-
nird la regién critica R, tal que lleve a rechazar Hy. Desde esta inecuacién,
se construye la funcién pivotal f(6, 5), con la cual es posible determinar
el valor de ¢ en funcién de a.

A continuacion, se presentan ejemplos de construccion de test estadisti-

cos basados en fijar el error tipo I.

Ejemplo 6.4 Sean X1, X», -+, X,, una muestra aleatoria con X ~ N(u,03).
Considerar la hipétesis Hy @ p < po y Hi : g > po; construir un test de
nivel a para decidir acerca de la hipdtesis planteada.

Solucién: Considerando que i = X tiene distribucién conocida, la

expresion para determinar la regién critica, dado que se rechazara Hy
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para valores grandes del parametro, es:
R={X|X>c}.

Luego, fijando el error tipo I en « y notando que para decidir en favor
de Hj es suficiente que p = pg, entonces, usando el lema de Neyman-
Pearson:

P(X > c|Hy: pu = po) = cv.

Luego, como 0§ es conocido, entonces el pivote es Z ~ N(0, 1):

X - — _
P M>C MHOWL:,LL() =P Z>C Ko = «
n n n
-1 C— Ho 0'(2)
=& (1-a)=21-a= — = Cc=lpt21-a" b
T0
Entonces, i = {X|X > o + 21—q - "ng} .

Observacién 6.2 Grafico de o y §: El valor de « (error tipo I) se fija
inicialmente y 8 depende del valor de 6y (el pardmetro bajo H;). En este
sentido, se puede obtener el grafico para a y 8 considerando una hipdtesis
de interés. En efecto, si se utiliza el ejemplo 6.4 se tendra que el error tipo

Iy el error tipo II estan dados, respectivamente, por:

a=P(X > c|Hy: p= o).
B=P(X < c|H;:p> o).

Luego, la figura 6.2 tiene los graficos de las ecuaciones anteriores: la
primera para la media bajo Hy, donde se tendria que X ~ N (ug,03), v la
segunda para la media bajo Hy, donde se tendria que X ~ N (u1,03), con

u1 > po. Ademas, considera el valor de ¢ que define la regién de rechazo.

Ejemplo 6.5 Sean X, X, -+, X,, una muestra aleatoria con X; ~ N (u;25).
Se necesita desarrollar un test para la hipdtesis Hy : u = 1 versus H :
w> 1.

Solucién: Primero, nétese que la hipdtesis propuesta es simple. Lue-

go, el test se construye fijando la probabilidad de error tipo I, con una
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Figura 6.2: Regién de rechazo para un caso particular

X~N (1o, 05 ) X~N (1, 08)

Ho ¢ M1

Regidn de aceptacion de H, Region de rechazo de H,

Fuente: elaboracién propia.

cierta magnitud «. Dado que la hipdtesis estda formulada para la media
poblacional y, es decir, la regién critica se define para X, entonces la re-
gién critica estd dada por R = {X|X > c}. Luego, ¢ se puede calcular
controlando el error tipo I y estandarizando para X ~ N(yu,25-n"1) de

la siguiente forma:

X >clHy:p=1)
c—1
B ( 1>5.m>
B c—1
( 5- nl)'
Como Z ~ N(0,1), entonces:

o e (2 EEN) g (o)

Dado que « fue fijado inicialmente y n es conocido, aplicando la funcién

inversa para despejar ¢, entonces:

_ n 5
¢ 1(1—a)=zlaz(c—l)\{;:c:l—i-\/ﬁzla.

Finalmente, la regién critica queda definida por:

o 5
%{X|X>1+\/ﬁzla}
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Es decir, si X € R, entonces hay evidencia estadistica para rechazar la
hipétesis Hy : o = 1, con un nivel de significacién a.

La funcién potencia para este test se calcula mediante:

1ﬁ=]P<X>1+

5
%2’1_@ H1 LU > 1>
X—ﬂ,o 5

(S g ()
=]P<Z> 1_”0\/ﬁ+z1a>, 1o € (1, +00).

5
Si a = 0,05 y n = 100, entonces ¢ = 1,82. Es decir, se rechaza H si

en la muestra X > 1,82. Por otra parte, la potencia del test es:
1-B=1-P(Z<2 (1-po)+1,64), 0 € (1, +).
La figura 6.3 muestra el comportamiento de la potencia del test para

distintos valores de po (1o € (1, 4+00)). O

Figura 6.3: Potencia del test como funcién de uo

0,8 -

0,2 -

Ho

Fuente: elaboracién propia.

Ejemplo 6.6 Sean X1, Xs,--- , X,,, una muestra aleatoria con X; ~ N(uy,0%)
y sean Y7,Ys, -+ ,Y,, una muestra aleatoria donde Y; ~ N(u2,03). Se

desea probar la siguiente hipotesis:

Hy:py — po =0 versus Hy : pg — po > 0.
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Dado que se trata de una hipdtesis compuesta, para construir el test
se deben asumir ciertos supuestos relacionados con el pardmetro de escala
(varianzas de las poblaciones). Entonces, se puede construir el test bajo

las siguientes consideraciones:
(a) Asumiendo que o7 y 02 son conocidos.

(b) Asumiendo que 0? y 03 son desconocidos pero iguales, es decir, 07 =
2 2

0’2 =0".
Solucién: (a) La regién de rechazo es:

R={X-V|X-V>c.

Luego, el valor de ¢ se obtiene desde la probabilidad de error tipo I:

X-Y -0 c—0
Pl T = 7 53
¢7+7 ne T np
c—0
=P|Z>
o? | o3
ni TL72

Aplicando la funcién de probabilidad inversa de Z ~ N(0,1) para
despejar c:

2 2
_ c _Joi | 03
Zla=—————=C=A—+ 221 4
2 2
%1 4 92 n n2

ni n2

Con lo cual queda definida la regién de rechazo por:

2 2
= — = — o o
R=KLX VX V>, L +2.2_,
ny Up)

(b) Se asume que o7 y o3 son desconocidos pero iguales, es decir,

02 = 03 = 02 (homogeneidad de varianzas). La regién de rechazo, al igual

que en el caso anterior, esta dada por:

>

R={X-V|X-V>c}.
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Luego, el valor de ¢ se obtiene desde la probabilidad de error tipo I.
a=P(X Y >c|Hy:p —p2=0).

Como X ~-Y ~ N (Ml — o, 02 ( + L)) y o2 es desconocido, el

ni S

pivote corresponde a una variable aleatoria con distribucién t-Student:
X-Y -0 c—0 c
=P|(T> —— |,
/1 1
SpA/ s+ g

donde S? = % Como T ~ TS(ny + no — 2), entonces:

—_—=c=5 ql +7 t1—«-
/ n2

Luego, se dice que hay evidencia estadistica para rechazar Hy, con un

nivel de confianza de 1 — «, si se cumple que:

- 1 1
X—Y>Sp — 4+ — - t1_o.0
ny N9
Ejercicio propuesto 6.1 A partir del ejemplo 6.6(a), sea n1 = ny = n,
obtener una expresion para calcular el tamano muestral n, cuando se
utiliza una probabilidad de error tipo I de «, una probabilidad de error

tipo IT de 8 y una diferencia de medias § = pq — po (asumiendo § > 0).

Ejemplo 6.7 A partir del ejemplo 6.6(2), suponer que se tiene un grupo 1
y un grupo 2 de estudiantes, a los cuales se les aplican tipos de ensenan-
za, diferentes con el objetivo de mejorar sus calificaciones. Finalizada la

implementacion, se registran las siguientes calificaciones:

Grupo 1: 41 48 70 6,1 56 4,0 35
Grupo 2: 3,6 4,1 42 52 53 32 35

Solucidn: Los grupos definen dos poblaciones independientes, X (gru-
po 1) e Y (grupo 2), luego, con los datos entregados, X =50Y =42,
S1 =14y S, =0,82.

Si a = 0,05, entonces ¢ = 0,94 y R = {X —~ Y|X — Y > 0,94} (regién
de rechazo), desde la muestra se obtiene que X —Y = 0,8, como X Y ¢ R,
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se concluye que no hay evidencia estadistica suficiente para rechazar la
hipétesis nula Hy : g1 = ps. Es decir, no hay evidencia suficiente para
afirmar que los métodos producen diferencias en las calificaciones logradas

por los estudiantes. O

Ejemplo 6.8 A partir del ejemplo 5.24, construir un test para probar la
hipétesis de que el costo promedio es superior a US 170.

Solucién: El pardmetro es para el costo promedio o esperado, luego
la hipotesis es Hy : 6 = 170 versus H; : 6 > 170. Entonces:

R = {010 > c} = {100+ 7X + 387|100 + 7X + 37 > c}.
Luego, usando la propiedad 6.1:

o =P (100 + 7X + 3Y > [ = 170)

—0 — 170
P|(z>—"" pp=170|=P|z2> " _
12,25 + 0,36 12,25 + 0,36
ny no ny no
12,25 0,36
=c=1704+21_4 +—.0O
1 n2

Observacion 6.3 Las pruebas de hipotesis que se plantean pueden clasifi-
carse en unilateral o de una cola, o bilateral o de dos colas, de acuerdo a

c6mo reparten la probabilidad de error tipo I en la regién de rechazo:
s Unilateral: Hy: 0 =60gy Hy : 0 > 6.
= Unilateral: Hy: 0 =60g y Hy : 0 < 6.

» Bilateral: Hy: 0 =6y y Hy : 0 # 6.
6.3. Estadistico de prueba

Un estadistico de prueba es una funcién 7' definida como:

T:R" - R
zeR" > T=T(X1,Xs, - ,X,) €R.

Donde T tiene una distribucién que queda completamente especifica-

da bajo Hy (no hay pardmetros desconocidos). Luego, el estadistico de
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prueba se puede calcular desde la regién de rechazo conociendo ¢ (segin
la propiedad 6.1) u obteniendo el pivote para el pardmetro condicionado
en Hy. Por su parte, el criterio de rechazo se define segin H; (de igual

manera como se define la regién de rechazo).

Ejemplo 6.9 A partir del ejemplo 6.4, la hipdtesis Hy : p = pg versus
Hy : u > po. En este caso, el pivote es Z ~ N(0,1) y el estadistico de
prueba es Zy = Z|Hy, donde:

X - X -

g=""F g o2 H0
o3 a3
n n

Finalmente, se rechazard Hg si Zg > z1_q-
Anélogamente, se puede probar que si la hipétesis es Hy : u = uo

versus H; : u < g, entonces se rechazara Hy si:

:X—Mo

Zy < zo-0O0

o3

n
Ejemplo 6.10 Considerando los datos del ejemplo 6.9, encontrar el es-
tadistico de prueba si ahora la hipotesis es Hy : u = g versus Hy : p # ig-

Solucién: Al igual que en el ejemplo 6.9, el estadistico de prueba es:

Finalmente, considerando que la prueba es bilateral y que la distribu-

cion de Z es simétrica respecto de cero, se rechazard Hj si:

‘Z0| > Zl_%.D

6.4. Valor-p

El método de la region de rechazo, anteriormente visto para decidir en una
prueba de hipétesis, requiere fijar previamente el nivel de significacion «
(error tipo I), entonces dos investigadores que trabajan sobre el mismo
problema (y con la misma informacién) pueden llegar a una decisién dis-
tinta por el solo hecho de utilizar un nivel de significacién distinto. Ahora
se presenta un método para decidir en una prueba de hipdtesis, que no

requiere fijar a priori el nivel de confianza.
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Definiciéon 6.7 El método consiste en obtener el menor nivel de significa-
cién para el cual se rechazaria Hy sobre la base del estadistico de prueba.
Por lo tanto, si el investigador dispone de un nivel critico « (tamafio del

error tipo I), rechazaria Hy si el valor-p es menor que «.

Ejemplo 6.11 Para ilustrar la definicién anterior, se utiliza el ejemplo 6.9,
en el cual se concluyé que se rechazara Hy para Zy > z1_,. De la figura 6.4
se tiene que valor-p = P(Z > Z), por lo tanto, se rechaza Hy si valor-p <
. O

Figura 6.4: Gréfico del estadistico de prueba y el valor-p

Fuente: elaboracién propia.

Ejemplo 6.12 Considerar una poblacién con distribucién N(u,o? = 36),
desde la que se obtiene una muestra aleatoria de tamano 25, en la que se
encontré que X = 14. Se quiere decidir acerca de las siguientes hipStesis
Hy:p =17 versus Hy = p < 17.

Solucidén: Para obtener el valor-p se requiere obtener antes Zy (es-

tadistico de prueba bajo Hp):

g X—p M7
"oVnl 651
Valor-p =P(Z < —2,5) = ®(—2,5) = 0,0062.

~25

Es decir, la probabilidad de que X sea menor o igual a 14 es de 0,62 %,

por lo que se puede considerar altamente improbable que, basado en una
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muestra de tamano 25, se encuentre un promedio muestral de 14 o menos,
cuando pu = 17 (Hy es verdadero). Es decir, cuando p = 17, solo en 62 de
10000 muestras de tamafio 25 el valor del estadistico de prueba X sera
igual o menor que 14. Por lo tanto, se puede decir que hay una evidencia

importante para rechazar Hy : p = 17. O

Ahora, en el ejemplo 6.12 se puede notar ademds que, para cualquier
nivel de significacion mayor que 0,0062, se rechazard la hipdtesis nula,
puesto que, en este caso, el valor muestral X = 14 caerd en la regién
critica. Por el contrario, un valor de aw menor que 0,0062 conduce a aceptar
la hipétesis nula, pues el valor muestral X = 14 caera fuera de la regién
critica.

En resumen, basandose en el valor-p, la decisién acerca de Hy seré:
= Rechazar Hy, si el valor-p es menor que a.

= Aceptar Hy, si el valor-p es mayor que a.

Valor-p segiin hipétesis unilateral y bilateral

Definiciéon 6.8 Segun las definiciones y ejercicios anteriores, calculando el
valor-p a partir del estadistico de prueba, se obtiene, para una hipétesis

unilateral (cola inferior o cola superior) o una bilateral, lo siguiente:

Tipo de prueba Hipétesis Valor-p

Unilateral Hy:0<0gvs H :0>0q P(T(X) = T(x))
Hy:0>=0yvs H :0 <6 P(T(X) < T(x))

Bilateral Hoy:0=00vs H :0#60;, 2 -P(T(X)=>=|T(x)])

Ejemplo 6.13 En el ejemplo 6.12; si se consideran las hipétesis como Hy :
w =17 versus Hy : p # 17, entonces se trata de una hipétesis bilateral.

Luego, el valor-p se obtiene por:
Valor-p=2-P(Z > |—2,5]) =2-P(Z > 2,5) = 20,0062 = 0,0124

Ahora, se puede rechazar la hipdtesis nula para un nivel de significacién
mayor o igual a 0,0124. O
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Valor-p segun cantidad de evidencia

Como se senald en la presentacién de esta técnica, para decidir acerca de
una hipétesis estadistica no se requiere del nivel de significacién, pero si al
momento de hacer la comparacién final y decidir sobre Hy. Sin embargo,
se puede definir una regla empirica que relaciona el valor-p con la cantidad
de evidencia en contra de Hy que estd contenida en la muestra; aunque no
constituye una regla (pues los errores estan relacionados con los problemas

particulares), puede utilizarse como referencia. La escala es:

= Si el valor-p > 0,10, entonces la muestra no contiene evidencia en

contra de Hy.

= Si 0,05 < wvalor-p < 0,10, entonces la muestra contiene evidencia
débil en contra de Hy.

= Si 0,01 < wvalor-p < 0,05, entonces la muestra contiene evidencia

fuerte en contra de Hy.

= Si el valor-p < 0,01, entonces la muestra contiene evidencia muy

fuerte en contra de Hy.

Ejemplo 6.14 Se sabe que el 10 % de los huevos de una especie de pescado
no maduraran. Se obtiene una muestra aleatoria de 20 huevos de esos
peces, de los cuales 5 efectivamente no maduraron. Se quiere saber cuanta
es la evidencia en contra de la hipétesis planteada.

Solucién: En este caso, la hipotesis es Hy : p = 0,1 versus H; : p # 0,1
y p = 0,25. Aqui se tiene que el estadistico de prueba es la proporcién

estimada, que bajo Hy distribuye:

PN (071; 0109) .
20

Entonces el valor-p (bilateral) estd dado por:

0,25 —0,1
/0,1-0,9
20

0,15
=2.P(Z>— = $(2,24) = 0,0252.
( 0,067> (2,24) = 0,025

Valor —p=2-P | Z >
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Finalmente, segin la cantidad de evidencia que arroja el valor-p, se

dice que la muestra contiene evidencia fuerte en contra de Hy. O

Observacion 6.4 MS-Excel dispone de una funcién llamada PRUEBA.T.N,
la cual permite realizar pruebas de comparacion de muestras indepen-
dientes y relacionadas (para la media) de una (unilateral) y dos colas
(bilateral), devolviendo el valor-p segin la tabla de la definicién 6.8. La

sintaxis de la funcién es:
PRUEBA.T.N(matriz 1; matriz 2; colas; tipo)

Donde matriz 1 y matriz 2 corresponden al primer y segundo con-
junto de datos, respectivamente (muestra aleatoria 1 y 2 en caso de mues-
tras independientes, y medicién A y B en caso de muestras relacionadas).
La opcién colas, permite indicar si la prueba T es de una o dos colas (va-
lores 1 y 2 respectivamente). El dltimo argumento, tipo, es 1: muestras
pareadas, 2: dos muestras independientes con varianzas iguales (homoge-
neidad u homoscedéstica) y 3: dos muestras independientes con varianzas
diferentes (heterogeneidad o heteroscedasticidad). Adaptacién de la infor-
macién extraida de la ayuda de la funcion PRUEBA.T.N de MS-Excel.

6.5. Calculo del tamano muestral basado en o« y 3

El problema es obtener el menor tamano muestral n que garantice un
cierto nivel para el error tipo I y para el error tipo II, asociados a un
contraste de hipdtesis estadistica. En efecto, si se consideran las hipdtesis
propuestas en el ejemplo 6.4 y utilizadas en la observacién 6.2, se tendran

las ecuaciones:

C— Ho C— o

a=P | Z> =21 o4 =
g o
n n

c— c—
B=P| Z< ’Zl észiljl,con,u1>,u0.
70 70

n n

Luego, despejando ¢ e igualando las ecuaciones, se tiene que:

i i
po + Z1—a\/ — = p1 + 2\ —.
n n
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A partir de esta ultima ecuacién se puede despejar el valor de n:

2
n= <Zla_zﬁ) o2.
H1 — Mo
Ejemplo 6.15 Para el ejemplo 6.5 se cree que el verdadero valor de la
media serd de al menos 2, ademas se asume o = 3 = 0,05 y 03 = 25.
Se desea determinar un tamafio de muestra para esta hipétesis bajo estos
niveles de error tipo I y error tipo II.
Solucién: Como o = B = 0,05, entonces z;_o = 20,95 = 1,65y
23 = 20,05 = —1,65, luego se tiene que:
(1,65 + 1,65)2
n=-————— 25=27225.
(2-1)
Finalmente, se requiere de al menos 273 observaciones en la muestra

para los niveles de error tipo I y tipo II indicados. O

6.6. Comparacion de muestras independientes

En esta seccién se construirdn test estadisticos para disenos experimenta-
les de comparacién de muestras independientes, usando pardmetros como

media, varianza o proporcion.

Comparacién de medias

Sean X1, Xo, -+, X,, una muestra aleatoria donde X; ~ N(ui,o%) y
sean Y1,Ys, -+, Y, una muestra aleatoria donde Y; ~ N(uz,03), ambas
independientes. La hipotesis que se desea contrastar es la comparacién de
medias, la que tiene como aplicacién practica comparar una caracteristica

cuantitativa entre dos grupos en que las mediciones son independientes.

Ejemplo 6.16 Fundamentar que la prueba de hipdtesis para resolver el
problema corresponde a una prueba T de muestras independientes y de-

finir la hipotesis nula y alternativa en cada caso.

(1) Comparacién de dos métodos de ensenanza, a través del rendimiento

académico, utilizando dos grupos de estudiantes distintos.
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(2) Se desea determinar cudl de los dos incentivos a la produccién tiene
mejor efecto, considerando a los operarios de una empresa divididos

aleatoriamente en dos grupos.

Solucién: (1) El rendimiento académico se puede obtener mediante
la aplicacién de una prueba estdndar a ambos grupos; este proceso arroja
dos muestras independientes. Notese que la independencia entre las mues-
tras se da porque se trata de estudiantes distintos. La hipotesis es: Hy:
Los dos grupos no presentan diferencias significativas en el rendimiento
académico (no hay efecto del método de ensenanza), y Hy: Hay diferencias
significativas en el rendimiento de ambos grupos (hay efecto del método
de ensenianza).

(2) Se tienen dos muestras independientes con las mediciones de la
productividad de los operarios. La hipétesis es: Hp: No hay diferencia
en la produccién (el efecto que tienen los incentivos en la produccién es
marginal), y Hi: Hay diferencias en la produccién (uno de los incentivos

produce un efecto significativo en la productividad de la empresa). O

Para determinar si se observan diferencias entre los grupos se com-
paran las medias. Sin embargo, esta comparacion estd condicionada por
la variabilidad de los grupos (puede darse que el promedio de uno de los
grupos esté sostenido por pocas observaciones con muy alta o muy baja
puntuacién respecto de las restantes), por lo que construir una prueba es-
tadistica de comparacion de grupos requiere asumir un supuesto acerca de
la variabilidad de los grupos: grupos homogéneos o grupos heterogéneos.

Formalmente, X;, X5, ---,X,, es una muestra aleatoria con X ~
N(u1,03) e Y1,Ys, -+, Y,, es una muestra aleatoria con Y ~ N(pug,03),

ambas independientes. Luego, la hipotesis estadistica se plantea como:
Hy:pp — po =0 versus Hy : g — po # 0.

Respecto de la variabilidad, se asumird que 0? = 03 = o2 (homoge-

neidad de varianzas). Luego, la regién de rechazo se definird para:
R={X -V X-Y<avX-Y>c}.
El estadistico de prueba bajo Hy sigue una distribucion t-Student y

el percentil se obtiene considerando una hipétesis bilateral. En efecto, el
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estadistico bajo Hy estd dado por:

4

X — (n1 - 1)512 + (n2 - 1)5%

T =
n1+ng—2

2
=, donde S, =

1 n

3|~
+
3|

Sp

Finalmente, con un nivel de significacién «, se rechaza Hy si |Tp| >

tiog.

Comparacién de varianzas

Esta prueba es para comprobar si dos poblaciones independientes tienen
la misma varianza. La prueba de hipétesis se define a continuacién.

Sean X1, X, -, X, una muestra aleatoria donde X; ~ N(u1,0%) y
sean Y1,Ys, -+, Y, una muestra aleatoria donde Y; ~ N(uz,03), ambas

independientes, la hipétesis de comparacion de varianzas es:
2 2 2 2
Hy : 07 = 05 versus H : 0] # 05.

Desde la distribucién de X e Y se tiene, respectivamente, que F; =
";—?S% y Fy = "3—?53 Luego, la variable aleatoria F' siguiente tiene
distribucién F de Fisher:

F -1
p=-1n2
FQ ny — 1

~F(n1 —1,’[12—1).

Luego, el estadistico de prueba, Fj, estd dado por:

_ St

Fy = —.
0 S%

Como se trata de una prueba bilateral, se rechazard Hy si:
Fy < F%(nl —1,n0 — 1) v Fy > F1,%(n1 —1,n0 — 1).

Ejemplo 6.17 Para producir una cierta pieza, una compania utiliza dos
méquinas. La persona a cargo estd interesada en conocer si la variabi-
lidad entre las piezas producidas por ambas maquinas es similar. Para
esto toma una muestra aleatoria para cada maquina de 10 y 20 piezas,
obteniendo que la variabilidad es de 0,003 y 0,001 unidades cuadradas,

respectivamente. Realizar el contraste utilizando un 95 % de confianza.
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Solucién: La hipdtesis es de comparaciéon de varianza para el caso
bilateral (no se tiene sospecha de que una tenga mayor variabilidad por

sobre la otra) y se expresa como:

Hy : 0% = 02 versus Hy : 02 # o3.

Luego, el estadistico de prueba es:

2
. S% 0,003 _

=2l = 3.
52~ 0,001

Finalmente, como Fy = 3 > Fp 975(9,19) = 2,880, se rechaza Hy con

un 95 % de nivel de confianza. O

Comparacién de proporciones

Para este tipo de problemas es de interés comparar dos grupos indepen-
dientes de observaciones en que la caracteristica de interés es de tipo di-
cotémico, con una cierta probabilidad de optar por una de las opciones. Es
decir, la variable aleatoria de interés sigue una distribucién de Bernoulli,
cuyo parametro es la probabilidad de éxito al realizar el ensayo.
Entonces, el planteamiento de la prueba de comparacion de propor-
ciones de muestras independientes se realiza desde dos poblaciones inde-
pendientes de X ~ Bernoulli(p;) e Y ~ Bernoulli(py). La hipétesis de

comparacién de proporciones es:
Hy : p1 = p2 versus Hj : p1 # po.

Como el estimador de p; — pp es X — Y, para calcular la probabilidad
se necesita una distribucién conocida. En efecto, es posible construir dicha

distribucién utilizando el resultado obtenido en el ejemplo 5.8, de donde:

Entonces, se puede escribir:

o X1-X) YQ1-Y
X—Y~N<p1—p2, ( )—i— ( )>.
ny no
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Luego, considerando que la hipétesis es bilateral, se tiene:

o _ _
5 =P(X -Y > c|Hyp:p1 —p2 =0)
=Pl Z> X0 X)c YY)

\/ PR s

Finalmente, despejando ¢ desde la tiltima ecuacién se tiene que se

rechazard Hy si:

_ X1-X) YQ-Y
|X—Y>z1<2~\/ ( ) X ).
ni U»)

Ademds, del resultado anterior, se obtiene que mediante el estadistico

de prueba se rechaza H, para:

|Zo| > 212, donde Zy =

A continuacién, se presenta una situacién problemaética en que la so-

lucién pasa por la construccion de un contraste de hipotesis.

Ejemplo 6.18 En un ensayo clinico para comparar dos tratamientos (nue-
va droga versus antigua droga) para una enfermedad cardiovascular, con
la nueva droga 80 de 120 pacientes tuvieron mejora, mientras que con
la antigua droga 32 de 80 pacientes presentaron mejora de la enferme-
dad. Aplicar una prueba de hipdtesis para comparar las proporciones de
pacientes que mejoraron con ambas drogas y definir el resultado acerca
de la efectividad de la nueva droga frente a la antigua para mejorar la
enfermedad .

Solucién: Las hipotesis para la prueba que se propone es:
Hy : p1 = p2 versus Hy : p1 # po,

donde p; es la proporcién de pacientes que mejoran con la nueva droga y po
es la proporcion de pacientes que mejoran con la antigua droga. A partir de
los datos se tiene que: X = 0,667 ¢ Y = 0,400; ademés X; ~ Bernoulli(p;)
e Y; ~ Bernoulli(ps).
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Teniendo en cuenta estos antecedentes, luego de definir el error tipo I

como «, se tiene que:

a=]P(X—§7>cp1—p2=0)=IP<Z> A - )

Por lo tanto:

\/)‘m ~X)+Y(1-Y)
C=Z1—« .
n
Ademiés, X —Y = 0,267 y, con un nivel de confianza de 95%, ¢ =
0,079. Con lo que se tiene que la diferencia de proporciones muestrales
estd en la region de rechazo de Hy. Es decir, se puede concluir que con la
nueva droga se obtienen mejores resultados en comparacién con la antigua

droga, con un 95 % de confianza. O

6.7. Comparacién de muestras dependientes

Aquellos disenios experimentales en que se quiere comparar dos mediciones
que son obtenidas (sobre un mismo sujeto o unidad) antes y después
de un tratamiento o intervencion, se llamaran comparacién de muestras
dependientes.

Considerar las observaciones (X1, Y1), (X2,Y2),-- - , (Xn, Yn), que cons-
tituyen una muestra aleatoria con las mediciones en dos momentos sobre
las mismas unidades, con (X;,Y;)?T ~ No((u1,p2)7, %), donde ¥ es una
matriz de 2 x 2 que contiene la estructura de correlacién entre las variables.
Luego, se define la hipdtesis de comparaciéon de mediciones (o muestras

relacionadas) como sigue:
Hy:pp — po =0 versus Hy : g — po # 0.

Para construir el test estadistico es necesario definir una nueva variable
aleatoria D, tal que Dy, Ds,--- , D, constituyen una muestra aleatoria,
la cual se construye considerando D; = X; —Y;, i = 1,2,---,n, D =
LN'D;y 8% = =153 (D; — D)?. Entonces, la hipétesis de comparacién

n—1

de muestras relacionadas se puede expresar como:

Hy:up =0 versus Hy : up # 0.
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Que corresponde a una prueba t-Student para una muestra (véase el
ejemplo 6.10). Luego, el estadistico de prueba estd dado por:

D
SD\/TL71

En este caso, la hipdtesis es bilateral, por lo que se rechaza Hy para

TQ = ~ TS(TL - 1)

valores pequenos y grandes de T":
R={T| > tl,%}.

Ejemplo 6.19 Se desea evaluar la eficacia de un método de intervencién
social. Este método estd orientado a hogares que estan bajo la linea de
la pobreza y contiene un conjunto de acciones cuyo objetivo es que la
superen al finalizar la intervencién.

Por otra parte, para medir si un hogar esta bajo la linea de la pobre-
za, se aplica un instrumento validado y probado, que arroja un puntaje
(los puntajes menores indican mayor pobreza). Luego, considerando la
complejidad del tema, para esta evaluacién se espera aumentar el puntaje
de los hogares (no se considerara la comparacién de cantidad de hoga-
res que han salido de la linea de la pobreza); la evaluacién considera un
puntaje inicial (antes de la intervencién) y otro posterior (después de la
intervencion).

Solucién: El problema implica la comparacién de mediciones antes
y después de un tratamiento sobre las mismas unidades de observacion;
la prueba de hipdtesis para contrastar la eficacia de la intervencion esta
dada por la media antes y después: Hy : up = 0. No hay efecto de la
intervencién (los puntajes promedio de los hogares son iguales), y Hy :
up # 0. Hay efecto de la intervencién (los puntajes promedio de los

hogares presentan diferencias). O

6.8. Test de razén de verosimilitud

El método revisado anteriormente, basado en el lema de Neyman-Pearson,
permite construir pruebas de méxima potencia para hipétesis simples (es
decir, se conoce la distribucion de las observaciones, excepto para un solo
pardmetro). Situaciones probleméticas en que sea méds de uno el pardme-

tro desconocido no son poco frecuentes y en aquellos casos es necesario
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recurrir a otro método para obtener test estadisticos. En este sentido,
el llamado test de razén de verosimilitud (TRV) es apropiado para este
tipo de problemas, toda vez que funciona tanto para hipdtesis simples co-
mo para hipdtesis compuestas. A continuacion, se define el método para
construir un TRV basado en la informacién de una muestra aleatoria.
Sea la muestra aleatoria X7, Xs,--- , X,,, donde la funcién de densidad

es f(x]0), recordando que ©g U ©1 = O y Oy N O = ¢, y la hipdtesis:
H() 10 e @0 Versus H1 10 e @1.

Se define la estadistica de razén de verosimilitud por:

En esta udltima expresion, f es el estimador de maxima verosimilitud
de 0 considerando el espacio paramétrico y 0 es el estimador de méxi-
ma verosimilitud de 6 considerando el espacio paramétrico dado por la
hipétesis nula g (también llamado bajo Hyp).

Considerando un nivel de confianza 1 — «, se rechaza H, para los

valores grandes de A(x), es decir:
R = {z|\(z) = \o}-
Y, Ao se determina por:
gé%)gl?(?fﬂ@) = a.

Ejemplo 6.20 Sean X;, Xo,---, X, una muestra aleatoria, donde X ~
N(0,0?). Construir un test de razén de verosimilitud para la hipdtesis

bilateral siguiente:
Hy:0?=1versus Hy :0%#1.

Solucién: Para desarrollar este tipo de test se requiere la funcién de

verosimilitud, la cual esta dada por:
1 n
2.\ _ —n o o\_n 2
L(U,x)—(2ﬂ') 2(0’) 28Xp{w1;$l}
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2

Luego, la verosimilitud evaluada en 02 = 02 = s2 y en 02 = 03 =

corresponde a:
L(c? = s2) =(27)~ % (s2) % 1 2
(02 = %) =(2m) 3(*) Fexpd—o5 Va2,
_n 1 9
(2m)” 2 exp 752@ .
Con esto, el estadistico de razén de verosimilitud es:

5= (s2) % exp{—; (1 - ;) ng}.

Finalmente, la regién de rechazo, con un nivel de significaciéon «, es:
R = {X\—Qlogj\>xia(1)}. O

L(o? =1)

Test T (para una muestra)

Uno de los resultados ampliamente utilizados en la préctica es el llamado
test T para una muestra (o test T de Student), que se puede construir
utilizando un test de razén de verosimilud. En efecto, en esta subseccién
se presenta este resultado a partir de una muestra aleatoria extraida de
una poblacién con distribucién normal, tal como sigue.

Sean X1, X»,- -+, X,, una muestra aleatoria con X ~ N(u,0?), con u
y 02 desconocidos. La hipétesis siguiente es la que define un test T para
una muestra:

Hy: = po versus Hy @y # po.

Para construir el test es necesario identificar el espacio paramétrico,

el cual estda dado por:
0 ={(p,0%)|— 0 <p<+4w,0?>0} y O = {o|c? > 0}.

Por su parte, los estimadores bajo el espacio paramétrico general, i y
52, y los estimadores bajo la hipétesis nula, [i y 52, estdn dados respecti-

vamente por:
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De esta manera, el estadistico de razén de verosimilitud, A(x), estd

dado por la expresion:

(2m6%) "% exp {— g2z >, (w; — T)?}
(2752) "% exp {— 552 (@i — p0)?}

n
0.2 2
o2

AMx) =

Luego, la regién de rechazo estd dada por:
)2
TN PG TN g
2 (i —1)?

Luego, sabiendo que Y. (x; — po)? = Y. (x; — )2 + n(Z — po)*:

S (i —po)® _ X (@i —2)* + (T — po)?
X (2 — x)? X (2 — )?
- 2

=1+ > A,
ﬁ N(x;—7)2 n—1
i _ 2
donde i%f(gofjp = ( I\;‘%) =T?2 con T ~ TS(n — 1). Finalmente,
n—1 i svn
se puede escribir:
=1+T% >\

Se rechaza Hy si T? = A\** < |T| = \,. Como T ~ TS(n — 1), se
rechaza Hj si:
T < —t1,% oT > t1,%.

Ejemplo 6.21 Se extrae de una poblaciéon con distribucién normal una
muestra aleatoria de n = 200, la cual arrojé un promedio de 500 y una

desviacion estandar de 50. Probar la hipdtesis:
Hy:p=510y H;:p#510.

Solucidén: Esta hipdtesis estda bajo las condiciones de un test T para

una muestra. Luego, aqui el estadistico ¢ es:
500 — 510

t=—— " = 2898,
50(1/200)~1

277



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Finalmente, como |t| = 2,828 > t( 975 = 1,972, se puede concluir que
la muestra arroja evidencia suficiente para rechazar la hipotesis nula, con

un 95 % de confianza. O

Test T para muestras independientes

En esta subseccién se desarrolla el llamado test T para muestras inde-
pendientes o de comparacién de medias de poblaciones independientes,
utilizando el test de razon de verosimilitudes.

Sean X1, Xo,---,X, una muestra aleatoria, donde X ~ N(u,o?).

Luego, la hipétesis estadistica se plantea como:

Hy:pqp — po =0 versus Hy @ g — po # 0.

Respecto de la variabilidad, se asumird que o = 02 = 02 (homogenei-

dad de varianzas). Luego, se tiene que para la muestra completa, es decir,
con ny + no observaciones, el espacio paramétrico general y el restringido

por la hipétesis nula es:

O = {(p1, 2, 0%)| — 00 < pu1 < +00, —00 < iz < +00, > > 0}.
Qo = {(1t,0%)|u1 = p2 = p, —0 < p < +00,0% > 0}.

Los estimadores, (ju1, fi2,0) y (11, 2, 7), son:

niy + no

ﬁ n +n2 (ZCCZ—FZ‘%) ny + no (nﬁc—l—nﬂj).
e (S =22+ N - 10?).

El estadistico de razén de verosimilitudes esta dado por:

(5 7,8) =5, —— (Y w — )7 + <yi 7)),
1

)\({E) L(:L'|u1,a2) 'L(y|/1’270-2)
L(z,ylp,0?)

nitng

=)
(Z (2 — )% + X (yi — f)?
(@i — 1)+ X (yi — )2 ’

ni+no
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donde:

(o= 1 3 = )2 = 2 (= )% + 3 (g — )+ 2O

ni + no

con lo cual se tiene que:

ning(z + )% (n1 +ng) !

B SRS ey

>\,

donde, T = \/(n1+n272)—1(£zﬁ7z)2+2 — ™ TS(n1+n2—2). Entonces:
2
1+ 2 > \**

Finalmente, para un error tipo I de «, se rechazard Hy si |T| > t1-g.

Test de razén de verosimilitud asintético
Cuando n — o (n es grande) se tiene que A\(x) bajo Hy:
2log(A(x)) ~ x*(r).

El test de razoén de verosimilitud asintético dice que se rechaza Hy

para valores grandes de la estadistica x2(r):
R = {z[2log(A\(x)) = xT_o()}-

Donde r es el nimero de parametros del espacio paramétrico general
menos el nimero de parametros fijos bajo el espacio paramétrico restrin-

gido por Hy.
Ejemplo 6.22 Y7,Y5, .-+ Y, son variables aleatorias independientes, con:
fyi) = (Bx:) " exp {—yi(Bz:) "'}, yi > 0,2; > 0 (constantes) y 8 > 0.

Construir un test de razén de verosimilitud para probar la hipdtesis
Hy : 8 =50 versus Hy : 8 # 50.
Solucién: El estimador de 8 bajo el espacio paramétrico general es

Buyv = % Dyix; ! mientras que bajo la hipétesis nula el Ginico pardmetro
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queda especificado por 8 = 50. Luego, el estadistico de razén de verosi-

militud esta dado por:

_ Brep {=Ywi(Br) )
A(y) - 50771, exp{72y1(501’1)71}

= é 7 exp i &—i—n .
50 90 ~ z;

Luego, 2log(\(y)) = & log(win Nyt — % Y yiz; ' +2n. Recordan-
1

do que 2log(A(y)) ~ x2(1), se tiene que la regién critica con un nivel de

significacién de «, es:
R = {Ay)2log(A\(y)) > xT_o(1)}. O
6.9. Ejercicios resueltos

1. Sean X1, X5,---, X, e Y1,Y5,---,Y,, una muestra aleatoria, donde
X; ~Exp(a™!) y Y; ~ Exp(8~'). Se pide:

(a) Determinar un test de hipétesis para (con nivel de confianza
del 95%) Hy : a = 8 versus H; : a > S. Utilizar como test
estadistico la diferencia de los estimadores de méxima verosimi-
litud de los pardmetros  y 8 y el hecho de que estos pueden
aproximarse a una distribucién normal.

(b) Sabiendo que X = 1,25; Y = 0,75 y n = 100, decidir acerca de
la hipdtesis propuesta en (a).

(¢) Determinar la potencia del test propuesto en (a), si « — 8 = 3.

Solucién: (a) Para construir el test de hipétesis pedido es necesa-

rio tener un pivote. Para esto se requiere identificar la forma del

parametro bajo las hipétesis: en este caso, la forma es 6 = a — ;

asi, es necesario obtener §MV. En efecto, por el ejemplo 5.5 y la

propiedad 5.1 se tiene que:

fay = X1 =71,

Luego, por la propiedad 5.5 se puede obtener una aproximacién a la

distribucién normal para 6,y . Para esto se deben calcular algunos
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elementos, estos son:

log f(z;) =loga — ax; = glog flz))=at -
e

2

0
= Frel log f(xz;) = —«
= 2 tog fa) = —p
aﬂz K3 )

-2

con lo cual:

—nE a—Zlo f( 4)+6—210 fl@)) =n(a?+572)
n P02 g J(T; 25° gflx;) | =nla .

Luego, evaluando la tdltima expresién en a = ayv y 8 = Byv y

reemplazando en la expresion de interés:

Z

XV o@-p) |
- Tmme e

Luego, la region de rechazo se construye para el 6,y y el error tipo

I, de la siguiente manera:

R={(XY H: X'-Y !>}

c
P(Error tipo I) =P | Z > = =
( po I) ( N Y2)>

c=1,69- \/n*l()_(*2 —Y2).

(b) Aqui ¢ = 0,256 y X~! — Y~! = —0,533. Por lo tanto, no se

puede rechazar Hy.

(¢) La potencia estd dada por:

Potencia =P (Z > 0,256|Hy : o — 3 = 3)
—1— P (Z < —17,567) = 0,99.

. La tensién de salida de un circuito eléctrico debe ser de 130V. Una

muestra de 40 mediciones independientes de este circuito dio un
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promedio de 128,6V y una desviacién estandar de 2,1V. Probar,

usando a = 0,05, si la tension de salida es menor a la que debe ser.
Solucién: De los datos entregados, se tiene a = 0,05, 0 = 2,1,

n =40y X = 128,6. La hipé6tesis se expresa por:

Hy : p =130 versus Hy : p < 130.

Luego, la regién de rechazo es ® = {X|X < c} y c se obtiene:

P (X < clpo = 130) =a.

~ sigma? R 2 . _ — .
Como X ~ N(u, ¥ = 24% ), entonces Z = 2’1(){# ~ N(0,1):

P (Z < Uf\%‘:) —0,05.

c— 130
P(Z<——"""1) =0,05.
< ZMv%)l)

Aplicando la funcién inversa y como ®~1(0,05) = —1,65, se obtiene
que ¢ = 130 — 1,65\2/%0 = 129,45.

Con este ultimo resultado, f = {X|X <c= 129,45} y como X =
128,6 € R, se rechaza Hy : = 130. Es decir, hay evidencia para
decir que la tensién de salida del circuito electrénico es inferior a
130V, con un 95 % de confianza.

. Una muestra aleatoria de n = 200 estudiantes que rindieron la PSU

de matemaética en todo el pais el ano 2012 tuvo un puntaje promedio

de 500 puntos con una desviacién estdndar de 50 puntos. Asumiendo

que los puntajes siguen una distribuciéon normal, determinar:

(a) Un intervalo de confianza para la media.

(b) Un intervalo de confianza para la varianza.

(c¢) Sihay evidencia estadistica para rechazar Hy, para Hy : u = 510
versus Hy : p # 510.

Solucién: (a) De los datos n = 200, X = 500 y S = 50; entonces:

X _
T=W~T5(n—1).

282



PRUEBAS DE HIPOTESIS

Luego, el intervalo de confianza del 95 % para u (verdadero valor de

la media) se obtiene:

X —p
Pt — <t = 0,05.
(0,025 < S(/n)-1 < 0,975)

Despejando p desde la ecuacion anterior, se obtiene:

— S — S
P(X -t —<u< X+t — ] =0,05
( 0,025\/5 o + 10,975 \/ﬁ)

) )
P <500 + t07025§\/§ <p< 500 + t079752\@) = 0,05

Como t07025(199) = —17972 y t07975(199) = 1,9727 entonces M €
(493,03; 506,97).
—1)52
(b) Recordando que Y = % ~ x?(n = 1). El intervalo para
ol

o2 con un 95 % de confianza es:

n—1)82 199 - 2500 199 - 2500
P <X§,025 < % < X(2),975> = (27 <o’ < 27>
o X0,975 X0,025

Como X3 go5 = 161,83 y X3 975 = 239,96: 0% € (2073,3; 3074,3).

(c) El contraste pedido es el test T (bilateral), con po = 510; en este

caso, se tiene que el estadistico t bajo Hy esta dado por:

500 — 510

t= O _ 2898
50(~/200) !

Luego, como || = 2,828 > tg 975 = 1,972 se rechaza Hy con un 95 %
de confianza.
. Sea la muestra aleatoria X, Xs,---,X,,, donde:

fx;(x]0) = 01 exp{—012},2 >0,

y sean Y7,Ya, -+, Y, con fy,(y) = 6z exp {02y}, y > 0. Construir

un test para probar:

Hy : 01 = 05 versus Hy : 01 # 0.
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Solucidén: Se construird un test de razén de verosimilitudes. Asi, los
estimadores de méxima verosimilitud bajo el espacio paramétrico
general, 61 y 61, y bajo el espacio paramétrico restringido por la

~

hipétesis nula 0 = 6, = 65, 0:
b= () yb= (9"

6= (m—i—n)(le -l—Zyi)*l.

~n ~m ~n~m
)\( ) 01 e "y e ™ 01 05
xr = —= = =
Y gm+ne—(m+n) gm+n
n+m

(n + my)
(f)"(?)m(n L?:%n)m*”
o)

<%) (n + m)ntm

3

Bajo el espacio paramétrico restringido por Hy : 0 = 61 = 05:
ZXi ~ Gamma(n,§) = QHZXi ~ x*(n)
ZYi ~ Gamma(m, ) = 2923@' ~x*(m).

Entonces:
_ 292)(1-(271)*1 _ z

F= 203 Y;(2m)-1 Y

~ F(2n,2m).

Se rechaza Hj para valores pequefios y grandes de F' ~ F(2n,2m),

con lo cual la region de rechazo es:

%—{xSF;v
Y

Q| &I
\%
s

o T
2

——

Ejercicios propuestos

. Considerar la siguiente hipétesis Hyp : p = 3 versus Hy : 4 < 3. La

desviacion estandar poblacional es o = 0,18. Sobre la base de una
muestra aleatoria de n = 36 se obtuvo la siguiente regién critica:
R = {X|X < 2,92}. Asumir una distribucién normal de la variable

en la poblacién.
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(a) Calcular la probabilidad de error tipo I.
(b) Calcular la probabilidad de error tipo II.

(¢) Calcular la potencia del test cuando p = 2,85.

. Sean X7, Xo,---, X, una muestra aleatoria, donde X ~ Exp(f).

Considerar la hipdtesis de interés:
Hy: B8 < By versus Hy : 8> By (Bo > 0).
(a) Considerando una probabilidad de error tipo I «, construir un
test para probar la hipétesis indicada.
(b) Calcular la potencia del test para un valor determinado de Sy.

(c) Decidir acerca de Hy : 8 < 1 versus H; : § > 1, con un ni-
vel de significaciéon de 5%, si se tiene una muestra aleatoria
XlaX27 e 7X36a con ZXI = XO'

. Sean X1, X5,--, X, una muestra aleatoria, donde X ~ Exp(a) y
sean Y1, Ys, -+, Y, una muestra aleatoria, con Y ~ Exp(f3), ambas
independientes. Construir un test para probar la hipétesis: Hy : a =

[ versus Hy : a < 3, con un nivel de confianza de 1 — pg.
. Sean X1, X»,- -+, X,, una muestra aleatoria, donde X; ~ N(u, 0?).

(a) Utilizando un nivel de significacion o = 0,05, desarrollar la
hipétesis Hy : = 0 versus Hy : > 0.
(b) Determinar un valor minimo de n necesario para asegurar una

potencia de al menos 0,80 cuando p = 1.

. Sean X1, Xo,--- , X,, una muestra aleatoria, con X; ~ Bernoulli(6;),

y sean Y1,Ys, -+ Y, una muestra aleatoria, con Y; ~ Bernoulli(6s).

(a) Determinar un test estadistico apropiado y la regién critica aso-

ciada a la siguiente hipdtesis estadistica (con a = 0,05):
Hy : 01 = 09 versus Hy : 05 > 0.

(b) Asumiendo que a = 0,05 y utilizando el test desarrollado en (a),
obtener el valor de minimo de n para asegurar una potencia del

test de al menos un 90 %.
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Las variables aleatorias Y7,Ys, - ,Y,, son independientes, con fun-

cién de densidad:

1
fly:) = exp {_Bmyi}’ y; > 0, x; constantes positivas , 3 > 0.
1

B
Construir un test de razén de verosimilitudes para: Hy : = 50
versus H; : 3 # 50.

Sean Y7,Ys,---,Y, una muestra aleatoria, con Y; ~ N(3,?%). Se
tiene la hipotesis Hy : 8 = 1 versus Hy : 8 # 1. Construir un test

de razén de verosimilitudes para la hipdtesis mencionada.

Sean Y7,Ys,---,Y, una muestra aleatoria con Y; ~ N(u,uf3). Se

tienen las hipdtesis compuestas:

Hy:B8=1versus Hy : 8 # 1.

Construir el test de razén de verosimilitud para la hipétesis y co-

mentar como usar este test para aceptar o rechazar Hy.

Se desea comparar las tasas de empleo de Temuco y Concepcién. Pa-
ra ello, se tomaron 2 muestras aleatorias de 100 personas en Temuco
v 100 en Concepcién. A partir de la muestra tomada en Temuco se
encontré que 35 personas estaban desempleadas, mientras que en

Concepcién 17 estaban sin empleo.
(a) Determinar la regién critica para las hipétesis:
Ho:p1 =ps versus Hj:pi > po,

donde p; es la proporcién de desempleo en Temuco y py es la

proporcién de desempleo en Concepcion. Utilizar o = 0,05.

(b) Utilizando la informacién de la muestra, dar conclusiones de los

resultados encontrados.

Un banco desea comparar las medias de los saldos de tarjetas de
crédito internacionales de dos sucursales. Muestras aleatorias de

clientes en ambas sucursales dieron como resultado lo siguiente:
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» Sucursal 1: ny = 32, X = US 500, S; = US 150.
» Sucursal 2: ny = 36, Y = US 375, Sy = US 130.

Asumiendo que ambas poblaciones son normales e independientes y

que las varianzas son iguales pero desconocidas, se pide:

(a) Construir un test para probar si la media de los saldos de tarjetas
de crédito es mayor en la sucursal 1 (H;). Construir la regién
critica (usar a = 0,05).

(b) Calcular la potencia del test, si la diferencia de ambas medias

poblacionales es igual a 50 ddlares.

Se desean comparar la capacidad para frenado de automéviles de dos
marcas. Muestras aleatorias de 31 vehiculos de cada marca fueron
probadas. La medida usada fue la distancia requerida para detenerse
cuando se aplica el freno a una velocidad de 90 km/h. Las medias y

varianzas muestrales fueron:

» Marca 1: X; = 118, S? = 102.
= Marca 2: X, = 109, S2 = 87.

Suponiendo que la distancia de frenado tiene distribuciéon normal y

que ambas poblaciones tienen la misma varianza:

(a) Determinar si existe evidencia para concluir que la distancia

para detenerse es diferente para las dos marcas de automéviles.

(b) Encontrar un intervalo de confianza para la varianza comun a

ambas poblaciones.

En cierto dia se cambia el aceite lubricante en una maquina de avién;
el nuevo aceite contiene 30 ppm de plomo. Después de 25 horas de
vuelo, se sacan 11 muestras pequenas de aceite y se queman en un
espectrémetro para determinar el nivel de contaminacién de plomo

presente. Las lecturas observadas en el espectrometro fueron de:

34,9 374 40,1 392 344 251
40,7 34,5 30,6 33,2 34,0.
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Plantear y probar las siguientes hipétesis:

(a) El contenido medio de plomo es de 30 ppm.

(b) La desviacién estdndar es a lo més de 4 ppm.

Una empresa compra lingotes de acero a una sidertirgica, exigiendo
en las especificaciones que el peso medio sea de 100 kg con una des-
viacién estandar de 4 kg. Al recibir una partida grande de lingotes,
se toma una muestra al azar de 25 lingotes y se aceptard la partida

si el peso medio observado es superior o igual a 98 kg. Determinar:

(a) El nivel de significacién («) que implica el criterio utilizado.

(b) La probabilidad de error tipo II si la verdadera media es de 97
kg.
(c) La regién critica, para un nivel de significacién a = 0,04, una

muestra de tamano 16 y la hipdtesis alternativa p < 100.

Se estd interesado en comparar la resistencia a la tension de dos
tipos de acero producidos por una empresa siderturgica. Para este
efecto, se consideran muestras de tamano 40 y 32, para los tipos 1

y 2, cuyas medias fueron 18,12 y 16,87 kg/cm?, respectivamente.
(a) Si 0? = 1,6 y 03 = 1,4, determinar si hay diferencias en la
resistencia media para estos tipos de acero. Usar o = 0,01.

(b) Determinar la probabilidad de error tipo II si 1 — po = 1.

(c) Para un nivel de significacién @ = 0,05 y 8 = 0,1 cuando p1 —

pe = 1. Si ny = 40, determinar el valor de ns.

(d) Recalcular (a) sabiendo que s1 = 1,6 y so = 1,4.

La cantidad de nicotina contenida en cigarrillos de cierta marca sigue
una distribucién normal. Se seleccionan al azar 6 de estos cigarrillos,
se mide el contenido de nicotina en mg y se registran los siguientes

valores:
20,2 19,8 18,0 17,2 18,3 188.
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(a) Determinar si la cantidad promedio de nicotina en estos cigarri-

llos es superior a 18 mg.

(b) Sien (a) el valor critico de la media es de 18,5. Determinar el

error tipo I y tipo II si la verdadera media es de 18,3 mg.

En un estudio sobre enfermedades infantiles, se desea investigar si la
incidencia de casos de contaminacién por parasitos es afectada por
la edad. Dos grupos de nifios, con edades de 2 a 4 afios (grupo 1) y
de 7 a 9 anos (grupo 2) fueron escogidos para ser examinados por

ocurrencia de parasitos. Los datos se presentan a continuacién:

Grupo Muestra Proporcién con parasitosis
Grupo 1 120 0,083
Grupo 2 260 0,104

(a) Proponer un test de hipdtesis para saber si los dos rangos de
edades tienen el mismo comportamiento en cuanto a la inciden-

cia de la enfermedad.
(b) Construir el test propuesto, determinando la regién critica.

(¢) Decidir acerca de la hipdtesis propuesta, con un nivel de con-
fianza del 95 %. Interpretar.

Para determinar el nivel de tensién ocasionada por los exdmenes
escolares, 12 estudiantes fueron escogidos y se les midi6 la pulsacién
antes (A) y después (D) del examen. A continuacién, se presentan

los datos obtenidos por cada estudiante:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A8 78 8 93 76 80 82 77 91 74 76 79
D|8 8 79 88 7 8 74 71 78 73 76 71

Construir el test, para un nivel de significacién del 1%, para ver si
existe mayor tensién (mayor pulsacién) antes de la realizacién de los

examenes. Indicar los supuestos necesarios.
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18. Sean X, X5, -+ ,X,, e Y7,Y5,---,Y,, muestras aleatorias indepen-
dientes, donde la distribucién de la variables aleatorias es X; ~
Poisson(A) e Y; ~ Poisson(A(1 — 6)). Construir un test de razén de
verosimilitud para las hipdtesis:

(a) Hy: (2) = (gg) versus Hj : (;‘) # (2‘(‘)’)
(b) Ho: X =0 versus Hy : X # 0.
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Capitulo 7

Tépicos complementarios

A continuacién, se presentan tépicos denominados complementarios, pues
se extienden mas alla del tradicional curso de inferencia estadistica, aun-
que buena parte de la teoria necesaria para su desarrollo ya fue abordada
en los capitulos anteriores. En este capitulo, se exponen los fundamentos
de las técnicas de analisis de datos utilizadas cominmente.

Los tépicos tienen amplia aplicacién préactica y son: correlacién, regre-

sién lineal simple y anélisis de varianza (anova).

7.1. Correlacién lineal

La correlacion lineal es un método que se utiliza cuando se busca deter-
minar la asociacién entre dos variables cuantitativas. Tal como se dijo
en el capitulo en que se traté el tema de la correlacién lineal (véase la
definicién 4.7, para observaciones poblacionales en ese caso), esta es una
medida de relacién lineal entre dos variables en que, para el caso de datos
muestrales, la expresién que determina el coeficiente 7 es la siguiente:

Sy (@i —T)(yi — 7) _ Say ' (7.1)

VS @ — P i =9 \/See Sy

Este valor r es el coeficiente de correlacién muestral, entonces interesa

r

saber si esto también ocurre en la poblacién. Es decir, si estas dos variables
bajo investigacién son realmente correlacionadas (lo cual ocurrird si p #

0), lo que implica que la hipétesis sea: Hy : p =0y Hy : p # 0. Para esta
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hipotesis el estadistico de prueba es:

[n—2
TQ =T m7 (72)

donde la variable aleatoria T' ~ TS(n — 2). Como la prueba es de dos
colas, se rechazara Hy si [Ty| > T1—«.

En esta subseccién es indistinto usar X o Y para las variables que
se desea correlacionar. Sin embargo, en la subseccion siguiente se buscara
establecer una relacion de causalidad, es decir, cuantificar cuél es el cambio
observado en una de las variables cuando se cambian los valores de la otra;
en tal caso, la variable que produce el cambio es X y la variable en la que

se observa el cambio es Y.

Ejemplo 7.1 En una regién ganadera de Chile, el ganado alimentado con
un determinado tipo de pasto tiene una ganancia de peso mayor a lo
usual. Estudios de laboratorio detectaron una sustancia en el pasto y se
quiere verificar si ella puede ser utilizada para mejorar la ganancia de
peso de los bovinos. Para el estudio fueron escogidas 15 reces de la misma
raza y edad, y cada animal recibié una determinada concentracién de la
sustancia (medida en mg/1). La ganancia de peso (en kg) después de 30

dias fue registrada y es la siguiente:

Concentracion 0,2 0,5 0,6 0,7 1,0 1,5 2,0 2,5
Ganancia 9,4 11,4 12,3 10,2 11,9 13,6 14,2 16,2
Concentracion 3,0 3,5 4,0 4.5 5,0 5,5 6,0
Ganancia 16,2 17,7 18,8 19,9 22,5 24,7 23,1

Solucién: En la tabla de datos se puede notar que, a medida que
aumenta la concentracion de la sustancia, aumenta la ganancia de peso.
Ademas, al graficar estas dos variables en un sistema cartesiano, consi-
derando cada observacion de concentracién de la sustancia y ganancia de
peso como un par ordenado (z,y), como se aprecia en la figura 7.1, la
relacién que se establece entre las variables se ajusta a una relacién lineal
o de variacién constante.

Segun la expresién 7.1, el coeficiente de correlacién lineal entre con-
centracién de la sustancia (X) y ganancia de peso (Y) es r = 0,985.

Posteriormente, la prueba de hipdtesis para determinar si esta relacién es
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Figura 7.1: Ganancia de peso y concentracién de sustancia
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Fuente: elaboracién propia.

significativa mediante el cdlculo del estadistico de prueba (segin la expre-
sién 7.2) es Ty = 20,36 > Tp 975, €l cual lleva a rechazar Hy, lo que implica
que el coeficiente de correlacién en la poblacién es distinto de cero; por lo
tanto, las variables estan relacionadas significativamente.

Finalmente, ndtese que en el gréafico los puntos tienden a alinearse
sobre una recta, cuya inclinacién (pendiente) refleja el signo positivo del

coeficiente de correlacién calculado. O

7.2. Regresion lineal simple (RLS)

El método de la correlacién entre variables cuantitativas, se utiliza cuan-
do se busca establecer la asociacién entre las variables (que no requiere
proponer una dependencia entre estas). Para establecer una relacién de
dependencia entre las variables ya correlacionadas linealmente y cuantifi-

car el efecto que tendria un cambio en la variable independiente (causa del
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efecto) en otra variable (dependiente), el método que se utiliza se llama
regresién lineal.

En el caso en estudio, la relacién de dependencia entre dos variables
se llama regresion lineal simple (RLS) y, en caso de agregar més de una
variable independiente, se habla de regresidn lineal miltiple (RLM). Para
establecer una relacién de dependencia entre dos variables de tipo cuan-
titativas y utilizar el método de RLS, se requiere que se cumplan ciertos
supuestos, que consisten en que graficamente la asociacién entre las varia-
bles sea lineal y de variabilidad constante sin patrén de comportamiento.

La definicién matematica del modelo de RLS, en términos generales y

considerando un conjunto de valores (X;,Y;), i =1,2,--- ,n, es:
Y = g(Xi) + €.

Es decir, el comportamiento de Y; es explicado por X, a través de la
funcién g(X;), y por €. Se pueden utilizar varias opciones para la funcién

g(X;), pero la que define la RLS es:
9(Xi) = a + BX;.

Ademas, los supuestos antes descritos se traducenen €;,7 = 1,2,--- ,n,

son independientes y ¢; ~ N(0,02). De esta forma, se tendra que:
Y; ~ N(a+ Bx;,0%), i=1,2,--- ,n.

En regresion lineal, a la variable Y; se la llama wvariable respuesta o
dependiente, mientras que a la variable X;, variable independiente, ex-
plicativa o covariable. Los parametros de interés son « y [, pues tienen
interpretaciones que son muy ttiles en la préactica; en efecto, el pardmetro
a es el valor esperado para Y; cuando X; es igual a cero.

Para la interpretacién del parametro (3, se consideran dos valores para
X, dados por x y su sucesor x+1 y, siendo E(Y;|X; = z) el valor esperado

de Y;, cuando X; = x. Entonces:
EY;|X;=z+1)=a+B(z+1)=(a+pzx)+8=EY|X; =z)+ 3.
Luego, despejando :

B =EY|X; =z+1) - E(Y;|X; = z).
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De la tultima expresion, se tiene que [ representa el cambio esperado
en la variable respuesta, cuando la covariable crece en una unidad. Esto
nos entrega una idea respecto de la intensidad con la cual la covariable

actua en la variable respuesta.

Estimacion de parametros de RLS

Estos valores o y  corresponden a pardmetros (valores establecidos en la
poblacién), por lo que se requiere estimar sobre la base de una muestra
aleatoria para tener una interpretacién de ellos. Como Y = a + X,
entonces, si se usan los estimadores de a y 3, se tendra la recta ajustada
dada por:

~

Y =a+5BX;.

Propiedad 7.1 Los estimadores de los pardmetros de la recta de regresién

se calculan usando el método de minimos cuadrados, con lo cual se obtiene:

a=Y — pBz.
3 X mYi—naY (@ - ) (Yi—Y) _ Say
Z?:l xz2 —na? Z?:l (xl - j)2 S .

Demostracién: Segun el método de estimacién planteado, la funcién

que hay que minimizar es:

(yi — a — Bx;)*.

-

QlenB) = 3 (vi - E(Y;)? =

i=1

Realizando las derivadas parciales de la funcién @ respecto de a y
B, igualando a cero ambas expresiones resultantes y resolviendo el siste-
ma de ecuaciones, se obtienen los valores estimados para los parametros.

Por su parte, la equivalencia dada para 3 se obtiene considerando que

X (@i —2) =0y que:

1=
|
I
g
6
!
\ifl
o
!
|
1=
h
@

MY —nzY =Y (z; - 2)(Y; - Y)
1=1

Il
—
<
Il
—
|
=

%

(z; — 2)Y;.

Il

s
Il
—
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Graficamente, la recta resultante al considerar los estimadores ante-
riores: §; = @ + Bx; representa la mejor recta para mostrar la asociacién

entre las variables X e Y sobre la base de la muestra aleatoria.

Ejemplo 7.2 A partir del ejemplo 7.1, se propone cuantificar el efecto
que tiene la concentraciéon de sustancia en el pasto en la ganancia de peso
mediante el método de RLS.

Solucién: Para responder a este problema, se requiere calcular los
estimadores de los pardmetros que definen el modelo de asociacién de RLS.
Posteriormente, la interpretacién de los mismos nos ayudarda a responder
la pregunta.

En efecto, para obtener el ajuste de RLS, el calculo de los estimadores
de o y 5 se hard mediante el resultado dado por la propiedad 7.1. Los
datos obtenidos del ejemplo son:

n=15; > @y; = 785,55; Y af = 163,39; T =270; § = 16,14.
i=1 =1

Luego, los estimadores de o y 8 son:
=955y 3 =244.

Por lo tanto, la recta de regresién ajustada es:
Ui = 9,55 + 244 z;.

El gréafico de la recta ajustada se observa en la figura 7.2, que mues-
tra que la recta representa los puntos correspondientes a los datos. La
interpretacién de los parametros estimados es:

(@) La ganancia de peso esperada para los bovinos que no reciben
sustancia, es decir, X = 0, es de 9,55 kg; por otra parte:

(8) El aumento en un 1 mg/l en la concentracién de la sustancia

implica una ganancia de peso esperada de 2,44 kg. O

Ejercicio propuesto 7.1 Demostrar los siguientes resultados acerca de los

estimadores de minimos cuadrados de o y 8 (segun la propiedad 7.1):

(1) Son estimadores insesgados.
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Figura 7.2: Grafico de concentracién y ganancia de peso, con linea de regresién

()

dad 7.1. En (3), para calcular la covarianza entre Y y E, definir ¢; = &

30

N
wv

N
o

=
o

Ganancia de peso (kg)
=
(9]

0 1 2 3 4 5 6 7
Concentracién (mg/I)

Fuente: elaboracién propia.

La varianza de ambos estd dada, respectivamente, por:

Var[a] = (22(5?@2 y Var[g] = ﬁ.

Estos estimadores estan correlacionados, a menos que = = 0, en efecto:

—xXo

X (i — 1)

Si e; ~ N(0,02), entonces B sigue una distribucién normal (bajo e

Cov(&, B) =

—_—

mismo supuesto y bajo la misma manera, se puede mostrar que &

sigue una distribucién normal).

S? = ﬁ (Y; — Y)? es un estimador insesgado para o2 y "7_2252 ~

x*(n —2).

Indicaciones: En (2), utilizar la segunda expresién para B de la propie-

_ Zi—Z

xx

y utilizar el resultado del ejercicio 7 (seccién 6.10, capitulo 4). En (4),

definir ¢; como en (3) y utilizar la funcién generadora de momentos.
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Pruebas de hipétesis para los parametros de RLS

Segun el modelo de RLS, para que la variable independiente tenga in-
fluencia en la dependiente tiene que cumplirse que § sea distinto de cero.

De este analisis surge la principal prueba de hipdtesis:
Hy: =0 versus Hy : 8 #0. (7.3)

El estadistico de prueba asociado a esta hipdtesis se obtiene por:

~ 2 A—
NG o) =2 =L N,
TT SUmz
n72SZ~X2(n72) con S§% = ! Z(Yf}_/)z
o? ’ n—2 ’ '

Con estos resultados, el estadistico de prueba corresponde a:
T‘H()—To— ﬁ ﬂ ~TSTL—2
S\/g L S

Con lo cual se rechazard Hy si |To| > T1- 2.

También, utilizando las mismas consideraciones, es posible identificar
un estadistico de prueba para la hipdtesis referida al pardametro «, Hy :
a=0y H;:«a+#0, el cual corresponde a:

A~ A~

T|Hy = Ty = =2 &~ TS(n—2).
Yl z7
S nsxa‘ S nSa‘a‘

Ejemplo 7.3 Considerando el ejemplo 7.2, en el cual se establecio el efecto
de la concentracién de sustancia (X) en la ganancia de peso (Y') ajustan-
do una recta de regresion. Para verificar la evidencia estadistica de la
regresion, se realiza la prueba de hipdtesis dada en la expresion 7.3.
Para obtener el estadistico de prueba, se mostrara la obtenciéon de los

resultados necesarios en la tabla de datos:

i T Yi (Vi =V)? (x;,—3)°
1 02 94 0,41 6,25
2 05 114 0,40 484
306 123 1,65 4,41
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4 07 102 1,12 4,00
5 1 11,9 0,01 2,89
6 15 13,6 0,15 1,44
7 2 142 0,05 0,49
8 25 16,2 0,30 0,04
9 3 16,2 0,45 0,09
10 35 17,7 0,15 0,64
11 4 188 0,26 1,69
12 45 199 0,40 3,24
13 5 225 0,56 5,29
14 55 24,7 2,99 7,84
15 6 23,1 1,19 10,89
Total 40,5 2421 10,09 54,04

Con estos resultados, se tiene que: S? = 0,78 y Sy, = 54,04; ademss,
se sabe que B\ = 2,44. Luego, Ty = 20,33 > Ty 975 = 2,160, con lo cual se
rechaza Hy con un nivel de confianza del 95 %, por lo que se concluye que
la concentracién de la sustancia afecta significativamente la ganancia de

peso de los bovinos. O

Observacién 7.1 Intervalo de confianza de (1 — pg)100% para o y 8:
Basandose en el estadistico de prueba T y siguiendo el método da-
do en el capitulo 5, se puede obtener un intervalo de confianza para los
parametros de la recta de regresion lineal simple, bajo un nivel de confian-
za de (1 — pp)100% (con 0 < pg < 1). En efecto, el pivote corresponde al
estadistico utilizado para la prueba de hipdtesis a la que se hace referencia;

con esto, los intervalos estan dados por:

2 2

N 2 x?
a€|a—t_rS 2 Lo+t _r S 2 !
z nSze 2 N Sze

1

S ~ 1
56(6—1?1;7205 >6+t1—p705 g )

Ejemplo 7.4 Los siguientes datos corresponden a dos variables X e Y or-
ganizados como pares ordenados (z,y): (—2,0), (—1,0),(0,1),(1,1), (2, 3).
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Considerando esta informacién:
(a) Ajustar la recta de regresién con el método de minimos cuadrados.

(b) Determinar la varianza de los estimadores obtenidos en (a) y la cova-

rianza entre estos.

(c) Estimar la varianza o2.

(d) Determinar si los datos presentan evidencia suficiente para decir que

la pendiente difiere de 0 (usar un nivel de significancia de 0,05).
(e) Obtener un intervalo de confianza del 95 % para « y 8.

Solucién: (a) Para ajustar la recta, hay que obtener los estimadores
de a y (; segin la propiedad 7.1, se necesitan obtener algunas funciones

de la muestra, las que se presentan a continuacién ordenando los datos en

una tabla:
T Yi ZiYi @
-2 0 0 4
-1 0 0 1
0 1 0 0
1 1 1
2 3 6 4
Yri=0 Yyi=5 Ywmyi=7 dai=
Conesto,a:% 10O—IyB:—0 0,7. Esdecir,)’}:1+077-Xi.
(b) Var[a] = %0 , Var[ﬂ] = 1—10 ov(Q, B) = 0; este tltimo resulta-

do es debido a que Y x; = 0.

2

(c) Para estimar o se necesitan conocer algunos resultados: > y? = 11,

Syy = ny —ng? =11—5-12 = 6,0, con lo cual se tiene que el estimador
de 02 es: )

—(6,0—-0,7-7) = 0,367.

5_2( I’ ? ) ?

(d) La prueba que se pide hace referencia a la hipétesis Hy : 8 = 0 ver-

% =

sus Hy : f # 0. Con los resultados de los puntos anteriores, el estadistico

de prueba es: R
B = Bo 0,7—-0
Ty = = = 3,65.
O o /1 0,606,/0,10

Sea
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Por su parte, to.975(3) = 3,182, el cual es inferior a Ty, por lo que se
rechaza H, es decir, hay evidencia suficiente para decir que la pendiente
difiere de 0.

(e) Los intervalos de confianza corresponden, respectivamente, a:

a: 1,0 £ 3,182 - 0,6064/0,20 = « € (0,090; 1,310).

B: 0,7 £ 3,182 - 0,6064/0,10 = S € (0,138;1,862). O

7.3. Andlisis de varianza (anova)

Este tipo de problemas, en términos generales, son una extensiéon del pro-
blema estudiado en el capitulo 6 sobre comparacién de muestras indepen-
dientes (seccién 6.6), cuando la comparacién es de dos o méds muestras
independientes. Para la aplicaciéon del método, se define una variable Y
en la que se estudian los cambios que son atribuibles a una variable X
cualitativa con més de dos categorias, llamada factor.

Al proponer que hay diferencias en Y dadas por el factor X, se entiende
que cada categoria del factor define una poblacién desde la cual provie-
nen las observaciones Y, de tal manera que puede escribirse Y;;, donde %
corresponde a cada uno de los sujetos y j a cada una de las poblaciones
o grupos dados por X.

La hipotesis del investigador corresponde a diferencias entre los grupos
(al menos uno presenta diferencias respecto a los otros grupos), por lo
que la hipdtesis nula es que los grupos no presentan diferencias en la
mediciones de la variable aleatoria Y, lo cual se puede expresar en funciéon

de la media poblacional:

Ho i =po == pp, y

H; : por lo menos una de las medias u; es diferente de las demas.

Ejemplo 7.5 Una gran empresa estd interesada en elevar la produccién,
para lo cual desea implementar un sistema de incentivos destinado a sus
operarios. La experiencia de otras empresas similares muestra que hay 5
tipos de incentivos que han presentado los mejores resultados en cuanto
a elevar la produccién. Los incentivos o recompensas son: dinero, cambio
de turno (o de departamento), descanso remunerado, mds tiempo para el

café y una recompensa SOTpresa.
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Los profesionales a cargo de la implementacién han decidido probar
cudl de estos incentivos se adapta mejor a las condiciones de la empresa
pensando en el objetivo final: elevar la produccién, para lo cual han rea-
lizado un diseno experimental que consiste en asignar aleatoriamente a
10 empleados cada incentivo durante una semana, prometiéndoles las re-
compensas antes senaladas si aumentan la produccién; por su parte, para
medir el aumento en el volumen de produccién, se considera la diferencia
entre la produccién durante la semana del experimento y la produccién
promedio por semana durante el mes anterior de cada uno de los emplea-
dos de la muestra.

Finalizado el tiempo definido por el experimento, se recoge la informa-
cién sobre la produccién. Los resultados que se observan en la figura 7.3
indican, efectivamente, que hay diferencias en la produccién con las dis-
tintas recompensas: las recompensas 1 y 2 (dinero y cambio de turno o

departamento) son las que generan mayor aumento de la produccién.

Figura 7.3: Estadisticos descriptivos para produccién por tipo de incentivo

n  Media D.E.
10 68.9 8.57
10 50.7 4.92

10 28.8 4.87 H m
10 18.3 3.97 W W
} 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5

T = W N =

10 18.1 4.12

Incentivo o Recompensa

Fuente: elaboracién propia.

El problema que se presenta a continuacién es determinar si las dife-
rencias observadas en los datos descriptivos son significativas al nivel de
confianza establecido por la empresa.

Plantear una prueba de hipétesis resuelve este dltimo problema, pues
permite probar si la diferencia observada mediante el promedio es signifi-
cativa. La hipotesis nula es que los 5 incentivos generan la misma produc-
cién y la hipdtesis alternativa es que al menos 1 de los incentivos genera
una produccién distinta.

En efecto, sean las muestras aleatorias Y1, Yo, -+ , Yy;, 5 = 1,2, 3,4, 5,
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donde las 5 muestras son independientes, con Y;; ~ N (uj,af), con ¢ =

1,2,--- ,n para j = 1,2,3,4,5, entonces la hipétesis es:

Ho:py = p2 = p3 = pig = s

(7.4)
Hy:py # py paraalgin k #1,1 < k,1 <5.

Finalmente, para la soluciéon del problema se requiere un método que

permita construir el test para las hipdtesis propuestas. O

La construccion del test de hipdtesis definido anteriormente requiere
aplicar un método conocido como andlisis de varianza de un factor, donde
el factor corresponde a la variable X (en el caso del problema citado son

los grupos definidos por cada uno de los incentivos).

Definicién 7.1 El andlisis de varianza (anova) consiste en la descomposi-
cién de las observaciones Y;; (i es el indicador de sujetos y j es el indicador
de los grupos) en contribuciones de diferentes fuentes. Se pueden expresar

las observaciones en funcién de:
Y;Jj :Y'i_(}?j _Y)—i_(yvij_}?j)a 1= 1727"' , 1, j: 1727"' 7k' (75)

Noétese que cada uno de los k grupos tiene n; sujetos, es decir, n =
ny+ -+ ng.

La expresién 7.5 senala que cada observacién se puede descomponer

en tres fuentes identificables:
Y : el promedio general.

Y; - Y : la diferencia entre el promedio del grupo y el general
(variabilidad intergrupos).
Yi; — }7] . la diferencia entre cada observacién y el promedio del

grupo correspondiente (variabilidad intragrupo).
Ademas, de la expresién 7.5 se puede obtener otra expresién sobre la

base de la cual se realiza la prueba de hipétesis, esta es:
Y=Y =(Y; = Y) + (Y - Y)).
Elevando al cuadrado y aplicando doble sumatoria, se obtiene:

11:1

S
||
M-

i Ms

j=1l¢=1 7
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La expresién anterior se escribe utilizando siglas, estas son:
SCT = SCTr+ SCE.

Donde SCT': suma de cuadrados total, SCTr: suma de cuadrados del
tratamiento (atribuible al factor) y SCE: suma de cuadrados del error
(atribuible a diferencias naturales entre sujetos dentro de un grupo). Estos
resultados se organizan en una tabla llamada tabla de andlisis de varianza,

que se compone de la siguiente manera:

Fuente de variacion SC Gl CM
Tratamiento SCTr k—1 CMTr=SCTr/(k—-1)
Error SCE n—k CME=SCE/(n—k)
Total SCT n-1

Luego, el estadistico de prueba para la hipétesis de comparacion de
medias se obtiene desde la distribuciéon F de Fisher, el cual es:

CMTr

CMFE

Con lo cual se rechaza Hy si Fy > F1_o(k—1,n—k).

Fp = ~F(k—1,n—k).

Ejemplo 7.6 Para la situacién en estudio (ejemplo 7.5), construir la tabla
de andlisis de varianza considerando los datos obtenidos que se presentan

a continuacién para cada incentivo o recompensa:

Recompensa Observaciones (produccién)
1 76 70 59 77 59 69 80 78 61 60
2 52 52 43 48 43 56 52 53 58 50
3 37 26 28 38 25 30 28 25 26 25
4 19 21 16 23 23 23 14 15 13 16
5 11 15 23 15 25 18 20 18 20 16

Solucion: Los célculos necesarios para completar la tabla de andlisis

de varianza son:

k ny

E onj
ZZ Y -¥)"=201805 y D) (Vi - ;)" = 13132,
j=1i=1

j=1li=1

Con estos resultados se obtiene la tabla de anélisis de varianza:
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Fuente de variacién SC Gl CM Fy
Tratamiento 20180.5 4 5045.1 172.90
Error 1313.2 45 29.2

Total 21493.6 49

Si @ = 0,05 (nivel de confianza del 95%), entonces Fjg5(4,45) =
2,58 < Fy = 172,90, por lo que se rechaza Hy, es decir, con los datos
entregados se puede concluir que las recompensas tienen diferentes efectos

en la produccién. O

Extensién: comparaciones a posteriori

Luego de aplicar la técnica de anélisis de varianza de un factor, se obtiene
la definicién acerca de si los grupos tienen efectos diferentes en la variable
de interés. En caso de rechazar la hipétesis nula, se llega a la conclusién
de que efectivamente se observa un efecto diferente en la variable de in-
terés, entonces surge la pregunta acerca de cudl o cudles grupos que estan
produciendo tal diferencia.

Para ayudar a responder esa pregunta, estan los test llamados com-
paraciones a posteriori, pues se aplican una vez que se conoce que hay
diferencias entre grupos por la prueba anova de un factor. A continua-
cidn, se presentan dos técnicas para realizar pruebas a posteriori: método

de Tukey y método de Bonferroni.

Método de Tukey

Este método se basa en comparar las diferencias (de a pares) entre las
medias de cada grupo y un estadistico llamado DH S, que se calcula fijan-
do un nivel de significacién y el cuadrado medio del tratamiento (CME
en la tabla de andlisis de varianza). El criterio es: cada diferencia que
supere a DH S indica que son significativamente distintos los grupos; en
caso contrario, se dice que no hay evidencia suficiente para senalar que
los grupos son significativamente distintos.

En el calculo de DH S interviene una variable aleatoria llamada rango

estudentizado, que se denota con ¢(r,v) y cuya distribucién se encuentra
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tabulada para distintos valores de r y v. La expresion para DHS es:

1 2-CMFE

DHS =qo(k—1,n—k) - — -
V2 n;

Nétese que se aplica cuando los grupos tienen igual tamano n; (o

parecido).

Ejemplo 7.7 A partir del ejemplo 7.6, se determinara cudl de las recom-
pensas ofrece un efecto distinto del resto, es decir, la recompensa que
ofrece significativamente mayor produccién.
Solucién: Para resolver este problema se utilizara el método de Tukey,
comenzando por obtener DHS con o = 0,01:
1 2-29,18

DHS = 4.45) - — A | —— = .
S = qo,01(4,45) NG 10 6,87

Las diferencias de medias entre pares de grupos son:

Y, Yy Yy Y;
Vi | 182 40,7 512 514

Yy 21,0 324 32,6
Ys 10,5 10,7
Y, 0,2

Al realizar la comparacién con DH S, se observa que la tnica diferencia
de grupos que no lo supera es entre los grupos 4 y 5, es decir, que las
recompensas 4 y 5 ofrecen efectos similares en la produccién, mientras
que las demés recompensas ofrecen efectos distintos entre si, con un nivel

de significacion de 0,01. O

Intervalos multiples t de Bonferroni

Este método consiste en construir intervalos de confianza para las diferen-
cias de pares de grupos fi; — jt;, con 1 —a de nivel de confianza, utilizando

la distribucién t-Student. Cada intervalo de confianza es:

_ _ 1 1
Yi—intlrﬁn(n—k‘)-\/CME <+>

T; n;
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En la expresiéon anterior, m representa la cantidad de intervalos de
confianza simultdneos y los indices ¢ y j corresponden a los grupos, es
decir, 1 <4,j < k, con i # j. Ademas, la expresiéon que genera los limites
inferior y superior de los intervalos se denomina error de estimacion.

Para decidir se evalta si el intervalo obtenido contiene el valor 0. Si es
asi, entonces esos grupos no presentan diferencias significativas; en caso

contrario, se dird que los grupos son significativamente distintos.

Ejemplo 7.8 Para el ejemplo 7.6 se desea determinar cudl de las recom-
pensas ofrece un efecto distinto del resto, esta vez aplicando el método de

los intervalos multiples de Bonferroni.

Solucién: Para utilizar el método de intervalos muiltiples t de Bonfe-
rroni, se tiene que m = 10, luego se requiere construir esta cantidad de
intervalos y si @ = 0,05, se tiene que tg 9975(45) = 3,1513, con lo cual se

tiene que el error de estimacion, FFE, es:

11
EE =31513-,/2918 [ — + — | = 7,613.
3,1513 \/9,8<10+10> 7,613

Diferencia de medias FEFE  Intervalo de confianza
1 — o 18,2 + 7,613 10,587 25,813
W1 — 3 40,7 + 7,613 33,087 48,313
1 — fhg 51,2 + 7,613 43,587 58,813
W1 — s 51,4 + 7,613 43,787 59,013
o — 43 21,9 + 7,613 14,287 29,513
Lo — fig 32,4 + 7,613 24,787 40,013
Lo — s 32,6 + 7,613 24,987 40,213
3 — fig 10,5 + 7,613 2,887 18,113
U3 — s 10,7 + 7,613 3,087 18,313
ha — s 0,2 + 7,613 —7,413 7,813

Con esto, se obtiene que la tinica comparacién que no ofrece diferencias
significativas es la de los grupos 4 y 5, es decir, las recompensas 4 y 5 son

las Unicas que no generan diferencias en la produccién. O
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7.4. Asociacion entre variables cualitativas

Otra de las posibilidades en el estudio de la asociacién entre variables
estd dada por dos variables de tipo cualitativo con r y s categorias de
respuesta. Teniendo como hipétesis de investigacién que las variables se
encuentran relacionadas o no son independientes.

Para contextualizar, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.9 Se cree que hay relacién entre los resultados obtenidos por
los estudiantes de ensenanza media en las asignaturas de Matematicas y
de Fisica. Para comprobarlo, se revisé el rendimiento de 528 estudiantes
y se categorizd el rendimiento en bajo, medio o alto; luego se tiene el
resultado para los estudiantes en las dos variables ya definidas. Para este
problema, describir las variables y definir la hipotesis.

Solucion: Las variables involucradas, ambas cualitativas, son rendi-
miento en Matemdticas (bajo, medio o alto) y rendimiento en Fisica (bajo,
medio o alto). Segin los logros observados en los 528 estudiantes, cada uno
se clasific6 en alguna de las nueve combinaciones posibles de acuerdo con
las categorias conjuntas de ambas variables. Por su parte, como el estudio
es de relacién, la hipdtesis es:

Hy: El rendimiento en ambas asignaturas es independiente.

H,: Existe relacién en el rendimiento de ambas asignaturas. O
En general, el experimento consiste en ensayos que cumplen con:

(1) Se realizan n ensayos idénticos (n corresponde al tamano de muestra).

(2) El resultado de cada ensayo corresponde a una de k celdas dadas por

todas las combinaciones posibles en las categorias de ambas variables.

(3) La probabilidad de que un solo ensayo se corresponda con una celda
particular es p;;, donde (4, ) representa la celda, i = 1,2,---,r ¥y

7 =1,2,--+ 5. Luego se observa que:
P11 +pi2+ -+ Prs :ZZpij =1L

(4) Los ensayos son independientes.
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(5) Las cantidades n;; representan el nimero de ensayos que se corres-

ponden con la celda (i, 7). N6tese también que:
ny1 +nNig+ -+ npg = ZZTLU =n.

Este tipo de experientos genera resultados que pueden organizarse en
una tabla de contingencia o tabla de doble entrada, tal como se presenta

a continuacion:

Variable 2
Variable 1 Cat. 1 Cat. 2 Cat. s Total fila
Cat. 1 nii ni2 Nis Z nis
Cat. 2 nai n22 Nas Z no;
Cat. r N1 T2 Trs > noi
Total columna Y ni1 Y1 D Mis n
’I’Lij

Observar que p;; =

2 corresponde a la probabilidad de ocurrencia

del evento de la celda ij.

Ejemplo 7.10 Del ejemplo 7.9, se tiene que al realizar la clasificacion de

acuerdo con el experimento descrito se han obtenido los siguientes resul-

tados:
Matematica
Fisica Al Medio Bajo Total
Alto 56 71 12 139
Medio 47 163 38 248
Bajo 14 42 85 141
Total 117 276 135 528

Identificar en la tabla los elementos descritos anteriormente y graficar
aportando evidencia a la hipdtesis planteada.
Solucién: En este caso, r = s =3y k=r-s=9,n = 528. Ademis,

se tiene que, por ejemplo, pag = % = 0,0795. O

Noétese que, si las variables son independientes, entonces se espera que
la probabilidad de ocurrencia de la celda 75 corresponda al producto entre

el total de la fila y el total de la columna respectiva. Luego, bajo el mismo

309



PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

supuesto de que se cumpla la hipdtesis nula, el niimero esperado de ensayos
correspondientes a la celda 75 es:
ani Znisn_znri'znis

n

n n
_ Total fila - Total columna

Elni;] =(pri - pis)n =

Total general

Con esto, se tendrd que el estadistico de prueba estd dado por:

2 v v (ny — Elngl)?
@ = ;; Bl (7.6)
donde Q2 ~ %((r — 1)(s — 1)).

Para la demostraciéon de la expresion 7.6 y la distribucién respecti-
va, se utiliza la distribucién binomial y su aproximacion a la distribucion
normal estandar a través del teorema central del limite. Recuérdese que
la distribucién normal estdndar se puede transformar en una distribu-
cién chi-cuadrado. Para detalles sobre esta demostracién, véase Dennis D.
Wackerly, William Mendenhall, Richard L. Scheaffer y Jorge H. Mufioz.
Estadistica matemdtica con aplicaciones. Thomson, 2002.

El criterio de rechazo establece que se rechaza H para valores grandes

de Q2. Es decir, basandose en un nivel de significancia o, se rechazara H,

- M2 2
si QF = Xi_a-

Ejemplo 7.11 A partir del ejemplo 7.10, probar si la relacién entre el

rendimiento en Matematicas y Fisica es estadisticamente significativa.
Solucion: Para esta hipdtesis, el estadistico de prueba corresponde a la

expresion 7.6, para lo cual se requiere obtener las frecuencias esperadas, las

cuales se incorporan en la tabla de contingencia siguiente (en paréntesis).

Matematicas
Fisica Alto Medio Bajo Total
Alto 56 (30,80) 71 (72,66) 12 (35,54) 139
Medio 47 (54,95) 163 (129,64) 38 (63,41) 248
Bajo 14 (31,24) 42 (73,70) 85 (36,05) 141
Total 117 276 135 528

A partir de estos resultados, Q2 = 145,78 y, por otra parte, x2(4) =

13,28, por lo que se rechaza Hy y se concluye que las variables estan
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relacionadas, es decir, el rendimiento en Matemaéticas y en Fisica no es

independiente. O

7.5. Ejercicios resueltos

1. En un intento por mejorar la calidad de las cintas de grabacion, se
les aplican diferentes tinturas a iguales tipos de dispositivos (cintas).
Se desea saber si los niveles de distorsiéon son independientes o no
segun el color de la cinta (4 tipos de tintura: A, B, C y D); para

esto, se dispone de las siguientes mediciones.

Color Niveles de distorsién

A 10 15 8 12 15

B 14 18 21 15

C 17 16 14 15 17 17 18
D 12 15 17 15 16 15

Solucién: Nétese que los tipos de tintura o color definen grupos
para los cuales se cuenta con las mediciones del nivel de distorsién;

segin lo que se pide, se pueden plantear las hipdtesis:
Hy: Los niveles de distorsion son iguales entre los distintos colores.
H;: Los niveles de distorsion son diferentes entre los colores.

Para comparar los grupos se puede utilizar el promedio (Z) y la

desviacién estandar (5):

Color N Promedio (Z) D.E. (5)
A 5 12,0 3,1
B 4 17,0 3,2
c 7 16,3 1,4
D 6 15,0 1,7
Total 22 15,1 2.8

A partir de la tabla y el grafico anteriores, se observa que efectiva-
mente hay evidencia de diferencia en los niveles de distorsién para

las distintas tinturas (colores). Se verd ahora si estas diferencias
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Figura 7.4: Gréfico para el nivel de distorsién segun color de la tintura

A B c D

Fuente: elaboracién propia.

son significativas, para lo cual se expresan las hipdtesis utilizando

parametros estadisticos:
Ho:pa=pp=pc=ppy Hi:p; = pu;, para algin i # j.

En este caso, se utiliza el anova, de lo que resulta:

Tratamiento Error Total

SC (gl) 724 (3) 934 (18) 1658 (21)

Con lo cual el estadistico de prueba es Fy = 4,65 > Fp 95(3,18) =
3,16, por lo tanto, se rechaza Hy, es decir, hay evidencia significativa

de que hay diferencia entre los distintos tipos de tintura (colores).

7 j ®i—%; FEFE; 1C:Lim. inf. IC: Lim. sup.
A B -500 1,53 -9,53 -0,47
A C 429 1,33 -8,24 -0,33
C D -300 1,38 7,09 1,09
B C 0,71 1,43 -3,52 4,94
B D 2,00 1,47 -2,36 6,36
C D 129 127 2,47 5,04

Desde la tabla se observa que hay diferencias significativas entre las
tinturas A y B y entre A y C, siendo A la que presenta niveles
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menores de distorsién. Entonces, si hay que elegir entre estas tres
opciones, la elegida seria la A. Por su parte, las otras opciones no
presentan diferencias significativas, por lo que, al elegir entre estas
otras combinaciones, las alternativas producirian resultados simila-

res.

. Un fabricante de particulas de madera para la construccién esta
interesado en la resistencia de las particulas como una funcién de la
temperatura de coccién. A partir de los datos obtenidos al realizar

el experimento (en la tabla siguiente), resolver los puntos que se

senalan.
Temperatura (C°) Resistencias
40 66,30 64,84 64,36
45 69,70 66,26 72,06
50 73,23 71,40 68,85
55 75,72 72,57 76,64
60 78,87 77,37 75,94
65 78,82 77,13 77,09

(a) Realizar el diagrama de dispersién para encontrar evidencia des-

criptiva del problema.

(b) Plantear la relacién mediante un esquema de regresién lineal

simple y encontrar los estimadores.

(c) Obtener el estadistico de prueba Tp, a partir del cual obtener el
valor-p para decidir sobre la hipdtesis de interés de la relacion

planteada en el problema.

(d) Interpretar el pardmetro 8 en funcién del problema.

Solucion: El problema asocia dos variables cuantitativas, que son
la temperatura y la resistencia; ademés, pide ajustar un modelo de
regresion lineal para X: temperatura e Y: resistencia de las particu-

las.

(a) El diagrama de dispersién de la figura 7.5 muestra una asociacién
lineal entre las variables. En efecto, a medida que aumenta la tem-

peratura lo hace también la resistencia de las particulas. Ademads,
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el coeficiente de correlacion es rxy = 0,924, el que indica que exis-
te una asociacidon entre las variables, relacién que es significativa
(Th = 9,69, p < 0,001).

Figura 7.5: Gréfico de dispersién de la temperatura y las resistencias

85

80

000
®

75

L 2
L
L

70 ®

Resistencias

65 ( ]
60
55

35 40 45 50 55 60 65 70

Temperatura (°C)

Fuente: elaboracién propia.

(b) El modelo tedrico es Y = a+PX; realizando el ajuste de minimos
cuadrados se obtiene: ¥ = 454+ 0,52 - X (a = 45,4y B = 5,52).

(c) La hip6tesis de interés es Hy : 8 =0y Hy : B # 0, para la cual
To = 6,38 > T 95(16) = 2,12; por lo tanto, se rechaza Hy.

(d) Por cada grado centigrado que aumenta la temperatura, la re-

sistencia aumenta en 0,52 unidades.

. Un estudio sobre la relacién entre el contenido de violencia de los
programas de televisién y la edad de los espectadores arrojé los
resultados que aparecen en la tabla siguiente; el estudio incluyé a
81 personas (clasificadas como espectadores de programas de alto

contenido de violencia o de bajo contenido de violencia).

Edad (en afios cumplidos)

Contenido de violencia
16-34 35-54 55 0 més

Bajo 8 12 21

Alto 18 15 7
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(a) Plantear la hipGtesis.
(b) Entregar evidencia descriptiva sobre la hipétesis.

(¢) Determinar si la evidencia es significativa.

Solucién: (a) La hipdtesis en este caso es: Hy: la edad y el tipo de
programa de preferencia son independientes y Hq: la edad y el tipo
de programa de preferencia no son independientes (estan asociados).

Por tanto, se trata de una asociacion entre dos variables cualitativas.

(b) E1 69 % de las personas de entre 16 y 34 anos prefiere peliculas
con alto contenido de violencia, mientras que solo el 25% de las
personas de 55 o més anos prefiere este tipo de peliculas, por lo que

esta evidencia apunta a que las variables no son independientes.

(c) Para determinar si la evidencia es significativa, se planteard el
test de hipdtesis de (a). Para calcular el estadistico de prueba @y,

se requiere obtener las frecuencias esperadas:

Edad: 16-34 Edad: 35-54 Edad: 55 o mas Total
Bajo 8 (13,2) 12 (13,7) 21 (14,2) 41
Alto 18 (12,8) 15 (13,3) 7 (13,8) 40
Total 26 27 28 81
Luego, Q2 = w +--- M =11,17 > X(2),95(2) =

13,2 13,8
5,99, por lo que se rechaza Hy, es decir, existe evidencia significativa

de asociacién (no son independientes) entre las variables.

7.6. Ejercicios propuestos

1. Un estudio desea evaluar el efecto de un determinado entrenamiento
en el tiempo de reacciéon de atletas sometidos a un cierto estimulo.
El entrenamiento consiste en la repeticion de un movimiento y es
utilizada una muestra de 37 atletas. Para cada atleta se asigna un
cierto ntimero de repeticiones (X) y, entonces, se mide el tiempo de

reaccién (Y') en milisegundos. Una recta de regresién mediante el
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método de minimos cuadrados se ajusta a los datos y se obtiene la
ecuacion:

7i=805—-090x;, i=1,2---,37T.
Interpretar las estimaciones de (a) a y (b) 8.

. Para verificar el efecto de la una variable X sobre la variable Y, se
realiza un experimento que resulta en los pares (z;,y;) siguientes:
(3;13,3), (7;24,3), (5;15,9), (2;12,8), (7;29,5), (3;14,5), (5;23,3),
(8;32,6), (2;12,0) y (1;4,6):

(a) Obtener la recta ajustada.

(b) Construir el diagrama de dispersién basdndose en los pares de

valores entregados.

(c) Basdndose solo en el gréfico, indicar si el ajuste es el adecuado.

. Un estudio busca determinar el efecto de la obesidad en la presién
sanguinea. Para esto, se registran los pesos de 6 individuos y se
construye la variable X, que representa la razén entre los pesos
reales y el ideal. Estudios realizados con anterioridad muestran que
el método de regresion lineal simple es adecuado para esta situacion.

Los datos obtenidos son:

Razon (X) 123 142 135 1,67 1,65 1,56
Presién sistélica (Y) | 129 130 133 139 136 134

a) Ajustar la recta: y = o + 8d, donde d = x — 7.

(c

(d) ¢{Cudl es la presidn sistolica esperada para individuos con razén

(a)

(b) Verificar si el pardmetro g es estadisticamente significativo.
) ¢ Cuadl es la interpretacién para « en la recta obtenida en (a)?
)

de pesos real/ideal igual a 1,257

. La cantidad de lluvia es un factor importante en la productividad
agricola. Para medir ese efecto, se regista el indice pluviométrico
(luvia en mm) y la produccién (en ton) del tltimo afio en ocho

regiones productoras de soya.
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Lluvia 120 140 122 150 115 190 130 118

Producciéon | 40 46 45 37 25 54 33 30

(a)

(b)
()

Graficar identificando la relacién entre las variables. Calcular el
coeficiente de correlacion y realizar la prueba para la verdadera

correlacién entre las variables.
Ajustar la recta de regresiéon. Interpretar el pardmetro 5.

Utilizando el resultado de (b), encontrar la produccién esperada

para una region con indice pluviométrico igual a 160 mm.

. Un estudio desea determinar la influencia que tiene el peso de naci-

miento (en oz) en el incremento del peso entre los dias 70 y 100 de

vida (expresado como la tasa respecto del peso de nacimiento), para

lo cual se cuenta con informacién de 12 nifos (tabla siguiente).

. Se

Peso de nacimiento | 112 111 107 119 92 80

Tasa de incremento | 63 66 72 52 75 118

Peso de nacimiento 81 84 118 106 103

Tasa de incremento | 120 114 42 72 90

Identificar las variables (independiente y dependiente).

Graficar, identificando los pares (z,y) segin las variables del

problema, para definir el tipo de relacién.

Calcular el coeficiente de correlacion y probar si en la poblacion

las variables estan correlacionadas.
Ajustar la recta de regresién lineal simple para el problema.

Por ejemplo, si para un nino el peso de nacimiento es de 95 oz,
predecir cudl podria ser su tasa de crecimiento entre los dias 70
y 100 de vida.

desea determinar si la edad puede afectar la presién sistdlica de

la sangre (en mmHg) en mujeres. Para esto, se recoge informacién

de

15 personas.
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Edad 42 46 42 71 80 74 70 80 85
Presion | 130 115 148 100 156 162 151 156 162
Edad 72 64 81 41 61 75
Presiéon | 158 155 160 125 150 165

problema, para definir el tipo de relacién.

las variables estan correlacionadas.

50 anos de edad.

Identificar las variables (independiente y dependiente).

Graficar, identificando los pares (z,y) segin las variables del

Calcular el coeficiente de correlacion y probar si en la poblacién

Ajustar la recta de regresién lineal simple para el problema.

Predecir cudl podria ser la presién sistélica para una mujer de

. Se realiz6 un estudio para conocer la eficiencia de una nueva vacuna

contra la gripe. Para esto, se conté con 1000 personas, de las cuales

un grupo recibié dos vacunas; otro, una vacuna, y otro grupo no

recibié ninguna vacuna. Para estas personas (todas) se registré el

estado de salud: con gripe y sin gripe. Al respecto, los investigadores

estdn interesados en saber si hay relacién entre las categorias de

vacunas (no se les aplicd vacuna o sin vacuna, una vacuna y dos

vacunas) y el estado de salud (contrajeron gripe y no contrajeron

gripe), para lo cual cuentan con la siguiente informacién que se

registra en la tabla de contingencia:

Estado Sin vacuna  Una vacuna Dos vacunas Total
Gripe 24 9 13 46

Sin gripe 289 100 565 954

Total 313 109 578 1000

(a) Plantear la hipétesis.

(b) Entregar evidencia descriptiva sobre la hipdtesis.

(c) Determinar si la evidencia es significativa.
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A. Formulas

A.1. Expresiones matematicas

1. Teorema del binomio: (a+b)" = Z (n) a'd™ ", con (n) = nil'
=\ i (n —i)ld!

1 oA« )
2. Serie geométrica: = Z ', |p| < 1.
i=0

1fp_

3. Expansién en serie de Taylor: e = Z T
!
i=0

4. Funcién gamma: I'(z) = J t* et dt, x> 0.
0

Propiedades: I' () = /m; D(z +1) = 2T'(z); T'(n) = (n—1)!, sin e IN.
1

I'(a)'(b
5. Funcién beta: B(a,b) = J’O 221 -zl de = F((C;)‘f‘(b)).
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A.2. Resumen de distribuciones continuas

(14 g+ o) (g +0)]go = [x] A

0<go<or>w>0

(g ‘o)ereg ~ x

(g +0)o=[x]a (@ 1) A = (2)f ejog
TF+Da-(F+1Dale=[x]A 0<go<®0o<z (9O)MIPM ~ X
(o+1)10=I[x]la {o(§)—}dxo . g-0=(2)f mqmLm
.m?mwé =[x]A (M39v) ¢g>x >0 (q‘D)owWIOjIU) ~ X

= =xla % = (2)f awIojIuN)

‘ug = [x] A o<u‘p<z (W)X~ Xx
u=[x]a 2 (1—1) f—}dxe  cx Tmmm@b = (z)f opeJpend-1q)

28 =Ix1A 0<gdo<z (g)dxg ~ x

¢ =Ixla g = 1) {4}t — @)y rerououodxy
.wm\dHCﬁ\w o<gdo<voipo<w (g ‘o)yemureny ~

go = [x1a o g-D  {E-fae, e (D) = @) eurures

2 =[x]A 0<0‘m>1>0— ‘0>T>0n— (2N ~ X
M=[x]g Amb%m +i® dxo Mmﬁilavﬁlwax@% = (z)f [eWLION]
ezuRLIRA A Opeiodse I0[A (D)X TINOI pepIsuep op uomunj UONALIPSI(]
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A.3. Resumen de distribuciones discretas

‘ec=9% =I[x]A T T=y Ty =1 (d‘sy)Boug ~ x
‘ee=4'y=Ixla %mwﬂv y—aPyd(1_3) = (¥)f  earyeSou [erwourg
wH&A%ID%:H [x] A (uw)urm g =2 (u‘wy)Srdig ~ X
wu=[x]a (/a3 ) (@) = (©)f  eorypwossiadiyg

m —x]A Lzy =1 (d)eortrpomiosr) ~ x°
i=Ixla 8 d_,(d—1) = (2)/ ©2LI)PW00 D)

Y =[x]A 0<Y‘--T10=2 (Y)uossiod ~ x

Y =[xlag ,MQ — “mv,«w dxoa i/, 2 = (2)f uossioq
(d—1)du = [x] A 0Z2u‘rsdsourio=2  (d'u)erwourg ~ x
du = [x]a W@ = 1)+ ,2d] eu(d—1)o4(,) = (@) f [erwourg

7 ezuelIeA A opeiodse IO[RA (MOX) NDA pepISusp op uoung UOIONLIISI(]
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B. Respuestas de los ejercicios

Capitulo 1

1. 360 360.
2. 360.

3. 36510,

4. (a) 120. (b) 20.

5. (a) 350. (b) 150. (c) 300.
6. 2880.

7. 10.

r+n—2k—1

r+n—1 n ( n—k—1 )
new (1) 0 gy 0 Sy

12. 0,0024.

13. 0,427.

14. 0,1157.

15. (a) 3. (b) 2. () Z. (d) 2.
16. .

17. 0,06.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

(@) nd ) 1—(1—2)% () 1—eL.
(a) 0,95. (b) 0,15. (c) 0,30.

(a) 0,095. (b) 0,855. (c) 0,045. (d) 0,955.

0,073.

(a) 0,260. (b) 0,462.

(a) 0,833. (b) 0,941. (c) 0,06.
0,10.

0,022.

0,720.

0,323.

Wl

(a) 0,22. (b) 0,732. (c) 0,878.

Capitulo 2

1. b) [ket + (1 —K)]™ (c) npy nk(l — k).

2.

(a) Reex = {0,1,2}. (b) p(0) = %, p(1) =
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10.

11.

14.

15.

RESPUESTAS DE EJERCICIOS

. (b) F(z)=0,siz <0; F(z) = ff—l-fff si0<z <5 F(z) =1,

50°
si > 10. (c) 3,35.

(a) 0 <z <iyb=1 (b) f(z) existe si F(z) es continua, luego
o= g.
.()F()=Osix<0;F(x)=r—2,siO <z <1 F(z) = ,si

1<z<2 F(z) =2 si2<2<3; Fz) =1, 5196/3 (b) N
se puede porque F'(x) no es continua. (c.1) 0,5, (c.2) 0,5, (c.3) 0,25,
(c.4) 0,75 y (c.5) 0,5.

= si v <k flz) = 829 Gk <z <2 (b)
PIX] - k2 y Var(X) _ Podea

(a)a=2;b=—-2(b) L. (c) Var(X) = 0,16.

(a) Mx(t) = 0,2¢ 55 40,80 (1 — (1 — a)et) " (b) Mx(t) = 2(2—
t)~1, cont < 2.

(a) Siz < -1, F(z) =0;si -1l <z <1, F(z) = 0,5(x + 1) y si
221, F(z) =1 () fry) = (247) ,0<y<1.

(a) a=2. (b) fr(t) = —-2t73,t < —1.

//\

Capitulo 3

3.

4.

10.

11.

0,034.

(2) X ~ Binomial(n = 100; p = 0,001). (b) 0,999, (c) 0,1-0,999%.
(d) 2e~2.

. (a) 0,148. (b) 0,400.

. (a) X ~ Binomial(n,p = 15). (b) 229.

ECM(Ty) = 202 ECM(Ty) = Pn=t=r it =1

El vehiculo de 1000 kg (con los otros la probabilidad de sobrepasar

el méximo es muy alta).

(a) 0,683. (b) 0,157.
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12.

13

15

16.

17

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

(a) a =3y B =2.(b) 0,062.
. (a) 0,212. (b) 403 y 162 754, respectivamente.

. Normal: y; exponencial: alog2; log-normal(pu = 0;02 = 1): 1.

(b) F(z) = 7= arctan (%) + 1. (c) La media y mediana es a.

. Exponencial: R(t) = exp {—1t}, Z(t) = 1

o’

Weibull: R(t) = exp {— (§)}, Z(t) = &t~ L.

Capitulo 4

2

15.

16.

() k= 3. (b) fx(@) = 3(2 +2% — 229, 0 <@ < 15 fr(y) = 4%,
0<y<1(c) fyx(y) = (@*+y*)(3 +2? - 32°) 1. (d) La varianza
depende de la correlacién, la cual requiere de F[XY] = %. Los demés

ejercicios se pueden obtener de los resultados anteriores.
(b) 0,155.

(d) Véase Dennis D. Wackerly, William Mendenhall, Richard L.
Scheaffer y Jorge H. Munoz. Estadistica matemdtica con aplicacio-
nes. Thomson, 2002.

Ayuda: Nétese que X | Xo ~ N(z2,23) y Xo ~ Uniforme(0, 1).

(a) oF + pf + p2. (b) exp {3}

(¢) Mx,+x,(t) = exp{t (u1 + p2) + 3t3(c% + 03)} y
X1 +X2 ~ N(/,Ll +M2,0’% +0’§).

p-

Indicacién: Definiendo v = y1 - (y1 +y2) ' y w = y2, luego la funcién

solicitada se obtiene resolviendo fy (v) = Reey JVow (U, W) dw.

17. (a) 722y (b) 2mlmine-2)

18.

20.

ng—2" ni(ne—22)(no—4)"

ny nitno
c(ny,n2)y,> 1y2 2 2exp{—%(yl + 1)}, donde ¢(n1,n2) es una

constante que depende de ny y no.

2 2
47302 exp {,Tiz (% + 212 + 2,uy2) }
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RESPUESTAS DE EJERCICIOS

Capitulo 5

1.

2.

10.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Cf= Yy d=np? (3 i)

.(a)%.()

. (a) E[T1] = X\, Var[Ty] = 2 y E[Ta] = \, Var[T3] =

a=Y+BX,f=(XVX,—aYX,) (LX) 'ys?=Y-a-jBXx.

no_ 1 | 2
91—2n1295iy92—2n22y¢~
-1

~ 2
. 0= 754-(%—74) —%Ty,dondey=%210gxi.

2y

- (a) Buv = lZ%, Bum = %3, Buc = Zzaaé’ (b) Todos los

estimadores son insesgados, Var[ﬁMv] = ﬁ—z, Var[BMM] = %27

Var[Buc] = B ey Za 5. (c) Bt aaL

=602, Var[f2] = 0,56,

— 1p2
= 12,

(a) Todos son insesgados. (b) Var[91
Var[ég] = 567, Var[§4] =0y Var[

g“ﬂ

0y m@% valor esperado y varianza,
respectivamente. (c¢) El estimador es asintéticamente insesgado y

consistente.

(n+11) A (b)

Ambos estimadores son inbebgadOb y consistentes.

(a) ki =2, ke = L. (b) Ambos estimadores son consistentes.

22X1. 2ZXL]

(a) z. (b) El estimador es consistente. (c) 0 € [x P
0,975 0,025

v _ v N 1, 1 2 _
() X =Y £ 21-95p4/77 + 55, donde 57 = gy . (b)
S2 S2
SgFliu ’ SZF%
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19. X
21.
22. o2

23.

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

+ zl,%eX oy
we (—2,1;2,85).
€ (0,031;0,22).

(a) Si, véase el teorema central del limite. (b) El intervalo de con-
fianza es: (0,038;0,166).

Capitulo 6

10.

11.

. (a) ®(—2,667); (b) B = IP<292 M0) o > 1. (c) 1 B = 3(2,333).

(@) R={X:X>LBx_.(2n)}.

(b) Potencia = P (X2 > nﬂ;lﬂoxia(Qn)), con By > Po. (c) Se re-
chaza Hy si Xo > 46,40 (resultado para x§ g50(72) = 92,81).

(X - V):V X >z (,\/ (X(le)+}7(17}7))}.

(a) R = {X X > ti—a 5:} (b) n = 02(20795 — 20720)2.
=859 (62)~ (X(1— X) + Y (1-1)).

—210g(:\) = —Zlog (50%2 %) + %Z ;g
R = {X : —2log(}) > X%,a(l)}.

= {Al2log X > x3_,(1)}, donde 2 log A = 2nlog(y) — > (y; —1)* +
v X (v —9)*

(a) R = {ﬁl _ﬁQ‘ﬁl _ﬁQ > 0510} (b) ]/)\1 _ﬁQ = 0a18 > 0,10, s€e
rechaza Hy con un 95 % de confianza, es decir, la proporcién de des-
empleados en Temuco es significativamente mayor que la de Con-

cepcion.
(a) R={X —Y >56,5}. (b) 0,43.

(a) Tp = 3,645. (b) Con a = 0,05, el IC es [68,06;140,0].
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RESPUESTAS DE EJERCICIOS

12. (a) Ty = 3,61 > to,075(10) = 2,23, se rechaza Hy. (b) x& = 12,77 >
X5.050(10) = 25,2, se rechaza H.

13. (a) 0,01. (b) 0,11. (c) R = {X|X < 98,6}.

15. (a) Test de comparacién de proporciones, Hy : p1 = py versus Hj :
p1 # p2. (b) R = {p1 — P2|p1r — P2 > 0,062 v p; — P2 < —0,062}. (c)
p1—p2 = —0,021 ¢ R, por lo que no se puede rechazar Hy, es decir,
con un nivel del 5% se concluye que la incidencia de parasitos en

los dos grupos puede ser considerada la misma.

16. Ho: up = 0 versus Hy : up > 0, Ty = 2,57 < tg,99 = 2,72, entonces

no se puede rechazar Hy.

Capitulo 7

1. (a) El tiempo de reaccién de los individuos sin entrenamiento es
de 80,50 ms. (b) Cada repeticién contribuye a reducir el tiempo de

reaccion en 0,90 ms.

2. (a) g; = 3,58+43,42 x;. (b) Graficar en plano cartesiano. (c¢) El grafico

muestra que los datos se ajustan adecuadamente a un modelo lineal.

3. (a) y; = 133,50+18,85d;. (b) Es estadisticamente significativo (95 %
de confianza). (c) Presién sistolica esperada para un individuo con
razén de pesos igual a 1,48 (que corresponde al promedio de los
datos). (d) 129,2.

4. (a) r=0,725y Ty = 2,58. (b) a = 1,553 y B = 0,274. (c) §(160) =
454,

5. (a) X: peso de nacimiento (variable independiente), Y: tasa de incre-
mento en el peso entre los dfas 70 y 100 de vida (variable dependien-

te). (b) El grafico muestra una relacién lineal inversa (a mayor peso

de nacimiento menor tasa de incremento de peso). (¢) r = —0,946
y To = —9,23. (d) o = 256,3, 8 = —1,47. (e) 90,1 % del peso de
nacimiento.
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PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

6. (a) X: edad en afios (variable independiente), Y: presién sistélica de
la sangre en mmHg (variable dependiente). (b) El grafico muestra
una relacién lineal directa (a mayor edad también es mayor la pre-
sién sistolica observada). (¢) r = 0,566 y Ty = 2,475. (d) a = 99,6,
B =10,71. (e) 135 mmHg.

7. (a) Hy: Las categorias de vacunas y el estado de salud son indepen-
dientes y Hi: Las categorias de vacunas y el estado de salud no son
independientes (estdn asociadas). (b) El 52 % de quienes no recibie-
ron vacuna contrajeron la enfermedad, mientras que solo el 28 % de
quienes recibieron dos vacunas contrajeron la enfermedad, evidencia
a favor de Hy. (c) Q% = 20,61 > x%(2) = 5,99, se rechaza H,.
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