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Introduccion

Este pequeno libro contiene los problemas del 8° Campeonato de Ma-
tematica de la Universidad de La Frontera ano 2015, junto a sus solucio-
nes, material que ponemos a disposicién de cada uno de los colegas con
la intima esperanza y pretensién de que les sirvan de ayuda y motivacién
en sus clases de matematica.

Estamos convencidos de que estudiantes entusiasmados y motivados
tendran mayor éxito, como también, pensamos que problemas no tri-
viales y que desafian el intelecto del estudiante lo ayudan a organizar,
contar, razonar, encontrar secuencias y algoritmos que le permiten en-
tender los problemas y resolverlos, y al final del proceso sentir el placer
de haber resuelto un problema novedoso, que inicialmente era un desafio.

Este libro esta dirigido especialmente a los colegas profesores de ma-
tematica de ensenanza bésica y media de la regién de La Araucania,
con el proposito de despertar el interés por la resolucion y creacién de
problemas lidicos y bonitos que motivan a nuestros estudiantes.

Quiero agradecer el importante aporte del comité académico del campeo-
nato, en la resolucion de los problemas seleccionados, debemos reconocer
también el trabajo desarrollado por el profesor José Labrin en la escritura
del texto en LaTeX.

Finalmente, es necesario destacar y reconocer el importante y decidido
apoyo que nos entrega la direccion de nuestra Universidad, sin el cual no
podriamos desarrollar este Campeonato.

Reiteramos nuestro intimo deseo de que este material sea un pequeno
aporte a los colegas en su practica diaria.

Hernan Burgos Vega

Temuco, Marzo 2016



Problemas

Estos problemas estan ordenados en orden de dificultad. Los
problemas del 1 al 66 estan orientados a ensenanza basica y los
problemas del 67 al 135 a ensenanza media.

Problema 1. Marcos tiene 9 dulces y Benjamin tiene 17 dulces. ; Cuantos
dulces necesita regalarle Benjamin a Marcos para que cada uno tenga el
mismo nuimero de dulces?

Problema 2. La mama de Verdnica comprd 2 pizzas para el cumpleanos
de su hija. La mama corté cada pizza en 8 partes, si en el cumpleanos habia
14 ninas incluyendo a Verénica. ;Cuédntas rebanadas de pizza sobran si la
madre le da un trozo de pizza a cada nina?

Problema 3. Hay 11 banderas ubicadas en linea recta a lo largo de una
pista de carrera. La primera bandera esté en la partida y la ultima en la
meta. La distancia entre cada bandera es de 8 metros. ;Cudl es la medida
de la pista?

Problema 4. Mi paraguas tiene la palabra
ANACLETO escrita en la parte interior como se
muestra en la imagen (mirando desde abajo del pa-
raguas). ;Cudl de las siguientes imagenes muestra
la parte exterior de mi paraguas (mirado desde arri-
ba del paraguas)

TS ® <7\> © 4, \“> (D) %‘& (E) \zf RN
A

Problema 5. Un barco fue atacado por piratas. Los piratas se formaron
en fila y uno por uno fueron ingresando al barco por una cuerda. El capitan




pirata estaba en el medio de la fila y en el octavo lugar desde el principio
de la fila. ; Cuantos piratas estaban en la fila?

Problema 6. Durante 3 dias Tom, el gato, estuvo cazando ratones. Cada
dia Tom cazaba 2 ratones mas de los que habia cazado en el dia anterior.
En el tercer dia Tom cazo el doble de ratones de los que cazé el primer dia.
., Cuantos ratones cazé en total Tom durante los 3 dias?

Problema 7. Ricardo y Sebastian estan construyendo un igli. Por ca-
da hora que pasa, Ricardo hace 8 ladrillos de hielo y Sebastian hace dos
ladrillos menos que Ricardo. ; Cuantos ladrillos hacen juntos en tres horas?

Problema 8. Nos fuimos a un campamento de verano ayer a las 4:32 PM
y llegamos a nuestro destino de hoy a las 6:11 AM. ; Cuanto tiempo duré el
viaje?

Problema 9. ;En cudl de las siguientes figuras se ha sombreado la mitad?

ffw‘t‘
(A) @ (B) ‘|

Problema 10. Hernan tenia 10
tiras de metal iguales. El ha for-
mado pares de tiras, creando cin-
co tiras largas. ;Qué tira es la
mas larga?

(C)

Problema 11. Si cada figura oculta un ntime- A _|— 4 = 7

ro y figuras iguales ocultan nimeros iguales

., Qué numero se oculta detras de cada figura? —|_ f L 9
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ENUNCIADOS DE LOS PROBLEMAS 3

Problema 12. Dados 9 puntos en un circu-
lo, se trazan segmentos a partir del punto 1
siempre saltando el punto vecino. Si realiza-
mos este procedimiento hasta volver al primer

~1

punto, determine por cuantos puntos pasamos
incluyendo el punto inicial.

5 1

Problema 13. Lucas tenia 7 cangumonedas de $1, 9 cangumonedas de $2
y 3 cangubilletes de $10. El fue a una tienda en la que compré una pelota
que costo $37. ;Cuédnto dinero tiene Lucas al salir de la tienda?

Problema 14. Un numero entero tiene dos digitos. El producto de los
digitos de este niimero es 15, ; Cudl es la suma de los digitos de este ntimero?

Problema 15. En la figura, vemos una is-
la con una costa muy extrana y varias ranas,
. Cuédntas ranas estan en la isla?

Problema 16. Alonso ha recortado a partir de un papel cuadriculado
la forma que se muestra en la Figura 1. Ahora él quiere recortar esta
forma en triangulos idénticos como los de la Figura 2. ; Cuantos triangulos

podra conseguir?

Figura 1 Figura 2

Problema 17. Luis tiene 7 manzanas y 2 platanos. El regala 2 manzanas
a Monica y Monica le da a cambio algunos platanos a Luis. Ahora Luis
tiene la misma cantidad de manzanas que de platanos. ; Cuantos platanos
le dio Monica a Luis?

UNIVERSIDAD DE LA FRONTERA



Problema 18. Juan construyo el cubo de la figura
usando 27 pequenos cubos que son de color blanco o
negro, de modo que siempre dos cubos pequenos que
comparten una cara tienen distinto color. ; Cuantos
cubos blancos usé Juan?

Problema 19. En una carrera de velocidad,10 participantes llegaron a
la final. Tomas super6 a 3 corredores mas de los que no lo alcanzé. jEn
qué lugar terminé Tomas?

Problema 20. Silvana tiene 4 juguetes: un autito, una muneca, una pelota
y un barco. Silvana dejara sus juguetes en una repisa, de modo que el autito
siempre esté entre el barco y el muneco. ;De cudntas maneras se pueden
ordenar los juguetes en la repisa?

Problema 21. Pedro pasea por el parque en
su bicicleta como muestra la figura, inician-
do el recorrido en el punto S y siguiendo la

direccion de la flecha. En el primer cruce se
gira a la derecha; luego, en el siguiente cru-
ce, se gira a la izquierda; luego, a la derecha;

luego, a la izquierda otra vez y asi sucesiva-
mente en ese orden, ;Por cudl de las letras
del recorrido nunca va a pasar?

Problema 22. Hay 5 chinitas. Dos chini-

tas son amigas si el nimero de manchas que

tienen difiere exactamente en una mancha.

En el Dia Canguro, cada una de las chinitas

envia a cada una de sus amigas un saludo % Q
por SMS. ;Cuantos saludos SMS fueron en- % %

viados?

Problema 23. La siguiente figura fue armada con
tres piezas idénticas. ;Cudl de las siguientes piezas
permite esto?

CAMPEONATO DE MATEMATICA
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(A) (B) (C) (D) (E)

Problema 24. En la figura se muestra 5
la red de un cubo con caras numeradas,
Sofia suma las parejas de niimeros ubica-
dos en las caras opuestas de este cubo .
., Cuales son los tres resultados obtenidos
por Sofia? 6

Problema 25. ;Cual de los siguientes niimeros no es un nimero entero ?
2012 2013 2014 2015 2016
— B) — C) — — E) —

= B (O SN
Problema 26. Un viaje desde Temuco a Valdivia pasando por la casa del
abuelo Anacleto dura 130 minutos . La parte del viaje desde Temuco a la

casa del abuelo dura 35 minutos. ;Cuanto tiempo dura la parte del viaje
desde la casa del abuelo hasta Valdivia?

(A) (D)

V
: X W, U
Problema 27. El diagrama muestra la
red de un prisma triangular. Al armar el
prisma, ;Qué arista coincide con la arista
uv?
P Q S I

R

Problema 28. Un tridngulo tiene lados de longitudes de 6, 10 y 11. Un
triangulo equilatero tiene el mismo perimetro. ;Cudl es la longitud del lado
del triangulo equilatero?

UNIVERSIDAD DE LA FRONTERA



Problema 29. Tenemos tres hojas transparentes
con los patrones mostrados en la figura. Estas so-
lamente se pueden rotar, por lo que no se pueden
voltear. Si ponemos exactamente una encima de la

otra y miramos el montén desde arriba. ;Cual es el
maximo numero posible de casillas negras visto en
el el monton?

Problema 30. Los nimeros 2, 3,5,6y 7 se escriben
en los casilleros de la cruz (ver figura), de modo
que la suma de los nimeros de la fila es igual a la
suma de los nimeros de la columna. ;Cudl de estos
nuameros puede escribirse en el casillero del centro
de la cruz?

Problema 31. Radl tiene diez cartas numeradas del 0 al 9. El distri-
buyo6 estas cartas entre tres amigos: Fernando saco 3 cartas, Gregorio, 4
cartas y Andrés, 3 cartas. Luego, Raul multiplicé los nimeros de las car-
tas que consiguié cada uno de los amigos y los resultados fueron: 0 para
Fernando, 72 para Gregorio y 90 para Andrés. ;Cual es la suma de los
nuimeros en las cartas que Fernando recibio?.

Problema 32. Tres cuerdas se ponen en el suelo
como se muestra en la figura, quedando los extre-
mos de las cuerdas alineados. Usted puede hacer
una cuerda mas grande agregando otros tres trozos
de cuerda y uniendo los extremos de estos trozos
a los trozos anteriores. ;Cudl de las cuerdas que se
muestran a continuacion le dard una cuerda mas
grande?

CAMPEONATO DE MATEMATICA
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(A)w (BJQ'\'@ (C)U w (D)U S (E)w U

® @ @ ®
Problema 33. Se tienen 16 puntos en una
hoja cuadriculada. Si de estos puntos se v * » v
eligen 4 puntos que formen un cuadrado.
(;Cu.antos cuadrados de distintas areas es ° ° ® ®
posible hacer?

& ® @ ®

Problema 34. Simo6n dibuja un tiburén, un cerdo y un rinoceronte ,y los
corta en tres piezas cada uno como se muestra en la figura. Entonces ¢l
puede hacer distintos animales mediante la combinacién de una cabeza,
un tronco y una parte inferior. ;Cuédntos animales distintos, reales o de
fantasia puede crear Simén?

Problema 35. Ana, Beto, Carlos, David y Elisa cocinan galletas durante
todo el fin de semana. Ana hizo 24 galletas; Beto, 25. Carlos, 26. David,
27; v Elisa, 28. Al terminar el fin de semana uno de ellos tenia el doble de
las galletas que tenia el dia sabado, uno 3 veces, uno 4 veces, uno 5 veces y

uno 6 veces las galletas que tenia el dia sdbado. ; Quién cocind mas galletas
el dia sabado?

UNIVERSIDAD DE LA FRONTERA



Problema 36. Samuel pinté los 9 cuadrados
con los colores negro, blanco y gris, como se

muestra en la figura. Samuel quiere volver a
pintar de manera que no queden dos cuadrados
de un mismo color con un lado comtun, ;Cuél es
la minima cantidad de cuadrados que se deben
repintar?

Problema 37. Hay 10 patas. 5 de estas patas ponen un huevo cada dia,
mientras que las otras 5 ponen un huevo dia por medio. ;Cuantos huevos
ponen las 10 patas en un plazo de 10 dias?

Problema 38. La figura muestra una tabla en
la que cada cuadrado pequeno tiene un area de 4
cm?. ;Cuél es la longitud de la linea gruesa?

19
Problema 39. ;Cudl de las siguientes fracciones es menor que 27 (A) —

B2 (= D)= (B)D

Problema 40. ;Cuanto pesa Paty?

Katy  Paty _ Katy Paty .

B -t )
! N
r .y ¢ J R oy
- - ;
v Y 3
Y | '« &

Problema 41. Alicia tiene 4 tiras de papel de la misma longitud, cada
una con una solapa de 10 cm. Ella encola 2 de estas solapas y forma una
tira de 50 cm de largo (pegando las solapas). Con las otras dos tiras de
papel, ella quiere hacer una tira de 56 cm de largo. ;Cual deberia ser el
tamano de la solapa que Alicia debe encolar?

<
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10 ¢m

10 c¢m

Problema 42. Tomas utiliza 6 cuadrados del la-
do 1 y forma la figura de la imagen. ;Cual es el
perimetro de esta figura?

Problema 43. Todos los dias, Sofia anota la fecha y calcula la suma de
los digitos escritos. Por ejemplo, el 19 de marzo, lo escribe como 19/03 y
calcula 1+ 9+ 0+ 3 = 13. ;Cudl es la suma mas grande que ella calcula
durante el ano?

Problema 44. En la calle Anacleto, hay 9 casas en una fila y al menos
una persona vive en cada casa. Cada vez que sumamos los habitantes de
dos casas vecinas obtenemos un maximo de 6 personas. ;Cual es el mayor
nimero de personas que podrian estar viviendo en la calle Anacleto?

Problema 45. Lucia y su madre nacieron en enero. El dia 19 de marzo
de 2015, Lucia suma el ano de su nacimiento con el anio de nacimiento de
su madre, con su edad y con la edad de su madre. ; Qué resultado obtiene
Lucia?

Problema 46. El 4rea de un rectangulo es 12 cm?. Las longitudes de sus

lados son numeros naturales. Entonces, el perimetro de este rectangulo
podria ser: (A)20cm  (B) 26 cm (C) 28 cm (D) 32 cm (E) 48 cm

Problema 47. En una bolsa hay 3 manzanas verdes, 5 manzanas ama-
rillas, 7 peras verdes y 2 peras amarillas. Simon saca al azar frutas de la

UNIVERSIDAD DE LA FRONTERA
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bolsa una por una. ;Cuantas frutas debe sacar con el fin de estar seguro
de que tiene al menos una manzana y una pera del mismo color?

Problema 48. En la siguiente suma, incégnitas iguales representan digitos
iguales e incégnitas distintas representan digitos distintos. ; Cudl es el digito
que esta representado por la letra X7

N[~ < <

+ Y
YARA
Problema 49. Marcela compro 3 juguetes. El primer juguete lo comproé con
la mitad de su dinero y $1 més. Para el segundo juguete Marcela pagé la
mitad del dinero restante y $2 mas. Por tltimo, para el tercer juguete Mar-

cela pagd la mitad del dinero restante y $3 méds. Si con este tercer juguete
gastd todo su dinero, determine cuanto dinero tenia inicialmente.

Problema 50. El nimero 100 se multiplica o bien por 2 o bien por 3,
entonces al resultado le suma 1 o 2, y luego el nuevo resultado se divide
ya sea por 3 o por 4 y el resultado final es un nimero natural. ;Cuadl es el
resultado final?

Problema 51. En un ntmero de 4 digitos ABC D, los digitos A, B, C, y
D estan en orden estrictamente creciente de izquierda a derecha. Con los
digitos B y D se forma un nimero de dos digitos y con los digitos A y C' se
forma un otro nimero de dos digitos. ;Cual es la mayor diferencia posible
entre el numero de dos digitos BD y el numero de dos digitos AC'?

Problema 52. Catalina escribe algunos

numeros entre 1 y 9 en cada cara de un cubo. . .
Entonces, para cada vértice, suma los nimeros B C

de las tres caras que comparten ese vértice (por

ejemplo, para el vértice B, suma los nimeros

de las caras BCDA, BAEF y BFGC). Las E H
cifras calculadas por Maria para los vértices

C, Dy E son 14, 16 y 24, respectivamente. o .

. Qué numero se agregara al vértice F'7.

CAMPEONATO DE MATEMATICA
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Problema 53. Con 4 rectangulos con-
gruentes se forma un nuevo rectangulo
como el que muestra la figura. Si la lon-
gitud del lado mas corto de este nuevo
rectangulo es 10 cm. Calcular el perime-
tro de dicho rectangulo.

10 cm

Problema 54. Cuando Simén, la ardilla, llega hasta el suelo, nunca va
mas alla de 5 metros desde el tronco de su arbol. Sin embargo, también se
mantiene al menos a 5 metros de la casa del perro. ;Cudl de las siguientes
imégenes muestra con mayor precision la forma del terreno donde Simén
podria ir?

(A) (B) (C)

NN \ \\Q'\\,
@ =& § = §\\ \ =
\

Problema 55. Un ciclista va a 5 metros por segundo. Las ruedas tienen
un perimetro de 125 cm. jCuédntas vueltas completas hace cada rueda en
5 segundos?

Problema 56. En una clase, no hay dos ninos que nacieron el mismo dia
de la semana y no hay dos ninas que nacieron en el mismo mes. Hoy, un
nino nuevo o una nina nueva se unirda a esta clase, y una de estas dos
condiciones dejara de ser cierta. A lo mas, ;Cudntos estudiantes (nifios y
ninas) habia inicialmente en la clase?

Problema 57. En la figura, el centro del cua-
drado superior esta encima del borde comtun de
los cuadrados inferiores. Cada cuadrado tiene
lados de longitud 1. ;Cudl es el area de la re-
gién sombreada?

Problema 58. Al interior de cada corchete de la siguiente igualdad

2 JofJrp s ]2l JolJr[ )]sl J2[]0[]J1[]5=0
se deben anotar signos + o — de modo que la igualdad se cumpla. ;Cual
es el menor nimero de signos + que se pueden anotar?

UNIVERSIDAD DE LA FRONTERA
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Problema 59. Durante una tormenta cayeron 15 litros de agua por metro
cuadrado cayeron. ;Cudnto aumento el nivel del agua en una piscina al
aire libre?

Problema 60. Un arbusto tiene 10 ramas. Cada rama tiene 5 hojas, o
bien, tiene sélo 2 hojas y 1 flor. ; Cudl de los siguientes niimeros podria ser
el nimero total de hojas que tiene el arbusto ?

(A) 45 (B) 39 (C) 37 (D) 31 (E) Ninguna de las anteriores.

Problema 61. El puntaje promedio de los estudiantes que rindieron un
examen de matemadtica fue de 6. Exactamente, el 60 % de los alumnos
aprobd el examen. El puntaje promedio de los estudiantes que aproba-
ron el examen fue 8. ;Cuadl es el puntaje promedio de los estudiantes que
reprobaron?

Problema 62. Una de las esquinas de un cua-
drado se pliega a su centro para formar un
pentagono irregular. Las areas del pentagono
y del cuadrado son enteros consecutivos. ;Cudl
es el area del cuadrado?

Problema 63. Raquel sumé las longitudes de tres de los lados de un
rectangulo y obtuvo 44 cm. También Lidia sumé las longitudes de tres de
los lados del mismo rectangulo y obtuvo 40 cm. ;Cual es el perimetro del
rectangulo?

Problema 64. El diagrama muestra una secuencia de tridngulos, e indica
los colores de algunos segmentos. Cada triangulo debe estar formado por
tres colores distintos, rojo, azul y verde. ;De qué color se debe pintar el
segmento x?

verde verde

azul T azul

CAMPEONATO DE MATEMATICA
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Problema 65. La profesora pregunté a cinco de sus alumnos, ;jcuantos
de los cinco habfa realizado su tarea? Alvaro dijo que ninguno, Berta di-
jo que solo una, Camilo dijo exactamente dos, Daniela dijo exactamente
tres y Eugenia dijo exactamente cuatro. La profesora sabia que aquellos
estudiantes que no habian hecho su tarea no estaban diciendo la verdad,
pero los que habian hecho su tarea estaban diciendo la verdad. ; Cuantos
de estos estudiantes habian hecho su tarea?

Problema 66. Romina quiere escribir un

numero en cada una de las siete regiones deli- 4
mitadas en el diagrama. Dos regiones son veci-

nas si comparten parte de su limite. El nimero

en cada regién corresponde a la suma de los

nimeros de sus vecinos. Romina ya ha escrito

los niimeros en dos de las regiones. ; Qué ntime-

ro debe que escribir en la regién central?

Problema 67. Cinco enteros positivos (no necesariamente todos distintos)
estan escritos en cinco cartas. Pedro calcula la suma de los nimeros en cada
par de cartas. Obtiene solo tres diferentes totales, 57, 70, y 83. ;Cual es el
mayor entero en alguna de estas cartas?

Problema 68. Un cuadrado de area 30
ecm? esta dividido en dos por una dia-
gonal, sobre esta diagonal marcamos 4
puntos generando 5 segmentos en la dia- |5 em?
gonal, a, b, ¢, d, e. Luego, construimos
tridngulos, como se muestra en la figu-
ra. ;Qué segmento de la diagonal es el
mas largo?

Problema 69. En un grupo de canguros, los dos canguros mas livianos
pesan el 25 % del peso total del grupo. Los tres canguros més pesados pesan
el 60 % del peso total. jCudntos canguros estdn en el grupo?

Problema 70. Camila puede utilizar algunos trozos de alambre de medida
lem, 2cm, 3ecm, 4cm, bem, 6cm y 7cm para hacer un cubo de alambre con

UNIVERSIDAD DE LA FRONTERA
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aristas de longitud 1 cm sin solapamientos. ;Cual es el menor ntimero de
estas piezas que puede usar?

Problema 71. En PQRS trapecio, los lados P(Q) y SR son paralelos el
1

angulo PSR = 120°y RS = SP = §PQ. ., Cudl es la medida del angulo

PQR?

Problema 72. Cinco puntos se encuentran en una linea. Alex encuentra
las distancias entre cada posible par de puntos, obteniendo las medidas 2,
5,6,8,9, k, 15,17, 20 y 22, en ese orden. ;Cudl es el valor de k7

Problema 73. Ayer anoté el niimero de teléfono de Eduardo. El nimero de
teléfono en mi nota tiene seis digitos, pero recuerdo que Eduardo, dijo que
el nimero tenia siete digitos. ;Hasta cuantos nimeros diferentes de teléfono
puedo llegar a marcar hasta lograr comunicarme con Eduardo? (Tenga en
cuenta que un numero de teléfono puede comenzar con cualquier digito,
incluyendo 0.)

Problema 74. Maria divide 2015 por 1, por 2, por 3 y asi sucesivamente,
hasta dividirlo por 1000. Ella escribe abajo el resto para cada division.
. Cudl es el mas grande de estos restos?

Problema 75. Una madre lavaba la ropa y colgaba camisetas en linea en
un cordel para tender ropa. Luego le pidié a sus hijos que colgaran un solo
calcetin entre dos camisetas. Ahora hay 29 prendas de ropa en el cordel.
., Cuantas camisetas hay?

Problema 76. La parte sombreada del cuadrado
de lado a estd delimitada por un semicirculo y
dos arcos congruentes de circulo. Calcular el area
sombreada.

Problema 77. Tres hermanas, Ana, Berta y Cindy compraron una bolsa
de 30 galletas. Ana aporté con $80 , Berta con $50 y Cindy con $20 y
se repartieron las galletas en partes iguales, 10 para cada una. ;Cuantas
galletas mas deberia haber recibido Ana si se hubiera repartido las galletas
proporcionalmente al dinero que cada una aport?

CAMPEONATO DE MATEMATICA
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Problema 78. ;Cuél es el tltimo digito del ntimero 201524-2015°4-2015' +
2015°7

Problema 79. Hay 33 ninos en una clase. Sus asignaturas favoritas son
informatica o educacion fisica. Tres de los ninos prefieren ambas asignatu-
ras. El niimero de ninos que prefieren solo la asignatura de informatica es
el doble de los que prefieren solo educacion fisica. ; Cuantos ninos prefieren
informatica?

Problema 80. El Sr. Vela compré 100 velas. El enciende una vela cada
dia hasta que se quema, el Sr. Vela siempre hace una nueva vela con la cera
de siete velas quemadas. ;Durante cuantos dias el Sr. Vela encendera una
vela completa (entera)?

Problema 81. Cada habitante del planeta Alero tiene al menos dos orejas.
Tres habitantes nombrados Imi, Dimi y Trimi se reunieron en un crater.
Imi dijo: "Puedo ver 8 orejas”. Dimi: ”"Veo 7 orejas”. Trimi: "Puedo ver
solo 5 orejas”. Si ninguno de ellos podia ver a sus propias orejas. ; Cuantas
orejas tiene Trimi?

Problema 82. Un recipiente con la forma de un prisma rectangular y cuya
base es un cuadrado de lado 10 cm, se llena con agua hasta una altura de
h cm. Un cubo sélido de 2 cm de lado se pone en el recipiente. ;Cual es el
minimo valor de A cuando el cubo es completamente sumergido en el agua?

A E g

Problema 83. El cuadrado ABC'D tiene H
area 80. Los puntos E, F,G y H estdn en
los lados del cuadrado de modo que AE =
BF =CG = DH. Si AE = 3EB, cual es

el area de la figura sombreada?

D¢ C

Problema 84. El producto de las edades (en niimeros enteros) de un padre
y un hijo es de 2015. ;Cual es la diferencia de sus edades?
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Problema 85. Cuatro pesos
a, b, c,d se colocan en una balan-

za (ver la figura). Cuando dos
de las cargas fueron intercambia-
das, la balanza cambia su posi- et

cion como se muestra en la figu-
ra. ;Qué cargas fueron intercam-
biadas?

Problema 86. Si las dos raices de la ecuacién 22 —85x+¢ = 0 son nimeros
primos. ;Cuadl es el valor de la suma de los digitos de ¢?

Problema 87. ;Cuantos nimeros enteros positivos de tres digitos existen
de modo que cualquiera de dos digitos adyacentes difieran en 3 unidades?

Problema 88. ;Cudl de los siguientes es un contraejemplo de la proposi-
cion “Si n es primo, entonces entre los nimeros n — 2 y n + 2 s6lo uno es
primo”?

A)n=11B)n=19(C)n=21(D)n=29 (E) n=237

Problema 89. La figura muestra siete regiones de-
limitadas por tres circulos. En cada regién se escri-
be un niimero. Se sabe que el niimero en cualquier
region es igual a la suma de los nuimeros de to-
das sus regiones vecinas (dos regiones son vecinas
si sus fronteras tienen més de un punto comun).
Dos de los niimeros son conocidos (ver la figura).
. Qué numero esta escrito en la region central?

Problema 90. Juan tiene 3 diccionarios diferentes y dos novelas diferentes
en un estante. ;Cuantas maneras hay para organizar los diccionarios y las
novelas si se quiere mantener los diccionarios juntos y las novelas juntas?

Problema 91. ;Cuantos nimeros de 2 digitos se pueden escribir como la
suma de exactamente seis diferentes potencias de 2 incluyendo 2°?

Problema 92. Andrea nacié en 1997, su hermana menor Carla, en el ano
2001. La diferencia de edad de las dos hermanas, en cualquier caso, es: (A)
menos de 4 afios (B) al menos 4 afios (C) exactamente 4 anos (E) no
menos de 3 anos (D) més de 4 afios

CAMPEONATO DE MATEMATICA
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Problema 93. Reduzca la expresién (a — b)° + (b — a)®.

Problema 94. Daniela dibujé un grafi-
co de barras que representa la cantidad
de las cuatro especies de arboles regis-

tradas durante una excursiéon de bio- l
logia. 3

Juan piensa que un grafico circular podria representar mejor las propor-
ciones de las diferentes especies de arboles. ; Cudl es el grafico circular mas
pertinente?

(A)@ (B)@ (C)@ (D)@ (E)@

Problema 95. Qué resultado obtenemos al dividir por 31 la suma de los
31 enteros del 2001 hasta el 2031.

Problema 96. ; Cuantas de las siguientes figuras se pueden trazar con una
linea continua sin dibujar un segmento dos veces?

Problema 97. Un pedazo cuadrado .
de papel se dobla a lo largo de las ' :
lineas de puntos, una tras otra, en |} -~ : il ks
cualquier orden o direccién. Desde la I I
pieza resultante se corta una esqui- = o o
na . Ahora el papel es desplegado.
.,Cuéntos orificios hay en el papel?

Problema 98. Tres semicirculos tie-
nen diametros que son los lados de un
triangulo rectangulo. Sus areas son X
cm?, Y ecm? y Z em? ;Cudl de los si-
guientes proposiciones es verdadera?
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Problema 99. ;Cual de las siguientes es la lista completa del niimero de
angulos agudos que un cuadrilatero convexo puede tener?

(A)0,1,2 (B)0,1,2,3 (C)0,1,2,3,4 (D)0,1,3 (E)1,2,3

Problema 100. Calcular el valor de:

/(2015 4 2015) + (2015 — 2015) + (2015 - 2015) + (2015 = 2015)

Problema 101. Determine en cuantas regiones queda dividido el plano
cartesiano al trazar el eje x y las graficas de las funciones f(z) =2 — 2%y
g(z) = 2% — 1.

Problema 102. Elsa quiere escribir un niime-
ro en cada circulo de la imagen de tal manera
que cada nimero es la suma de sus dos vecinos.
., Qué nimero debe escribir Elsa en el circulo
con el signo de interrogacion?

Problema 103. Dados cinco niimeros enteros positivos distintos a, b, ¢, d, €,
sabemos que c+e = b, a+b = dy e—d = a. ;Cual de los nimeros a, b, ¢, d, e
es el mas grande?

Problema 104. La media geométrica de un conjunto de n niimeros positi-
vos se define como la raiz n-ésima del producto de esos niimeros. La media
geométrica de un conjunto de tres ntimeros es 3 y la media geométrica
de otro conjunto de tres ntimeros es 12. ;Cual es la media geométrica del
conjunto combinado de seis ntimeros?

Problema 105. En la figura que se mues-
tra hay tres circulos concéntricos y dos
didmetros perpendiculares. Si las tres fi-
guras sombreadas tienen igual area y el
radio del circulo pequeno es uno, ;Cual es
el producto de los tres radios?
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Problema 106. Un concesionario de automoviles comproé dos autos. Ven-
di6 el primero obteniendo una ganancia del 40 % y el segundo obteniendo
una ganancia del 60 %. La ganancia obtenida por los dos coches fue del
54 %. ;Cudl es la razén de los precios pagados por el primer y el segundo
auto?

Problema 107. Vivi tiene un dado con los ntmeros 1, 2,3,4,5,6 en sus
caras. Tere tiene un dado especial con los numeros 2,2,2,5,5,5 en sus
caras. Cuando Vivi y Tere lanzan los dados el que tiene el nimero mas
grande gana. Si los dos numeros son iguales es un empate. ;Cudl es la
probabilidad de que Tere gane?

Problema 108. Hay 2015 bolitas en un cajén. Las bolitas son numeradas
del 1 al 2015. Se suman los digitos de los nimeros escritos en cada bolita.
Las bolitas en que esta suma sea la misma se pintan del mismo color y
bolitas con sumas diferentes, tienen diferentes colores. ;Cuantos colores
diferentes de bolitas hay en el cajon?

Problema 109. Para los dados estandar la su-

ma de los nimeros en las caras opuestas es 7. e \eoe
Hay dos dados idénticos como se muestran en | o |® C|l— ?
la figura. ;Qué nuimero puede estar en el lado e o

no visible?

Problema 110. La siguiente es la tabla de multiplicar de los niimeros del
1 al 10. ;Cual es la suma de los 100 productos presentes en la tabla?

x| 1 2 3 ... 10
1171 2 3 ... 10
212 4 6 ... 2
10110 20 30 ... 100

Problema 111. La curva en la figura
esta descrita por la ecuacién:

(2% + i — 22)% = 2(2® + 7).

. Cual de las lineas a, b, ¢, d representa el eje
y?
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Problema 112. Al leer las siguientes cinco declaraciones de izquierda a
derecha. ;Cuadl es la primera declaracion verdadera?

(A): (C) es verdadero. (B): (A) es verdadera. (C): (E) es falsa. (D):
(B) es falsa. (E): 1+1=2

Problema 113. ;Cuantos poligonos regulares existen tal que sus angulos
(en grados) son nimeros enteros?

Problema 114. ;Cuantos nimeros enteros de 3 digitos positivos pueden

ser representados como la suma de exactamente nueve potencias diferentes
de 27

Problema 115. Dados los
tridngulos ABC' 'y A’B'C’ con-
gruentes, se traza un segmen-
to paralelo a la base AC' que
pasa por X y un segmento pa-
ralelo a la base A'C’ que pasa
por Y. Si las areas de las re- Y

giones sombreadas son las mis-

mas y los segmentos BX y XA 4 C w c’
estan en la razén 4 : 1. jEn

qué razon estan los segmentos
BY yYA”?

Problema 116. En un tridngulo rectangulo, la bisectriz de un angulo
agudo divide el lado opuesto en segmentos de longitud 1 y 2. ;Cudl es la
longitud de la bisectriz?

Problema 117. Determine de cuantas maneras se pueden elegir los digitos
a, b, c tal que ab < bc < ¢a, donde Ty representa un nimero de decena = y
unidad y.

Problema 118. Cuando uno de los numeros 1,2,3,...,n — 1,n fue eli-
minado, la media de los numeros restantes fue 4,75. ;Qué nimero fue
eliminado?

Problema 119. Se escriben diez niimeros distintos en una pizarra. Cual-
quier numero que sea igual al producto de los otros nueve nimeros, se
subraya. ; Cuantos nimeros se pueden subrayar como maximo?.

CAMPEONATO DE MATEMATICA
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Problema 120. Varios puntos se marcan en una linea, y se trazan todos
los segmentos posibles entre parejas de estos puntos. Uno de los puntos
se encuentra en 80 de estos segmentos (no como extremo); otro punto se
encuentra en 90 de estos segmentos (no como extremo). ;Cudntos puntos
fueron marcados en la linea?.

Problema 121. ;Cuantos nimeros de dos digitos xy existen tal que al
sumarle el nimero de dos digitos yx se obtiene un multiplo de 77

Problema 122. Dado un cuadrado ABCD y un punto E al interior del
angulo CAB, se tiene que AF = BD y que BE es perpendicular a BD.
Determina la medida del angulo BAF.

D @
[ ]
E
[o]
A
A\ B
[ - o

Problema 123. Dado un cuadrilatero ABC'D con LZABC = ZADC =
90°, AB = BC y AD + DC = 20: Calcule su area.

Problema 124. De los nimeros naturales del 1 al 9 uno de ellos es borrado.
De los 8 que quedan, 2 se multiplican y los restantes 6 se suman, resultando
el producto igual a la suma. ;De cuantas maneras se puede elegir el niimero
que se borra al inicio?.

Problema 125. ;Cuantos prismas rectos con dimensiones enteras x, ,
z (r < y < z) existen, tal que el drea total es el doble de su volumen,
ignorando la unidad de medida?

Problema 126. En un cuadrildtero convexo, 3 de sus lados y la diagonal
miden 5 unidades. ;Cudntos valores enteros puede tomar el cuarto lado?

Problema 127. 51 cuervos se sientan en fila en la rama de un &arbol.
Cuando un cuervo grazna su vecino de la derecha y su vecino de la izquierda
salen volando. Cualquier cuervo que vuela regresa en 1 minuto a su lugar
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anterior y grazna de inmediato. Si el cuervo del extremo izquierdo de la
rama es el primero que grazna. ;Cuantas veces grazné el cuervo del extremo
derecho durante los primeros 60 minutos?.

1D

Problema 128. En un
Triangulo ABC, donde
/BAC = 120°, el punto
D esta ubicado en la bi-
sectriz de ZBAC, tal que
AD = AB + AC. ;Cual
es la medida del angulo

BDC?.

A a B

Problema 129. Cuatro personas A, B,C, D participan en una carrera.
Después de la carrera se afirmo lo siguiente: A llegd primero, B lleg6 ultimo,
C no llegd dltimo y D no llegd ni primero ni tltimo. Si exactamente una
de estas afirmaciones es falsa. ;Quién llegé primero en la carrera?.

Problema 130. Mi mama planté cinco claveles de cinco colores distin-
tos en cinco maceteros de la terraza, y los dejo en el siguiente orden de
izquierda a derecha: rojo, morado, blanco, amarillo y naranjo. Aparente-
mente, alguien desordeno los maceteros, pues a la izquierda florecié el clavel
blanco y en el centro estd comenzando a florecer el clavel naranjo. ;Cuédl
es la probabilidad de que al menos un clavel florezca en el lugar donde fue
plantado?.

Problema 131. Dos amigos trotan a una velocidad constante y en linea
recta entre los puntos A y B. Ellos comenzaron a trotar al mismo tiempo,
uno desde A hasta B y el otro desde B hasta A. Ellos se cruzan por
primera vez a 500 metros de distancia de A. Cuando uno de ellos llega al
otro extremo, inmediatamente regresa trotando hacia su punto de partida,
encontrandose por segunda vez a 250 metros de B. ;Cuantos metros de
distancia hay entre A y B?.
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Problema 132. Un pedn esta en un tablero de ajedrez ilimitado en todas
sus direcciones. En cada paso se mueve a una celda adyacente (no se mueve
en diagonal). ;Cudl es la probabilidad de que el peén después de 4 pasos
realizados al azar caiga de nuevo en la celda inicial?.

Problema 133. 51 cuervos se sientan en fila en la rama de un arbol. Cuan-
do un cuervo grazna su vecino de la derecha y su vecino de la izquierda
salen volando. Cualquier cuervo que vuela regresa en 1 minuto a su lugar
anterior y grazna de inmediato. Si el cuervo del extremo izquierdo de la
rama grazno primero. ;Cuantas veces en total los cuervos graznaron du-
rante la hora transcurrida después de que grazné el cuervo del extremo
izquierdo?.

Problema 134. En el rectangulo ABC D

que se muestra en la figura, M; es el pun-
to medio de DC', M, es el punto medio
de AM,, Ms es el punto medio de BMo>
y My es el punto medio de C'Mj;. Encon-
trar la razén entre el area del cuadrilate-
ro MyMsMsMy y el area del rectangulo

ABCD. A

Problema 135. 96 miembros de un club estan de pie en un circulo grande.
Empiezan diciendo los nimeros 1, 2, 3, etc., y a la vez, van dando vueltas al
circulo. Cada miembro que dice un ntimero par se sale del circulo y el resto
continida. Siguen de este modo hasta que queda s6lo uno de los miembros.
. Qué numero dijo a este miembro en la primera ronda?
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Soluciones

Problema 1. Marcos tiene 9 dulces y Benjamin tiene 17 dulces. ; Cuantos
dulces necesita regalarle Benjamin a Marcos para que cada uno tenga el
mismo numero de dulces?

Solucién:

Esto equivale a juntar los 9 + 17 = 26 dulces y repartirlos en partes
iguales, es decir, 13 dulces para cada uno, por lo tanto, Benjamin necesita
regalarle 17 — 13 = 4 dulces a Marcos.

Problema 2. La mama de Verdnica compro 2 pizzas para el cumpleanos
de su hija. La mama corté cada pizza en 8 partes, si en el cumpleanos habia
14 ninas incluyendo a Verdnica. ;Cuédntas rebanadas de pizza sobran si la
madre le da un trozo de pizza a cada nina?

Solucion:

Como la madre de Verénica obtuvo 8 trozos de cada una de los pizzas,
en total obtuvo 8 - 2 = 16 pedazos de pizzas. Como dichos trozos los
repartio entre 14 ninas, entonces sobraron 2 trozos.

Problema 3. Hay 11 banderas ubicadas en linea recta a lo largo de una
pista de carrera. La primera bandera estd en la partida y la ultima en la
meta. La distancia entre cada bandera es de 8 metros. ;Cudl es la medida
de la pista?
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Solucion:

Notemos que 11 banderas dividen la pista en 10 intervalos, por lo tanto,
la pista mide 10 - 8 = 80 metros.

Problema 4. Mi paraguas tiene la palabra
ANACLETO escrita en la parte interior como se
muestra en la imagen (mirando desde abajo del pa-
raguas). ;Cudl de las siguientes imégenes muestra
la parte exterior de mi paraguas (mirado desde arri-
ba del paraguas)?
,. A A =
&) A7 \‘*/"'T‘I“\*/ ®) S / > () {?\? (D) <§/?\} ®) ﬁ?f(ﬁ\?}

Solucion:

Notemos que al ver el paraguas desde arriba, este

tendra la apariencia que muestra la figura, donde
claramente la tinica alternativa verdadera es la (C).

Problema 5. Un barco fue atacado por piratas. Los piratas se formaron
en fila y uno por uno fueron ingresando al barco por una cuerda. El capitan
pirata estaba en el medio de la fila y en el octavo lugar desde el principio
de la fila. ;Cuantos piratas estaban en la fila?

Solucién:

Si el capitan esta en el octavo lugar, entonces hay 7 piratas delante de
¢l, y como ademaés esta en el centro de la fila, se sabe que también hay 7
piratas detras de él, por lo tanto, en la fila hay 7+ 1 + 7 = 15 piratas.

Problema 6. Durante 3 dias Tom, el gato, estuvo cazando ratones. Cada
dia Tom cazaba 2 ratones mas de los que habia cazado en el dia anterior.
En el tercer dia Tom caz6 el doble de ratones de los que cazé el primer dia.
., Cuantos ratones cazé en total Tom durante los 3 dias?
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Solucion:

Como cada dia Tom suma dos ratones mas a su caceria, en el tercer
dia Tom capturé 2 + 2 = 4 ratones mas de los que habia capturado en el
primer dia; Y como Tom el tercer dia ha cazado el doble de ratones de los
que cazo el primer dia, se deduce que el primer dia capturé 4, pues si r es
el nimero de ratones que cazo el primer dia, se tiene que r +2+2 = 2r =
r = 4.

Finalmente el primer dia cazé 4 ratones, el segundo dia caz6 4 +2 =6
ratones y el tercer dia caz6 6 + 2 = 8 ratones, por lo tanto, Tom cazd 4 +
6 + 8 = 18 ratones durante los 3 dias.

Problema 7. Ricardo y Sebastidn estdn construyendo un igli. Por ca-
da hora que pasa, Ricardo hace 8 ladrillos de hielo y Sebastian hace dos
ladrillos menos que Ricardo. ;Cuantos ladrillos hacen juntos en tres horas?

Solucion:

Ricardo en una hora hace 8 ladrillos, por lo tanto, en 3 horas hace
3-8 = 24 ladrillos. Seba en una hora hace 8 — 2 = 6 ladrillos, por lo tanto,
en 3 horas hace 3-6 = 18 ladrillos. Luego en tres horas hacen 24 + 18 = 42
ladrillos.

Problema 8. Nos fuimos a un campamento de verano ayer a las 4:32 PM
y llegamos a nuestro destino de hoy a las 6:11 AM. ;Cuénto tiempo duro el
viaje?

Solucion:

Desde las 4:32PM hasta las 5:00PM han transcurrido 28 minutos, desde
las 5:00PM hasta las 00:00 AM han transcurrido 7 horas, desde las 00:00
AM hasta las 6:11AM, han transcurrido 6 horas 11 minutos; Por lo tanto,
han transcurrido 7 4+ 6 = 13 horas con 28 4+ 11 = 39 minutos.

Problema 9. ;En cual de las siguientes figuras se ha sombreado la mitad?
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(A) (B) (C) (D) (E) @

Solucion:

Solo en la figura B se ha sombreado la mitad, en la figura A se ha

sombreado %, en la figura C' se han sombreado %, en la figura D se ha

sombreado i y en la figura F se han sombreado %

Problema 10. Hernan tenia 10
tiras de metal iguales. El ha for-
mado pares de tiras, creando cin-
co tiras largas. ;Qué tira es la
mas larga?

D000O0

O O
O O
o} O
O O
O O
O (o)
O O
O O
o] O
®) Q
O o)
(o] O

Q000000

Solucién:

La tira mas larga sera aquella en la cual queden menos orificios sobre-
puestos, es decir, la tira A.

Problema 11. Si cada figura oculta un nime- A + 4 —

ro y figuras iguales ocultan numeros iguales

., Qué numero se oculta detras de cada figura? + f L 9
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Solucion:

Como A +4 = 7, entonces A = 3. Si A = 3, tenemos en la segunda
igualdad que LJ+ 3 = 9, entonces L] = 6.

Problema 12. Dados 9 puntos en un circu-
lo, se trazan segmentos a partir del punto 1
siempre saltando el punto vecino. Si realiza-
mos este procedimiento hasta volver al primer
punto, determine por cuantos puntos pasamos
incluyendo el punto inicial.

Solucion:

Como se trata de saltarnos un punto, si comenzamos por el punto 1,
trazamos el segmento hasta el punto 3, luego, hasta el punto 5; luego, al 7
y al 9; pero de este modo no hemos llegado hasta el punto 1, por lo tanto,
seguimos el trazado hasta el punto 2, luego, hasta el punto 4; luego, al 6
y al 8, terminando el trazado en el punto 1. Es decir, pasamos por los 9
puntos del circulo.

Problema 13. Lucas tenia 7 cangumonedas de $1, 9 cangumonedas de $2
y 3 cangubilletes de $10. El fue a una tienda en la que compré una pelota
que cost6 $37. ;Cuédnto dinero tiene Lucas al salir de la tienda?

Solucion:

Como tenia 7 cangumonedas de $1, 9 cangumonedas de $2 y 3 cangu-
billetes de $10, Lucas tenia 7 + 18 + 30 = 55 pesos. Como él compro una
pelota en $37, entonces al salir de la tienda Lucas tiene 55 — 37 = 18 pesos.

Problema 14. Un numero entero tiene dos digitos. El producto de los
digitos de este nimero es 15, ; Cudl es la suma de los digitos de este ntimero?
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Solucion:

Notemos que la descomposicion 15 es 15 =53, 0 15 = 15 -1, por lo
tanto, los digitos de dicho niimero son 5 y 3 cuya suma es 8.

Problema 15. En la figura, vemos una is-
la con una costa muy extrana y varias ranas,
. Cuéantas ranas estan en la isla?

Solucion:

Para visualizar de mejor manera cuantas ranas
hay en la isla, vamos a sombrear la isla. De este
modo, nos damos cuenta que hay 6 ranas en la
isla.

Problema 16. Alonso ha recortado a partir de un papel cuadriculado
la forma que se muestra en la Figura 1. Ahora él quiere recortar esta
forma en tridngulos idénticos como los de la Figura 2. ; Cuantos triangulos
podra conseguir?

A

Figura 1 Figura 2
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Solucion:

Observemos que el triangulo de la Figura 2 es la cuarta parte
de cuadrado de lado 2, el cual nos ayuda a completar la figura.

Luego podemos rellenar la figura con tres

cuadrados que equivalen a 3-4 = 12 tridngu-
los, pudiendo aun rellenar la figura con dos
tridngulos a la izquierda y un tridngulo a la
derecha. Finalmente, a partir de la figura se
pueden obtener 12 + 2 + 1 = 15 tridngulos
como los de la Figura 2.

Problema 17. Luis tiene 7 manzanas y 2 platanos. El regala 2 manzanas
a Monica y Moénica le da a cambio algunos platanos a Luis. Ahora Luis
tiene la misma cantidad de manzanas que de platanos. ; Cuantos platanos
le dio Ménica a Luis?

Solucién:

Luis tiene 7 manzanas y 2 platanos. Cuando le da 2 manzanas a Méni-
ca, queda con 5 manzanas y 2 platanos. Como Luis ahora tiene la misma
cantidad de manzanas que de platanos, entonces tiene 5 platanos, por con-
siguiente, Ménica le dio 5 — 2 = 3 platanos.

Problema 18. Juan construyo6 el cubo de la figura
usando 27 pequenos cubos que son de color blanco o
negro, de modo que siempre dos cubos pequenos que
comparten una cara tienen distinto color. ; Cuantos
cubos blancos us6 Juan?

Solucién:

Para contar de la cantidad de cubos blancos que us6é Juan dibujaremos
la seccién frontal, media y trasera del cubo, obteniendo 4 + 5 + 4 = 13
cubos blancos.
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Problema 19. En una carrera de velocidad,10 participantes llegaron a
la final. Tomas super6 a 3 corredores mas de los que no lo alcanzé. jEn
qué lugar terminé Tomas?

Solucién:

Notemos que los corredores que Toméas no alcanzo y los corredores que
Tomés si alcanzé suman un total de 9 corredores, pues ¢l no cuenta. Como
Tomas superd a 3 corredores mas de los que no lo alcanzé, entonces Tomas
superé a 6 corredores y no pudo alcanzar a 3 corredores, terminando en
cuarto lugar.

Usando ecuaciones se tiene: Sea x la cantidad de corredores a los que
Tomés no pudo alcanzar, como Tomas superd a 3 corredores méas de los
que no lo alcanzd, entonces Toméas superd a x + 3 participantes, luego:

r+r+3=9—2r=6—2x=3

Problema 20. Silvana tiene 4 juguetes: un autito, una muneca, una pelota
y un barco. Silvana dejara sus juguetes en una repisa, de modo que el autito
siempre esté entre el barco y el muneco. ;De cudntas maneras se pueden
ordenar los juguetes en la repisa?

Solucion:

Como Silvana quiere que el autito (A) siempre esté entre el barco (B) y
el munieco (M), entonces, las tinicas dos posibles posiciones para ellos tres
son:
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BAM MAB

Por lo tanto, en cada uno de estos casos la pelota (P) puede ubicarse o
a la izquierda o a la derecha. Luego, las posibles posiciones son:

BAM — P P — BAM MAB — P P—-MAB

Finalmente, hemos encontrado 4 formas de ordenar los juguetes en la
repisa.

Problema 21. Pedro pasea por el parque en
su bicicleta como muestra la figura, inician-
do el recorrido en el punto S y siguiendo la
direccion de la flecha. En el primer cruce se
gira a la derecha; luego, en el siguiente cru-
ce, se gira a la izquierda; luego, a la derecha;

luego, a la izquierda otra vez y asi sucesiva-
mente en ese orden, ;Por cual de las letras
del recorrido nunca va a pasar?

Solucién:

Siguiendo el recorrido enunciado, Pedro
siempre pasara solo por el camino sombrea-
do, por lo tanto, Pedro nunca pasara por la
letra D.

Problema 22. Hay 5 chinitas. Dos chini-
tas son amigas si el nimero de manchas que
tienen difiere exactamente en una mancha.

En el Dia Canguro, cada una de las chinitas
envia a cada una de sus amigas un saludo % %
por SMS. ;Cuantos saludos SMS fueron en- % %

viados?
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Solucion:

La chinita de 2 manchas envia 2 SMS, uno a cada chinita de 3 manchas.

Las chinitas de 3 manchas envian 1 SMS cada una, a la chinita de 2
manchas.

La chinitas de 5 manchas envia 1 SMS, a la chinita de 6 manchas.

La chinitas de 6 manchas envia 1 SMS, a la chinita de 5 manchas.

En total se envian 2+ 2+ 1+ 1 = 6 sms.

Problema 23. La siguiente figura fue armada con
tres piezas idénticas. ;Cudl de las siguientes piezas
permite esto?

(A) (B) (C) (D) (E)

Solucion:

Solo la pieza A permite armar la figura, como se
muestra a continuacién. Se deja abierto al lector el
comprobar que las otras piezas no permiten armar
la figura.
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Problema 24. En la figura se muestra 5
la red de un cubo con caras numeradas,
Sofia suma las parejas de nimeros ubica-
dos en las caras opuestas de este cubo .
.Cudles son los tres resultados obtenidos
por Sofia? 6

Solucion:

= / Al armar el cubo las caras que quedan opues-

1—> 3 tas son las caras 1y 3, 2y 4, 5y 6, donde
6 1+3=4,24+4=06,54+6 = 11. Finalmente
los tres resultados obtenidos por Sofia son 4,

T 6y 11.

2

Problema 25. ;Cudl de los siguientes niimeros no es un ntimero entero ?

2012 2013 2014 2015 2016

A) — B) — C) — D) — BE) —
A5 B=2 (O DT (B

2012

Notemos que 2012 es par, por lo tanto, es divisible por 2, luego es

entero. Los digitos de 2013 suman 6, por lo tanto, es divisible por 3, luego
2013

es entero. El nimero 2015 termina en 5, por lo tanto, es divisible

3
por 5, luego es entero. Los digitos de 2016 suman 9 (multiplo de 3),
2016
ademads, es par, por consiguiente, es divisible por 6; luego, es entero.
2014

Por tltimo, 2014 +-4 = 1007+ 2 y 1007 no es par, luego, no es entero.
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Problema 26. Un viaje desde Temuco a Valdivia pasando por la casa del
abuelo Anacleto dura 130 minutos . La parte del viaje desde Temuco a la
casa del abuelo dura 35 minutos. ;Cuanto tiempo dura la parte del viaje
desde la casa del abuelo hasta Valdivia?

Solucion:

Claramente, el tiempo que dura la parte del viaje desde la casa del
abuelo hasta Valdivia, es la diferencia entre el tiempo total y el tiempo que
ya recorrio, es decir 130 — 35 = 95 minutos.

V
Y X W U
Problema 27. El diagrama muestra la
red de un prisma triangular. Al armar el
prisma, ;Qué arista coincide con la arista
uv?
P Q S T

Solucion:

Al plegar la red, comenzamos uniendo el lado UT con Y P; luego, en la
parte superior se une el punto V' con el punto X, obligando a que coincidan
los lados XW con WV y los lados Y X con VU.

Problema 28. Un tridangulo tiene lados de longitudes de 6, 10 y 11. Un
triangulo equilatero tiene el mismo perimetro. ;Cual es la longitud del lado
del tridangulo equilatero?

Solucion:
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El perimetro del triangulo dado es 6 + 10 + 11 = 27, por lo que el
perimetro del triangulo equilatero también es 27. Luego, como este tiene
todos sus lados iguales, la longitud del lado es 27 + 3 = 9 unidades.

Problema 29. Tenemos tres hojas transparentes
con los patrones mostrados en la figura. Estas so-
lamente se pueden rotar, por lo que no se pueden
voltear. Si ponemos exactamente una encima de la
otra y miramos el montén desde arriba. ;Cuadl es el
maximo numero posible de casillas negras visto en
el el montén?

Solucién:

Utilizando las dos primeras hojas, el
arreglo 6ptimo seria girar en sentido an-
tihorario la segunda figura en 90° y su-
perponer estas dos hojas, de modo que
se vean 7 casillas negras tal como se
muestra en la figura. Ahora, con la ter-
cera hoja intentaremos llenar las casillas
que aun siguen transparentes, pero, solo
se puede cubrir una de ellas, alcanzando
un maximo de 8 casillas negras.
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Problema 30. Los nimeros 2, 3,5,6y 7 se escriben
en los casilleros de la cruz (ver figura), de modo
que la suma de los nimeros de la fila es igual a la
suma de los nimeros de la columna. ;Cudl de estos
nuameros puede escribirse en el casillero del centro
de la cruz?

Solucién:

Notemos que 2+ 3+5+6+4+7 = 23, y 23 es impar. Sea S la suma de los
nimeros de la columna, la que es igual la suma de los ntimeros de la fila,
por lo tanto, al sumar el resultado de la columna con el resultado de la fila
obtenemos 2S5. Notemos que en 25 uno de estos niimeros aparece 2 veces
en la suma. Como 23 es impar, y 25 es par, necesariamente el nimero del
centro debe ser impar para que al sumarse dos veces el resultado sea par.

Por otra parte, el nimero 3 no puede estar en el centro, de ser asi la fila
deberfa sumar (23 + 3) + 2 = 13 y la columna deberia sumar 13, lo que es
imposible con los nimeros dados. Si el nimero del centro fuera el 5, la fila
deberfa sumar (23 4+ 5) + 2 = 14 y la columna deberia sumar 14, lo cual
es posible 2+ 5+ 7y 3+ 5+ 6. Si el niimero del centro fuera el 7, la fila
deberfa sumar (23 +7) +2 = 15 y la columna deberia sumar 15, lo cual es
posible 34+ 7+5 =15y 2+ 7+ 6 = 15. Luego en el centro puede estar el
50el7.

Problema 31. Rail tiene diez cartas numeradas del 0 al 9. El distri-
buyé estas cartas entre tres amigos: Fernando saco 3 cartas, Gregorio, 4
cartas y Andrés, 3 cartas. Luego, Raul multiplicé los nimeros de las car-
tas que consiguié cada uno de los amigos y los resultados fueron: 0 para
Fernando, 72 para Gregorio y 90 para Andrés. ;Cual es la suma de los
nuameros en las cartas que Fernando recibio?.

Solucién:

Claramente Fernando tiene la carta 0, pues el producto de los nimeros
de sus cartas es cero. Como Gregorio saco 4 cartas, entonces factorizamos
72 en 4 nimeros menores o iguales que 9 y distintos:

72=3-4-6-1obien72=2-4-9-1
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Como Andrés saco 3 cartas, entonces factorizamos 90 en 3 numeros
distintos menores o iguales que 9:

90=5-2-90bien90=3-5-6

Si Gregorio saco las cartas 3,4,6, 1, entonces, Andrés saco las cartas
9,5, 2, dejandole a Fernando las cartas 0, 7y 8. Del mismo modo si Gregorio
saco las cartas 2,4,9, 1, entonces, Andrés sacé las cartas 3,5, 6, dejandole
a Fernando las cartas 0,7 y 8. Por lo tanto, de cualquier manera, la suma
de las cartas de Fernando es 15.

Problema 32. Tres cuerdas se ponen en el suelo
como se muestra en la figura, quedando los extre-
mos de las cuerdas alineados. Usted puede hacer
una cuerda mas grande agregando otros tres trozos
de cuerda y uniendo los extremos de estos trozos
a los trozos anteriores. ;Cudl de las cuerdas que se
muestran a continuacion le dard una cuerda mas
grande?

('A]kw (B)w (C)U w (D)U D (E]w U

Solucion:

Lo mas directo es dibujar cada uno de los 6 posibles lazos y recorrerlos
completamente, ddndonos cuenta que la alternativa que deja solo un lazo
y por lo tanto el mas grande es la alternativa C'.
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0O

@ @ L ®
Problema 33. Se tienen 16 puntos en una
hoja cuadriculada. Si de estos puntos se v ¢ " '
eligen 4 puntos que formen un cuadrado.
g;Cgantos cuadrados de distintas areas es ® ® ® ®
posible hacer?

& [] @ ®

Solucién:

Es natural construir cuadrados utilizando las lineas del cuadriculado
como referencia para los lados, de este modo podemos construir los 3 cua-
drados que se muestran a continuacion:
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Cuyos lados miden 1, 2 y 3 unidades respectivamente. Ahora usando
puntos que estén en distintas lineas del cuadriculado, podemos hacer solo
2 cuadrados, los cuales se muestran a continuacion:

Estos tienen lado de medida /2 y V5 unidades respectivamente.

Problema 34. Simo6n dibuja un tiburén, un cerdo y un rinoceronte ,y los
corta en tres piezas cada uno como se muestra en la figura. Entonces ¢l
puede hacer distintos animales mediante la combinacién de una cabeza,
un tronco y una parte inferior. ;Cuantos animales distintos, reales o de
fantasia puede crear Simén?

X

Solucion:

Para hacer un animal elegiremos primero la cabeza, teniendo 3 maneras
de hacerlo, luego, por cada una de las cabezas que elijamos podemos elegir
entre tres posibles troncos, es decir, llevamos 3 - 3 = 9 animales distintos
solo uniendo cabezas con troncos, luego, para cada uno de estos animales
podemos elegir 3 partes inferiores, es decir, se pueden formar 3 -3 -3 = 27
animales.

Problema 35. Ana, Beto, Carlos, David y Elisa cocinan galletas durante
todo el fin de semana. Ana hizo 24 galletas; Beto, 25. Carlos, 26. David,
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27; y Elisa, 28. Al terminar el fin de semana uno de ellos tenia el doble de
las galletas que tenia el dia sabado, uno 3 veces, uno 4 veces, uno 5 veces y
uno 6 veces las galletas que tenia el dia sabado. ; Quién cocind mas galletas
el dia sdbado?

Solucién:

Notemos que entre los nimeros 24, 25, 26, 27 y 28, solo el 25 es multiplo
de 5, luego, Beto Cocind 25 +~ 5 = 5 galletas el dia sabado. Ademas, 27
es multiplo de 3, y como no es multiplo de 2, ni de 4, ni de 6, entonces,
necesariamente David cociné 27 =+ 3 = 9 galletas el dia sdbado. El nimero
26 es multiplo de 2 no es multiplo de 4 ni de 6, por lo tanto, es el multiplo
de 2, luego Carlos cociné 26 +2 = 13 galletas. El nimero 28 es multiplo de
4 y no es multiplo de 6, luego Elisa cociné 28 =4 = 7 galletas. Por ultimo,
como 24 es multiplo de 6, Ana hizo 24 - 6 = 4 galletas. Por lo tanto, la
persona que cocind mas galletas el dia sabado fue Carlos.

Problema 36. Samuel pinté los 9 cuadrados
con los colores negro, blanco y gris, como se
muestra en la figura. Samuel quiere volver a
pintar de manera que no queden dos cuadrados
de un mismo color con un lado comun, ;Cuél es
la minima cantidad de cuadrados que se deben
repintar?

Solucion:

Notemos que necesitamos cambiar el color o de
la casilla 2 o de la casilla 3, siendo convenien- 1 2 3
te repintar la casilla 3 de color negro, ademés
necesitamos cambiar de color de la casilla 5 o 4 6
de la 8 o de la 9, siendo conveniente repintar
la casilla 8 de color gris. De este modo como 7
minimo debemos repintar 2 casillas.

Q0

Problema 37. Hay 10 patas. 5 de estas patas ponen un huevo cada dia,
mientras que las otras 5 ponen un huevo dia por medio. ;Cuantos huevos
ponen las 10 patas en un plazo de 10 dias?
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Solucion:

Como 5 de estas patas ponen un huevo cada dia, entonces en 10 dias
estas patas ponen 5 - 10 = 50 huevos en total. Como las otras 5 patas
ponen un huevo dia por medio, entonces en 10 dias ponen 5 huevos cada
una, luego ellas ponen 5 -5 = 25 huevos en total. Finalmente, las 10 patas
en un plazo de 10 dias ponen 75 huevos.

Problema 38. La figura muestra una tabla en
la que cada cuadrado pequeno tiene un area de 4
cm?. ;Cudl es la longitud de la linea gruesa?

Solucion:

Recordemos que para un cuadrado de lado a, su drea es a2, por lo tanto
si cada cuadrado pequeiio tiene un area de 4 cm?, la medida de su lado es
2 cm. Como la linea gruesa recorre 9 lados de los cuadrados pequenos, se
tiene que la longitud de la linea gruesa es 9 -2 = 18 cm.

19
Problema 39. ;Cual de las siguientes fracciones es menor que 27 (A) 5

BT (€= D)= ®

Solucién:

Notemos que, exceptuando la fraccién E, en todas las fracciones el nu-
merador es mayor al doble del denominador, luego, la tinica fraccién menor
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Problema 40. ;Cuanto pesa Paty?

Katy  Paty

Solucion:

Katy y Paty juntas pesan 8 kilos. El segundo gréfico nos indica que Paty
es dos kilos mas pesada que Katy, es decir, Paty pesa 5 kilos y Katy pesa
3 kilos. También podriamos habernos planteado las siguientes ecuaciones:

K+ P =38
K+2=P

Restando ambas ecuaciones se tiene que:

K-K+P-2=8-P=2P=10= P =5.

Problema 41. Alicia tiene 4 tiras de papel de la misma longitud, cada
una con una solapa de 10 cm. Ella encola 2 de estas solapas y forma una
tira de 50 cm de largo (pegando las solapas). Con las otras dos tiras de
papel, ella quiere hacer una tira de 56 cm de largo. ;Cual deberia ser el
tamano de la solapa que Alicia debe encolar?

10 em

10 em
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Solucion:

Sea x la medida del trozo de tira sin contar la solapa, como la solapa
mide 10 cm y las dos tiras al solaparse forman una nueva tira de 50 cm de
largo, se tiene que = + 10 + z = 50:

10 cm €T

8

Luego, 2x = 40 = x = 20. Como ahora queremos formar una nueva
tira de 56 cm, debemos formar con las solapas un trozo de 56 — 40 = 16
cm. Sea z el trozo de tira que queremos encolar, se tiene que, 10 — 2
es el trozo de tira que no queremos encolar, ahora se debe cumplir que
0—2424+410—2=16= 2=4:

20 cm 20 cm

—
=]
I
N
183
[y
S
I
N
- - -

Por lo que debemos encolar un trozo de z = 4 cm para hacer una tira
de 56 cm de largo.

Problema 42. Tomés utiliza 6 cuadrados del la-
do 1 y forma la figura de la imagen. ;Cual es el
perimetro de esta figura?

Solucion:
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Notemos que al apilar los cuadra-
dos existen algunas medidas que se -y~ Y 1—y ¥
repiten, tal como muestra la figura.
Viendo esto, podemos concluir que el

erimetro de la figura es:
p g R,_/w—d H,—/TJ

1l-2)+1+14+14+14+14+2+14+y+1+14+14+(1—-y)+1=12

De otra manera, podemos notar
que no importa la manera en que
se dispongan los cuadrados de los
niveles 2 y 3 de la torre, por lo tan-
to, la siguiente figura tiene el mis-
mo perimetro que la figura original,
luego, es facil ver que el perimetro

es 12 unidades.

Problema 43. Todos los dias, Sofia anota la fecha y calcula la suma de
los digitos escritos. Por ejemplo, el 19 de marzo, lo escribe como 19/03 y
calcula 1+ 94 0+ 3 = 13. ;Cual es la suma mas grande que ella calcula
durante el ano?

Solucion:

Para la fecha pedida nos interesa ocupar los digitos mas grandes posibles,
por lo tanto intentamos ocupar el 9. En el caso de los dias nos conviene
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el 29 y para el caso de los meses nos conviene el 09, luego, la suma mas
grande que ella calcula durante el ano es 249 + 0+ 9 = 20.

Problema 44. En la calle Anacleto, hay 9 casas en una fila y al menos
una persona vive en cada casa. Cada vez que sumamos los habitantes de
dos casas vecinas obtenemos un maximo de 6 personas. ;Cudl es el mayor
nimero de personas que podrian estar viviendo en la calle Anacleto?

Solucion:

Como queremos saber cual es el mayor niimero de personas que podrian
estar viviendo en la calle, nos interesa que en cada par casas vecinas vivan
el mayor nimero de personas posibles, es decir, 6 personas. Claramente, en
una casa no pueden vivir 6 personas, pues, al menos una persona vive en
cada casa, entonces, los pares posibles son: 3+3 =6,44+2=6y 5+ 1 =6.
Como en la calle hay un ntmero impar de casas, debemos comenzar y
terminar con el mayor nimero posible, por lo tanto, los habitantes por
cada casa en la calle deberian ser:

51,51,5,1,51,5

Luego, en toda la calle viven a lo mas 5+1+54+1+5+14+5+14+5=29
personas.

Problema 45. Lucia y su madre nacieron en enero. El dia 19 de marzo
de 2015, Lucia suma el ano de su nacimiento con el ano de nacimiento de
su madre, con su edad y con la edad de su madre. ; Qué resultado obtiene
Lucia?

Solucién:

Sea x el ano de nacimiento de Lucia, entonces Lucia tiene 2015 — z anos
cumplidos. Sea y el ano de nacimiento de su madre, entonces su madre
tiene 2015 — y anos cumplidos. Por lo tanto, al sumar el afio de nacimiento
de Lucia con el ano de nacimiento de su madre, con su edad y con la edad
de su madre, se obtiene:

z+y+ (2015 — ) + (2015 — y) = 2 - 2015 = 4030
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De otro modo, notemos que si el dia 19 de marzo de 2015 sumamos el
ano de nacimiento de una persona con su edad, el resultado es 2015, por
lo que la suma pedida es 2 - 2015 = 4030.

Problema 46. El drea de un rectangulo es 12 cm?. Las longitudes de sus

lados son nimeros naturales. Entonces, el perimetro de este rectangulo
podria ser: (A) 20 cm  (B) 26 cm  (C) 28 cm (D) 32 cm (E) 48 ¢cm

Solucién:

Si el drea de un rectdngulo es 12 cm? y las longitudes de sus lados son
numeros naturales, entonces sus lados pueden ser 12 y 1, pues 12-1 = 12,
o bien 6 y 2, pues 6-2 =12, o bien 3 y 4, pues 3 -4 = 12.

En el primer caso, el perimetro seria 2-1242-1 = 26 cm. En el segundo
caso, el perimetro seria 2-642-2 = 16 cm. En el tercer caso el perimetro
seria 2-3+2-4 = 14 cm. Por lo tanto, de entre las alternativas solo podria
ser la (B).

Problema 47. En una bolsa hay 3 manzanas verdes, 5 manzanas ama-
rillas, 7 peras verdes y 2 peras amarillas. Simén saca al azar frutas de la
bolsa una por una. ;Cuantas frutas debe sacar con el fin de estar seguro
de que tiene al menos una manzana y una pera del mismo color?

Solucién:

En el peor de los casos, Simén podria sacar las 7 peras verdes y las 5
manzanas amarillas, acumulando 12 sacadas. De ser asi, la décimo tercera
vez que saca una fruta estara obligado a tomar o una manzana verde (pues
ya sacé todas las manzanas amarillas), o bien una pera amarilla (pues ya
saco todas las peras verdes), entonces Simén debe sacar 13 frutas con el fin
de estar seguro de que tiene al menos una manzana y una pera del mismo
color.

Problema 48. En la siguiente suma, incoégnitas iguales representan digitos
iguales e incégnitas distintas representan digitos distintos. ; Cudl es el digito
que esta representado por la letra X7
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N+
N| =
N>

Solucion:

Notemos que estamos sumando 2 nimeros de 1 digito con 1 ntimero de
2 digitos, obteniendo asi un numero de 3 digitos iguales, por lo tanto, el
unico numero de 3 digitos que puede resultar de esta manera es el 111,
luego:

—| s e

Y YV
1 1

Por otra parte la suma X + X + Y termina en 1, y esa suma a lo mas
es 26 (94 9+ 8), por lo tanto, X + X + Y es 11 o es 21, pero no puede
ser 11, ya que de ser asi al sumar la penultima columna Y valdria 0 lo
cual no es posible, concluyendo que X + X + Y = 21. Ademas, se tiene
que Y =9 (pues la reserva 2 sumada con Y debe ser 11). Como Y es 9,
entonces X + X +9=21=2X =12= X =6.

Problema 49. Marcela comproé 3 juguetes. El primer juguete lo compro6 con
la mitad de su dinero y $1 més. Para el segundo juguete Marcela pagé la
mitad del dinero restante y $2 més. Por tltimo, para el tercer juguete Mar-
cela pagd la mitad del dinero restante y $3 més. Si con este tercer juguete
gastd todo su dinero, determine cuanto dinero tenia inicialmente.

Solucion:

Sea 8x el dinero que tenia Marcela inicialmente, entonces el primer ju-

guete lo compré por 4x + 1 pesos, quedandole 4x — 1 pesos. Para el segundo
juguete Marcela pagd 2x — % + 2 pesos quedandole 2x — % —2 =2 — g

pesos Para el tercer juguete Marcela pagd r — % + 3 pesos quedandole
x — % —3 =1z — % pesos, y como Marcela quedo sin dinero, entonces
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r—==0=u2= 1747 = 82 = 34. Finalmente, Marcela tenia $34 inicial-

Comprobemos que 34 cumple lo pedido, de ser asi, Marcela compro el
primer juguete a 17+ 1 = 18 pesos, quedandole 17 — 1 = 16 pesos. Para el
segundo juguete Marcela pagé 8+2 = 10 pesos quedéandole 8 —2 = 6 pesos.
Para el tercer juguete Marcela pagd 3 4+ 3 = 6 pesos quedando Marcela sin
dinero.

Problema 50. El nimero 100 se multiplica o bien por 2 o bien por 3,
entonces al resultado le suma 1 o 2, y luego el nuevo resultado se divide
ya sea por 3 o por 4 y el resultado final es un nimero natural. ;Cuadl es el
resultado final?

Solucion:

s Cuando 100 se multiplica 2 se obtiene 100 - 2 = 200.
» Cuando 100 se multiplica 3 se obtiene 100 - 3 = 300.

= Cuando a 200 le sumamos 1 obtenemos 200 4+ 1 = 201 que es divisible
por 3 y no por 4.

» Cuando a 200 le sumamos 2 obtenemos 200 + 2 = 202 que no es
divisible por 3 ni por 4.

» Cuando a 300 le sumamos 1 obtenemos 300 + 1 = 301 que no es
divisible por 3 ni por 4.

» Cuando a 300 le sumamos 2 obtenemos 300 + 2 = 302 que no es
divisible por 3 ni por 4.

Como el resultado final es un ntimero natural, este es 201 +~ 3 = 67.

Problema 51. En un ntmero de 4 digitos ABC D, los digitos A, B, C, y
D estan en orden estrictamente creciente de izquierda a derecha. Con los
digitos B y D se forma un ntimero de dos digitos y con los digitos A y C' se
forma un otro nimero de dos digitos. ;Cual es la mayor diferencia posible
entre el numero de dos digitos BD y el numero de dos digitos AC'?
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Solucion:

No interesa que el nimero AC sea lo menor posible y que el nimero BD
sea lo mayor posible, sabiendo que A < B < C' < D, entonces tomamos
A =1, ademas B a lo mas puede ser 7, para que C' =8 y D = 9. De este
modo el niimero de 4 digitos que hace mayor la diferencia posible entre el
niumero BD y el nimero AC es el 1789, donde 79 — 18 = 61.

Problema 52. Catalina escribe algunos

nimeros entre 1 y 9 en cada cara de un cubo. o .
Entonces, para cada vértice, suma los niimeros B C

de las tres caras que comparten ese vértice (por

ejemplo, para el vértice B, suma los nimeros

de las caras BCDA, BAEF y BFGC). Las E H
cifras calculadas por Maria para los vértices

C, Dy E son 14, 16 y 24, respectivamente. . .

. Qué numero se agregara al vértice F'7.

Solucion:

Notemos que C' y E no tienen caras compartidas comunes, por lo que
14 y 24 no deben compartir sumandos, ademas, el nimero 24 ubicado en el
vértice E se descompone en tres sumandos de un digito de manera unica,
24 =9+ 8+ 7. Con los digitos que quedan podemos formar el nimero 14
ubicado en el vértice C' de una tinica manera 14 =6+543, y el 16 en D
de dos maneras 16 =6+3+ 7016 =543+ 8.

Como 16 =6+3+7, 14 =6+ 5+ 3, y ademés, D y C' comparten
dos caras, entonces comparten el 6 y el 3, por lo tanto, ADHE = Ty
BCGF =5.81 ADHE =7y FE =24 =9+ 847, se tiene que 9 y 8 son
caras que comparten el vértice F'. Por lo tanto, /' =54 8 + 9 = 22.

Problema 53. Con 4 rectangulos con-
gruentes se forma un nuevo rectangulo
como el que muestra la figura. Si la lon-
gitud del lado mas corto de este nuevo
rectangulo es 10 cm. Calcular el perime-
tro de dicho rectangulo.

10 cm
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Solucion:

Observemos que el lado més corto del rectangulo grande es 10, que
corresponde, segun el dibujo, a dos veces el lado més corto del rectangulo
pequeno, por consiguiente el lado mayor del rectangulo grande mide 5+10+
5 = 20 cm. Finalmente, el perimetro del rectangulo grande es 2-10+2-20 =
60.

Problema 54. Cuando Simén, la ardilla, llega hasta el suelo, nunca va
mas alla de 5 metros desde el tronco de su arbol. Sin embargo, también se
mantiene al menos a 5 metros de la casa del perro. ;Cual de las siguientes
imagenes muestra con mayor precision la forma del terreno donde Simén
podria ir?

(D)

e -
\

Solucion:

Como Simén a lo mas se aleja b metros de los pies de su arbol, este
debe estar dentro de un circulo con centro en el tronco del arbol y radio 5
metros, pero como ademas debe mantenerse al menos a 5 metros de la casa
del perro, debe estar fuera de un circulo con centro en la caseta del perro
y radio 5 metros, por lo que la imagen que muestra con mayor precision la
forma del terreno donde Simén podria ir es la C.

Problema 55. Un ciclista va a 5 metros por segundo. Las ruedas tienen
un perimetro de 125 cm. ;Cudantas vueltas completas hace cada rueda en
5 segundos?

Solucién:

Que el ciclista avance 5 metros por segundo, es equivalente a decir que
avanza 500 centimetros por segundo o bien que avanza de 2500 cm por cada
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5 segundos, y como las ruedas de su bicicleta tienen una circunferencia de
125 cm, entonces en 5 segundos la rueda dara 2500 = 125 = 200 vueltas.

Problema 56. En una clase, no hay dos ninos que nacieron el mismo dia
de la semana y no hay dos ninas que nacieron en el mismo mes. Hoy, un
nino nuevo o una nina nueva se unird a esta clase, y una de estas dos
condiciones dejard de ser cierta. A lo mas, ;Cudntos estudiantes (nifios y
ninas) habia inicialmente en la clase?

Solucion:

A lo mas hay 7 ninos pues la semana tiene 7 dias, a lo mas hay 12
ninas, pues el ano tiene 12 meses. Si entra un nuevo nino la condicién
inicial fallara de forma segura si habia 7 ninos y 12 ninas. Luego, en la
clase habia 7+ 12 = 19 estudiantes inicialmente.

Problema 57. En la figura, el centro del cua-
drado superior esta encima del borde comun de
los cuadrados inferiores. Cada cuadrado tiene
lados de longitud 1. ;Cudl es el area de la re-
gién sombreada?

Solucion:

Observemos que en la figura los triangulos
APB y CPD son congruentes, pues los angu-
los en A y en C son rectos, ademas, AB =
CD = 1, pues son lados de algtin cuadrado,
y LZAPB = ZCPD, pues, son opuestos por
el vértice. De este modo se deduce que ambos
tridangulos tienen la misma area, luego el area
sombreada es igual al area del cuadrado de lado
1, es decir 1 u?.
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Problema 58. Al interior de cada corchete de la siguiente igualdad
2 JofJrp s ]2l Jol Jr[ )]sl ]2[]J0[J1[]5=0

se deben anotar signos + o — de modo que la igualdad se cumpla. ;Cual
es el menor nimero de signos + que se pueden anotar?

Solucion:

Notemos que la suma de todos los nimeros en la lista es 24, por lo
tanto, debemos tener dos grupos que sumen 12 y —12, y como queremos
agregar la menor cantidad de signos +, debemos anteponer un + a dos de
los 5 presentes en la lista, de modo que utilizando el 2 del inicio de la lista
tendremos un grupo que sume 12, asi, el resto de los niimeros deben ser
negativos y sumen —12, luego, el menor niimero de signos + que se pueden
anotar es 2.

Problema 59. Durante una tormenta cayeron 15 litros de agua por metro
cuadrado cayeron. ;Cuanto aumento el nivel del agua en una piscina al
aire libre?

Solucién:

Como 1 litro equivale a 1000 cm?, 15 litros equivalen a 15000 cm?®. Por
otra parte, 1 m? equivale 100 x 100 = 10000 cm?. Por lo tanto, la piscina
aumento su nivel 15000 < 10000 = 1,5 cm?.

Problema 60. Un arbusto tiene 10 ramas. Cada rama tiene 5 hojas, o
bien, tiene sélo 2 hojas y 1 flor. ; Cudl de los siguientes nimeros podria ser
el nimero total de hojas que tiene el arbusto ?

(A) 45 (B) 39 (C) 37 (D) 31 (E) Ninguna de las anteriores.

Solucion:

Tenemos las siguientes posibilidades:

= 10 ramas con 5 hojas y 0 ramas con 2 hojas y 1 flor = 10 -5 = 50
hojas.
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9 ramas con 5 hojas y 1 rama con 2 hojasy 1 flor = 9-5+1.2 =47
hojas.

= 8 ramas con 5 hojas y 2 ramas con 2 hojasy 1 flor = 8-5+2-2 =44
hojas.

m 7 ramas con 5 hojas y 3 ramas con 2 hojasy 1 flor = 7-543-2 =41
hojas.

= 6 ramas con 5 hojas y 4 ramas con 2 hojasy 1 flor = 6-5+4-2 =38
hojas.

= 5 ramas con 5 hojas y 5 ramas con 2 hojasy 1 flor = 5-545-2 =35
hojas.

= 4 ramas con 5 hojas y 6 ramas con 2 hojasy 1 flor = 4-546-2 = 32
hojas.

= 3 ramas con 5 hojas y 7 ramas con 2 hojasy 1 flor = 3-547-2 =29
hojas.

= 2 ramas con 5 hojas y 8 ramas con 2 hojasy 1 flor = 2-548-2 =26
hojas.

m 1 rama con 5 hojas y 9 ramas con 2 hojasy 1 flor = 1-549-2 =23
hojas.

= () ramas con 5 hojas y 10 ramas con 2 hojasy 1 flor = 0-5410-2 = 20
hojas.

Luego, ninguna de las alternativas nos da un ntimero posible de hojas
en el arbol.

De otra manera, observemos que cada vez que descontamos una rama de
5 hojas y agregamos una rama de 2 hojas y una flor estamos descontando 3
hojas del arbol, es decir, el nimero de hojas que hay en el arbol es 50 — 3k,
donde k es el nimero de ramas con 2 hojas y 1 flor que tiene el arbol.
Luego, ninguna de las alternativas es de esta forma.

Problema 61. El puntaje promedio de los estudiantes que rindieron un
examen de matemadtica fue de 6. Exactamente, el 60% de los alumnos
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aprobd el examen. El puntaje promedio de los estudiantes que aproba-
ron el examen fue 8. ;Cuadl es el puntaje promedio de los estudiantes que
reprobaron?

Solucién:

Sea R puntaje promedio de los estudiantes que reprobaron el examen.
Sabemos que el 60 % aprobd, entonces, el 40 % reprobd. Luego, como el
puntaje promedio total fue 6, tenemos que:

8-0,6+R-0,4=6
4,84+ R-0,4=6
R-0,4=1,2
R=3

Problema 62. Una de las esquinas de un cua-
drado se pliega a su centro para formar un
pentagono irregular. Las areas del pentagono
y del cuadrado son enteros consecutivos. ;Cudl
es el area del cuadrado?

Solucién:

Notemos que el area que pierde el cuadrado al doblar la esquina para
obtener un pentagono irregular es % del area del cuadrado, pues la esquina
del cuadrado es llevada al centro del cuadrado, es decir, el cuadrado puede
ser dividido en 8 tridngulos congruentes al triangulo formado en la esquina,
y como las areas del pentagono y del cuadrado son nimeros naturales con-
secutivos, el cuadrado tiene area 8 y el pentagono tiene area 7. Finalmente,
el 4rea del cuadrado es 8 u?.
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Problema 63. Raquel sumé las longitudes de tres de los lados de un
rectangulo y obtuvo 44 cm. También Lidia sumo las longitudes de tres de
los lados del mismo rectangulo y obtuvo 40 c¢m. ;Cual es el perimetro del
rectangulo?

Solucion:

Sean x e y los lados de los rectangulos, las suma de Raquel es 2x+y = 44
y la suma de Lidia es x + 2y = 40, de donde obtenemos que 3z + 3y =
84 = x4+ y =28 = 2z + 2y = 56.

Problema 64. El diagrama muestra una secuencia de tridngulos, e indica
los colores de algunos segmentos. Cada triangulo debe estar formado por
tres colores distintos, rojo, azul y verde. jDe qué color se debe pintar el
segmento x?

verde verde

azul T azul

Solucién:

verde verde

azul T azul

Notemos que necesariamente el lado compartido por el triangulo 1 y 2
es rojo, al igual que el lado compartido por el tridngulo 5 y 6. Luego, el
lado compartido por el tridngulo 2 y 3 es azul, y el lado compartido por
el tridngulo 4 y 5 es verde. Ahora, el lado no compartido del triangulo 4
puede ser rojo o azul. Si es rojo, el lado compartido por el tridngulo 3 y

UNIVERSIDAD DE LA FRONTERA



58

4 seria azul, pero es imposible puesto que el tridngulo 3 ya tiene un lado
azul. Por consiguiente, el lado no compartido del tridngulo 4 es azul y el
lado compartido por el triangulo 3 y 4 es rojo y el lado = es verde.

Problema 65. La profesora pregunté a cinco de sus alumnos, jcuantos
de los cinco habfa realizado su tarea? Alvaro dijo que ninguno, Berta di-
jo que solo una, Camilo dijo exactamente dos, Daniela dijo exactamente
tres y Eugenia dijo exactamente cuatro. La profesora sabia que aquellos
estudiantes que no habian hecho su tarea no estaban diciendo la verdad,
pero los que habian hecho su tarea estaban diciendo la verdad. ; Cuantos
de estos estudiantes habian hecho su tarea?

Solucion:

Supongamos que 5 estudiantes hicieron la tarea. Como Alvaro dijo que
0, entonces miente. Como Berta dijo que 1, entonces miente, como Camilo
dijo que 2, entonces miente. Como Daniela dijo que 3, entonces miente.
Como FEugenia dijo que 4, entonces miente. Luego, como los que hacen su
tarea dicen la verdad, entonces, nadie hizo su tarea, contradiccion.

Supongamos que 4 estudiantes hicieron la tarea. Como Alvaro dijo que
0, entonces miente. Como Berta dijo que 1, entonces miente, como Camilo
dijo que 2, entonces miente. Como Daniela dijo que 3, entonces miente.
Como Eugenia dijo que 4, dice la verdad. Luego como los que hacen su
tarea dicen la verdad, entonces, solo Eugenia hizo su tarea, contradiccion.

Supongamos que 3 estudiantes hicieron la tarea. Como Alvaro dijo que
0, entonces miente. Como Berta dijo que 1, entonces miente, como Camilo
dijo que 2, entonces miente. Como Daniela dijo que 3, dice la verdad. Como
Eugenia dijo que 4, entonces miente. Luego como los que hacen su tarea
dicen la verdad, entonces, Daniela hizo su tarea, contradiccion.

Supongamos que 2 estudiantes hicieron la tarea. Como Alvaro dijo que
0, entonces miente. Como Berta dijo que 1, entonces miente, como Camilo
dijo que 2, dice la verdad. Como Daniela dijo que 3, entonces miente. Como
Eugenia dijo que 4, entonces miente. Luego como los que hacen su tarea
dicen la verdad, entonces, Camilo hizo su tarea, contradiccion.
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Supongamos que 1 estudiante hizo la tarea. Como Alvaro dijo que 0,
entonces miente. Como Berta dijo que 1, dice la verdad, como Camilo dijo
que 2, entonces miente. Como Daniela dijo que 3, entonces miente. Como
Eugenia dijo que 4, entonces miente. Luego como los que hacen su tarea
dicen la verdad, entonces, Berta hizo su tarea, verdadero.

Supongamos que 0 estudiantes hicieron la tarea. Como Alvaro dijo que
0, entonces miente. Como Berta dijo que 1, entonces miente, como Camilo
dijo que 2, entonces miente. Como Daniela dijo que 3, entonces miente.
Como Eugenia dijo que 4, entonces miente. Luego como los que hacen su
tarea dicen la verdad, entonces, Alvaro hizo su tarea, contradiccion.

Luego solo un estudiante hizo su tarea.

Problema 66. Romina quiere escribir un
numero en cada una de las siete regiones deli- 4
mitadas en el diagrama. Dos regiones son veci-

nas si comparten parte de su limite. El niimero
en cada regién corresponde a la suma de los
numeros de sus vecinos. Romina ya ha escrito
los ntiimeros en dos de las regiones. ; Qué niime-

ro debe que escribir en la regién central?

Solucion:

Observemos que los vecinos de -4 también son
vecinos de 2, pero el niimero 2 tiene un vecino
mas que es (', luego, tenemos las ecuaciones
EFE+D+F+G=—-4yFE+D+F+G+C =2
por lo que —4 4+ C' = 2 = (C' = 6. Luego, el
nimero que se debe escribir en la region central
es 6.

Problema 67. Cinco enteros positivos (no necesariamente todos distintos)
estan escritos en cinco cartas. Pedro calcula la suma de los nimeros en cada
par de cartas. Obtiene solo tres diferentes totales, 57, 70, y 83. ;Cual es el
mayor entero en alguna de estas cartas?
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Solucion:

Notemos que con 5 numeros distintos en las cartas, a, b, ¢, d, e obtenemos
10 sumas distintas, a+b, a+c,a+d, a+e, b+c,b+d, b+e, c+d, c+e,
d + e, y Pedro en el problema solo obtiene 3 sumas distintas, por lo tanto,
entre los nimeros de las 5 cartas debe haber pares de niimeros repetidos.

Observemos que si los 5 nimeros son de la forma a, a, b, b, b, obtenemos
solo 3 sumas distintas a4+ a, a+ b, b+ b, pero con estas sumas es imposible
obtener como totales el 57, 70, y el 83, pues a+a y b+ b son pares y Pedro
tiene una sola suma par, esto nos indica que solo es posible repetir uno de
los nimeros de la lista para obtener solo un resultado par.

Luego, la lista debe ser de la forma a, b, b, b, ¢, la cual genera las
sumas a + b, a + ¢, b+ b, b + ¢, donde, b + b es par, concluyendo que
b+ b =70 = b = 35. Obteniendo las siguientes sumas: a + 35, a + c,
35+ 35,35 +c.

Ademas, entre las sumas a+35, a+c, 35+35, 35+c. deben haber 2 sumas
iguales, y como a # b # ¢ se concluye que a + ¢ = 70. Luego, a + 35 = 57
y 35 + ¢ = 83, obteniendo que a = 22 y que ¢ = 48, coincidiendo que
a+c=b+b="70.

Por lo tanto, el mayor entero que aparece en la lista es el 48.

N 2 cm’
Problema 68. Un cuadrado de area 30
ecm? esté dividido en dos por una dia- b
gonal, sobre esta diagonal marcamos 4
puntos generando 5 segmentos en la dia- |5 e¢m?
gonal, a, b, ¢, d, e. Luego, construimos
triangulos, como se muestra en la figu-
ra. ;Qué segmento de la diagonal es el d

mas largo?

2
9 cm”

)
4 cm” e

Solucion:
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El area de un triangulo depende de su
altura y su base, como todos los tridngu-
los que se forman en la figura tienen la
misma altura (la mitad de la diagonal),
entonces, el triangulo con mayor area
serd el triangulo con mayor base. Como
el tridngulo con base a tiene un area de
2 cm? y el tridngulo con base a+ b tiene
un area de 5 cm?, entonces el tridngulo

con base b tiene un area de 3 cm?2.

Como el tridngulo con base e tiene un area de 4 cm? y el tridngulo con
base d + e tiene un 4rea de 9 cm? entonces el tridngulo con base d tiene
un area de 5 cm?. Por lo tanto, al comparar los tridngulos con base a, base
b, base ¢, base d y base e, el tridngulo con base d es el triangulo con area
mayor, por lo tanto, tiene la mayor base, luego, el segmento d es el mayor.

Problema 69. En un grupo de canguros, los dos canguros mas livianos
pesan el 25 % del peso total del grupo. Los tres canguros més pesados pesan
el 60 % del peso total. jCudntos canguros estdn en el grupo?

Solucién:

Como los dos canguros més livianos pesan el 25 % del peso total del gru-
po, entonces, en promedio pesan el 12,5% del peso total del grupo. Como
los tres canguros més pesados pesan el 60 % del peso total, entonces, en
promedio pesan el 20 % del peso total del grupo. Por lo tanto, los canguros
que quedan, que no son ni los mas pesados ni los mas livianos pesan en
total el 100 — 25 — 60 = 15 % del peso total del grupo. Luego, queda solo
un canguro, pues si hubiera 2 o més pesarian en promedio el 7,5 % o menos
del total del peso del grupo, y serian canguros livianos. Finalmente, son 6
los canguros que estan en el grupo.

Problema 70. Camila puede utilizar algunos trozos de alambre de medida
lem, 2c¢m, 3cm, 4cm, bem, 6cm y 7cm para hacer un cubo de alambre con
aristas de longitud 1 cm sin solapamientos. ;Cudl es el menor ntimero de
estas piezas que puede usar?
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Solucion:

Como en cada vértice de un cubo concurren 3 aristas, por cada vérti-
ce del cubo deben pasar al menos 2 trozos de alambre de modo que no
existan solapamientos. Ademads, cuando un trozo de alambre pasa por un
vértice cubriendo 2 artistas, necesariamente la tercera arista debe ser un
extremos de alambre, por lo tanto, cada vértice del cubo requiere al menos
un extremo de un trozo de alambre.

Como un cubo tiene ocho vértices y cada trozo de cable tiene dos ex-
tremos, se tiene que el nimero minimo de trozos de alambre es 8 -2 =4
trozos. Esta solucion es posible, por ejemplo, con cables de longitud de 1
cm, 2 cm, 4 cm y 5 cm.

Problema 71. En PQRS trapecio, los lados P y SR son paralelos el
1

angulo PSR = 120°y RS = SP = §PQ. ., Cudl es la medida del angulo

PQR?

Solucién:

a

uis
L)

Sea RS = SP = a, luego,
PQ) = 3a, notemos que al
trazar las perpendiculares
desde S y desde R hasta
la base P() del trapecio,

a ' se proyecta la longitud a
de SR sobre la base.

i
3a
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Por otra parte, al tra-
zar las perpendiculares se
forma a la izquierda de
la figura un tridngulo de
angulos 30°,60°,90°.

a 3a
2

Como PS = a, la proyeccién de PS sobre la base del trapecio (base
. . a . .y
del tridngulo) es igual a 3 y la altura del trapecio (altura del tridngulo) es

a3
2

Ademsds, como la base del trapecio mide 3a, se tiene que la proyeccion

3
de QR sobre la base mide 3a —a —% = g, por lo que el tridngulo formado

a3

3a
a la derecha de la figura tiene base 5 y altura , siendo este semejante

al trigngulo anterior en razén 1 : v/3, por lo tanto el 4ngulo PQR = 30°.

Problema 72. Cinco puntos se encuentran en una linea. Alex encuentra

las distancias entre cada posible par de puntos, obteniendo las medidas 2,
5,6,8,9,k, 15, 17, 20 y 22, en ese orden. ;Cudl es el valor de k?

Solucion:

Claramente los dos puntos més cercanos deben a estar a distancia 2 y los
dos puntos méas lejanos deben estar a distancia 22, por lo tanto, podemos

ubicar los primeros 3 puntos de la manera que muestra la figura, donde
AB =2 BE =20, AF =22 (2,5,6,8,9, 15, 17, 20 y 22).

)

N\
” Y
2
e N,
A B E
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Ahora como dejamos los A y E ubicados en los extremos, los pun-
tos restantes debemos ubicarlos entre A y E, por lo que las 4 medidas
(AB, BC,CD, DFE) deben sumar 22, y de la lista de medidas que se tienen
2,5,6,9 suman 22.

Como tenemos que el primer segmento mide 2, el segundo segmento
podria medir 5 lo que es imposible pues 2 +5 = 7 y 7 no es una medida
posible, luego, el segundo segmento debe medir 6, pues 24 6 =8 y 8 si es
una medida posible (2, 5, 6, 8, 9, 15, 17, 20 y 22).

”~ ™
)
= — - N
A B G E
2 o =W B
e 'y v i . s
SN —

Como hemos ocupado los nimeros 2, 6 y 8, agreguemos ahora la medida
CD =9, obteniendo con esto los segmentos BD =15, AD =17y DE =5
(2,5,6,8, 9, 15 17 20 y 22). Finalmente, solo nos falta ubicar el segmento
CFE, el cual debe medir 14, por lo que k = 14.

}
0
/
\
\
\
(

™~ n

A B C D E

- - . adbe - . -

3 E i 5 Bl I8 =

N N 7
-

Problema 73. Ayer anoté el niimero de teléfono de Eduardo. El nimero de
teléfono en mi nota tiene seis digitos, pero recuerdo que Eduardo, dijo que
el nimero tenia siete digitos. ;Hasta cuantos nimeros diferentes de teléfono
puedo llegar a marcar hasta lograr comunicarme con Eduardo? (Tenga en
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cuenta que un numero de teléfono puede comenzar con cualquier digito,
incluyendo 0.)

Solucién:

Supongamos que el nimero telefénico que anoté es el 924561, entonces,
el problema se trata de introducir todos los numeros posibles entre los
digitos del ntmero telefénico de modo que se generen ntimeros telefonicos
distintos.

En la primera casilla podemos ubicar cualquiera de los niime-
ros del 0 al 9, es decir, tenemos 10 maneras de elegir un
numero para la primera casilla.

924561

0 [924561 5 1924561
1 1924561 6 |924561
2 1924561 7 1924561
3 1924561 8 1924561
4 1924561 9 1924561

Analicemos ahora de cuantas maneras se puede ingresar un digito en el
segundo casillero.

910 |24561 915 |24561
911 |24561 916 |24561
912 [24561 917 |24561
913 [24561 918 |24561
914 |24561 919 |24561

Pero esta ultima combinacién de ntiimeros 9| 9 |24561 ya la habiamos

encontrado en un principio | 9 |924561, pues en el par 9 9 no importa si
el primer o el segundo 9 es el faltante. Luego, para llenar la segunda casilla
tenemos 9 posibilidades.
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Anéalogamente, podemos ver que para las 6 casillas restantes tenemos 9
posibilidades por cada una. Finalmente, se pueden hacer hasta 10+9+9+
94+94 9+ 9 = 64 combinaciones para lograr comunicarme con Eduardo.

Problema 74. Maria divide 2015 por 1, por 2, por 3 y asi sucesivamente,
hasta dividirlo por 1000. Ella escribe abajo el resto para cada division.
. Cudl es el mas grande de estos restos?

Solucion:

Se trata de descomponer el nimero 2015 = nk + r, de modo que r sea
lo méas grande posible

m 2015 =1-1008 + 1007, es decir, 2015+ 1008 = 1 con resto 1007, pero
el 2015 solo se puede dividir hasta por 1000.

m 2015 =2-6724671, es decir, 2015+ 672 = 2 con resto 671, luego este
es el resto mas grande posible.

Observemos que en cualquier otro caso el resto es menor.
= 2015 =3-504 + 503

Problema 75. Una madre lavaba la ropa y colgaba camisetas en linea en
un cordel para tender ropa. Luego le pidié a sus hijos que colgaran un solo
calcetin entre dos camisetas. Ahora hay 29 prendas de ropa en el cordel.
., Cuantas camisetas hay?

Solucion:

Como los hijos colgaron un calcetin entre dos camisetas, entonces en el
cordel la primera y la ultima prenda deben ser camiseta, y como en total
hay 29 prendas, entonces necesariamente hay 15 camisetas y 14 calcetines.
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Problema 76. La parte sombreada del cuadrado
de lado a esta delimitada por un semicirculo y
dos arcos congruentes de circulo. Calcular el area
sombreada.

Solucién:

Como el lado del cuadrado mide a, el radio del semicirculo mide %, luego

1 a\ 2
su area es — - - <—) . Ademaés el area inferior de la figura corresponde a

la mitad del area del cuadrado de lado a menos el area de un semicirculo

.a a 1 a\ 2 , ,
de radio 5 esto es, 573 - (5) , luego, la suma de dichas areas es:

1 (a)2+a2 1 (a>2_a
2 T \2 2 27 \3) 773

Ademas, podemos ver que cuando la figura es di-
vidida por la mitad, se generan areas congruentes
como se muestra en la figura, por lo que clara-

mente el area achurada es la mitad del cuadrado,

CL2

es decir, —.
2

Problema 77. Tres hermanas, Ana, Berta y Cindy compraron una bolsa
de 30 galletas. Ana aporté con $80 , Berta con $50 y Cindy con $20 y
se repartieron las galletas en partes iguales, 10 para cada una. ;Cuantas
galletas més deberia haber recibido Ana si se hubiera repartido las galletas
proporcionalmente al dinero que cada una aporté?

Solucion:
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Notemos que la bolsa de galletas cuesta 80 + 50 + 20 = 150 pesos,
por lo que cada galleta costaria 150 <+ 30 = 5 pesos, por lo tanto, como
Ana aportd con 80 pesos deberia recibir 80 = 5 = 16 galletas, como Berta
aporté con 50 pesos deberia recibir 50 - 5 = 10 galletas y como Cindy
aporté con 20 pesos deberia recibir 20 = 5 = 4 galletas.

Como inicialmente habia recibido 10 galletas, entonces, si se hubiera
repartido las galletas proporcionalmente al dinero que cada una aporto,
Ana deberia haber recibido 6 galletas mas.

Problema 78. ;Cual es el tltimo digito del ntimero 201524-2015°+2015! +
2015°7

Solucién:

Observemos que 20152, 2015 y 2015° terminan en 5 y que 2015" = 1, por
lo que el ultimo digito de la suma sera el ultimo digito de 5+5+5+1 = 16,
es decir 6.

Problema 79. Hay 33 nifios en una clase. Sus asignaturas favoritas son
informatica o educacion fisica. Tres de los ninos prefieren ambas asignatu-
ras. El nimero de ninos que prefieren solo la asignatura de informaética es
el doble de los que prefieren solo educacién fisica. ; Cuantos ninos prefieren
informatica?

Solucion:

Si hay 33 estudiantes, y 3 de ellos prefieren ambas asignaturas, entonces
los otros 30 estudiantes prefieren solo una de las dos asignaturas. Como el
numero de ninos que prefieren solo la asignatura de informatica es el doble
de los que prefieren solo educacion fisica, es claro que 10 prefieres educacién
fisica y 20 ninos (el doble) prefieren informatica, si a esto agregamos los 3
estudiantes que prefieren informatica junto a educacion fisica, nos da un
total de 23 ninos que prefieren informatica.
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Problema 80. El Sr. Vela compré 100 velas. El enciende una vela cada
dia hasta que se quema, el Sr. Vela siempre hace una nueva vela con la cera
de siete velas quemadas. jDurante cuantos dias el Sr. Vela encendera una
vela completa (entera)?

Solucién:

Claramente las 100 velas alcanzan para 100 dias, sobrando 100 porciones
de cera. Como 100 = 7- 14 4 2, se tiene que con esas 100 porciones de cera
puede armar 14 nuevas velas quedando 2 porciones sin utilizar. Luego,
esas 14 velas alcanzan para 14 dias, sobrando 14 porciones de cera. Como
14 = 7-2, se tiene que con esas 14 porciones de cera puede armar 2 nuevas
velas. Finalmente las velas duraran 100 + 14 4+ 2 = 116 dias.

Problema 81. Cada habitante del planeta Alero tiene al menos dos orejas.
Tres habitantes nombrados Imi, Dimi y Trimi se reunieron en un crater.
Imi dijo: "Puedo ver 8 orejas”. Dimi: ”"Veo 7 orejas”. Trimi: "Puedo ver
solo 5 orejas”. Si ninguno de ellos podia ver a sus propias orejas. ; Cuantas
orejas tiene Trimi?

Solucién:

Sea I el nimero de orejas de Imi, D el nimero de orejas de Dimi y T’
el nimero de orejas de Trimi, como Imi ve 8 orejas, T'+ D = 8, como
Dimi ve 7 orejas, I +7T = 7 y como Trimi ve 5 orejas, [ + D = 5. Luego,
21 + 2D + 2T = 20 por lo que en total las orejas de los habitantes suman
10. Como Imi ve 8 orejas, el tiene 2, como Dimi ve 7 orejas el tiene 3 y
como Trimi ve 5 orejas, entonces el tiene 5 orejas.

Problema 82. Un recipiente con la forma de un prisma rectangular y cuya
base es un cuadrado de lado 10 cm, se llena con agua hasta una altura de
h cm. Un cubo sélido de 2 cm de lado se pone en el recipiente. ;Cual es el
minimo valor de A cuando el cubo es completamente sumergido en el agua?
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Solucion:

Si h es la altura del agua contenida en el prisma rectangular, entonces,
el volumen de agua contenida es 10 - 10 - h = 100k cm?. Como el cubo
que introducimos es de lado 2 su volumen es 22 = 8 cm?, por lo tanto, el
volumen ocupado por el agua y el cubo en el recipiente es:

8
100h +8 =100 ( h + —
00h + 8 00(+100>

Como queremos encontrar el minimo valor de h cuando el cubo esta com-
pletamente sumergido en el agua, necesitamos que el cubo llegue al fondo
del recipiente y la altura del cubo coincida con la altura del agua, es decir
que:

8 8

h—l—loo = h 100:>h ,92 cm

Problema 83. El cuadrado ABC'D tiene H
area 80. Los puntos E, F,G y H estan en

los lados del cuadrado de modo que AE =

BF =CG = DH. Si AE = 3EB, cual es

el area de la figura sombreada?

Solucion:
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Notemos que al trazar los segmentos EF
y GH, se genera el cuadrado EFGH cu-
ya area es el doble del area sombrea-
da. Ademas, el area de cada uno de los
triangulos exteriores a este cuadrado es:

1 V80 3v80 3-80 15
2 4 4 32 2
Luego, el area del cuadrado pequeno es
15

80—4-?:80—30:50112

Finalmente, el drea sombreada es de 25u?

Problema 84. El producto de las edades (en niimeros enteros) de un padre
y un hijo es de 2015. ;Cual es la diferencia de sus edades?

Solucion:

Notemos que 2015 = 5403 = 5 - 13 - 31, donde este producto es la
descomposicion prima de 2015, por lo tanto las posibles edades son 5-13 =
65y 31,5-31 =155y 13, 13-31 = 403 y 5. Luego, es imposible que alguno
de ellos tenga 155 o 403 anos, por lo tanto, las edades del padre y el hijo
son 65 y 31, donde la diferencia 65 — 31 = 34

Problema 85. Cuatro pesos
a,b, c,d se colocan en una balan-
za (ver la figura). Cuando dos
de las cargas fueron intercambia-
das, la balanza cambia su posi-
ciéon como se muestra en la figu-

ra. ;Qué cargas fueron intercam-
biadas?

Solucion:

La primera balanza muestra que a > b, ¢ > d y que a + b > ¢+ d,
como debemos hacer solo un intercambio para obtener la segunda balanza,
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entonces, es claro que el peso mas pesado a debe intercambiarse con el peso
mas liviano d.

Problema 86. Si las dos raices de la ecuacién 22 —85x+¢ = 0 son nlimeros
primos. ;Cuadl es el valor de la suma de los digitos de ¢?

Solucion:

Sabemos que el producto de dos binomios de la forma (x — a)(z — b) =
22 — (a+b)x +a-bcon ay b positivos, en este caso a +b =85y a-b=c.
Ademas, si dos primos suman 85, entonces uno es par y otro es impar,
pero el tnico primo par es 2, por lo que el otro primo es 83. Por lo tanto,
c=2-83 =166y la suma de sus digitoses 1 +6 + 6 = 13.

Problema 87. ; Cuantos niimeros enteros positivos de tres digitos existen
de modo que cualquiera de dos digitos adyacentes difieran en 3 unidades?

Solucion:

Si estos ntimeros enteros tienen digitos distintos, podemos encontrar los
nameros 147,258 y 369, si invertimos sus digitos encontramos otros tres
numeros que también cumplen la condicién 741, 852 y 963.

Si estos nimeros enteros tienen digitos repetidos, podemos encontrar los
nameros 141 y 414, 252 y 525, 363 y 636, 474 y 747, 585 y 858, 696 y 969.

Por 1ultimo nos falta contar los nimeros que contienen el 0, estos son
303 y 630.

Finalmente, 20 nimeros cumplen la condicion.

Problema 88. ;Cudl de los siguientes es un contraejemplo de la proposi-
ciéon “Si n es primo, entonces entre los nimeros n — 2 y n + 2 sélo uno es
primo”?

(A)n=11B)n=19 (C)n=21 (D)n=29 (E) n =37
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Solucion:

Sin=11,n—2=9y n+ 2 =13, se cumple la proposicion, pues solo
uno de ellos (13) es primo. Sin =19, n—2 = 17y n+2 = 21, se cumple la
proposicién, pues solo uno de ellos (17) es primo. El n = 21 no sirve como
contra ejemplo pues no es primo. Sin =29, n -2 =27y n+ 2 = 31, se
cumple la proposicién, pues solo uno de ellos (31) es primo. Si n = 37 se
contradice la proposicién, pues n —2 = 35 y n+ 2 = 39, y ninguno de ellos
es primo.

Problema 89. La figura muestra siete regiones de-
limitadas por tres circulos. En cada region se escri-

be un nuimero. Se sabe que el nimero en cualquier
region es igual a la suma de los numeros de to-
das sus regiones vecinas (dos regiones son vecinas
si sus fronteras tienen mas de un punto comun). '

Dos de los nimeros son conocidos (ver la figura).
. Qué numero esta escrito en la region central?

Solucion:

De acuerdo al enunciado se tiene que:

(1) z=0+1+2
2)l=a+d+=x
3)2=c+d+=x
4 b=a+c+zx
v (5)a=b+1
(6) d=3
(7) c=b+2
De la ecuacion (6) se tiene que (2) l =a+3+z=a+z= -2y (3)
2=c+3+2 = c+ax= -1 Sumando las ecuaciones (2) y (3) se tiene
que a + ¢+ 2x = —3. Como en la ecuacién (4) a + ¢ = b — z, se tiene que
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b—x+2r=-3=b+z=-3. Como en la ecuacién (1) b —x = —3, se
tieneque b+xr=0—x =z =0.

Problema 90. Juan tiene 3 diccionarios diferentes y dos novelas diferentes
en un estante. ;Cuantas maneras hay para organizar los diccionarios y las
novelas si se quiere mantener los diccionarios juntos y las novelas juntas?

Solucion:

Notemos que por el principio de la multiplicacién Juan tiene 3-2-1 =6
maneras de ordenar solo los diccionarios, y 2-1 = 2 maneras de ordenar solo
las novelas, por lo tanto, cuando Juan junta diccionarios con novelas, cada
ordenacion de diccionarios se duplica, por ejemplo DDy D3N; Ny, genera

la ordenacién DDy D3Ny Ny .

De este modo si ubicamos primero los diccionarios tenemos 6 - 2 = 12
ordenaciones, del mismo modo si ubicamos primeros las novelas tenemos 2-
6 = 12 ordenaciones, luego Juan puede hacer 24 ordenaciones manteniendo
los diccionarios juntos y las novelas juntas.

Problema 91. ;Cuantos numeros de 2 digitos se pueden escribir como la
suma de exactamente seis diferentes potencias de 2 incluyendo 2°?

Solucién:

Como queremos escribir un nimero de dos digitos como la suma de seis
diferentes potencias de 2, necesariamente estas potencias deben tener 2 o
menos digitos, por lo tanto, nos sirven las potencias 2 = 1,2! = 2,22 =
4,23 = 8,24 = 16,2° = 32,2 = 64, donde las dnicas sumas que suman
menos que 100 son 14+24+4+8+16432=64y 1+2+44+84+16+64 =95,
luego, se pueden escribir solo estos 2 niimeros.

Problema 92. Andrea nacié en 1997, su hermana menor Carla, en el ano
2001. La diferencia de edad de las dos hermanas, en cualquier caso, es: (A)
menos de 4 afios (B) al menos 4 afios (C) exactamente 4 afios (E) no
menos de 3 anos (D) mas de 4 anos
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Solucion:

Andrea y Carla tendrian una diferencia de edades maxima si Andrea
hubiera nacido el 1 de enero de 1997 y Carla el 31 de diciembre de 2001,
es decir, 4 anos y 364 dias.

Andrea y Carla tendria una diferencia de edades minima si Andrea
hubiera nacido el 31 de diciembre de 1997 y Carla el 1 de enero de 2001,
es decir, 3 anos y 1 dia.

Luego, la diferencia de sus edades serd no menos de 3 anos y no mas de
5 anos. Por lo tanto, siempre se cumple F.

Problema 93. Reduzca la expresién (a — b)° + (b — a)®.

Solucion:

Como (a — b)® es una potencia impar tenemos que (a — b)° y (b — a)?,
solo difieren en el signo, es decir:

(=)’ = (~a+ b = (~(a= ) = —(a— )’
De este modo:

(a—b)°+(b—a)’ = (a—b)°—(a—0b)°=0.

Problema 94. Daniela dibujé un grafi-
co de barras que representa la cantidad
de las cuatro especies de arboles regis-

tradas durante una excursiéon de bio- l
logia. 1

Juan piensa que un grafico circular podria representar mejor las propor-
ciones de las diferentes especies de arboles. ; Cudl es el grafico circular mas
pertinente?
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(A) (B) (C) (D) (E)

Solucion:

Notemos que en el dibujo
los 4 sectores estdn aproxi-
madamente en la razén 1 :
2 : 3 : 4, por lo que la

.— torta debemos dividirla en
- 1+2+3+4 =10 partes.
De este modo tenemos, 1 parte para el negro, 2 partes para el gris oscuro,

3 partes para el blanco y 4 partes para el gris claro, por lo que el gréfico
que mas se acerca es el (A).

Problema 95. Qué resultado obtenemos al dividir por 31 la suma de los
31 enteros del 2001 hasta el 2031.

Solucion:

Notemos que debemos calcular la media aritmética de los ntmeros
2001, 2002, ...,2031, y la media aritmética de estos nimeros enteros con-
secutivos serd el nimero central, que en este caso es el 2016.

Problema 96. ; Cuantas de las siguientes figuras se pueden trazar con una
linea continua sin dibujar un segmento dos veces?

N (N ()
\_/ W W
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Solucion:

Como se trata de trazar las figuras con una linea continua sin pasar dos
veces por el mismo segmento, podemos hacerlo del siguiente modo:

o U©©

Por lo tanto, en 3 de estas formas se puede hacer dicho trazado.

Problema 97. Un pedazo cuadrado
de papel se dobla a lo largo de las !
lineas de puntos, una tras otra, en |} == A omnat
cualquier orden o direccién. Desde la !

——

|

pieza resultante se corta una esqui- [~T """ T 7T 7
na . Ahora el papel es desplegado.
.,Cuéntos orificios hay en el papel?

Solucién:

Observemos que al doblar el papel, siempre los ocho cuadrados pequenos
del borde quedan sobre el cuadrado central, por lo que al cortal una es-
quina del papel plegado se cortara solo una esquina del cuadrado central,
generando solamente un orificio.

Problema 98. Tres semicirculos tie-
nen diametros que son los lados de un
triangulo rectangulo. Sus areas son X
cm?, Y ecm? y Z em? ;Cudl de los si-
guientes proposiciones es verdadera?
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Solucion:

Sean a y b los catetos del triangulo rectangulo y ¢ la hipotenusa, por el
teorema de p Pitdgoras se tiene que a? 4+ b*> = ¢, si multiplicamos a ambos

lados de esta igualdad por g, obtenemos:

3 TR T8
1 a2 1 (b\ 1 sey?
5 (5) ”*5'(5) n=5(3)
X+Y =7
a b c _ .. :
Donde, 57375 Son radios de las semicircunferencias.

Problema 99. ;Cual de las siguientes es la lista completa del nimero de
angulos agudos que un cuadrilatero convexo puede tener?

(A)0,1,2 (B)0,1,2,3 (C)0,1,2,3,4 (D)0,1,3 (E)1,2,3

Solucién:

La suma de los angulos interiores de un cuadrilatero convexo es 360°. Si
los cuatro dngulos interiores del cuadrilatero son de 90°, el cuadrilatero no
tiene angulos agudos. Si tres de los angulos interiores del cuadrilatero son
mayores o iguales a 90°, el cuadrilatero tiene un angulo agudo. Si dos de
los angulos interiores del cuadrilatero son mayores o iguales a 90°, el cua-
drilatero puede tener dos angulos agudos. Si uno de los angulos interiores
del cuadrilatero es mayor a 90°, el cuadrilatero puede tener tres angulos
agudos.

Ademas, un cuadrildtero convexo no puede tener 4 angulos agudos, de
ser asi, la suma de sus angulos interiores seria menor de 360°.

Problema 100. Calcular el valor de:

/(2015 4 2015) + (2015 — 2015) + (2015 - 2015) + (2015 =+ 2015)
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Solucion:

V/(2-2015) + (0) 4+ (20152) + (1) = /(20152 + 2 - 2015 + 1

= /(2015 + 1)2

Problema 101. Determine en cuantas regiones queda dividido el plano
cartesiano al trazar el eje x y las graficas de las funciones f(x) =2 — a2y
g(z) = 2% — 1.

Solucion:

Debemos graficar estas curvas para
poder contar las regiones, la curva
f(x) = 2 — 22, es una parabola que
se abre hacia abajo y corta al eje
r en £v/2, la curva g(z) = 2% — 1,
-2 L\O/l 2

es una parabola que se abre hacia
arriba y corta al eje x en £1, lue-
go la gréfica la esbozamos de la si-
guiente manera.

De este modo el plano cartesiano se divide en 10 regiones.

Problema 102. Elsa quiere escribir un niime-
ro en cada circulo de la imagen de tal manera
que cada numero es la suma de sus dos vecinos.
. Qué nuimero debe escribir Elsa en el circulo
con el signo de interrogacion?
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Solucion:

Notemos que a = 3+ 5 = 8§, luego, 8 + b =
3=0=-5y8+c=5=c= —3. Ademss,
3+d=-5=d=-8yb+e=-3=¢e=
—8. De este modo se tiene que 7+b = —8 y
que ?+c = —8, pero como b y ¢ son distintos,
concluimos que en este diagrama no se cumple
la condicion de que cada nimero es la suma de
sus dos vecinos.

Problema 103. Dados cinco niimeros enteros positivos distintos a, b, ¢, d, €,
sabemos que c+e¢ = b, a+b = dy e—d = a. ;Cual de los nimeros a, b, ¢, d, e
es el mas grande?

Solucion:

Comoc+e=b=c=b-e,ademas, comoe —d=a = ¢ =a+d, se
tiene que ¢ = b(a + d), luego ¢ es el nimero mayor.

Problema 104. La media geométrica de un conjunto de n niimeros positi-
vos se define como la raiz n-ésima del producto de esos niimeros. La media
geométrica de un conjunto de tres nuiimeros es 3 y la media geométrica
de otro conjunto de tres ntimeros es 12. ;Cudl es la media geométrica del
conjunto combinado de seis ntimeros?

Solucion:

El enunciado nos indica que
Va-b-c=3y/d-e- f=12.

Como queremos calcular /a -b-c-d-e- f, multiplicamos ambas igual-
dades, luego:

Va-b-c-/d-e-f=3-12
Va-b-c-d-e- f=36.
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Aplicando raiz cuadrada a ambos lados de la igualdad, obtemos lo pe-
dido:

\/f/a-b-c-d-e-fz\/%
Va-b-c-d-e-f=6.

Finalmente, 6 es la media geométrica del conjunto combinado de seis
nimeros.

Problema 105. En la figura que se mues-
tra hay tres circulos concéntricos y dos
didmetros perpendiculares. Si las tres fi-
guras sombreadas tienen igual area y el
radio del circulo pequeno es uno, ;Cual es
el producto de los tres radios?

N\

Solucién:

Como el circulo pequeno tiene radio r; = 1 su area

) T
es m, entonces el area de la figura sombreada es 1

Como todas las areas sombreadas son iguales, el
area de las dos partes que se muestran en esta figura

@@
\S_AN_/

T T
es 2-1 =3 por lo tanto el radio del circulo mediano
es ro = \/5, pues:

1 9 T

— Ty = —

4 72
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Como todas las areas sombreadas son iguales, el
area de las tres partes que se muestran en esta figura
T : )
es 31, por lo tanto el radio del circulo grande es / .\
r3 = /3, pues: kJ
1 s
.t =3.=2

4T
Finalmente el producto de los tres radioses ry-ry-r3 =1- V2-v/3=1+6

o}

Problema 106. Un concesionario de automoviles compro dos autos. Ven-
dié el primero obteniendo una ganancia del 40 % y el segundo obteniendo
una ganancia del 60 %. La ganancia obtenida por los dos coches fue del
54 %. {Cudl es la razén de los precios pagados por el primer y el segundo
auto?

Solucion:

Sea x el precio de compra del primer automovil e y el precio de compra
del segundo automoévil, entonces:
1,42 + 1,6y = 1,54(x + y)
1,4z + 1,6y = 1,54x + 1,54y

0,06y = 0,14z
z 006 3
y 0,14 7

Problema 107. Vivi tiene un dado con los numeros 1, 2,3,4,5,6 en sus
caras. Tere tiene un dado especial con los numeros 2,2,2,5,5,5 en sus
caras. Cuando Vivi y Tere lanzan los dados el que tiene el niimero mas
grande gana. Si los dos numeros son iguales es un empate. ;Cual es la
probabilidad de que Tere gane?

Solucion:
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Notemos si Vivi lanza su dado y obtiene un 1, Tere tiene 6 maneras
de ganarle. Si Vivi obtiene un 2, Tere tiene 3 maneras de ganarle. Si Vivi
obtiene un 3, Tere tiene 3 maneras de ganarle. Si Vivi obtiene un 4, Tere
tiene 3 maneras de ganarle. Si Vivi obtiene un 5 o un 6, Tere no puede
ganarle.

De este modo existen 6 + 3 + 3 + 3 = 15 casos favorables donde Tere

gana, como en total hay 6 - 6 = 36 casos posibles, la probabilidad de que

15 5)
Tere gane es — = —.
36 12

Problema 108. Hay 2015 bolitas en un cajon. Las bolitas son numeradas
del 1 al 2015. Se suman los digitos de los nimeros escritos en cada bolita.
Las bolitas en que esta suma sea la misma se pintan del mismo color y
bolitas con sumas diferentes, tienen diferentes colores. ;Cuantos colores
diferentes de bolitas hay en el cajon?

Solucion:

Notemos que 1999 es el nimero entre 1 y 2015, en el que al sumar sus
digitos se obtiene el mayor resultado 1+9+9+9 = 28. Resulta evidente que
para el antecesor de 1999 (1998) la suma de los digitos serd 1+9+9+8 = 27,
y para 1997 la suma sera 1 +9+ 9+ 7 = 26, y asi sucesivamente, pudiendo
obtener como resultados todos los nimeros del 1 al 28. Por lo tanto, hay
bolitas de 28 colores distintos en el cajon.

Problema 109. Para los dados estandar la su-

ma de los niimeros en las caras opuestas es 7. ®* eNeeoe

« 1, . (]
Hay dos dados idénticos como se muestran en | & L —— ?
la figura. ;Qué nuimero puede estar en el lado e o

no visible?

Solucion:

Como la suma de los niimeros en las caras opuestas es 7, atras de 4 esta el
numero 3 y abajo de 6 esta el nimero 1, entonces en la cara indicada con
la flecha estd el 2 o el 5. Pero 2 no puede ser, pues si pusiéramos el dado
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izquierdo en la posicién del dado derecho, en lugar de 6 arriba veriamos el
1, luego el nimero que indica la flecha es 5.

Problema 110. La siguiente es la tabla de multiplicar de los niimeros del
1 al 10. ;Cuadl es la suma de los 100 productos presentes en la tabla?

x|11 2 3 ... 10
111 2 3 ... 10
212 4 6 ... 20
10|10 20 30 ... 100

Solucion:

Notemos que la primera columna suma 14+2+3+4. . .410 = 55, la segunda
columna suma 2-14+2-2+2-3+...42-10 =2(1+2+3+...+10) = 2-55,
de este modo la siguiente columna sumara 3 - 55, hasta llegar a la ultima
columna que sumara 10 - 55.

Por lo tanto, la suma de los 100 productos presentes en la tabla completa
es:

55+2-55+3-55+...+10-55 =55-(1+24+3+...4+10) = 55-55 = 3025
¢ d

Problema 111. La curva en la figura
esta descrita por la ecuacion: b

(562 + y2 — 2:1:)2 = 2(3:2 + y2).

.,Cudl de las lineas a, b, ¢, d representa el eje  /;
y?

Solucion:

CAMPEONATO DE MATEMATICA




SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS 85

Si hacemos x = 0 veremos los cortes de la curva en el eje y:

(v*)* = 2(y%)
v =2y =0
(' —2)=0

Deestemodo > =0=141 =0,1p=0e > =2=y3 = V2,94 = —V2.
Por lo tanto , la curva corta al eje y en —v/2, v/2 y es tangente en y = 0.
Luego, la recta a corresponde al eje y.

Problema 112. Al leer las siguientes cinco declaraciones de izquierda a
derecha. ;Cuadl es la primera declaracion verdadera?

(A): (C) es verdadero. (B): (A) es verdadera. (C): (E) es falsa. (D):
(B) es falsa. (E): 1+1=2

Solucion:

= (A) dice que (C) es verdadero y (C) dice que (E) es falsa, pero (E) no
es falsa pues 1+ 1 = 2. Luego, (A) es falsa.

= (B) dice que (A) es verdadera, pero acabamos de demostrar en el
punto anterior que (A) es falsa. Luego, (B) es falsa.

= (C) dice que (E) es falsa, pero como 1+1 = 2 (E) es verdadera. Luego,
(C) es falsa.

C)
= (D) dice que (B) es falsa, lo que en el punto 2 estd demostrado. Luego,
(D) es la primera declaracién verdadera.

Problema 113. ;Cuantos poligonos regulares existen tal que sus angulos
(en grados) son nuimeros enteros?

Solucién:

Sabemos que la medida de un angulo interior de un poligono regular de
n lados es:

180(n —2)  180n — 360 180n 360 —180—@
n B n o on n o n
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360

Por lo tanto, debemos determinar los valores de n para los cuales — es

entero, es decir debemos determinar la cantidad de divisores de 360,%&1’&
ello obtenemos la descomposicién prima de 360 = 23 - 32 - 5, vemos que
cualquier combinacién de productos entre estos factores sera un divisor de
360, por ejemplo 2 divide a 360, 1 -3 divide a 360, 2 - 3 divide a 360, 3 -5
divide a 360, 2 - 3 -3 -5 divide a 360, etc. Entonces debemos encontrar
cuantas combinaciones son formadas con dichos factores.

= 2% aporta 4 factores, 20, 21, 22 y 23 (3 + 1 factores, donde 3 es el
exponente de 2).

= 3% aporta 3 factores, 3", 3! y 32 (241 factores, donde 2 es el exponente
de 3) .

= 51 aporta 2 factores, 5° y 5! (1 + 1 factores, donde 1 es el exponente
de 5) .

Por lo tanto, todas las combinaciones posibles entre estos factores son
B3+1)-(2+1)-(1+1)=4-3-2 =24 combinaciones, es decir, 360 tiene
24 divisores.

Pero como n es el nimero de lados del poligono buscado, n # 1y n # 2,
luego existen 22 poligonos regulares donde sus angulos (en grados) son
nimeros enteros.

Existe un resultado que relaciona el teorema de la descomposicién prima
de un ntiimero compuesto con su nimero de divisores, el cual indica que si
n es un numero compuesto se puede escribir de la siguiente manera:

_ 1 a2 as AL
n=py Py P3 - Dg

Donde pi,ps,ps3,...,pr sOn primos, y ai,as,as,...,ar son naturales.
Luego la cantidad de divisores de n estd dada por:

(ar+1)-(aa+1)-(az+1) ... - (ap+ 1)

Problema 114. ;Cuantos nimeros enteros de 3 digitos positivos pueden

ser representados como la suma de exactamente nueve potencias diferentes
de 27
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Solucion:

Como queremos escribir un nimero de 3 digitos como la suma de 9
diferentes potencias de 2, necesariamente estas potencias deben tener 3 o
menos digitos, por lo tanto, nos sirven las potencias 20 = 1,2! = 2,22 =
4,23 = 8,2 = 16,2° = 32,20 = 64,27 = 128,2% = 256,2 = 512, o sea
solo 10 potencias de 2 que suman 1023, y como necesitamos 9 distintas
debemos excluir solo una. Cuando excluimos al 512 obtenemos un niimero
menor que mil ( con tres digitos), lo mismo ocurre si excluimos solo el 256,
o solo el 128, o solo el 64, o solo el 32, el 16 no lo podemos excluir, pues la
suma seria mayor que, luego se pueden escribir solo 5 nimeros.

Problema 115. Dados los
triangulos ABC'y A’B'C" con-
gruentes, se traza un segmen-

to paralelo a la base AC' que ; 9

pasa por X y un segmento pa-

ralelo a la base A'C’ que pasa

por Y. Si las areas de las re- 2 Y

giones sombreadas son las mis-

mas y los segmentos BX y XA 4 C w c’

estan en la razéon 4 : 1. ;En

qué razon estan los segmentos
BY yYA?

Solucion:

Como las lineas trazadas en ambos casos son paralelas a las bases, esto
determina que los tridngulos interiores son semejantes al triangulo mayor.
Como en dos triangulos semejantes la razon de semejanza de las areas es
igual a la razén de semejanza de los lados al cuadrado se tiene que:

B B
Ay (4
da " Aapc B 5
Ay g A 16
X AABC N 25
a s 16
A/ o \C i C Ay = - Aapc

25
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16 9
Luego A, = Aapc — A1 = Aapc — 2—5AABC = %AABC

Supongamos que los segmentos BY y Y A estan en la razén —, entonces:

S
A, _( r )2
AABC_ S+r

2

.
A*:—.A '
(s +1r)? ABC
r? 9 r 3 r 3
Por lo tanto ———— - A SN _ 2l _2
or lo ano(s_'_r)2 ABC o5 str 5 S 5

Problema 116. En un tridngulo rectangulo, la bisectriz de un angulo
agudo divide el lado opuesto en segmentos de longitud 1 y 2. ;Cudl es la
longitud de la bisectriz?

Solucién:
A

Una vez dibujado el triangulo con las con-
diciones del enunciado, podemos utilizar el
teorema de la bisectriz, donde:

BD AB 1 AB

DC - AC 27 AC

.
C
1D o

—

Luego AC' = 2AB, utilizando el teorema de Pitagoras se tiene que
AB? + 3% = (2AB)? = 9 = 3AB? = AB? = 3. Ademés, AB%>+ 12 =
AD?> = 3+1=AD?>= AD =2.

Problema 117. Determine de cuantas maneras se pueden elegir los digitos
a, b, c tal que ab < bc < ca, donde Ty representa un nimero de decena x y
unidad y.
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Solucion:

Como ab < bc < c¢a entonces a < b < ¢, es decir, las decenas de los
nimeros siempre seran crecientes. Analicemos, la forma de las tripletas abc
que cumplen la condiciéon cuando el primer digito es 1:

123,124, 125, 126, 127, 128, 129 (7 ntdmeros)

134,135,136, 137, 138, 139 (6 ntmeros)
145,146,147, 149 (5 nimeros)

178,179 (2 ntimeros)
189 (1 nimero)
En total 74+ 64+ 5+4+ 3 + 2+ 1 = 28 numeros.

Analicemos la forma del niimero de tres digitos que cumple la condicién
cuando el primer digito es 2:

234,235,236, 237, 238, 239 (6 nimeros)
245,246,247, 248, 249 (5 nimeros)

278,279 (2 numeros)
289 (1 ntimero)
En total 6 +5+4 + 3 + 2 + 1 = 21 ntmeros.

De este modo cuando el nimero comience con 3 habra 5+4+3+2+1 = 15
nimeros y asi sucesivamente.

Finalmente, en total habra:

(7T+6+54+4+34+2+1)+(6+5+4+3+24+1)+(54+4+3+2+1)
+A4+3+2+1)+B+2+1)+(24+1)+1
=7+2-6+3-5+4-44+5-3+6-2+7-1
=7+12+15+16+154+12+7

=84 numeros.
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Problema 118. Cuando uno de los ntimeros 1,2,3,...,n — 1,n fue eli-
minado, la media de los nuimeros restantes fue 4,75. ;Qué numero fue
eliminado?

Solucién:

Observemos que la media de los nimeros enteros desde 1 hasta n es:

14+2+43+...+n ot
n N n

Notemos que al quitar el nimero mas grande de esta lista, es decir n,
obtenemos la media més pequena, es decir:

Hl o R n(n-1)

n—1 n-1 2n-1)

n
%

Por otra parte, al quitar el nimero mas pequeno de esta lista, es decir
1, obtenemos la media méas grande, es decir:

n(ntl) 1 nZ4n—>2 B (n+2)(n_ 1) B n+2

2 __ 2 _
n—1 n—1 2(n—1) 2
. , n n+2 _
En particular, el promedio Y debe estar entre 5 y 5 es decir:
19 n 19 :
n T > 5 =n < o pero como n es entero, se tiene que n < 9.
19 n+2 19 15 .
u Zg 5 :>n—|—227:>n27, pero como n es entero, se tiene
que n > 8.

Luego, n =8 o n =9, Pero si n = 8 al eliminar uno de los numeros, el

19
promedio de los restantes deberia ser R por lo tanto la suma de los 7

numeros deberia ser — - 7 lo que es imposible pues la suma de enteros es

entera y T 7 no es entero, de modo que n = 9.
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Por ultimo, si n = 9 al eliminar un &k de entre ellos, el promedio de los

restantes deberia ser R es decir:

9(9+1)
k19

9-1 4

Problema 119. Se escriben diez nimeros distintos en una pizarra. Cual-
quier numero que sea igual al producto de los otros nueve numeros, se
subraya. ;Cuantos niimeros se pueden subrayar como maximo?.

Soluciéon

Sea ay -ag - ag- ... ajy = P, supongamos que existe a; entre a; y a;0,
de modo que si subraya el producto de los otros nueve nimeros es igual a

ay, es decir, — = a;, entonces P = ai, por lo tanto hay solo dos valores
ag

para a;, que son, VP y —/P.

Podemos ver que este caso ocurre cuando 8 de estos numeros son ra-
cionales y al multiplicarlos se obtiene —1, otro nimero es —1 y el otro
nimero es 1. De este modo se puede subrayar el —1, pues al multiplicar
los 8 nimeros por 1 el resultado es —1, y también se puede subrayar el 1,
pues al multiplicar los 8 nimeros por —1 el resultado es 1.

Problema 120. Varios puntos se marcan en una linea, y se trazan todos
los segmentos posibles entre parejas de estos puntos. Uno de los puntos
se encuentra en 80 de estos segmentos (no como extremo); otro punto se
encuentra en 90 de estos segmentos (no como extremo). ;Cudntos puntos
fueron marcados en la linea?.

Solucion

Notemos que si tenemos 8 puntos en una recta y se trazan todos los
segmentos posibles entre parejas de estos puntos, entonces el segundo punto
tiene 1 punto a su izquierda y 6 puntos a su derecha, por lo tanto, dicho
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punto se encuentra en 1-6 = 6 de los segmentos trazados, el tercer punto
tiene 2 puntos a su izquierda y 5 puntos a su derecha, por lo tanto, dicho
punto se encuentra en 2 -5 = 10 de los segmentos trazados. Por otra parte,
si un punto se encuentra en 12 de los segmentos trazados, puede que tenga
3 puntos a su izquierda y 4 puntos a su derecha, pues 3-4 = 12, o 4 puntos
a su izquierda y 3 puntos a su derecha, pues 4 -3 = 12, o 2 puntos a su
izquierda y 6 puntos a su derecha, pues 2-6 = 12, o 6 puntos a su izquierda
y 2 puntos a su derecha, pues 6 -2 = 12, o 1 punto a su izquierda y 12
puntos a su derecha, pues 1-12 = 12, o 12 puntos a su izquierda y 1 punto
a su derecha, pues 12 -1 = 12.

Como:

m 80 = 1-80, un punto se encuentra en 80 de los segmentos trazados, si
hubiera 80 + 1 + 1 = 82 puntos, contandolo a él.

m 80 = 2-40, un punto se encuentra en 80 de los segmentos trazados, si
hubiera 40 + 2 + 1 = 43 puntos, contandolo a él.

m 80 = 420, un punto se encuentra en 80 de los segmentos trazados, si
hubiera 20 4+ 4 + 1 = 25 puntos, contandolo a él.

m 80 = 5-16, un punto se encuentra en 80 de los segmentos trazados, si
hubiera 16 + 5 + 1 = 22 puntos, contandolo a él.

m 80 = 8- 10, un punto se encuentra en 80 de los segmentos trazados, si
hubiera 10 + 8 + 1 = 19 puntos, contandolo a él.

Como:

m 90 = 1-90, un punto se encuentra en 90 de los segmentos trazados, si
hubiera 90 + 1 + 1 = 92 puntos, contandolo a el.

m 90 = 2-45, un punto se encuentra en 90 de los segmentos trazados, si
hubiera 45 + 2 4+ 1 = 48 puntos, contandolo a el.

» 90 = 3- 30, un punto se encuentra en 90 de los segmentos trazados, si
hubiera 30 + 3 + 1 = 33 puntos, contandolo a el.

m 90 = 518, un punto se encuentra en 90 de los segmentos trazados, si
hubiera 18 + 5 + 1 = 24 puntos, contandolo a el.
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m 90 = 6- 15, un punto se encuentra en 90 de los segmentos trazados, si
hubiera 15 4 6 + 1 = 22 puntos, contandolo a el.

m 90 = 910, un punto se encuentra en 90 de los segmentos trazados, si
hubiera 10 + 9 4+ 1 = 20 puntos, contandolo a el.

Por lo tanto, si uno de los puntos se encuentra en 80 de los segmentos
(no como extremo) y otro punto se encuentra en 90 de los segmentos (no
como extremo), fueron marcados 22 puntos en la linea.

Problema 121. ;Cuantos numeros de dos digitos xy existen tal que al
sumarle el nimero de dos digitos yx se obtiene un multiplo de 77

Solucién:

Notemos que sumar los nimeros zy e yx es equivalente a sumar 10z +
y+ 10y + 2z = 1lx + 11y = 11(x + y) y como queremos que la suma sea
multiplo de 7, necesariamente x 4+ y es multiplo de 7, y necesariamente
x + y es menor que 18, pues x, y son digitos Por lo tanto, x +y es 7 o 14,
asi los posibles ntimeros son:

m 16 +61 =77
m 61 +16 =77
m 25 +52=177
m 52 +25=1T7
w 434+34 =77
m 34 +43 =77
= 59+ 95 = 154
= 95+ 59 = 154
= 68 + 86 = 154
= 86+ 68 = 154
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m 77477 =154

Por lo tanto existen 11 nimeros.

Problema 122. Dado un cuadrado ABC'D y un punto E al interior del

angulo CAB, se tiene que AE = BD y que BE es perpendicular a BD.
Determina la medida del angulo BAFE.

D @
oS ©
E
o
A
A\ B
6----- o

Solucién:

Dado el cuadrado ABCD construimos el cuadrado ABC’D’ simétrico
con respecto al lado AB y el cuadrado BC'F'G simétrico con respescto al
punto B, también trazamos la diagonal AC” (simétrica de AC' con respecto
a AB). Recordemos que BE es perpendicular a la diagonal BD, por lo
tanto, también es perpendicular a la diagonal BF', por lo tanto C'E =
BF, luego el tridngulo AC'E es equildtero, por lo que ZEAC" = 60° =
/ZEAB + 45°, entonces ZEAB = 15.
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D C
@ 43
E
A B G
(3 Lo 18}
D' ) F
@ & O

Problema 123. Dado un cuadrilatero ABCD con ZABC = ZADC =
90°, AB = BC y AD + DC = 20: Calcule su area.

Solucién:

Sea DC = x, como AD+ DC' = 20, entonces AD = 20 — x, por lo tanto,
el area del triangulo ADC' es:

(20 —z) 20z — 2?
2 2

Por otra parte, podemos calcular AC' utilizando teorema de Pitagoras:

AC? = 2% + (20 — 2)? = AC = /400 — 40z + 2a2

Como el tridngulo ABC' se puede inscribir en una circunferencia, se tiene

400 — 40 222
que OA=0B =0C = v Tt pues son radios, ademads, como

el triangulo ABC es isosceles se tiene que OB es altura. Luego, el area del
tridngulo ABC' es:

V400 — 40z + 222

2 4
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Finalmente, el area total es:

20z — 2 400 — 40x + 222 40z — 222 + 400 — 40z + 222
5 + 1 = 1 = 100

Problema 124. De los nimeros naturales del 1 al 9 uno de ellos es borrado.
De los 8 que quedan, 2 se multiplican y los restantes 6 se suman, resultando
el producto igual a la suma. ;De cuantas maneras se puede elegir el nimero
que se borra al inicio?.

Solucion:

Notemos que los nimeros naturales del 1 al 9 suman 45, sea k el nimero
que es borrado, por lo tanto:

36 <45 -k <44

Supongamos que de los nimeros que quedan se multiplican los nimeros
a y b, por lo tanto:

a-b=45—-k—a—-b=a-b+a+b=45—-k
= (a+1)(b+1)—1=45—k. (2.1)

Y como 36 < 45 — k < 44 entonces:

36<(a+1)(b+1)—1<44=37<(a+1)(b+1) <45

Por lo que la condicién la cumplen los pares (3,9), (4,8), (4,7) y (5,6).

= Para el par (a,b) = (3,9) k4541041 = 6, asi de la
lista 1,2,3,4,5,6,7,8,9, eliminamos el 6 y obtenemos que 3 -9 =
1+24+4+5+7+8=27.

= Para el par (a,b) = (4,8) o —45-5.941 = 1, asi de la

lista 1,2,3,4,5,6,7,8,9, eliminamos el 1 y obtenemos que 4 - 8 =
2434+5+64+7+9=32.
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= Para el par (a,b) = (4,7) 10N k=45—-5-8+1 = 6, asi de la

lista 1,2,3,4,5,6,7,8,9, eliminamos el 6 y obtenemos que 4 - 7 =
1+24+34+5+8+9 =28

= Para el par (a,b) = (5,6) % k=45—-6-7+1 = 4, asi de la

lista 1,2,3,4,5,6,7,8,9, eliminamos el 4 y obtenemos que 5 -6 =
14+24+34+7+8+9=30.

Finalmente, el nimero que se borra al inicio, se puede borrar de 4 ma-
neras.

Problema 125. ;Cuantos prismas rectos con dimensiones enteras x, ,
z (x < y < z) existen, tal que el area total es el doble de su volumen,
ignorando la unidad de medida?

Solucién:

Como el area total es el doble de su volumen, entonces:

2y + 2xz + 2yz = 2xyz/ = 2xyz
1 1 1
-—+—-+-=1
z Yy x
Notemos que los enteros buscados no pueden ser igual a 1, comencemos
probando x = 2 e y = 3 entonces:

Por lo tanto z = 6.
Probemos ahora con z = 2 e y = 4 entonces:

1 1 1

R |

z 4 2
1_1
2 4
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Por lo tanto z = 4.
Probemos ahora con x = 2 e y = 5 entonces:

1+1+1_
2 5 2
1 3
z 10

Lo que no es posible, observemos que con x = 2 ya no podemos probar con

un y > 5, pues z seria menor que y.
Probemos ahora con x = 3 e y = 3 entonces:

1+1+1_1
2 3 3
1 1
2 3

Por lo tanto z = 3.
Probemos ahora con x = 3 e y = 4 entonces:

1+1+1_1
2 4 3
1 5
z 12

Lo que no es posible, observemos que con x = 3 ya no podemos probar
con un y > 4, pues z seria menor que .
Probemos ahora con x = 4 e y = 4 entonces:
1 1 1

7+

| — —

4
1
z

Lo que no es posible, pues z > y, observemos que con x = 4 ya no
podemos probar con un y > 4, pues z seria menor que .

Luego las dimensiones pueden ser: (2, 3,6), (2,4,4), (3,3,3).
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Problema 126. En un cuadrildtero convexo, 3 de sus lados y la diagonal
miden 5 unidades. ;Cudntos valores enteros puede tomar el cuarto lado?

Solucion:

Trazamos a partir de A los lados AB y AD de longitud 5 y la diagonal
AC' también de longitud 5, entonces podemos ubicar el punto A en el
centro de una circunferencia de radio 5 de modo que los lados y la diagonal
sean radios. Con el tercer lado BC de longitud 5 se forma un triangulo
equilatero ABC como muestra la figura, por lo tanto, para que ABCD sea
un cuadrilatero convexo, ZC' AD debe ser menor que 180 — 60 = 120°.

J
Jot

Notemos que cuando ZCAD = 120° el ZBC'D = 90° y utilizando
pitdgoras se tiene que DC = 5 - /3, luego como el ZCAD es menor que
120°, el lado DC' serd menor que 5v/3, finalmente, el cuarto lado puede
tomar 8 valores enteros (8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1).
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120°

(7]

Problema 127. 51 cuervos se sientan en fila en la rama de un &arbol.
Cuando un cuervo grazna su vecino de la derecha y su vecino de la izquierda
salen volando. Cualquier cuervo que vuela regresa en 1 minuto a su lugar
anterior y grazna de inmediato. Si el cuervo del extremo izquierdo de la
rama es el primero que grazna. ;Cuantas veces grazné el cuervo del extremo
derecho durante los primeros 60 minutos?.

Solucion

Contemos el nimero de graznidos utilizando la siguiente tabla, donde
en la primera fila enumeramos los cuervos del 1 al 51 y en la primera
columna enumeramos los minutos del 0 al 60. Diremos que G = grazna y
V = vuela.
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112(314]5 50 | 51

0G|V

1| VIG|V

2 |G|V|G|V

3|V|IG|IV|IG|V
L81G|V|G|V|G \Y
491V|G|V |G|V G|V
50G|V|IG|V]|G V|G
51| V|G|V |G|V G|V
52|G|V|G|V|G VIG
60 G|VIG|V|G VIiG

Notemos que en el minuto 0 comienza graznando el cuervo 1, en el minu-
to 1 el cuervo 2 da su primer graznido, en el minuto 2 el cuervo 3 da su pri-
mer graznido, siguiendo la recurrencia observamos que el primer graznido
del cuervo 51 sera en el minuto 50, y desde ese minuto, graznara solamente
en los minutos pares, luego, el cuervo 51 del extremo derecho graznara 6
veces.

Problema 128. En un
Triangulo ABC, donde
/ZBAC = 120° el punto
D estd ubicado en la bi-
sectriz de ZBAC, tal que
AD = AB + AC. ;Cual
es la medida del &angulo
BDC?.

A a B
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Soluciéon

Sea. AB = ay AC = b,
marcamos en la bisectriz los
puntos F'y E, tal que AF =
ay AE = b. Como AD =
a + b, se tiene que ED = a
y F'D = b. Como la bisec-
triz de ZBAC = 120° lo di-
vide en dos dngulos de 60° y
como AC' = AE = b, enton-
ces, el AACKE es equilatero,
analogamente, como AB =
AF = a, implica que
AABF es equilatero. Luego
/CED = /DFB = 120°

A a B

Como ZCED = /DFB = ZCAB =120°y AB=BF = ED =ay
AC =CFE = FD = b, se tiene que los triangulos CBA, CDE y DBF son
congruentes, por lo tanto, el triangulo BDC' es equilatero, concluyendo que

£ZBDC = 60°

Problema 129. Cuatro personas A, B, C, D participan en una carrera.
Después de la carrera se afirmo lo siguiente: A llegd primero, B lleg6 ultimo,
C no llegd dltimo y D no llegd ni primero ni tltimo. Si exactamente una
de estas afirmaciones es falsa. ;Quién llegé primero en la carrera?.

Solucion:

Notemos que si la primera afirmacién es falsa, entonces A no llego pri-
mero, B lleg6 dltimo, C' no lleg6 ultimo y D no llegd ni primero ni ultimo,
por lo que las posibles llegadas son CADB y CDAB.

Si la segunda afirmacién es falsa, entonces A llegé primero, B no llegé ulti-
mo, C no llegé ultimo y D no llegd ni primero ni dltimo, lo que es imposible,
pues nadie llegé ltimo.
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Si la tercera afirmacion es falsa, entonces A lleg6 primero, B llegé tltimo,
C llegd ultimo y D no llegd ni primero ni ultimo, lo que es imposible pues
B y C habrian llegado ultimo.

Si la cuarta afirmacion es falsa, entonces A llegd primero, B lleg6 tltimo,
C no llego ultimo y D llegd primero o llegé iltimo, lo que es imposible pues
si A llegd primero y B llegd ultimo, D no puede haber llegado en ninguno
de esos dos lugares.

Luego, solo la primera afirmacion puede ser falsa, por lo tanto C' llego pri-
mero en la carrera. En el caso de que consideremos que algunos partici-
pantes podrian haber empatado, entonces A y C' podrian haber llegado
primero.

Problema 130. Mi mama plant6 cinco claveles de cinco colores distin-
tos en cinco maceteros de la terraza, y los dejo en el siguiente orden de
izquierda a derecha: rojo, morado, blanco, amarillo y naranjo. Aparente-
mente, alguien desordend los maceteros, pues a la izquierda floreci6 el clavel
blanco y en el centro esta comenzando a florecer el clavel naranjo. ;Cuél
es la probabilidad de que al menos un clavel florezca en el lugar donde fue
plantado?.

Solucién:

Siendo rojo=R, morado=M, blanco=B, amarillo=A y naranjo=N, los
claveles deberian haber nacido en el siguiente orden:

RIM|B| AN

Pero ya florecieron dos del siguiente modo:

RIM| B/ A|N
Bl e | N|e| e

Por lo que en los tres espacios que quedan, los tres claveles restantes
pueden florecer de las siguientes maneras:
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R M B/ AN
B| e | N|e|e
BIR|INIM|A
B|R|NIA|M
BIM|N|A|R
BIM|N|R|A
BIA|N|IR|M
B|A|N|M|R

Como en estos 6 casos posibles hay 3 casos favorables, donde al menos
un clavel florece en el lugar donde fue plantado, entonces la probabilidad
pedida es:

Problema 131. Dos amigos trotan a una velocidad constante y en linea
recta entre los puntos A y B. Ellos comenzaron a trotar al mismo tiempo,
uno desde A hasta B y el otro desde B hasta A. Ellos se cruzan por
primera vez a 500 metros de distancia de A. Cuando uno de ellos llega al
otro extremo, inmediatamente regresa trotando hacia su punto de partida,
encontrandose por segunda vez a 250 metros de B. ;Cuantos metros de
distancia hay entre A y B?.

Solucion:

Notemos que en el primer intervalo de tiempo, el corredor ubicado en
el punto A avanza 500 metros y el corredor ubicado en el punto B avanza
AB — 500 metros. En el segundo intervalo de tiempo, el corredor que par-
ti6 en el punto A a recorrido AB + 250 metros desde el inicio y el corredor
que partié en el punto B a recorrido 2AB — 250 metros.

Como las distancias recorridas en cada intervalo de tiempo son propor-
cionales se tiene que:

500  AB-—500 N
AB + 250 2AB — 250

xr = 1250

Luego la distancia entre A y B es 1250 metros.
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En este problema se espera que un nino por tanteo se dé cuenta que por
cada 2 metros que avanza el corredor ubicado en el punto A, el corredor
ubicado en el punto B avanza 3 metros, de este modo cuando el primer
corredor avanza 500 metros el otro avanza 750 metros, cumpliéndose la
condicion de encontrarse por segunda vez a 250 metros de B.

Problema 132. Un pedn esta en un tablero de ajedrez ilimitado en todas
sus direcciones. En cada paso se mueve a una celda adyacente (no se mueve
en diagonal). ;Cudl es la probabilidad de que el peén después de 4 pasos
realizados al azar caiga de nuevo en la celda inicial?.

Solucién:

Utilizando el principio de la multiplicacién calculamos el nimero de
casos posibles, pues en el primer paso el pedn tiene 4 opciones (A=arriba,
B=abajo, I=izquierda, D=derecha), en el segundo paso también tiene 4
movimientos posibles, al igual que en el tercer y cuarto paso, luego el peén
al dar 4 pasos puede tomar 4 -4 - 4 - 4 caminos posibles.

Para contar los caminos favorables (aquellos que llevan al pedén al lugar
de origen en 4 pasos), contaremos primero aquellos donde el peén da su
primer movimiento hacia arriba, y regresa por arriba, siendo estos AABB,
AIDB, ADIB, ABAB. Contaremos ahora cuando el peén da su primer
movimiento hacia arriba, y regresa por la izquierda, siendo estos AIBD,
ABID. Contaremos ahora cuando el peén da su primer movimiento hacia
arriba, y regresa por la derecha, siendo estos ADBI, ABDI. Por ultimo
contaremos cuando el pedn da su primer movimiento hacia arriba, y regresa
por abajo, encontrando solo el camino ABBA. En total son 44+2+2+1 =
9 caminos favorables cuando el peén sale hacia arriba, andlogamente se
encuentran 9 caminos al salir hacia la izquierda, 9 al salir hacia la derecha
y 9 al salir hacia abajo. Luego el peén al dar 4 pasos puede tomar 4 -9
caminos posibles.

Finalmente la probabilidad de que el pedén después de 4 pasos realizados
: 9

al azar Calga de nuevo en la celda 11icClal es 1.4.4.-4 64
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Problema 133. 51 cuervos se sientan en fila en la rama de un arbol. Cuan-
do un cuervo grazna su vecino de la derecha y su vecino de la izquierda
salen volando. Cualquier cuervo que vuela regresa en 1 minuto a su lugar
anterior y grazna de inmediato. Si el cuervo del extremo izquierdo de la
rama grazno primero. ;Cuantas veces en total los cuervos graznaron du-
rante la hora transcurrida después de que grazné el cuervo del extremo
izquierdo?.

Solucion

Contemos el nimero de graznidos utilizando la siguiente tabla, donde
en la primera fila enumeraremos los cuervos del 1 al 51 y en la primera
columna enumeraremos los minutos del 0 al 60:

1234 ]|5]|...]50|51

0G|V

1| V|G|V

2|1G|IV|G|V

3|V|G|IV|IG|V
281GV |G|IVIG \%
491V|G|V |G|V G|V
50G|V |G|V |G V|G
51 V|G|V |G|V G|V
52|G|V |G|V |G V|G
60 G|V|G|V|G V|G

Notemos que el primer cuervo grazna por primera en el minuto 0 y lue-
go grazna sélo en los minutos pares, es decir, grazna 31 veces, el cuervo 2
grazna 30 veces, el cuervo 3 también grazna 30 veces, el cuervo 4 grazna
29 veces, el cuervo 5 también grazna 29 veces, y asi sucesivamente, es decir
los que estan en posiciéon impar graznan 31, 30,29, 28, ...6 veces respecti-
vamente, y los que estan en posicion par graznan 30, 29,28, ...7, luego en
total han graznado:

.31 )
(2-%—%31)—(2-%—1—6) = 925 veces.
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Problema 134. En el rectangulo ABC D
que se muestra en la figura, M; es el pun-
to medio de DC, M, es el punto medio
de AM;, Ms;s es el punto medio de BM,
y My es el punto medio de C'Mj. Encon-
trar la razén entre el area del cuadrilate-
ro MyMyMsMy y el area del rectangulo
ABCD.

Soluciéon

Sea a la base del rectangulo y b su altura, por lo tanto a - b es su area.
a
Notemos que en el tridangulo DAM;, AD = b es la base y DM; = 5 Su
ab

altura, luego, el area de ADAM; = T

b
Ademas, en el tridngulo ABM,, AB = a es la base y 3 due es la

b
distancia entre AB y M es su altura, luego, el area de AABM, = az'

a
Notemos que la distancia entre AD y M; es 3 por lo que la distancia
a 3a
entre AD y M es T entonces la distancia entre BC'y Ms es 77 la

3
distancia entre BC'y Ms es ga‘ Luego, la base del triangulo BC' M3 es
3ab

3
BC = by su altura es ga' Por lo tanto, su area es 6

b
De manera analoga, observemos que la distancia entre AB y M> es 37

b
por lo que la distancia entre AB y M3 es T entonces la distancia entre DC
30 3b
y Ms es 77 la distancia entre DC'y My es 3 luego la base del tridangulo

30 3ab
CM{My es CM; = % y su altura es X por lo tanto, su area es 3%.

Luego el area del cuadrilatero es:
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(ab 3ab 3ab>
ab— | — + +

2 16 ' 32
25ab
b_
0739
Tab
32

Finalmente la razén entre el area del cuadrilatero M;MoMsMy v el
rectangulo ABC' D es:

Tab
My MoMs M, _ 39 _ 1
ABCD ab 32

Problema 135. 96 miembros de un club estéan de pie en un circulo grande.
Empiezan diciendo los nimeros 1, 2, 3, etc., y a la vez, van dando vueltas al
circulo. Cada miembro que dice un niimero par se sale del circulo y el resto
continia. Siguen de este modo hasta que queda s6lo uno de los miembros.
. Qué numero dijo a este miembro en la primera ronda?

Solucién:

Los 96 miembros dicen niimeros del 1 al 96, al retirarse los 48 miembros
que dicen numeros pares, el miembro nimero 1 dice un impar (el 97),
hasta que el miembro niimero 95 dice el 96 4 48 = 144, al retirarse los 24
miembros que dicen nimeros pares, el miembro nimero 1 dice un impar (el
145), hasta que el miembro nimero 93 dice el 144 + 24 = 168, al retirarse
los 12 miembros que dicen niimeros pares, el miembro nimero 1 dice un
impar (el 167), hasta que el miembro ntimero 89 dice el 168 4+ 12 = 180,
al retirarse los 6 miembros que dicen niimeros pares, el miembro nimero 1
dice un impar (el 181), hasta que el tltimo miembro dice el 180 + 6 = 186,
al retirarse los 3 miembros que dicen ntimeros pares, el miembro niimero 1
dice un impar (el 187), hasta que el ultimo miembro dice el 186 + 3 = 189,
en este momento solo quedan dos miembros, el que dijo 187 y el que dijo
189, pero el que dijo 187 se debe retirar pues en la siguiente ronda debe

CAMPEONATO DE MATEMATICA



SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS 109

decir 190, por lo tanto el miembro que queda es el que dijo 189, explicamos
esto con la idea de mostrar que el miembro niimero 1 queda en todas las
rondas, hasta el final.

Para resolver el problema tomemos un caso mas pequeno con un divisor
de 96, por ejemplo 12, de modo que se cumpla que el miembro 1 quede
hasta el final, y ejemplificaremos el retiro de los miembros por medio de la
siguiente tabla:

Miembro N° | 1 |2 3 |4| 5 |6 7 [8| 9 |10|11 |12
Ronda 1 1 (2345|6789 (101112
Ronda 2 13|e|14|e|15|e|16|e| 17| @ |18 | @
Ronda 3 19 0| e (@200 | @ |@|2]1| @ | @ | @
Ronda4d [|22|e| e [e| @ (6| @ (0|23 | @ | @ | @

Notemos que el miembro ntimero 1 es el ultimo que se va, y en la ronda
4 solo queda el miembro 1 y el 9. Por otra parte al retirarse los primeros
6 miembros, queda el miembro 1 y a su lado el 1 4+ 2 = 3, al retirarse los
3 siguientes, queda el miembro 1 y a su lado el 1 + 22 = 5, al retirarse los
siguientes, queda el miembro 1 v a su lado el 1 + 23 = 9, es aqui donde el
miembro debe retirarse y quedar solo el miembro 9.

Volviendo al caso original, Los 96 miembros dicen ntimeros del 1 al 96,
al retirarse los 48 miembros que dicen nimeros pares, queda el miembro
nimero 1 y a su lado el 1 + 2 = 3, al retirarse los siguientes 24 miembros,
queda el miembro nimero 1 y a su lado el 1 + 22 = 5, al retirarse los
siguientes 12 miembros, queda el miembro ntiimero 1y a sulado el 1423 = 9,
al retirarse los siguientes 6 miembros, queda el miembro niimero 1 y a su
lado el 1+2* = 17, al retirarse los siguientes 3 miembros, queda el miembro
nimero 1 y a su lado el 1 + 2° = 33, hasta que sélo quedan 2 miembros,
el miembro nimero 1y a su lado el 1+ 26 = 65, es aqui donde se retira el
miembro nimero 1, quedando sélo el nimero 65.
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